Kapitola 1
Dvojny integral

oA

VétSina Ctendfl tohoto textu je jiZ nepochybné sezndmena s teorii Riemannova
urcitého integrdlu funkce jedné proménné, ktery se predndsi v rdmci predndsky
z matematické analyzy. Tento jednorozmérny integrdl se znaci fab f(x)dx aje
definovan pro funkci f jedné proménné integrace schopnou, a tedy zejména
ohrani¢enou, na uzavieném intervalu (a, b). Tento integrdl pfifazuje funkci f
s vySe uvedenymi vlastnostmi jisté redlné Cislo. V zdkladnim kurzu matematické
analyzy se pfi ivodnim studiu Riemannova integrdlu obvykle nedefinuje integral
funkce jedné proménné na obecnéjsi mnoZziné (napi. M = (a, b) U (c,d), kde
(a,b) N {c,d) =), ani integral funkce vice proménnych.

NasSim cilem bude vybudovat teorii Riemannova integrdlu funkce n promén-
nych na dosti obecnych mnozindich M C R”". Tento integrdl bude zobecnénim
Riemannova urcitého integralu funkce jedné proménné. Pro jednoduchost a na-
zornost soustiedime pozornost zejména na pripady n = 1, 2, 3. V pfipadé n = 1
mluvime o jednoduchém, v ptipadé n = 2 o dvojném a v ptipadé n = 3 o trojném
integralu. Nejprve se budeme zabyvat integralem dvojnym.

Teorie dvojného Riemannova integrdlu se obvykle buduje tim zplisobem, Ze
se nejdiive definuje tzv. Jordanova? mira mnoZiny a vydéli se tif{da mnoZin, které
jsou jordanovsky méftitelné. Dvojny integrdl funkce f dvou proménnych ohra-
ni¢ené na jordanovsky méritelné mnoziné M se pak zavadi tak, Ze se definuje

1

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (Cti riman) — némecky matematik. Za-
byval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferencidlnimi rovnicemi.
Jeden z nejvyznamnéjsich matematikd vSech dob.

2Marie Edmond Camille Jordan (1832—-1922) (¢ti Zordan) francouzsky matematik. Za-
byval se matematickou analyzou, algebrou, teorii funkci, topologii, krystalografii, kinematikou,

stabilitou, geometrickou pravdépodobnosti, teorif ¢isel a diferencidlnimi rovnicemi. Jeden z tvlrci
moderni matematiky.
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vhodnym zptsobem déleni D mnoZiny M na jisté specidlni méfitelné podmno-
Ziny (tzv. dilky déleni), sestavi se horni a dolni soucet S(D, f), s(D, f) a déle
se postupuje podobné jako v definici jednoduchého Riemannova integralu.

V tomto textu vSak volime jiny pfistup: Dvojny integrdl definujeme nejprve
na dvojrozmérném intervalu, poté pomoci charakteristické funkce mnoziny de-
finujeme méfitelnou mnoZinu a nasledné zavddime pojem dvojného integrdlu na
méfitelné mnoziné M, a to pfevedenim na dvojny integrdl na dvojrozmérném
intervalu, ktery mnoZinu M obsahuje.

1.1. Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu

Zavedme nejprve pojem intervalu v roving.

Definice 1.1. Intervalem v rovine neboli dvojrozmérnym intervalem budeme
rozumét mnozinu J, kterd je kartézskym souc¢inem dvou intervald J;, J, € R.
Tedy J = J1 X Jz.

Intervaly J; a J, mohou byt libovolného
typu — omezené, neomezené, uzaviené, ote-
d viené nebo polooteviené. Bude-li néktery z nich
degenerovany, tj. bude-li to bod, bude i dvoj-
rozmérny interval J tzv. degenerovany. MiiZe to

; byt bod, tsecka, polopiimka nebo piimka.
2 M | B cde ala liida et Ao ey ¢ %

oba dva intervaly J; a J, budou omezené
a uzaviené. Odpovidajici dvojrozmérny interval
cl : M = J; x J, pak bude omezeny a uzavieny ob-
< R délnik, jehoZ strany jsou rovnobéZné se soufad-
a b . L. . .
Ji nicovymi osami — viz obr. 1.1, kde J; = (a, b)
a J, = (c,d). Lze ho zapsat také takto:

Obr. 1.1: Interval v roviné 5
M={x,yleR*:a<x<bh, c<y<d}
V dal$im, nebude-li feceno jinak, budeme obdélnikem rozumét vzdy nedege-
nerovany dvojrozmérny uzavieny a omezeny interval. Podobné dvojrozmérnym
intervalem budeme rozumét nedegenerovany interval, pokud nebude uvedeno

jinak.
Bud M = (a, b) x (c,d) obdélnik v R?>. Nechf D,:a = xo < x] < -+ <
< Xx» = b je déleni intervalu (a,b) anecht Dy:c=y) <y < - <y, =

= d je déleni intervalu (c,d). OznaCme M;; = (x;j_1,x;) X (Yk—1, Yx), kde
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Obr. 1.2: Déleni dvojrozmérného intervalu

ie{l,2,...,m}, k e {1,2,...,n}. Systém obdélnikt {M;; : i = 1,2, ..., m;
k=1,2,...,n} nazyvame délenim obdélniku M a zna¢ime D = D, x D,. Ob-
délniky M;; nazyvdme dilky déleni D (viz obr. 1.2). Normou déleni D = D, x
x D, budeme rozumét ¢islo v(D) = max{\/(xi —Xi—1)?2+ Ok —y—)? 10 =
=1,2,....mk = 1,2, ,n} tj. délku nejdelsi z dhlopticek vsSech dilka
déleni. V naSich ivahdch budeme pracovat také s posloupnostmi déleni. Posloup-
nost déleni {D,} nazveme nulovou posloupnosti déleni, plati-li nlggo v(D,) = 0.

Symbolem %(M) nebo & ozna-
¢ime mnoZinu vSech déleni obdél-
niku M. D&leni D; = D, x Dj se na- 4 My
zyva zjemnéni d&leni D = D, x Dy, Yo i i
je-li D} zjemnénim déleni D, a D, | |
zjemnénim déleni D,. Je-li D; zjem- T I
néni déleni D, pak zfejm& kazdy di- | |
lek M;; déleni D je v D, rozdélen k=11 : I I :
na konec¢ny pocet dilki déleni Dy (viz o Xii—l : : XI,
obr. 1.3). Snadno se ovéfi, zZe ke kaz-
dym dvéma délenim D; = D} x Dy, e
D, = D? x D§ € P(M) existuje jejich Obr. 1.3: Zjemnéni déleni

spole¢né zjemnéni. (Tim je napf. déleni D = D, x D, kde D, je tvofeno vSemi

X

d&licimi body dé&leni D! a déleni D? a ISy je tvofeno vSemi dé€licimi body dé€lent
D; a déleni D%. Toto déleni budeme nazyvat nejvétsim spolecnym zjemnénim
déleni Dy, D;.)

Bud' f ohrani¢end funkce dvou proménnych definovand na obdélniku M =
= (a,b) x (c,d) anecht D = D, x D, je déleni obdéIlniku M o dilcich M,
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i=1,2,....m;k=1,2,...,n. OznaCme

vir, = inf { f(x, y) : [x, y] € My},
Vik = sup{f(x,y):[x,y] € My}

a poloZme

s(D. )= ) wilxi — xi-) (G — Y1)

i=1 k=1

S(D, f) =Y Vielxi — xi-1) (3 — Y1)

i=1 k=1
Cislo s(D, f) nazyvame dolnim souctem, &islo S(D, f) hornim souctem funk-

ce f pri déleni D (viz obr. 1.4 a 1.5).

Nazveme-li ¢islo m(R) = (B — «)(8§ — y) mirou (obsahem) obdélniku R =
= (a, B) x (y,d), mizeme pii oznaceni I = {(i,k) : i = 1,2,...,m; k =
=1,2,...,n} psat struénéji

s(D, f) = Z vix m(M;y),

(i,k)el

S(D, f) =Y Viem(My).

(i,k)el

Podobné jako v pfipadé jednorozmérného integralu pro kaZzdou ohrani¢enou
funkci f plati:

Lemma 1.2.
a) s(D, f) < S(D, f) pro kazdé D € 2.

b) Jsou-li Dy, D, € 9 a D, je zjemnéni D, pak je s(Dy, f) < s(Dy, f),
S(D1, f) = S(Da, f).

¢) Jsou-li Dy, D> € 9 libovolnd, pak s(D1, ) < S(D», f).
Diikaz.
a) Pro kazdé (i, k) € I plati v;y < V. Odtud plyne

s(D, )= > vamMy) £ > Viem(My) = S(D, f).

(i,k)yel (i,k)el
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a) b)

Obr. 1.4: Geometricky vyznam dolnitho souctu

a) b)

Obr. 1.5: Geometricky vyznam horniho souctu
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b) Libovolny dilek M déleni D, pfispiva do dolniho souctu s(D;, f) hodnotou
vix m(M;y). V déleni D, je pevn€ zvoleny dilek M;; rozdélen na dilky M,
(p,q) € J, kde J je vhodnd mnoZina uspoiddanych dvojic indexi, pficemz

Y. m(Mp,) = m(My). Piispévek dilku M;; do soutu s(D,, f) je tedy
(p.)el

Y. Upem(M,,), kde v,, = inf{f(x,y) : [x,y] € M,,}. ProtoZe ziejmé
(p.p)el
plati vz < v,, pro libovolné (p, g) € J, mdme

Vik m(Mik) = Vik Z m(Mpq) = Z Vik m(Mpq) é Z 6pq m(Mpq),
(p.q)eJ (p.g)ed (p.g)es

tj. prispévek dilku M;; do souctu s(D,, f) je vetsi nebo roven piispévku

tohoto dilku do s(Dy, f). Sectenim pro vSechna (i, k) € I vyjde tvrzeni pro

dolni soucty. Pro horni soucty se diikaz provede analogicky.

¢) Bud Dj spolecné zjemnéni déleni D; a D,. UZitim a) a b) dostdvame

s(D1, ) S s(Ds, f) = S(D3, f) < S(Da, f). 0

Bud Dy € Z libovolné pevné zvolené dé€leni dvojrozmérného intervalu M =
= (a, b) x{c, d). Podle lemmatu 1.2 plati s(D, f) < S(Dy, f) prokazdé D € 2.
Mnozina {s(D, f) : D € Z} je tedy neprazdna a shora omezend. Existuje proto
sup{s(D, f) : D € &}, které znaCime

J[ rxnaxe.
M
Ziejmé plati

// f(x,y)dxdy = S(Dy, f).
™

Déleni Dy viak bylo voleno libovolng, takze S(D, f) = [[ f(x,y)dxdy pro

M
kazdé D € % a mnozina vSech hornich soucti funkce f je zdola omezend

a neprazdna. Existuje tudiz inf{S(D, f) : D € &}, které zna¢ime

// f(x,y)dxdy.

M

// Fx. y)dxdy < //f(m) dxdy.
M

M

Pfitom plati
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Definice 1.3. Cisla [[ f(x, y)dxdy resp. fj f(x,y)dxdy nazveme dolnim
W M

M
resp. hornim integrdalem ohranicené funkce f na mnoZiné (pres mnoZinu) M.

Plati-li rovnost
/ / fr. ) dxdy = / fr. ) dxdy,
72 M

tikdme, Ze f je integrovatelna (integrace schopna) na mnoziné M a definu-
jeme dvojny integral f [ f(x,y)dxdy funkce f na mnoZiné (pies mnozinu) M
vztahem

//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy=/ f(x,y)dxdy.
M Y3 M

Funkce f se nazyvé integrand, mnoZina M integracni obor.

Poznamka 1.4. Je-li integrand f konstantni funkce rovnd jedné, pouzZivame
misto zdpisu [[ 1 dxdy stru¢ngj§i podobu f [ dxdy. Obdobné& pro dolni a horni
integraly. M

Piiklad 1.5. Vypoctéte [[ f(x,y)dxdy, kde f(x,y) = ¢ € R pro kazdy bod
M

[x, y] daného obdélniku M = (a, b) x (c, d).

ReSeni. Bud' D = {Mj : (i, k) € I} libovolné dé&leni obdélniku M. Ziejmé plati

Vir = ¢, Vix = c. Tedy

s(D, f)= > em(My) =c > m(My) =cm(M),

kel kel
S(D, f)= > emMy) =c > m(My)=cm(M).
kel kel
Odtud o
// f(x,y)dxdy =cm(M) = / f(x,y)dxdy,
™ M
a tedy

/ f(x,y)dxdy = //cdxdy =cm(M)=cb—a)ld-—c).
M M A
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Priklad 1.6. Bud f funkce definovand na obdélniku M = (0, 1) x (0, 1) takto:

f(x,y):{l je-lixeQayeqQ,

0 v ostatnich pripadech.

Rozhodnéte, zda funkce f je integrovatelnd na obdélniku M.

ReSeni. Bud D = {M; : (i, k) € I} libovolné déleni obdélniku M. Pak v;; = 0,
Vir = 1, protoZe mezi kazdymi dvéma rliznymi redlnymi Cisly lezi jak nekonecné
mnoho raciondlnich tak nekone¢né mnoho iraciondlnich cisel ([7, str. 7]), a

s(D, f)= > vamMy) = Y 0-m(My) =0,

(i,k)el (i.k)el
SD, f)= Y VamMy)= > 1-m(My)=1.
(i,k)el (i,k)el
Odtud .
[ remaxar=0z1= [[ e yaxay.
M M
Dana funkce neni integrovatelnd na obdélniku M. A

Lemma 1.7. Bud' f ohranicend funkce v obdélniku M = (a, b) x (c, d). Pak ke
kaZdému cCislu ¢ > 0 existuje Cislo 6 > 0 tak, Ze pro kazdé déleni D obdélniku M,
pro jehoZ normu plati v(D) < §, je

// f(x,y)dxdy < S(D, f) < // f(x,y)dxdy + e. (1.1)
M

M

Diikaz. Nechf K > 0 je konstanta takova, Zze | f(x, y)| < K pro [x,y] € M.

Bud ¢ > 0 libovolné. Podle definice horniho integrdlu (jako infima hornich

2\ exictuie d&lent D! — DL s DI Dl - 4 — 1 — o] 1 _
souctl) existuje déleni D° = D, x Dy, D; 1 a = x5 < x; < -+ <X, =D,

Dj:c=yy <y <---<y,=d, obdélniku M s vlastnosti
[ [ £
S(D', f) < // fx,y)dxdy + 2. (1.2)
M

Nechf Ml.lj i=1,2,...,m;j=1,2,...,n) jsou dilky tohoto déleni. Oznacme
I={G,j):i=1,2,...,m;j=1,2,...,n}. PoloZme

1)
0= 4d—m~+ b —amK
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Obr. 1.6: Déleni D! a D a jejich nejvétsi spolecné zjemnéni D?
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Bud' nyni D libovolné déleni obdélniku M o normé mensi nez § s dilky M;;
@i=12,...,p;j=1,2,...,9). OznaCme J ={(i, j) :i =1,2,...,p; ] =
=1,2,...,q}. Uvazujme ddle d&leni D? obdélniku M, které je nejvétsim spo-
le¢nym zjemnénim déleni D, D' (viz obr. 1.6). Necht dilky d&leni D* jsou M,
Gi=12,...,r;j=1,2,...,5). OznaCme L = {(i, j) : i = 1,2,...,r;j =
=1,2,...,s}. PoloZzme J' = {(i, j) € J : existuje (k,[) € I s vlastnosti M;; C
C ML}, J' = J N J. Ziejm& pro (i, j) € J je M;; dilkem déleni D2
Pro (i, j) € J” existuji (k,1) € I, (k,]) € I, (k,]) # (k,]) tak, Ze M;; N
N (M~ M) # 0, My 0 (M~ M})) # @. Protoze v(D) < 8, plati pro soucet
mér m(M;;) vech obdélnikd M;;, kde (i, j) € J”, nerovnosti

> m(M;) £ v(D)[(d — c)m + (b —a)n] <
@ ))e" (1.3)

>

3[(d — b — = —.

< d[( c)ym + ( an] 1K
Polozme L' = {(k,l) € L : existuje (i, j) € J s vlastnosti M7, = M;;}, L" =
= L~ L'. Nechf pro (i, j) € J, (k,]) € L je V;j =sup{f(x,y):[x,y] € M},

Vi =sup{f(x,y):[x,y]l € M}}. Pak podle (1.3)

Uw=U U m= U

Q. j)el kel i, j)el” (k.eL”
e ¢

g < y L _°
Y VymMp)| S K YD mMyg) <Ko=
@i, j)e” @i, j)et”

2 2
Z Vijm(M;;) = Z Viam(Mj).
@.j)elt’ (k.heL’

Podobné uzitim (1.3) dostavame

1) £
V2 MZ‘SK M2y = K M) <K =%,
D vimMp[ K YD mMi) =K DT mMi) < K =g
(k,h)eL” (k,lyeL” @@, )ed”
Protoze

S )= SD% Pl =] 3 VymMip+ D ViymMy) —

(i,)et’ @, ))ed”

- Z V;fzm(Mé)— Z szlm(MI%l)

(k,lyeL’ (k,lyeL”

9
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mame

S, H=SW% P S Vymp|+| Y vAm)| <

(i,j)el” (k.heL” (1.4)
€ 4 € €

<-4 -==.
4 4 2

Uzitim (1.4) a (1.2) dostavame odhad

=

/ / f(x,y)dxdy < S(D, f) < S(D?, f) +

M

N ™

<SSO )+ 5 < // Fx. y)dxdy + e,
M

¢imz je vztah (1.1) dokdzan. L]
Poznamka 1.8. Analogické tvrzeni plati i o dolnim souctu a dolnim integralu.

Lemma 1.9. Bud’ f funkce ohranicend na obdélniku M = (a, b) x (c,d). Pak
je f integrovatelna na M prave tehdy, kdy? ke kaidému ¢ > 0 existuje takové
deleni D € (M), Ze plati S(D, f) —s(D, f) < e.

Diikaz. Necht f je integrovatelnd na M. Bud ¢ > 0 libovolné. Pak existuje
takové Dy € (M), ze

I
~

SOy, ) <//f<x,y>dxdy+§=//f<x,y>dxdy+2
M M

a takové D, € (M), Ze

(D, f) > // Fx, vy dxdy — £ = // Fx, ) dady — £
o M

Bud' D spole¢né zjemnéni déleni Dy a D,. Pak S(D, f) < S(Dy, f), s(D, f) =
> s(Dy, f), a tudiz

&

S(D. f) < // ey dxdy 5. s, f) > // Fex, vy dudy - 5
M M
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Odtud

S(D,f)—S(D,f)<//f(x,y)dxdy—|—§—(/ f(x,y)dxdy—%):s.
M M

Nechf naopak pro libovolné ¢ > 0 existuje D € Z(M) tak, ze S(D, f) —
—s(D, f) < ¢e. Protoze

//f(x, ¥ dxdy < S(D, f), // F(x.y)dxdy = s(D, f),
M M

plati

O§//f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy<8.
M ™

JelikoZ posledni vztah plati pfi libovolném ¢ > 0, je

//f(x,y)dxdy—/ f(x,y)dxdy =0,

M M
takZe L
//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy
M M
a f je integrovatelnd na M. L]

Véta 1.10. Bud' [ ohranicend funkce na obdélniku M = (a, b) x (c, d).

a) Je-li {D,} libovolna nulova posloupnost deleni obdélniku M, pak pro n — oo
plati

s(Dn,f)—>//f(x,y)dxdy, S(Dn,fw//f(x,y)dxdy.
7 M

b) Je-li funkce f integrovatelna na obdélniku M, pak pro n — oo plati

$(Dy, f) — // f(x,y)dxdy, SDy, f) — // f(x,y)dxdy
M M

pro libovolnou nulovou posloupnost deleni {D,,} obdélniku M.
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c) Jestlie pro aspon jednu nulovou posloupnost {D,} déleni obdélniku M plati
lim s(D,, f) = lim S(D,, f), pak funkce f je integrovatelnd na obdél-
niku M.

Diikaz.
a) Bud ¢ > 0 libovolné. Podle lemmatu 1.7 existuje § > 0 tak, Ze pro libovolné
déleni D o normé v(D) < § plati

0= S(D, f)—//f(x,y)dxdy < e.
M

Protoze pro libovolnou nulovou posloupnost {D,} dé€leni obdélniku M plati
v(D,) — 0, existuje N € N tak, ze v(D,) < 8 pro viechna n = N. Tedy

0= 50, )~ [[ rixmaxdy <
M
pro kazdé n = N. Podle definice limity ¢iselné posloupnosti to znamend, Ze

S(Dy, f) — / / F(x, ) dxdy.
M

Podobné se dokaze, ze

$(Dy, f) — // Fx, ) dxdy.
M

b) Druhé tvrzeni véty plyne z tvrzeni a) a z toho, Ze funkce f je integrovatelnd
na M pravé tehdy, kdyz

/ f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy=/ f(x,y)dxdy.

m v M

c) Podle predpokladu existuje ¢islo L € R takové, ze plati lim s(D,, f) =
n—0o0
= lim S(D,, f) = L. Podle tvrzeni a) je

/ f(x,y)dxdy=L=//f(x,y)dxdy,
M

M

takZe f je na M integrovatelna. L]
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V diikazu nésledujici véty pouZijeme tvrzeni o stejnomérné spojitosti funkce
spojité na kompaktni mnoziné: Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoZiné
M C R", pak ke kazdému ¢ > 0 existuje Cislo 6 > 0 takové, Ze pro libovolnd
XieM, X, e M, o(X1, X2) <6, plati | f (X)) — f(X2)| < e. Pritom o znaci
eukleidovskou metriku v prostoru R".

Véta 1.11. Bud f spojita funkce na obdélniku M = {(a, b) x {(c,d). Pak je f
integrovatelnda na M.

Diikaz. MnoZina M je kompaktni, takZze podle Weierstrassovy véty ([5, str.20])
je funkce f na mnoZiné M ohranicend, tudiZ ma na M horni a dolni integral.
Bud' ¢ > 0 libovolné. Z tvrzeni zminéného pred touto vétou plyne existence Cisla
8 > 0 takového, Ze pro [xi, y1] € M, [x2, 2] € M, Q([xl, yil, [xz,yz]) < 4,
plati | f(x1, y1) — f(x2, y2)| < &/ m(M).

Bud nyni D = {M;; : (i,k) € I} déleni ob-
délniku M o normé& menSi nez §, tj. takové dé-
leni, Ze uhlopficka kazdého jeho dilku M;; je kratSi
T nez 6. ProtoZze mnoZiny M;; jsou kompaktni a f

je spojitd, nabyva funkce f na kazdém M;; své
nejvétsi a nejmensi hodnoty, to jest existuji body
[Wik, zik] € Mk, [Wik, Zik] € M, takové, Ze pro
funkéni hodnoty f(wik, zix), f(Wik, Zix) plati

My )

£
/ |

(wik, zit) Wik Zik)

S Wik, zir) = min{ f(x, y) : [x, y] € My} = vig,
f Wik, Ziw) = max {f(x,y) : [x,y] € My} = Vix.

Zaroven mame

0= f(Wik, Zik) — f(wir, zix) < m(gM) ,

nebot o ((wix, zix), (Wi, Zix)) < 8. Odtud
S(D, f)—=s(D, f)= > Vam(My) — > viem(My) =

(i,k)yel (i,k)el
= Z (Vik — vix) m(Miy),
(i,k)el
a tedy
S(D, f)—=s(D, f) = (f @ik Zu) — f Wit 20)) m(My) <
(i,k)el

<Y S mM = —— 3 mM) =
. m(M) ik) — m(M) ' ik) — ¢.
(i,k)el (i, kel



1.1 Dvojny integral na dvojrozmérném intervalu 15

Podle lemmatu 1.9 je funkce f na M integrovatelna. UJ

Lemma 1.12. Nechf funkce f je ohranicenda na obdélniku M = {(a, b) x (c, d)
a plati f(x,y) = 0 pro kazdy vnitini bod [x, y] obdélniku M. Pak je funkce f
na obdéiniku M integrovatelnd a [[ f(x,y)dxdy = 0.

M

Diikaz. Podle predpokladu existuje konstanta K > 0 tak, Ze | f(x, y)| < K pro
kazdé [x, y] € M. Necht D,: a = xo < x; < --- < X,, = b je déleni intervalu
(a,b) a Dy:c = yy <y < --- < y, = d je déleni intervalu (c, d). Pak
D = D, x Dy je déleni obdélniku M s dilky M;; = (x;—1, x;) X (yj—1,Y;),
(i,j)el,kde I ={@G,j):i=1,...m;j=1,...,n}. Dile oznaCme V;; =
= sup{f(x,y) : [x,y]l € Mj;}, i,j) € I.Necht J ={(G,j) el :1<i<
<m, 1 < j <n}.Pro (i, j) € J je podle predpokladu V;; = 0, pro (i, j) € I\J
plati |V;;| < K. Tedy

0 IS, Nl = D2 VymMip| £ 37 Vil m(Myy) =
@i,j)el (i,j)el
= > VylmMp) K Y mMy) =
(. j)el~J (i, j)el~J
< 2K (b — a)v(D) 4+ 2K (d — c)v(D) = 2K (b — a +d — c)v(D).

Bud {D,} nulova posloupnost déleni obdélniku M. Protoze podle pfedchoziho
plati 0 < |S(D,, f)| £ 2K(b — a + d — ¢)v(D,), limitnim pfechodem pro
n — oo dostaneme podle véty 1.10, Ze

0< ‘/ f(x,y)dxdy' <o,
M

tudiz [[ f(x,y)dxdy = 0.
M

Analogicky se ov&i, Ze také [[ f(x, y)dxdy = 0. Odtud jiZ plyne integro-
M
vatelnost funkce f a zérovefi i rovnost [[ f(x, y)dxdy = 0. O
M

Poznamka 1.13. Bud f funkce dvou proménnych x,y definovand na mno-
ziné M. Pro x € R definujme M, = {y € R : [x, y] € M}. TudiZz M, je kolmym
primétem na osu y mnoZziny, kterd je prinikem M a rovnobéZky s osou y, pro-
chazejici bodem [x, 0]. Pak pro x € R, pro néz je M, # (§, budeme symbolem
f(x,-) znacdit funkci jedné proménné y, kterd je definovand na mnoziné M,
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a Cislu y pfifazuje hodnotu f(x,y). Tedy f(x,-)(y) = f(x,y) pro y € M,.
Vlastné x je ,,zafixovand* hodnota a teCka zastupuje proménnou y. Obdobné se
zavede symbol f (-, y) pro funkci jedné proménné x. Analogické znaceni budeme
pouZzivat pro funkce tii a vice proménnych, napt. f(x,y,-), f(x, -, -) apod.

V dikazu nésledujici véty vyuZzijeme dvé vlastnosti jednoduchého horniho

integrélu, které se snadno ovéii, ale obvykle se v zdkladnim kurzu neuvadi.

1) Nechf funkce f je ohraniCend na intervalu (a,b) a a < ¢ < b. Pak plati
Jfdx = [ feode + [ f(x)dx,

2) Necht funkce f, g jsou ohrani¢ené na intervalu (a,b) a f(x) < g(x) pro
kazdé x € (a,b). Pak [” f(x)dx £ [” g(x)dx.

Obdobna tvrzeni plati pro jednoduchy dolni integral.

Véta 1.14 (Fubiniova'véta). Bud f funkce integrovatelnd na obdélniku M =
= (a, b) x (c,d). Pak plati

br pd 7 dr rb
/ f(x,y)dxdy=/ / Jx, y)dy dx=/ Jfx, y)dx|dy =

" br pd 7 dr rb
:/ /f(x,y)dy dx:/ fx, y)da |dy.

Diikaz. Dikaz provedeme podrobné pro prvni rovnost. Ozna¢me pro libovolné
x € {(a,b)

rd
F(x) = / f(x,y)dy.

ProtoZe f(x,-) je ohraniCend funkce na intervalu (c, d), méd na tomto intervalu
horni integrdl. Necht D = D, x D, je déleni M, kde D,:a =xp <x; <--- <
<Xp=b,Dy:c=yy <y <--- <y, =d.Necht My = (x;_1, x;) X{(Yr—1, Y)
jsou dilky tohoto dé€leni. Polozme Vj; = sup{f(x,y) : [x, y] € M;}. K pevné
zvolenému x € (a, b) najdéme takové i € {1,2,...,m}, Ze x € (x;_1, x;) (je-li
x = x; pro nékteré i, 0 < i < m, plati nésledujici dvaha jak pro interval
(xi—1, x;) tak pro interval (x;, x;41)). Pak s vyuZitim tvrzeni 1) a 2) zminénych
pred touto vétou dostavame

rd "ok
F(x)=/ f(x,y)dy=Z/ fley)dy <

k=1 Y Yk—1

1Guido Fubini (1879-1943) (&ti fubiny) — italsky matematik. Zabyval se projektivni diferen-
cidlni geometrii, diferencidlnimi rovnicemi, variacnim poctem a mnoha dal§imi matematickymi
disciplinami.
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VK

>/

Viedy = Vi = yi1).
k=1 v Yk-1 k=1

ProtoZe odvozend nerovnost plati pro kazdé x € (a, b), z tvrzeni 1) a 2) déle
plyne

b m X m X n
/ Fx)dx =) / F)ydx =) / [Z Vie (e — yk_n] dx <
a i=1 Y Xi-l i=1 YYi-1LEp=1

<D Vil — xim) Gk — yi-n) = S(D. ).

i=1 k=1

Pro kazdé D € (M) je tedy f_ab F(x)dx < S(D, f), a odtud

- _
/ F(x)dx < //f(x, y) dxdy.
¢ M

Analogicky se dokdZe nerovnost mezi dolnimi integrily

b
/ F(x)dxz//f(x,y)dxdy.

Celkem tedy plati

b b rard
/ f(x,y)dxdy < / F(x)dx £ / F(x)dx £ // f(x,y)dxdy. (1.5)
¢ M

a

M
Protoze funkce f je podle predpokladu na M integrovatelnd, plati v (1.5) vSude
rovnosti, takZe funkce F je integrovatelnd na (a, b) a plati

b b rd
/ f(x,y)dxdy=/ F(x)dx:/ {/ f(x,y)dy]dx.

M

S ohledem na symetrii proménnych plati zdroven

dr 7b
/ f(x,y)dxdy=/ {/ f(x,y)dX1dy-

M

Podobné se dokdZe rovnéz varianta s dolnimi vnitinimi integraly. L]

vvvvvv

véty, s niZ se nejcastéji setkdvame pti vypoctech dvojnych integralti na obdélniku.
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Disledek 1.15 (Fubiniova véta pro spojitou funkci). Bud f spojitd funkce na
obdélniku M = (a, b) x (c,d). Pak plati

b d d b
/ f(x,y>dxdy=/ [/ f(amy)dy]dx:/ [/ f(m)dx]dy.

M

Diikaz. Funkce f je podle véty 1.11 integrovatelnd na obdélniku M. Protoze
funkce f(x,-) proménné y je spojitd na intervalu (c, d), plati fcd f(x,y)dy =
= f_cd fx,y)dy = fcd f(x,y)dy pro libovolné x € (a, b). Prvni rovnost pak
plyne z Fubiniovy véty. Obdobné se dokdze druha rovnost. UJ

Poznamka 1.16.
1. Dvojny integrdl [[ f(x,y)dxdy se nékdy oznaCuje jako integrdl dvojroz-

M
mérny, zatimco integraly fab Ucd f(x,y)dy]dx, fcd Uab f(x,y)dx]dy a jejich
varianty s hornimi a dolnimi vnitinimi integrély jako integraly dvojndsobné.

2. V literatufe je moZno se setkat také s ndsledujicim oznacenim dvojnasobnych
. c1e. (b d d
integrali: ['dx [ f(x, y)dy, resp. [T dy [ f(x,y)dx.

Piiklad 1.17. Nechf M = (—1, 3) x (0, 2). Vypoctéte //(x + y?) dxdy.
M

Reseni. Funkce f(x,y) = x 4+ y? je spojitd na obdélniku M. Podle Fubiniovy
véty plati:

31 2 3 y3 2
/ (x+y2)dxdy:/ /(x—|—y2)dy1 dx:/ lxy—k—} dx =
~-1LJo ~1 310

M
37 8 ¥ 8 1°
— X+ ->—04+0)|dr= |22+ —
/__”3 (“}x l2+3x]_1

8 56
=94+8—-14+-=—.
3 3 A
I kdyZ ve Fubiniové vété je mozné volit libovolné poradi integrace, nékdy je
v konkrétnim piipadé jedna varianta vyrazné jednodussi, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 1.18. Vypoctéte dvojny integrél //xy dxdy, kde M = (0, 1) x (1, 2)
(pro y > 0 klademe 0¥ = 0). iy
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Reseni. Integrand je funkce spojitd na M. Pro x > 0 je to zfejmé. Pro 0 < x < 1
a1l <y <2 plati nerovnosti 2Inx < ylnx <lInx, a tedy x> < x» < x. Odtud
plyne spojitost integrandu v bodech [0, y], 1 < y < 2. Pouzijeme Fubiniovu
vétu a zacneme integrovat nejprve podle proménné y:

[f o= ([ 5a)en

Vnitini integrdl bude

2 1% xr—x
/xydy:l 1 = prox #0ax #1,
1

Inx | Inx

2 2
/Oydy:() prox =0 a /lydyzl pro x = 1.
1 1

ProtoZe existence a hodnota jednoduchého urcitého integrdlu nezdvisi na hod-

noté integrandu ve dvou konkrétnich bodech, miizeme hodnoty v nule a jed-

ni¢ce ignorovat. Navic je snadné se presvédcit pomoci 1’Hospitalova pravidla,

7e lim (x? —x)/Inx = 0 a lim (x> — x)/Inx = 1. Vnitini integrdl proto
x—0F x—1-

predstavuje spojitou funkci na intervalu (0, 1).

1.2
/ T T ax (1.6)
0

Inx

se ndm elementarnimi metodami nepodaii spocitat. Nenajdeme totiZ primitivni
funkci.
Zkusime tedy integrovat nejprve podle proménné x:

[J o= ([ o)

Vnitini integral bude

Celkove dostaneme

2 dy 2 2 3
Ydxdy= [ —— =1 1] =[In(y+ D]’ =3 —-In2=Inz>.
//X xdy /1y+1 Infy+ 1]} = [In(y+ D} =3 —In2=In3
M
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Je dobré si uvédomit, Ze toto Cislo je soucasné hodnotou integralu (1.6), ktery
jsme nedokdzali spocitat. To je disledkem toho, Ze oba dvojndsobné integraly
musi mit podle Fubiniovy véty stejnou hodnotu. A

Poznamka 1.19. Ve Fubiniové vété 1.14 nelze ve vnitfnich integralech obecné
nahradit horni resp. dolni jednoduchy integrdl jednoduchym integrdlem. Uva-
Zujme napft. funkci f definovanou na obdélniku (a, b) x (c, d) vztahem

0 proa<x<b, c<y<=d,
fx,y) =
x(y) prox=0>b, c=y=d,

kde x je tzv. Dirichletova' funkce (x(y) = 1 pro raciondlni y a x(y) = 0 pro
iraciondlni y). Funkce f je na obdélniku integrovatelnd. To lze dokazat pfimo
(viz cviceni 1 k této kapitole) nebo to plyne z lemmatu 1.12. Ale f f(b,y)dy =

= f x (y) dy neexistuje, protoZe f x(Ndy=0<d—c= f x(y)dy.

Véta 1.20. Budte f, g funkce integrovatelné na obdélniku M = {(a, b) x (c, d)
a necht C je konstanta. Pak

a) funkce Cf je integrovatelnd na M a

//Cf(x,y)dxdy = C/ f(x,y)dxdy; (1.7
M M

b) funkce | f| je integrovatelna na M a

‘ / Fx, y)dxdy| / £ (x, )] dxdy: (1.8)

c) funkce f + g je integrovatelnd na M a

//[f(x,y)Jrg(x,y)} dxdy:// f(x,y)dxdy+//g(x,y)dxdy~
M M M

(1.9)

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) (&ti diriklé) — némecky matematik.
Zabyval se teorif ¢isel, matematickou analyzou a rovnicemi matematické fyziky.
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Diikaz.
a) Z piikladu 1.5 vime, Ze f [0dxdy =0-m(M) = 0. Tvrzeni a) tedy plati pro

gre_dpookladejme nyni, Ze C > 0. Pro libovolné déleni D = {M;; : (i, k) € I}
obdélniku M ziejmé plati
mf{Cf(x,y):[x,yle My} =Cinf{f(x,y):[x,y] € My} = Cuy,
kde v;r = inf{f(x, y) : [x, y] € M;;}. Analogicky
sup{Cf(x,y) : [x,y] € M} = CVi,
kde Vi = sup{f(x,y) : [x, y] € M;;}. Odtud dostavame
s(D,Cf)=Cs(D, f), S(D,Cf) =CS(D, f)

pro libovolné déleni D obdélniku M. Tedy

//Cf(x y)dxdy = sup{s(D,Cf): D € P} =sup{Cs(D, f): D € I} =

=Csup{s(D, f): D e I} = / f(x,y)dxdy,

//Cf(x,y)dxdy:inf{S(D,Cf) :D e P} =if{CS(D, f): D e P} =

=Cinf{S(D, f): D e 9} = C//f(x,y)dxdy.
M
Protoze jsme zjistili, Ze

// Cf(x,y)dxdy =//Cf(x,y)dxdy =C//f(x,y)dxdy,
Y2 M M

je funkce Cf na M integrovatelnd a plati

//Cf(x,y)dxdy:C/ f(x,y)dxdy.
M M

V piipadé C < O plati s(D, Cf) = CS(D, f), S(D,Cf) =Cs(D, f) a zby-
tek dikazu se provede analogicky jako v ptfipadé C > 0.



22 Dvojny integrél

b) Bud D libovolné dé€leni obdélniku M s dilky M;;, (i, j) € I. PoloZme

uij =1inf{f(x,y) : [x,yl € M;;}, U;; =sup{f(x,y) :[x,y] € M},

vij =inf{| f(x, y)| : [x,y] € My;}, Vi =sup{|f(x,y):[x,y] € M}
pro (i, j) € I. Pro kazdé dva body [x, y], [Xx, y] € M;; plati

—(Uij —uij) = uij — Uy = f(x,y) = f(X,9) = Uij —uyy,
takze | f(x,y) — f(X,¥)| = U;; — u;j. Odtud plyne
IfC =10, y) = fE I+ FEDI=fxy) = fE DI+
+fE DI SU; —uij+ & )]

pro kazdé [x,yl],[x,y] € M;;. Nechdme-li v poslednim vztahu probéh-
nout probéhnout bod [x, y] cely dilek M;;, zjistime, Ze pro libovolny bod
[x, }NI] € Mij platl’

Vii S Uij —uij + | f(X, Y)I.

Odtud vyplyva nerovnost
Vij = Uij — uij + vij,

takze
0= Vij —vij < Uij — uij,

a tudiZ po vyndsobeni Cisly m(M;;) a seCteni pies vSechna (i, j) € I obdrzime
0= S(D,If) —sD,|fD) = S(D, f) —s(D, f).

Polozime-li v pfedchozich nerovnostech D = D,, kde {D,} je libovolna
nulova posloupnost déleni obdélniku M, dostavame podle véty 1.10 limitnim
pfechodem n — oo

0§//If(x,y)ldxdy—//If(x,y)ldxdyé
M ™
§//f(x,y>dxdy—//f(x,y>dxdy=0.
M M

Je tedy | f| na M integrovatelnd. Nerovnost mezi integraly plyne z nerovnosti
—S(D,|f)) = S(D, f) = S(D, If),

kterd snadno vyplyva ze zfejmych nerovnosti —V;; < U;; = V;;.
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¢) Bud D libovolné dé€leni obdélniku M s dilky M;;, (i, j) € I. OznaCme

=inf{f(x,y):[x,y] € M;;}, v, =inf{g(x,y):[x,y] € M;;},
wij =1inf {f (x, y) + g(x, y) : [x, y] € Mj;}.

Pak f(x, y)+g(x,y) = u;j+v;; pro kazdé [x, y] € M;;, atedy u;j+v;j = wj;.
Odtud

s(D, f+g) = Z w;j m(M;;) 2 Z(uij +v;;) m(M;;) =

iel iel
=Y uymM;) + Y vy m(My) =s(D, f)+s(D, g).
iel iel

Podobné se dokaze
S(D, f+8) = S(D, f)+S(D, g).
Pro libovolné déleni D obdélniku M tedy plati
s(D, f)+s(D,8) =s(D, f+8) = S(D, f+g) =SWD, f)+S(D, g).
Pro libovolnou nulovou posloupnost {D,} déleni obdélniku M tudiZ médme

S(Dy, f) 45Dy, &) = s(Dy, f+8) = S(Dy, f+8) S S(Dn, [)+S(Ds ).

Limitnim pfechodem pro n — oo dostdvdme

//f(x y)dxdy+//g(x y)dxdy < // fx,y)+gx, y)] dxdy <
/ / £ y) + g(x, )] dxdy < / / Fx. y)dxdy + / / ¢(x. y) dxdy.

Odtud vzhledem k rovnosti krajnich vyrazl plyne, Ze

// [f G, y) + gCx, y)] dxdy—/ [f(x,y) +g(x, y)] dxdy =

//f(x y)dxdy+//g(x y) dxdy.

Je tedy funkce f + g integrovatelnd na M a plati

//[f(x,y)Jrg(x,y)] dxdy =// f(x,y)dxdy+//g(x,y)dxdy-
M M M

O
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Véta 1.21. Nechf funkce f je ohranicend na obdélniku M. Bud D déleni ob-
délniku M s dilky déleni M;;, (i, j) € J, kde J ={(G,j) :i=1,...,r;] =
=1,...,s}h

Pak funkce f je integrovatelna na obdélniku M praveé tehdy, kdy? je integro-
vatelnd na vSech obdélnicich M;j, (i, j) € J. V tom pFipadé plati

/ / fly)dxdy = ) / / f(x, y)dxdy. (1.10)

.)ed 3

Diikaz. Predpoklddejme nejprve, Ze déleni D mé jen dva dilky, ozna¢me je M,
M, (obdélniky M, M, lezi bud vedle sebe, nebo nad sebou).

Bud {D;} libovolnd nulovd posloupnost déleni obdélniku M;, {D)} libo-
volnd nulovd posloupnost déleni obdélniku M,. Pak dilky déleni D), D, urcuji
déleni D, obdé¢lniku M takové, Ze dilky tohoto déleni leZici v obdélniku M,
jsou zjemnénim D’ déleni D/ a dilky lezici v obdélniku M, jsou zjemnénim D”
déleni D!. Ztejmé jsou posloupnosti {D,}, {D’} a {D”} nulové a pro kazdé n
plati

s(Dy, f) = s(D},, f) +s(D], f).

Odtud limitnim pfechodem pro n — oo dostdvame, Ze

//f(x y)dxdy_//f(x y)dxdy—i—/ f(x,y)dxdy. (1.11)

M M

Podobné se ukaze, Ze

//f(x,y)dxdy=//f(x,y>dxdy+//f<x,y>dxdy. (1.12)
M M M»>

Odectenim rovnosti (1.11) a (1.12) obdrzime

//f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy+/ f(x,y)dxdy —
M M, M
—//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy-
My M M

Predpoklddejme nejprve, Ze funkce f je integrovatelnd na obdélniku M, tedy

//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy,
M M M

(1.13)
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takze pravd strana rovnosti (1.13) je rovna nule. Protoze

//f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy20,

My o,
/ f(x,y)dxdy—//f(x,y)dxdy20,
M, E

dostdvame z nulové levé strany rovnosti (1.13)

//f(x,y>dxdy=//f(x,wdxdy=//f<x,y)dxdy,

M ﬁl M

//f(x,y>dxdy=//f<x,y>dxdy=//f<x,y>dxdy.
/) /;

M» M,

Proto je funkce f integrovatelnd na M; i M,. Ze vztahd (1.11) a (1.12) nyni

plyne
// f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy + //f(x, y)dxdy. (1.14)
M M,

M

Analogicky se z rovnosti (1.13) dokdZe, Ze z integrovatelnosti funkce f na
M, M, plyne jeji integrovatelnost na M i rovnost (1.14).

Nyni se tvrzeni snadno rozsiii indukci na ptfipad r = 1 a s je libovolné (dilky
lezi nad sebou) nebo s = 1 a r je libovolné (dilky leZi vedle sebe). Obecny pripad
libovolnych r, s pak dostaneme spojenim téchto dvou specidlnich piipadt. [

Disledek 1.22. Necht Ry C R, jsou obdélniky, funkce f je ohranicend na R,
a f(x,y) =0 pro kazdé [x, y] € Ry \ R|. Pak je funkce f integrovatelnd na R,
prave tehdy, kdy? je integrovatelna na R,; pritom, nastane-li tento pripad, plati

// f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy. (1.15)
R R

Diikaz. Bud' D déleni obdélniku R, takové, Ze jeden z jeho dilki je obdélnik R;.
Tvrzeni plyne z véty 1.21 a lemmatu 1.12. U
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Véta 1.23. Budte f, g integrovatelné funkce na obdélniku M = (a, b) x (c, d).
Pak plati:

a) Je-li f(x,y) = g(x,y) pro kazdé [x, y] € M, pak

// f(x,y)dxdy = //g(x, y) dxdy. (1.16)
M M

b) Funkce max{f, g} a min{f, g} jsou integrovatelné na M.

Diikaz.

a) Je-li f(x,y) = g(x,y) pro kazdé [x, y] € M, je
inf {f(x,y): [x,y] € My} 2 inf{g(x, y) : [x, y[€ M},
sup{f(x,y) : [x, y] € My} = sup{g(x, y) : [x, y] € M.

Odtud s(D, f) = s(D, g), S(D, f) = S(D, g) pro libovolné D € Z(M).
Posledni nerovnosti implikuji

/ / Fx. y)dxdy > / / ¢(x. y) dxdy,
M ™
// f(x,y)dxdy =2 //g(x,y)dxdy,

M M

takZe z integrovatelnosti funkci f, g na M plyne

//f(x,y)dxdyé/ g(x,y)dxdy.

M M

b) Protoze

1

max {f(x,y), gx, y)} = 5 [fy) +g, y) +1f(x,y) —gx, ],
1

min{f(x, y), g(x, 1)} = 5 [f,y)+8(x,y) — 1 f(x,y) — g(x, y)]

a funkce f, g jsou integrovatelné na M, jsou podle véty 1.20 na M inte-
grovatelné i funkce f+ g, f—gal|f —gl,atudizi f+g+|f — gl
f+e—1f—zsl O
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1.2. Ekvivalentni definice dvojného integralu

Myslenka zavést integral pomoci hornich a dolnich souétdi pochdzi od Darbouxe'. Pt-

vodni Riemanntiv pfistup byl jiny. Uvedeme si jeho definici a dokdzeme, Ze je ekvi-

valentni s definici integrdlu z predchoziho oddilu. Pro tcely tohoto oddilu oznac¢ime

integral ve smyslu definice 1.3 symbolem (%) f f f(x,y)dxdy a nazveme (¥)-integral.
M

Funkci majici (Z)-integrdl nazveme (Z)-integrovatelnou.

Nechf M = (a, b) x {c, d) je dvojrozmérny interval a D jeho dé€leni s dilky M, kde
(i,kyeJ,J={Gk) :i=1,...,m; k=1, ..., n}. Vyberme v kazdém dilku M;;
bod [&;, ni]. MnoZinu bodt & = {[&;, nx] : (i, k) € J} nazyvame vybérem reprezentantii
dilkt déleni D.

Bud f funkce dvou proménnych definovand na obdélniku M. Polozme

o(D, 8, f)=>_> [, m)mMy).
i=1 k=1

Cislo o (D, &, f) nazyvame integrdalnim souctem funkce f pii déleni D a vybéru re-
prezentantl = (viz obr. 1.7, kde za reprezentanty dilkil jsou zvoleny jejich stfedy).

Definice 1.24. Rekneme, 7e funkce f je (%)-integrovatelnd (ma (Z)-integrdl) na
obdélniku M, jestliZze existuje konstanta / € R s ndsledujici vlastnosti:

K libovolnému ¢islu ¢ > 0 existuje ¢islo § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D € P (M)
s normou V(D) < § a pro libovolny vybér & reprezentanti dilkt tohoto dé€leni plati
I —o(D, &, f) <e.

Cislo I nazyvame dvojnym (Z)-integrdlem funkce f na mnoZiné M a piSeme

) / / Fx. y)dxdy = 1.
M

Snadno se ovéii, Ze ¢islo I z predchozi definice je ur€eno jednoznacné.
Zatimco pro konstrukci z definice 1.3 bylo podstatné, aby funkce f byla ohranic¢ena
na obdélniku M, v definici 1.24 tento pfedpoklad nepotiebujeme.

Véta 1.25. Necht funkce f je (2)-integrovatelnd na obdélniku M. Pak je funkce f
na M také (%)-integrovatelnd a plati

@) / / Fx. y)dxdy = (@) / / F(x, y) dxdy.
M M

! Jean Gaston Darboux (1842-1917) (Cti darbu) — francouzsky matematik. Zabyval se dife-
rencidlni geometrii a matematickou analyzou.
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b)

Obr. 1.7: Geometricky vyznam integrdlniho souctu
Diikaz. Pro libovolné déleni D obdélniku M s dilky M, (i, k) € J, a libovolny vybér
E = {[&, nt] : (i, k) € J} reprezentantl dilkd tohoto dé€leni plati vix < f (&, i) < Vig,

kde vix = inf{f(x,y) : [x,y] € Mir}, Virk = sup{f(x,y) : [x, y] € Mi}. Z definice
dolniho, horniho a integrdlniho souctu odtud dostavame

s(D, fy=>_ vamMy) S > fGE m)mMp) =0(D, 8, f) <

(i,kyedJ (i,k)yed
< ) Vam(My) = S(D. f).
(i,k)yeJ

Kromé toho z definice (Z)-integrdlu plyne nerovnost

$(D, ) < (2) / / fx.y)dxdy < S(D. f).
M

Pro kazdé dé€leni D a libovolny vybér = reprezentantli jeho dilkl tedy plati

‘(%//f(x,y)dxdy —o(D, &, f)' s S(D, f) —s(D, ).
M

Bud ¢ > 0 libovolné cislo. Podle lemmatu 1.7 a pozndmky 1.8 k Cislu ¢/2 > 0
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existuje Cislo 6 > 0 takové, Ze pro libovolné déleni D s normou v(D) < § plati

0<(2) //f(x,wdxdy —s(D. f) < g
M
0< S(D, f)— (P) // Fex, vy dxdy < 5,
M

takze
0SS(D, f)—s(D, f) <e.

Pro kazdé déleni D, které md normu v(D) < §, a libovolny vybér = reprezentantli jeho
dilkt tudiz plati

<e,

‘(@) //f(x, V) dxdy — (D, E, /)
M

coz podle definice 1.24 znamend, Ze funkce f je na obdélniku M (Z)-integrovatelna
a hodnota (%)-integralu je rovna hodnoté (2)-integralu. O

Lemma 1.26. Je-li funkce f (Z)-integrovatelnd na obdélniku M, je na M ohranicend.

Diikaz. K Cislu ¢ = 1 existuje podle definice 1.24 ¢islo § > 0 takové, ze pro kazdé
déleni D € (M) s normou v(D) < § a libovolny vybér = reprezentantd dilkii tohoto
déleni je

[l —o(D, &, )] <1,

kde I = (%) [[ f(x,y)dxdy. Pak
M

lo(D, &, Hl=lo(D, &, f)—1+1|<|o(D, &, f)— I+ Il <1+|I| =K.

Absolutni hodnoty integralnich soucti pfislusnych vSem délenim D € Z(M) s nor-
mou v(D) < § jsou tudiZ bez ohledu na vybér reprezentantii dilkdi déleni ohranic¢ené
konstantou K.

Zvolme pevné jedno takové déleni D obdélniku M s dilky M, (i, k) € J. Pfi-
pustme, Ze funkce f neni ohrani¢end na M. Pak existuje (ig, ko) € J tak, Ze na obdélniku
Mk, neni f ohrani¢end. Polozme Jy = J ~ {(io, ko)}.

Pro kazdé (i, k) € Jo zvolme libovolny bod [&;, nk] € M;r. OznaCme

L= Y fG. ndmMy).

(i,k)eJy

ProtoZe funkce f neni na dilku M;, ohraniCend, lze najit bod [&;,, nx,] € Mk, tak,
7e
K+ |Ll +1

|7 G o) 2 =
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Polozme & = {[&;, ni] : (i, k) € J}. Pak

(D, 8, )] = | £ G i) mMiggy) + Y f G mi) m(Mip)| 2

(i,k)edy
2 [ £ G o) | M Migi) = | D7 £ m(Mip)| 2
(i,k)yedo
> K+I|LI+1—|L|=K+1,

coz je spor. Funkce f je tedy na obdélniku M ohranicena. O

Lemma 1.27. Nechf funkce f je ohranicenda na obdélniku M a D je déleni M. Pak
k libovolnému ¢islu & > 0 existuji vibéry B, E? reprezentantii dilkii déleni D takoveé,
Ze S(D, f) <o(D, B, f)+e s(D, f) > o(D, E?, f) —e.

Diikaz. Nechf D je dé€leni obdélniku M s dilky M, (i, k) € J. Oznacme r celkovy
pocet dilkt M.

Bud ¢ > 0 libovolné &islo a (i, k) € J. Z definice suprema Vj; funkce f na M;i
vyplyvd, Ze existuje bod [&;, nk] € Mk, pro néjz

&
< V., . _

Polozme &' = {[&, nk] : (i, k) € J}. Potom

S(D.f)—oD.E'. )= [Vik— f&. m)] m(My) <

(i,k)eJ
&

> mMy) = Y - =e¢,

(i.k)e rm(Mig) (i,k)ed

coZ je prvni nerovnost. Obdobné se dokéZe existence &2 z nerovnosti pro dolni soucet.
O

Véta 1.28. Necht funkce f je (%)-integrovatelnd na obdélniku M. Pak je funkce f
na M také (2)-integrovatelna a plati

@) / / F(x. y)dxdy = (2) / / F(x, ) dxdy.
M M

Diikaz. Podle lemmatu 1.26 je (#)-integrovatelnd funkce f na obdélniku M ohranicend,
muizeme tedy konstruovat jeji dolni a horni soucty.

Bud ¢ > 0 libovolné Cislo. Podle definice 1.24 k &islu €/4 > 0 existuje ¢islo § > 0
takové, Ze pro kazdé déleni D € (M) s normou v(D) < § a pro libovolny vybér &
reprezentanti dilkl tohoto dé€leni plati

‘(%)//f(x,y)dxdy—o(D, 5.0 <t
M
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Zvolme pevné jedno takové dé€leni D. Podle lemmatu 1.27 lze k ¢islu ¢/4 > 0 nalézt
takové vybéry Z!, 2 reprezentantd dilké déleni D, 7e S(D, f) < o(D, E!, f) +¢/4
as(D, f)>o(D, 52, f) — e/4. Z predchozich nerovnosti dostaneme

S(D, f)—s(D, f) <o(D,E', f)—o(D, Ez’f)+§:

—o(D.E'. f)— (@) // £x, y) dxdy +
M

+ @)//f(x, Vdudy o (D, 5% )+ 5 <
M

8+8+8
<-4+-+4+-=c
44T 7¢

Podle lemmatu 1.9 je tudiZ funkce f na obdélniku M (Z)-integrovatelnd. Rovnost

@) / / F(x, y)dxdy = (2) / / Fx, y) dxdy
M M

plyne z véty 1.25. U

1.3. Méritelné mnoZiny v R?

V tomto oddilu pfifadime nékterym omezenym mnoZindm v roviné nezdporné
¢islo, které bude zobecnénim pojmu obsah mnoZiny, znamého z elementdrni
geometrie. Pfi konstrukci pouZijeme dvojny integrdl funkce definované na ob-
délniku.

Definice 1.29. Bud M C R?* mnoZina. Funkce x,,: R* — R dand ptredpisem

1 pro[x,y] e M,

X (X5 ) = {0 oro [, y] & M

se nazyva charakteristicka funkce mnoZiny M.

Poznamka 1.30. Je-li mnoZina M C R? omezend, existuje ziejmé vhodny ob-
délnik R = (a,b) x (c,d) tak, Ze M < R. Funkce x,, je definovand v celé
roving R?, tedy i na obdélniku R — viz obr. 1.8, kde M je kruh.
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Definice 1.31. Rekneme, 7e omezena mnoZina M C R? je (jordanovsky) mé-
ritelna, jestliZe pro néjaky obdélnik R © M je charakteristickd funkce yx,,
mnoziny M integrovatelnd na obdélniku R. Pfitom klademe

m(M) = / / Xur (X v) dxdy
R

a Cislo m(M) nazyvame (Jordanovou) mirou mnoZziny M.

Obr. 1.8: Charakteristicka funkce kruhu

Poznamka 1.32.

1. Misto m(M) budeme také psat my(M), abychom zdiraznili, Ze jde o miru ve
dvojrozmérném prostoru R

2. Definice miry je korektni. Nechf R;, R, jsou dva obdélniky takové, ze plati
M C R, M C R,, a necht je funkce x,, integrovatelnd na R;. Bud R takovy
obdélnik, ze R; U R, € R. Podle dasledku 1.22 je funkce x,, integrovatelnd
na R, a tedy také na R,. Pfitom plati

//xM<x,y>dxdy=//xM<x,y>dxdy=//XM<x,y>dxdy.
R R Ry

Existence ani hodnota integrdlu z definice 1.31 tedy nezdvisi na volbé obdél-
niku R, ktery zkoumanou mnoZinu M obsahuje.
3. Je-li M = (a, ) obdélnik, 1ze zvolit R = M. Pak

m(M) = // Xy (X, y)dxdy = //ldxdy =b—-a)d—c).

Definice 1.31 tedy pro obsah obdélniku ddva stejnou hodnotu, jako se zavadi
v elementdrni geometrii (a ve shodé s tim, jak byl symbol m(M) zaveden na
str. 4).
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a) S(D, xyy) b) (D, xy)

Obr. 1.9: Geometrické zndzornéni horniho a dolniho souctu funkce yx,,

Poznamka 1.33. VSimnéme si geometrického vyznamu horniho a dolniho souctu
integralu [ x,,(x, y) dxdy vystupujiciho v definici 1.31. Horni soucet S(D, x,,)
R

je soucet obsahti vSech dilkt, které obsahuji asponi jeden bod mnoZiny M, dolni
soucet s(D, x,,) je soucet obsahli vSech dilki, které jsou podmnoZinou mno-
ziny M (viz obr. 1.9). Soucet S(D, x,,) tedy aproximuje ,,obsah® mnoziny M
shora, zatimco soucet s(D, x,,) aproximuje ,,obsah* mnoZiny M zdola.

Jak jiZ bylo zminéno v tvodu kapitoly, nékdy se Jordanova mira zavadi ,,pfimo*
bez pouZiti integrdlu. V riiznych pramenech — viz napt. [21, 23] — se konstrukce
v detailech 1i$i, nicméné vedou na tentyZz systém meéfitelnych mnoZin, jako jsme dostali
my. Naznac¢ime si princip, jak 1ze Jordanovu miru alternativné zavést.

Nechf M C R? je omezend mnoZina a R = (a, b) x (c,d),a < b, ¢ < d, je obdélnik
obsahujici M, pticemz a, b, ¢, d jsou celd Cisla. Pro n € Ny ozna¢me D,% ekvidistantni
déleni intervalu (a, b) s normou v(D)) = 1/2", D? ekvidistantn{ délen{ intervalu (c, d)
S normou v(D,%) =1/2"a D, = D,ll X D,% déleni obdélniku R. Dilky déleni D, jsou
Ctverce o stranach 1/2".

Bud J,, (M) sjednoceni vSech dilkt d€leni D,,, které jsou podmnozinou M, a O, (M)
sjednoceni vSech dilka déleni D,,, které maji neprazdny prinik s M. Definujme miry
téchto mnoZin m(J, (M)) resp. m(O,(M)) jako soucCty obsahil dilkii déleni D,, které
tvofi tyto mnoZziny. Zfejmé plati m(J,(M)) = s(Dy, x),) a m(O,(M)) = S(Dy, x;,)
— srovnejte obr. 1.9.

Snadno se ovéii Ze pro kazdé m < n plati J,,(M) C J,(M), O,,(M) 2 O0,(M),
m(J (M) = m(J,(M)), m(On(M)) = m(0,(M)) apro libovolné m, n plati J,, (M) <
C 0,(M), m(J,,(M)) £ m(0,(M)). Z t&chto nerovnosti vyplyva existence konenych
limit nli)rrolo m(J,(M)) = m,(M) a nlingo m(0,(M)) = m*(M). Plati m,(M) < m*(M).

Tato Cisla nazyvame vnitini mira a vnéjsi mira mnoziny M. Definujeme, Ze mnoZina M
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je méfitelnd, kdyZ m, (M) = m*(M). Z véty 1.10 plyne, Ze [[ x,,(x, y) dxdy = m,(M)
_ R

a [[ x(x,y)dxdy = m*(M). Tudiz takto zavedeny pojem méfitelnosti splyva s po-
R

jmem zavedenym v definici 1.31.

Lemma 1.34. Je-li h(M) hranice omezené mnoZiny M C R? a je-li R O M
libovolny obdélnik, pak

[ xutrmaxay = [ [ axay < [ [ o0 axay.
R X R

Diikaz. Bud' D libovolné déleni obdélniku R s dilky Ry, (i, k) € I. OznaCme

vie = inf{x,, (x, y) 1 [x, y]1 € R}, Vie = sup{xy (x,y) : [x, y] € Ri},
Uix = Sup{Xh(M)(x, y) i [x,y] € R}

Ziejmé 0 S vy S Vi <1 a0 < Uy < 1, pritom plati:

i) je-li h(M) N Rix # ¥, pak Uy = 1;

ii) je-li h(M) N Ry = 0, pak U;ry = 0 a vy = Vi
Posledni rovnost zdiivodnime takto (1\04 znaci vnittek mnoZiny M):
Je M = MUK(M)N M), takze MO Ry, = (MO R;)UR(M)NMNR;) =
= MnN Rix, protoze h(M) N Ry, = @. Je-li M N Rix =0, je viy = Vi =0,
je-li naopak M N Ry # ¥, je nutné R C M. Pripustme, Ze tomu tak
neni. Oznaéme ext M = R? ~ (M U h(M)) vné&jsek mnoZiny M. ProtoZe
R2 = M Uh(M) UextM, plati Rix = (M N Ryx) U (h(M) N Ry) U (ext M N
N Ryy) = (Z\O/I N Rix) U (extM N R;;). Tedy oteviené a disjunktni mnoZiny
M aextM pokryvaji dilek R;;, pfi¢emz Mn Rix # 0, extM N Ry # 0.
To ale neni mozZné, protoZze dilek R;; je souvisld mnoZina. Tedy R;; C M
avy =Vy=L1L

Z vlastnosti i) a ii) plynou nerovnosti Vi, — vyy < Uj,. Odtud

S(D, xy) =D, xp) = Y Vaum(Ri) — Y viem(Ryy) =

(i,k)el G,k)el
= > (Va—vi)mR) £ D Upm(Rig) = S(D, xy)-
(,kel (i,k)el

Tudi B
/ / 24y (6, ) dixdy — / / Yor 2 3) dxdy < S(D. Xpo)
R R
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pro libovolné D € (M), a tedy

[ xutrmaxay = [ [ axay < [ [ o0 axay.
R R R L]

Véta 1.35. Je-li M C R? omezend mnoZina a m(h(M)) = 0, pak je M méF¥itelnd.
Diikaz. Je-li R > M libovolny obdélnik, pak vyuZzitim lemmatu 1.34 dostdvame

0=mh(M)) = // Xh(M)(xay) dxdy = // Xh(M)(x»y) dxdy >

R R
2 //XM(x,y)dxdy—//XM(x,y)dxdy 2 0.
R R

Posledni nerovnost je tedy rovnosti, tudiz funkce x,, je integrovatelnd na R,
takZe mnoZina M je méfitelna. U

Poznamka 1.36. Obracené tvrzeni k vété 1.35 dokdzeme pozdéji jako vétu 1.40.

Véta 1.37. Je-li My € M, C R? a je-li M, mé¥itelnd a m(M,) = 0, pak rovné?
M, je meéritelna a m(M,) = 0.

Diikaz. Bud' R 2 M, libovolny obdélnik. Pak z M C M, plyne 0 = x,, (x, y) =
< Xu,(x.y) pro kazdy bod [x,y] € R Odtud vyplyvd 0 < s(D, x,,).
S(D, x Ml) < S(D, x Mz) pro libovolné déleni D obdélniku R, a tudiz

0§//le<x,y>dxdyg//xmx,y)dxdyé
? R

= // X, (X, y)dxdy =//xMz(x,y) dxdy =0,
R R
coz implikuje

//le(x,y)dxdy =//le(x,y)dxdy=
R R

= // Xy, (X, y)dxdy = m(M,) = 0.
R
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Véta 1.38. Pro Jordanovu miru plati ndsledujici tvrzeni:

a) m(¢) = 0.

b) Jsou-li My, M, méritelné mnoziny, My C M>, pak m(M,) < m(M,).
¢) m(M) = 0 pro libovolnou méritelnou mnoZinu M.

d) Jsou-li mnoZiny My, M, meéritelné, pak také mnoZiny My U M,, My N M,
M, ~ M, jsou méritelné.

e) Je-li y = g(x), x € («, B), spojita funkce, pak graf funkce g, tj. mnoZina
G ={lx,gx)]:x € {a, B)}, je meritelna mnoZina a ma miru rovnu nule.

f) Je-li x = h(y), vy € (y,d), spojita funkce, pak graf funkce h, tj. mnoZina
H = {[h(y),y]:y € (y,d)}, je méritelna mnoZina a ma miru rovau nule.
Diikaz.

a) Tvrzeni plyne z toho, Ze prazdnd mnoZina je obsazena v jakémkoliv obdélniku
a jeji charakteristickd funkce je nulova.

b) Nechf R 2 M, je obdélnik. Diky inkluzi M; € M, plati x,, (x,y) =
< x m, (X, ¥) pro kazdy bod [x, y]. Odtud podle véty 1.23 plyne

m(M,) =//XM1(x,y) dxdy = //xMz(x,y)dxdy = m(M>).
R R

¢) Polozime-li v b) M, = @, M, = M, dostavame
0 = m(M;) = m(M) = m(M).
d) Zfejmé pro kazdy bod [x, y] plati
Xnum, X ¥) = max{x,, (x, y), xp, (x, )},
Xy, (5 y) = min{x,, (x, ¥), X, (X, ¥)}.

Podle véty 1.23 jsou funkce X,/ 07,5 Xarna, integrovatelné na libovolném
obdélniku R © M| U M,, takze mnoziny M| U M,, M| N M, jsou méfitelné.
Meéritelnost mnoziny M; . M, plyne ze vztahu

Xyt X5 ¥) = X, (60 ) = Xopyoar, (X5 Y)

a z véty 1.20, nebof podle dokazané casti d) je M; N M, méfitelna.

e) Funkce g je spojitd na intervalu (o, B), existuje tedy na (o, ) jeji maximum
a minimum. PoloZme a = «, b = B a zvolme ¢, d € R tak, aby platilo ¢ <
<min{g(x):x € («, B)}, d > max{g(x) : x € («, B)}. Pak graf G funkce g
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lezi v obdélniku R = (a, b) x (c, d). ProtoZze g je spojitd na («, B), existuje
podle tvrzeni pred vétou 1.11 k libovolnému ¢islu € > 0 ¢&islo § > 0 takové,
ze x,x" € (a, B), |x — x'| < § implikuje |g(x) — g(x")| < e. Zejména tedy
k libovolnému ¢islu n € N existuje ¢islo m € N takové, Ze pro x, x" € («, ),
|x —=x'| = (b —a)/m plati |g(x) — g(x")| < (d —c)/n.

d =yt y=2gx)
V3 % % %

o | 7

Obr. 1.10

Zvolme dé€leni D = D, x D, obdélniku R s dilky R, (i, k) € I, takové, Ze
Di:a=xo<x1<:--<Xp=b,Dy:c=yy<y <---<y,=d,kde
xi=a+bB—a)i/m(i=0,1,...,m),yy =c+d—c)k/n (k=0,1,...,n).
Polozme Vi = sup{x;(x.y) : [x, y] € Rix}. Pro x,x" € (x;_1, x;) je |g(x) —
—g(x")] < (d—c)/n. Graf G mtze tedy mit neprazdny prinik maximalné se
dvéma sousedicimi dilky déleni D lezicimi nad (pod) sebou (viz obr. 1.10).
Celkovy pocet dilkli majicich neprdzdny prinik s grafem G je tedy roven
maximdalné 2m. Pro tyto dilky plati V;;, = 1, pro ostatni V;; = 0, tudiz

b—a.d—c_Z(b—a)(d—c)

S(D. xg) = Y Vum(Ry) < 2m . .

(i,k)el

JelikoZ

. 2(b—a)d—rc)
lim =

n—00 n

0,

plati inf {S(D, x,;) : D € Z(R)} = 0. Odtud [ x(x,y)dxdy = 0. ProtoZe
R
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X je nezdporna funkce, dostavame

0 [[ ot maxay s [[ rotearay =0
R R

Tedy
m(G) = // Xg(x,y)dxdy =0.
R
f) Diikaz se provede podobné jako v e) zdménou roli x a y. ]

Véta 1.39. Jsou-li M\, M, méritelné mnoZiny, pak plati:
a) m(M; U M,) = m(M;) +m(M;) — m(M; N M,).
b) m(M; U M) = m(M;) + m(M>).
¢) m(M; \ M) = m(M;) — m(M; N M>).
d) Je-li navic My 2 M,, pak m(M; ~ M;) = m(M,) — m(M>).
e) Plati-li navic m(M; N M,) = 0, pak m(M; U M) = m(M;) + m(M,).

Diikaz. Vzhledem k vété 1.38 plyne z méritelnosti mnozin M;, M, méfitelnost
mnozin My U M, M "M, a My ~ M,. Bud R O M; U M, obdélnik.

a) Protoze X ua, (X, ¥) = Xpg, (X, ) + Xpg, (65 ¥) — Xag,am, (X5 ¥), mame

m(M; U M) = // XMIUMZ(X’ y)dxdy =

R
://XMl(x,y)dxdy+//XM2(x,y)dxdy—//XMlmMz(x,y)dxdy:
R R R

= m(M;) + m(Mz) — m(M; N M3).
b) Plyne z a), nebof m(M; N M,) = 0.
¢) Protoze xus, ar, (65 ¥) = Xar, (60 ¥) = Xpr,0m, (X5 ¥), plati

m(M, ~ M) = / / Ko ap (6. ) drdy =
R

=// le(x,y)dxdy—//XMlmMz(x,y)dxdy = m(M;) —m(M; N M>).
R R

d) Plyne z c).

e) Plyne z a). L]
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D4 se ukdzat, Ze plati i obracené tvrzeni k vété 1.35:

Véta 1.40. Je-li mnoZina M C R? mé¥itelnd, pak je i jeji hranice h(M) mé¥itelnd
a plati m(h(M)) = 0.

Diikaz. Bud e > 0 libovolné. Necht R 2 M je libovolny obdélnik. Bez tijmy na
obecnosti 1ze predpokladat, Ze R je tak velky, Ze existuje obdélnik R; s vlastnosti

M C R, C ﬁ, kde R je vnitfek obdélniku R. ProtoZe mnoZina M je méfritelnd,
je funkce yx,, integrovatelnd na R a podle lemmatu 1.9 existuje déleni D € Z(R)
s dilky R;;, (i, j) € I, takové, Ze S(D, x,,) — s(D, x,,) <¢&. Nechf I', [" a I"
jsou podmnoziny I takové, Ze

(i, j) € I', pravé kdyZ R;; € M,
(i, j) € I", pravé kdyz Ri; N M # #,
(i, _]) € IW, pI‘flVé dei Rij NM=90.

Pak I =I~\1",I' CI", I =1'u{{"~1HUI", I'0NI"~1N)=0,1I'N1" =0
al”’NI1" = @. Mnozina I je tak rozdélena na tfi disjunktni (ne nutné€ neprazdné)
tiidy I', I” ~I"a I". Pfitom plati |J R; S M < |J Rij € R. Polozme
G.j)el’ (i.j)el”
Vij = sup{xy(x,y) : [x,y] € Rij}, vij = inf{x, (x,y) : [x,y] € R;;} pro
kazdé (i, j) e I.
Je-li (i, j) € I', pak vzhledem k tomu, Ze R;; € M, plati V;; = v;; = 1. Je-li
G,j)el"~TI,pak Rj € M, R;NM #@aVi=1,v;=0.Jeli (i, j) € 1",
pak vzhledem k tomu, Ze R;; N M =¥, mdme V;; = v;; = 0.

Ukazeme ve tfech krocich, ze h(M) C K, kde K = U R I
(Lel"~I"_
i) ProtoZze M C R, a obdélnik R, je uzavfeny,je h(M) S Ry C RC |J Rj.

G, j)el
ii) Nechf A € h(M) a A € R;;, kde (i, j) € I". Pak A ¢ Icé,-j (jinak by A byl
vnéjSi bod mnoziny M) a A ¢ M. Tedy A je hromadny bod M, ktery lezi
na nékteré stran¢ obdélniku R;; a pfitom M N R;; = ¥J. Musi tedy existovat
dal$i dilky déleni D, na jejichZ nékteré strané lezi bod A, a alespon jeden
z té€chto dilkt, nechf je to Ry, je takovy, Ze (k,l) € I”. Pritom z A ¢ M
plyne, Ze (k,l) ¢ I'. To znamend, Ze A € K. A byl libovolny bod s danou

vlastnosti, tedy Z(M) N ( U Rij) CK.

G, j)el”

iii) Nechf A € h(M) a A € R;j, kde (i, j) € I'. Pak A ¢ I%,-j (jinak by A
byl vnitini bod M) a A € M. Dilek R;; neni ,krajnim“ dilkem dé€leni D
(tj. Z&dn4 jeho strana neni ¢asti nékteré strany obdélniku R — , krajni* dilek

nemuize byt podmnoZinou M, protoze M C Ry a R C I%). Existuji tedy
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dalsi dilky R, (r,s) € 1”, na jejichZ n€které stran¢ lezi bod A, a alespon
jeden z téchto dilkd, nechf je to Ry, je takovy, Ze (k,[) € I” ~. I’ (jinak by
A byl vnitini bod M). To znamend, Ze A € K. Bod A byl libovolny, tedy
hM)Nn( U Rj) SK.

G, j)el
Uzitim véty 1.39 e) dostdvame

e>S(D, xuy) —s(D, xp) = Z Vij m(R;;) — Z vij m(R;;) =
(i,))el G, j)el

(i,j)el” @, el G, )el”~I'

Z dokdzané inkluze K 2 h(M) plyne nerovnost x(x,y) = Xuun(x,y) = 0
pro kazdé [x, y] € R, takze plati

e >m(K) = //XK(x,y)dxdy = //XK(x,y)dxdy 2
R R

2 // Xnony X5 ) dxdy = // Xnony (> y) dxdy = 0.
R R

ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, je

// Xny (X, y) dxdy = // Xy (X, y) dxdy = // Xnon (x, y) dxdy =0,
R R R

tj. mnozina h(M) je métitelnd a m(h(M)) = 0. L]

Disledek 1.41. Omezend mnoZina M C R? je jordanovsky mé¥itelnd pravé
tehdy, kdyZ my(h(M)) = 0.

Definice 1.42. Nechf ¢, ¥ jsou spojité funkce na intervalu (a, b) takové, Ze
¢(x) < Y (x) pro x € (a,b). Oznaéme A = {[x, y] e R? : x € (a,b), p(x) <
<y < ¥ (x)}). Rikdme, Ze A je elementdrni mnoZina vzhledem k ose x.
Podobné, jsou-li ¢, ¥ spojité funkce na intervalu (c, d) takové, Ze p(y) < ¥ (y)
proy € (c,d), ajeli A = {x,yl e R? : y € (c,d),o(y) < x < ¥(y)}
fekneme, 7Ze A je elementarni mnoZina vzhledem k ose y.

Rikdme, Ze mnoZina A C R? je elementarni, je-li elementarni vzhledem k ose x
nebo vzhledem k ose y.
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y=v(x)

Obr. 1.11: Priklady elementdrnich mnoZin v roviné

Véta 1.43. KaZda elementdrni mnoZina je mévitelnd.

Diikaz. Nechf A je pro urcitost elementdrni mnozina vzhledem k ose x. Pak
h(A) =U,UU,UG;UG,, kde Uy, U, jsou usecky (rovnobézné s osou y), které
l1ze chépat jako grafy (konstantnich) funkci proménné y spojitych na kompaktnim
intervalu, a G, G, jsou grafy spojitych funkci proménné x na kompaktnim
intervalu. Podle véty1.38 je m(U;) = m(U;) = m(G,) = m(G,) = 0. Abychom
dokazali, Ze A je méfitelnd, staci podle véty 1.35 ukdzat, Ze m(h(A)) = 0. To
vsak plyne z véty 1.39, nebot

0 < m(h(A)) = m(U; UU, UG, UG,) <
< m(Up) + m(U>) + m(G) + m(G,) = 0. 0

Poznamka 1.44.

a) Obrazce studované v elementdrni geometrii (napf. trojuhelnik, ctverec, obdél-
nik, mnohothelnik, kruh) jsou elementdrni mnoziny nebo sjednoceni konec-
ného poctu elementarnich mnozin. Jsou tedy méritelné.

b) Z ptedchozich vysledkl vyplyvé, Ze systém jordanovsky méfitelnych mnoZin
v roviné md ndsledujici vlastnosti:

1) S kazdymi dvéma mnoZinami M, M, obsahuje i jejich rozdil M| \ M,.

2) S libovolnou kone¢nou posloupnosti mnozin My, ..., M obsahuje i jejich
k k
sjednoceni |J M; a prinik (| M;.

l:] l=]
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Takovy systém mnoZin se nazyvd mnoZinovy okruh. Rikdme také, Ze systém
jordanovsky méfitelnych mnozZin je uzavieny vzhledem k rozdilu a kone¢nym
sjednocenim a prinikim.
V ftadé€ aplikaci, zejména u limitnich pfechodi, je dilezité, aby systém mé-
fitelnych mnozin byl uzavieny i vzhledem ke spocetnym sjednocenim (tzv.
mnozinovy o-okruh) a spocetnym prinikim (tzv. mnoZinovy &-okruh), tj.
o0
aby z méfitelnosti mnozin My, M,, ... plynula i méfitelnost mnozin J M;
o0 i=1
a () M;. Tyto vlastnosti vSak systém jordanovsky méfitelnych mnozin nema
_ Vliz cviceni 27 k této kapitole. To je dvodem, pro¢ se zavadéji obecnéjsi
miry neZ Jordanova. Nejrozsfienéjsi z nich je bezesporu Lebesgueova! mira.

1.4. Dvojny integral na méritelné mnoziné

Definice 1.45. Nechi M C R? je méfitelnd mnoZina a nechf f je ohrani-
¢end funkce na M. Funkci f nazveme integrovatelnou (integrace schopnou)
na mnoziné M, jestlize funkce y,, f urCend pfedpisem

fx,y) pro[x,yle M,

(fo)(x,y)={ 0 prolryl g M

je integrovatelnd na néjakém obdélniku R O M. Dvojny integrdl funkce f na
mnozineé M (pres mnoZinu M) pak definujeme vztahem

// fx,y)dxdy = //(XMf)(x,y) dxdy.
M R

Poznamka 1.46.

a) Podobné jako u definice miry (definice 1.31) lze ukézat, Ze definice 1.45 je
korektni, tj. Ze integral [[ f(x, y)dxdy nezdvisi na volb& obdélniku R D M.
M

b) Je-li M obdélnik, lze zvolit R = M. Pak

//f(x,y)dxdy=//(XMf)(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy,
R R

M

'Henri Léon Lebesgue (1875-1941) (¢ti lebeg) — francouzsky matematik. Zabyval se teorii
funkcfi a integrdlu. Jim zavedend mira a integrdl vyznamné ovlivnily matematiku 20. stoleti.
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pokud asponi jeden z uvedenych integrdlii existuje. Integrdl funkce f pres
obdélnik tedy nezdvisi na tom, pouZijeme-li definici 1.3, nebo definici 1.45.

Nasledujici véta je zobecnénim diive uvedené véty pro obdélnik.

Véta 1.47. Funkce f spojitd a ohranic¢end na mé¥itelné mnoZiné M C R? je na
mnoZineé M integrovatelnd.

Diikaz. Bud ¢ > 0 libovolné. Nechf R © M je libovolny obdélnik. Vzhledem
k ohranic¢enosti funkce f na mnoZiné M existuje konstanta K > 0 takovd, Ze
|(xy f)(x,¥)] < K pro kazdé [x, y] € R. ProtoZe mnozina M je méfitelna,
je podle véty 1.40 m(h(M)) = 0 a podle lemmatu 1.7 existuje ¢islo §; > 0
s vlastnosti, Ze pro libovolné déleni D € Z(R) s normou v(D) < §; plati

0 = m(h(M)) = / / Ko s ¥) dxdy £ S(D, 00 < 4(;—“)
R

Nechf R;;, (i, j) € I, znaci dilky dé€leni D. Bud I podmnoZina mnoZiny /
takovd, Ze R;;, (i, j) € I', jsou vSechny dilky déleni D majici neprazdny prinik
s hranici #(M) mnoZiny M. Podobné necht I” je podmnoZina mnoZiny / takova,
Ze R;j, (i, j) € 1", jsou vSechny dilky déleni D, pro néz R;; € M, R;jNh(M) =
=@.Je I'NI" = @. Polozme M, = |J R;;. Zfejmé je h(M) € M; € R
a s ohledem na vétu 1.39 plati @ pel

&

m(Ml)zm( U Rij) = Z m(R;j) = S(D; Xpmy) < AK +1)°

@i, jel’ @i, jel’

Polozme nyni M, = |J R;;. MnoZina M, je ziejmé kompaktn{ a plati M, <
CMCMUM, @I

Posledni inkluzi dokdzeme takto: Nechf A € M ~ M,. Jestlize A € h(M),
pak A € M;. Nechf A ¢ h(M), tj. A € M, anechf A € R;j, kde R;; je dilek
d&leni D, (i, j) ¢ I”, tj. R;; N (R:~ M) # . Pfipustme, Ze h(M) N R;; = 0.
Pak R;; C M U ext M, kde ext M = R?> ~. (M U h(M)) je vnéjsek mnoZiny M.
Pfitom 1\04 ext M jsou oteviené, disjunktni a R;; N M # 0, Rijj NextM # (. To
je spor s tim, Ze obdélnik R;; je souvisld mnoZzina. Tedy (i, j) € I" a A € M.

ProtoZze mnoZina M, je kompaktni, existuje podle tvrzeni pfed vétou 1.11
¢islo §; > 0 takové, Ze pro [x, yi1] € My, [x2, 2] € M>, o((x1, y1), (X2, y2)) <
< & plati | f(x1, y1)— f(x2, y2)| < &/(2m(R)). Polozme § = min(§, §,). Necht
D; je d&leni obdélniku R s dilky R},, (k,I) € J, které je takovym zjemnénim
déleni D, ze v(Dy) < §.Bud' J’' C J je takové, Ze R,ll C M, pravé pro (k,[) € J'.
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Necht J” C J je takové, Ze R,ll C M, pravé pro (k,l) € J”. Snadno se oveéfi,
7 UJ Rj= U Ry=Mra U Rj= | R}, = M,.Poloime
(i,j)el’ (ke i.jpel” ~ (khel”
Vij = sup{(xy S)(x,y) : [x, y] € Rij}, vij = inf {(x,, /) (x,y) : [x, y] € R;;}
pro (i, j) € I,
Vk]l = Sup{(XMf)(xa )’) . [-x7 )’] € R]ll}’ v]:[ — lnf{(XMf)(x9 )’) . [.X, y] € R]l[}

pro (k,1) € J. Ziejmé plati V) = max{f(x,y) : [x,y] € R};} pro (k,]) € J"
a v, = min{f(x,y) : [x,y] € R} pro (k,]) € J", |[V}| £ K, |v},] £ K pro
k,)eJ aV}=vl,=0pro (k,]) € J ~ (J'UJ"). Nyni

0= S(D1 xy f) = (D1 xy )= Y Vam(Ri) — Y vjym(R) =

(k,heJ (k,hed
= ) (Vig—vpm@R)+ Y ViymRy) — > vym(Ry) <
(k,lyeJ” (k,lyeJ’ (k,lyeJ’
£

< 1 1y <
S T ® > m(Ry) +2K Y m(Ry) <

(k,hyeJ” (k,hyeJ’
< m(R 2K m(R;;) =
S T R+ > m(Ry)

@i, el

& &
=5 +2KS(D. fy) < 5 +2K +-=e

€ e ¢
— < j— j—
4K+1) 2 2

Podle lemmatu 1.9 je funkce x,,f integrovatelnd na R, a tudiZ funkce f je
integrovatelnd na M. U

Disledek 1.48. Bud' f spojitd funkce na kompaktni mévitelné mnoziné M. Pak
funkce f je integrovatelna na M.

Podobné jako u dvojnych integralli pfes dany obdélnik maji integrély pfes
meéfitelnou mnoZinu néasledujici vlastnosti.

Véta 1.49. Necht f, g jsou funkce integrovatelné na mé¥itelné mnoziné M C R>.
Pak plati:

a) Funkce f + g je integrovatelnda na M a plati

/ / LF(x, ) + g(x, y)]dxdy = / / Fx. y)dxdy + / / ¢(x, y) dxdy.
M M M
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b) Je-li ¢ € R konstanta, pak funkce cf je integrovatelna na M a plati

//cf(x,y)dxdy = c// f(x,y)dxdy.
M M

c) Funkce |f| je integrovatelnda na M a plati

|// £, y) dxdy‘ < //If(x,y)l dxdy.
M M

d) Je-li f(x,y) =< g(x,y) pro kazdé [x, y] € M, pak

// fx,y)dxdy = //g(x,y)dxdy.
M

M

Vlastnost z tvrzeni b) se nazyvd homogenita integralu vzhledem k integrandu,
vlastnost z tvrzeni a) se nazyva aditivita integralu vzhledem k integrandu.

Diikaz. Protoze kazdy dvojny integrdl pfes mnoZinu M je definovan vztahem

// fx,y)dxdy = //(fo)(x,y) dxdy,
M R

kde R © M je obdélnik, plynou uvedend tvrzeni z véty 1.20 a véty 1.23 pro
integraly pres obdélnik, nebof pro kazdy bod [x, y] plati

X (F +8)x, ) = U Hx, y) + (&) (x, y),
X (efN,y) = c(x X, y),
— X W ==l F D, y) =
= e DG Y = Ol FDG y) = 100, ) (s )1,
G L Y) S (@) (x,y),  jeli f(x,y) = g(x, y). O

Véta 1.50.
a) Je-li M C R? mé¥itelnd a je-li k € R konstanta, pak

//kdxdy =km(M).
M
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b) Necht f je funkce ohranic¢end na mnoZiné M C R? miry nula. Pak je f na M
integrovatelnd a plati

/ f(x,y)dxdy =0.
M
c) Je-li funkce f integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M, C R? i na mé¥itelné
mnoziné M, C R? a je-li m(M; N M,) = 0, pak f je integrovatelnd na
M, U M, a plati

// f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy+//f(x,y)dxdy-
M, M

MiUM>

Vlastnost z tvrzeni c¢) se v piipadé, kdy M| N M, = (), nazyva aditivita
integrdlu vzhledem k integraénimu oboru.

Duikaz.

a) Konstantni funkce f dana pfedpisem f(x,y) = k pro kazdé [x, y] € M je
ohranicena a spojitd na M, takZe podle véty 1.47 je integrovatelnd na M. Je-li
R O M obdélnik, plati

/ / F(x, y) dxdy = / / (Gt /) (2 y) dxdy =
M R
= k// Xy (x,y)dxdy = km(M).
R

b) ProtoZe funkce f je ohrani¢end na mnoZiné M, existuje konstanta K > 0
takovd, Ze —K < f(x,y) < K, je-li [x,y] € M. Odtud —K yx,,(x,y) <
< (X f)(x,y) < K xy,(x, y) pro kazdé [x, y] € R, kde R D M je obdélnik.
Tedy

S(D, =K xp) S 5(D, xpu f) = s(D, K xp),
S(D, =K xy) = SD, xp /) = S(D, K xpy)

pro libovolné D € Z(R). Diky ptredpokladu m(M) = 0 tudiz

0= & m() = [ [ <Koy dxdy £ [ [ G ot ) dxay <
R T

< [[ounenasy < [[ Kryte ) drdy = K mian = o
R R
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Odtud plyne integrovatelnost funkce f na M s vysledkem

// fx,y)dxdy = //(XMf)(x, y)dxdy = //(fo)(x, y)dxdy =
R 3

M
_ //(fo><x,y> dxdy = 0.
R

¢) Bud R © M, U M, libovolny obdélnik. Ziejmé pro kazdy bod [x, y] plati

anyuns, ) ¥) = g SO Y) + g, O Y) = Kty ang, )X 9)-
Protoze m(M; N M) = 0, je podle b) [[ f(x,y)dxdy = 0. Celkové&

MMM
s prihlédnutim k vété 1.49 dostdvame

// f(x,y)dxdy = //(leUsz)(x, y)dxdy =
R

M{UM>

— //(XM1 £)(x, y)dxdy + //(xsz)(x, y)dxdy —
R R

- //(XMlmsz)(x»)’) dxdy =
R

=//f(x,y)dXdy-I—//f(x,y)dxdy—/ f(x,y)dxdy =
M, M, MiNM,
- // f(x,y>dxdy+// f(x. y) dxdy.
M M> [l

Véta 1.51. Necht funkce f a g jsou integrovatelné na méritelné mnozZine M C
C R2. Pak i jejich soucin fg je integrovatelny na M.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze funkce f a g jsou na M nezdporné. Nechf
R O M je obdélnik. Z integrovatelnosti f a g plyne, Ze jsou ohrani¢ené, takze
existuje konstanta K takovd, Ze 0 < (x,, f)(x,y) < K, 0 = (x,8)(x,y) < K,
kdykoliv [x, y] € R. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle lemmatu 1.9 k ¢&islu /2K > 0
existuji déleni D, D, obdélniku R tak, Ze S(Dy, x,, f)—s(D1, x), f) < ¢/(2K),
S(Da, x8) — s(D2, x)8) < €/(2K). Je-li D spolecné zjemnéni D; a D, pak

S(D1, Xy ) Ss(D, xp f) = SD, 0 ) = SDys xp f),
S(Da, x8) = (D, x8) = S(D, x18) = S(D2, x8),



48 Dvojny integral

a tedy

SD, xp ) =D, xp ) = S(Dy, xp0 ) — (D1, xp ) < €/2K),
S(D, x,,8) — (D, x3,8) < S(D2, x3y8) — 5(Da, x)y8) < €/(2K).

Nechf R;;, kde (i, j) e I ={(k,]) :k=1,...,m;l =1,...,n}, jsou dilky
déleni D. Pro kazdé (i, j) € I oznaCme

uyj =inf{(0y ), ¥) 2 [x, y1 € Rij}, Uiy = sup{(xy, f)(x, ) : [x, y] € Ry},
vij = inf{(x,,8)(x,y) : [x,y] € Ri;}, Vi =sup{(xy,8)(x,y) : [x,y] € R},
w;; = nf{(x,,(fg))(x,y) : [x, y] € R;;},
Wij = sup{(x, (f&)(x,y) : [x, y] € Rij}.

Protoze u;jvi; = (X3 f)(x,y) - (xp8)(x,y) = U;;Vi; pro kazdé [x, y] € R;j,
platl’ UjjVij é Wi j § Wij § UijVij- Odtud dostaneme

Wij —wij = Ui Vij — uijvij = Ui Vij — Uiy + Uijvij — uijviy =
= Uij(Vij — vij) +vij(Uij —uij) = K(Vij — vij + Uij — uij).

Nyni vynasobime tuto nerovnost ¢islem m(R;;) a seCteme pfes vSechna (i, j) € I.
Vyjde:

S(D, xp(f8) —s(D, x,,(f8) =
S K[SD, xp f) = (D, xp /) + SD, xp18) — s(D, x8)] <

K € €
<K(3g+3x) =*
Podle lemmatu 1.9 je funkce x,,(fg) integrovatelnd na R, coZz vzhledem k de-
finici 1.45 znamend, Ze funkce fg je integrovatelnd na M.

Nechf nyni f a g jsou libovolné funkce integrovatelné na M. Z integrovatel-
nosti plyne, Ze jsou na M zdola ohrani¢ené. Tedy existuje konstanta L takovd,
Ze f(x,y) =2 L, g(x,y) = L pro kazdé [x,y] € M. Funkce f — L ag—L
jsou nezaporné a podle vét 1.50, ¢ast a) a 1.49, Cast a) integrovatelné. Podle
prvni ¢asti diikazu je proto integrovatelnd funkce (f — L)(g — L). Vzhledem
k rovnosti fg = (f — L)(g — L) + Lf + Lg — L? je podle véty 1.49, &4sti a)
a b) funkce fg integrovatelnd na M. UJ

Véta 1.52. Necht funkce f je integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M C R?
a N C M je jeji méritelnd podmnoZina. Pak je funkce f integrovatelnd i na N.
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Diikaz. Necht R O M je obdélnik. Podle predpokladt existuji integraly
/ (XmH)x,y)dxdy  a // X (x, y)dxdy.
R R
Podle véty 1.51 existuje integral
//(fo)(x, Mxy(x, y)dxdy = //(fo)(x, y) dxdy,
R R

nebof z N € M plyne x,,f - xy = xyf- To znamend, Ze funkce f je integro-
vatelnd na N. U

Véta 1.53. Necht funkce [ a g jsou definované na méritelné mnoZiné M, pri-
cemZ f je integrovatelnd, g je ohranicenda a plati m(M,) = 0, kde M, =
={[x,yle M: f(x,y) # g(x,y)}. Pak funkce g je na mnoZiné M integrova-

telna a plati
// f(x, y)dxdy =//g(x,y)dxdy-
M

M

Diikaz. Polozme M, = M ~. M. Podle véty 1.38, cast d) je M, méfitelna,
a protoze x,, (¢ — f) je ohraniCena funkce, kterd je na M, nulovd, plati podle
véty 1.38 s prihlédnutim k m(M;) = 0 a k vété 1.50 rovnosti

[ ante-namassy =0 [ 56— neday=o
M> M,

Podle véty 1.50, ¢ast ¢) je funkce x,, (¢ — f) integrovatelnd na M a plati

// X, (8 — f)(x, y)dxdy =
M

_ // Yor (8 — F)(x. y) dxdy + // Yor. (8 — £)(x. y) dxdy = 0.
My M

Ztejmé f + x,,(g — f) = g na M, takze podle véty 1.49 je funkce g na M
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integrovatelnd a

//g(x, V) dxdy = // (£ 3) + o (8 — ), )] dxdy =
M M

://f(x,y)dxdy—l—//XMl(g—f)(x,)’)dXdy:
M M

:// f(x,y)dxdy.
M

Poznamka 1.54. Predchozi véta fikd, Ze zména integrovatelné funkce na mno-
Ziné miry nula neméni integrovatelnost funkce ani hodnotu integrdlu.

Jinak teceno, funkce, kterd je definovand a ohrani¢end na méfitelné mno-
Ziné, avsak neni integrovatelnd, se po zméné na mnoZiné miry nula nemiiZe
stat integrovatelnou (jinak by podle pfedchozi véty musela byt pivodni funkce
integrovatelnd, protoze by se liSila od integrovatelné funkce pouze na mnozZiné
nulové miry).

(]

Pro vyjadfeni dvojného integrdlu pfes elementdrni mnoZinu pomoci dvojna-
sobného integralu plati

Véta 1.55 (Fubiniova véta). Bud M elementdrni mnoZina v R? vzhledem k ose x,
t.
M={x,yl €R*:x € (a,b), p(x) < y S ¥ (1)},

kde @, W jsou spojité funkce na {(a,b) takové, Ze ¢(x) < Y (x) pro kaZdé
x € (a, b). Je-li funkce f spojita na M, pak plati

b ¥ (x)

/ f(x,y)dxdy:/ l/() f(x,y)dy] dx.
a o

M

Diikaz. Elementdrni mnoZina je kompaktni a méfitelnd, tedy podle disledku 1.48
je spojitd funkce f na mnoziné M integrovatelnd. Bud'c < min{p(x):x € (a, b)},
d > max{y(x) : x € (a,b)}, R = (a,b) x (c,d). Pro kazdy bod [x, y] € R
plati

fl,y) je-liox) =y = yvx),

(XMf)(x’ y) = { 0 je_li y < go(x), nebo y > 'S”(x)
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Podle definice a podle Fubiniovy véty (véta 1.14) je

b rd
//f(x,y>dxdy=//<fo><x,y>dxdy=/ U (fo><x,y)dy]dx.
R a C

M
(1.17)

Ozna¢me pro x € (a, b)
Y. R

M7 = (c, p(x)),
M; = (p(x), ¥ (x)),
M5 = (Y (x),d),

viz obr. 1.12. Funkce (x,,f)(x, ") M

je spojitd na intervalu M5, pficemzZ M;
(X f)(x,y) = f(x,y) pro kazde My y = ¢(x)
y € M3, aje rovna nule (s piipadnou L. .| ' |

vyjimkou hodnoty v jednom krajnim ; , : x
bod€) na intervalech My, M5. Tedy a X b

je integrovatelnd na My, M5, M3,

a tudiZ i na intervalu {c, d). Proto Obr. 1.12

M3 y=¥x)

~d d
/ o ) (x y) dxdy = / Gtar ) (x. y) dxdy =

() ¥ (x)
:/ (XMf)(x,y)dxdy-l-/() (Xp F)(x, y)dxdy +
c p(x

d ¥ (x)
+/ (Xp S)(x, y) dxdy = / f(x,y)dxdy.
Y (x) @(x)
Dosazenim do (1.17) dostdvame tvrzeni. O

Poznamka 1.56.

a) Je-li M elementarni mnoZina vzhledem k ose y, tj.

M={x,yleR*:yec,d),o() <x <y},

kde ¢, ¥ jsou spojité funkce na (c, d) takové, Zze ¢(y) < ¥ (y) pro kazdé
y € (c,d), a je-li funkce f spojitd na M, pak plati

d v(y)
/ f(x,y>dxdy=/ U f(m)dx]dy.
¥ c o)
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b) Zatimco integral [[ f(x,y)dxdy se nazyva dvojny integrdl, integraly
M

b ¥ (x) d v (y)
/ U ) dy] dx, / U £y dx] dy
a @(x) c o)

se nazyvaji dvojndsobné integraly.

c) Predchozi véta zlistane v platnosti, i kdyz bude funkce f pouze integrovatelna
(tj. ne nutné spojitd) na mnoziné M. Ve vnitfnich integrédlech je vSak treba
pouzit horni resp. dolni jednoduchy integrél (srov. s vétou 1.14).

d) K oznaceni dvojndsobnych integrédlii se pouzivd rovnéz zapisu

b V(x) d V()
/ dx/ Sf(x,y)dy, resp. / dy/ f(x,y)dx.
a @(x) c o)

Priklad 1.57. Vypoctéte:
a) //(x + y)dxdy, kde mnoZina M je omezena kiivkami y = x2, y = x.
M

b) // xy dxdy, kde mnoZina M je trojuhelnik o vrcholech [0, 0], [1, 1], [2, O].
M

Reseni.

a) MnoZina M je elementdrni vzhledem k ose x i vzhledem k ose y.

1. ZapiSeme-li mnozinu M jako elemen- 5
tarni mnozZinu vzhledem k ose x, Y Y B *
mé’me 1_ ............ y '

Iy 0<sx=<1,
S Sysax M«
) 1
Odtud

1 2 4 1 4
3
:/ x2+x__ x3—|—x— dx=/ P C I B i Py
0 2 2 0o \2 2

{x3 x* xS]‘ 1 1 1 10-5—-2 3
0
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2. Ke stejnému vysledku dojdeme i v ptfipadé€, uvazujeme-li mnozinu M jako
elementarni mnoZinu vzhledem k ose y:

0=
M :

IAIA

<1,
< 5.

HAIA

Pak

1 Jy L2 VY
//(x—l—y)dxdy:/(/ (x+y)dx>dy—/ l—+yx] dy =
0 y 0 2
M
1 2 1
_ y 32 (Y 2 d :/ Y 3/2_3 2) dy =
[ -G o= [ Gr-32) o

1
T
475 2 |,

+2 1
5 2 20 20

1
4
b) Mnozina M je elementarni vzhledem k ose y. Lze ji vSak rovnéz vyjadrit

jako sjednoceni dvou mnoZin elementarnich vzhledem k ose x. Pfiklad proto
vyfeSime opét dvéma zptisoby.

1. MnoZinu M vyjadiime jako elemen- y
tarni mnoZinu vzhledem k ose y: 4o [1 1]
y=x y=2-—x
0Zy<1 |
M
ySx<2-y. | x
0 1 2

Pak
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2. Nyni mnoZinu M vyjadfime jako sjednoceni dvou mnozZin M;, M, ele-

mentarnich vzhledem k ose x:
M=MUM M, : 02x=1, M,: 12x=22,
ST "0<y<n, osy<2-x

Ponévadz m(M; N M,) = 0, plati podle &asti c) véty 1.50

//xydxdy = //xydxdy—l—//xydxdy.
M My M,

2
1 ) 23 x4
—ﬂx—ﬁ”ﬂl
_1+4 16+2 . 2 1_5 14 1
8 3 3 8 3 3 A

1.5. DalSi reSené priklady

Priklad 1.58. Vypoctéte I = / / xydxdy, kde M je mnoZina bodl [x, y]
M

urend nerovnostmi 1 < x <4, 1/x <y < J/x.

Reseni. Integra¢ni obor M je znizornén na obr. 1.13. Integrand f(x, y) = xy je
spojitd funkce. Pfi oznacenia = 1, b = 4, p(x) = 1/x a ¥ (x) = /x dostaneme
z Fubiniovy véty 1.55

4 VX
I://xydxdy:/ (/ xydy)dx.
1 1/x
M
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Vnitini integral vyjde

/ﬁ V1V x 1 1/, 1
xydy =x|— =—|(x——=]==(x"——].

Celkovy vysledek bude

64 1 /1 21
— —ln4)—-(--m1)="—m2
3 2 \3 2 N

Priklad 1.59. Vypoctéte I = / / % dxdy, kde mnoZzina M je ohranicend piim-
M
kami x =0, x = 2n, y = 0 a grafem funkce y = 2 + sinx.

Reseni. Integratni obor M je znizornén na
obr. 1.14. Jde o elementarni mnoZinu vzhle-
dem k ose x. Integrand f(x,y) = y/3 je 2j
spojitd funkce. Pouzijeme-li tedy Fubiniovu
vétu 1.55, obdrzime:

y 27 2+sinxy
I://—dxdy:/ (/ —dy)dx.
L 3 0 0 3 Obr. 1.14

Vnitfni integral vyjde

y=2+4sinx

2+sinx 2 2+sinx 1 1
/ Yy = |21 — 2 (2 +sinx)? = - (4+4sinx + sinx).
. 3 6|, 6 6
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Pfi vypoctu vnéjsiho integralu pouZijeme vzorec sin’x = (1 — cos2x)/2.

Dostaneme:

| , 1 —cos2x
= —|4+4sinx + —— | dx =
, 6 2

/32 1
— — + —sinx — — cos2x |dx =
0 4 3 12

3 2 1. T 3g
= |—-x — = cosx — — sin2x
4 3 24

0 A

Priklad 1.60. Vypoctéte I = / / x>y dxdy, kde mnoZina M je &tvrtkruh o da-
M

ném poloméru r > 0 se stfedem v pocatku O lezici v prvnim kvadrantu.

ReSeni. Integracni obor je zndzornén na obr. 1.15. Je to

x>+ y?=r? elementdrni mnoZina jak vzhledem k ose x, tak vzhledem

k ose y. Vzhledem k jednoduchosti spojitého integrandu
f(x,y) = x>y je pofadi integrace z hlediska jeji pracnosti

| X zcela lhostejné. Rozhodneme-li se pro popis ¢tvrtkruhu M

nerovnostmi 0 < x < r, 0 £ y < 4/r?2 — x2, z Fubiniovy

Obr. 1.15 véty 1.55 dostaneme

r -2
I://x3ydxdy:/ (/ x3ydy> dx.
0 0
M

Pro vnitini integrdl dostivame

a2
J

0

2‘| /1252 1

3 3| Y
dy = —
x7ydy x{zo 5

Celkové tedy vyjde

Priklad 1.61. Vypoctéte I = / /
M

15, s 1 [x*2  x®1"  »©
I = —(x’r°—=x7)dx = = - =—.
0 2 2 6

y
X+ y?

dxdy, kde mnoZina M je ohrani¢ena

kfivkami y =1, y=1/2, x =4 —y> ax = y°.
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Reseni. Prvni dvé k¥ivky jsou pffmky,

druhé dvé paraboly. Integracni obor y
M je znézornén na obr. 1.16. Uréime 2
jesté y-ovou souradnici horniho pri-
se¢iku P obou parabol, abychom se
presvédcili, Ze mame pfimky y = 1
ay = 1/2 spradvné umistény. Z rov-
nic parabol dostaneme 4 — y?> = y2,
tj. y> = 2, a tedy y = +/2. Mno-
Zina M je elementdrni vzhledem k y.
Vidime, ze ¢ = 1/2, d = 1, ¢(y) = Obr. 1.16

= y2 a ¥(y) = 4 — y?. Integrand

f(x,y) = y/(x + y?) je spojitd funkce na M. Podle Fubiniovy véty bude

y 1 4—y? y
I:// dxdy:/ (/ dx)dy.
x 4 y? 2\Jyr  x+y?
M

Vnitini integral vyjde

<

4—y? y ey 2
/y2 x_|_yzdx:y[lnlx—l—yHy2 = y(In4 —In2y?%) =

=y2In2—-In2—-2Iny)=yIn2 —2ylIny,

vzhledem k tomu, ze y > O.
Pti vypoctu vnéjsiho integrdlu pouZijeme metodu per partes. Dostaneme:

1 1 1
I = (yln2—2ylny)dy:1n2/ ydy—2/ yinydy =
1/2 1/2 1/2
u=Iny u =1 271 2 1 1
= g o =ln2ly—] —Zly— lny} —|—2/ Xdy=
vV = v = 21ip 2 1/2 12 2

y21! 1 1 1 1
In2+ |=| =-In2+4-—-=-(n2+3).
a8 2 8 8 N

Priklad 1.62. Ozna¢me M vystinovanou mnoZinu na obr. 1.17, kde k je horni
ptlkruznice se stfedem v pocitku O a s polomérem r = 2, [ je kruZnice se
sttedem v bodé¢ B = [2,0] s polomérem r = 2 a C je jejich prisecik. Bud’

A = [-2,0]. Vypoctéte integral I = // 6xydxdy.
M
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Re§eni. Nalezneme soufadnice bodu C.
Plati k: x> +y> =4,1: (x —2)*>+y?> = 4.
Odectenim rovnic dostaneme 4x —4 = 0,
tj. x = 1 a odtud vypolteme y = +/3.
Vyjde tudiz C = [1, +/3].

Integraéni obor M neni ziejmé ele-
mentarni mnoZinou ani vzhledem k ose x
ani vzhledem k ose y. Rozdélime ho proto

Obr. 1.17 na dvé casti — ¢ast M, omezenou oblou-

kem AC ptlkruZnice k a jeji tétivou AC,

a Cast M,, omezenou obloukem BC pilkruznice k, obloukem OC kruZnice /

a osou x. Z Thaletovy véty plyne, Ze <t BCA je pravy. To znamena, Ze tétiva AC

lezi na te¢né ke kruznici [ v bodé C, takZe ma s obloukem OC kruZnice [ spo-
le¢ny jen bod C, jak je zndzornéno na obrdzku. Podle véty 1.50, Cast c) je

I = //6xy dxdy = //6xy dxdy+//6xydxdy.
M M M,

Obé casti M| i M, jsou elementdrnimi mnoZinami jak vzhledem k ose x, tak
vzhledem k ose y. MnoZinu M, popiSeme jako elementdrni mnoZinu vzhledem
k ose x, zatimco M, jako elementdrni mnoZinu vzhledem k ose y. Bude to tak
vhodnéjsi pro praktickou integraci.

Najdeme rovnici piimky prochézejici body A a C. Z pravouhlého troj-
thelniku AADC, kde D = [1,0], vypocitime, 7e smérnice je +/3/3, tedy

= (\/§/3)(x + 2). Z rovnice pualkruZnice k uréime y = ++/4 — x? resp.
x = ++/4 — y? a z rovnice kruZnice [ uréime x — 2 = ++/4 — y2. S pomoci
obr. 1.17 zvolime spravnd znaménka u odmocnin. Celkem dostaneme

—-2<x<1, 0

Ml‘%xmgygm, iy

II/\ A

Y
X

V3,
i

A A

Integrand f(x, y) = 6xy je spojitd funkce. PouZijeme Fubiniovu vétu a dosta-

neme:
1 A/ 4—x2
I = //6xydxdy =/ </ 6xydy) dx.
" -2 ?(x—i—Z)
1
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Vnitini integral bude

faooras =T, =3 (4 e w27)

3
B (x42) 5 ()

= 8x — 4x? — 4x3

Vv s

1 4 1
I = / (8x — 4x? —4x})dx = l4x2 ——x’ = x41 =
Y 3 D)

—441 16—|—3216—9
N 3 3 -

Podobné dostaneme:

V3 1 pa/4-y?
I, = // 6xydxdy = / (/ 6xy dx) dy.
Vi 0 —a/4—y?
2

Vnitini integrdl bude

/\/\4/;6xydx =3y[x2};{‘:/—_zz_7:3y(4_yz_ (2- \/m)z) _

=3y(4v/4—y*—4).

Pti vypoctu vnéjsiho integrédlu rozdélime integrand na dvé ¢4sti a na prvni inte-
grél pouZijeme substituéni metodu. Vyjde ndm:

V3 V3 J3
12:/ 3y(4v/4 — y? —4) dy:/ 12y\/4—y2dy—/ 12ydy =
0 0 0

4 — y2 — I/t2
—2ydy =2udu | ! 2 13 312 _
=1 dy = —udu _—12/2 u?du —6[y*]y" =4[w’]] — 18 = 10.

0~ 2, /3~ 1

Celkovy vysledek je tedy
I=L+5L=-9+10=1. A
Priklad 1.63. Vypoctéte I = / / 1_|)_C 5 dxdy, kde M je mnoZina omezend
Yy
M

kfivkami y = x? a x> + y> = 16 (4st nad parabolou).
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ReSeni. Prvni kiivka je parabola, druhd

A y y = x2 kruZnice. Integracni obor M je zndzornén
P\——T\/P na obr. 1.18. Uréime soufadnice prise-
Y1 M x2—|—y2 =16 cika P1 = [Xl,yl] a P2 = [)Cz,yz]. Vy—

loucenim x dostaneme kvadratickou rov-
nici y> + y — 16 = 0, kterd md ko-

—4 X1 0 xz A feny (—1 + v 65) /2. Pro nds ma vyznam
jen kladny z nich, je tedy y; = y» =
Obr. 1.18 = (=1 ++/65)/2. Odtud vyjde:

X =—x = \/(—1 ++/65) /2.

Integracni obor M je elementarni mnozZinou jak vzhledem k x, tak vzhledem
k y. Jednodussi je popis vzhledem k x:

xp S x = xo,
M:

¥ <y <V/16 — x2.

Integrand f(x, y) = x/(1 + y?) je spojitd funkce. Z Fubiniovy véty dostaneme

X X2 A/ 16—x2 X
I:// dxdy:/ / dy | dx.
1+ y? w \Jxe2 1+ y?
M

Vnitini integral vyjde

/«/ 16—x2 X
x

2 l—l—y2

dy = x [arctg y| 16=2% _

x2

= xarctg /16 — x2 — x arctg x> = f(x).

Integrace funkce f(x) je vSak velmi nepfijemnd, na kazdy scitanec by se musela
pouZit postupné substituce a metoda per partes. Snadno je vSak vidét, Zze f(x)
je licha funkce, tj. f(—x) = — f(x) pro kazdé x € (—4, 4). ProtoZe integracni
obor je interval soumérny vzhledem k pocéitku (x, = —x;), musi platit

I:/z(xarctg V16 — x? — x arctg x*) dx = 0.

1

Zdlouhavé integrace jsme tedy byli uSetieni.

Rovnéz by S§lo vyjadfit mnoZinu M jako elementdrni mnoZinu vzhledem
k ose y, museli bychom ji vSak nejprve rozdélit useckou P; P,, aby horni a dolni
meze vnitiniho integrdlu mély jednoduchy popis. Snadno se lze presvédcCit, Ze

vvvvv

oba vnitfni integraly jsou pak rovny nule, takze vnéjsi integrdly jsou trividlni. A
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Poznamka 1.64. Je-li integracni obor dvojrozmérny interval J = (a, b) X (c, d)
a integrand ma tvar soucinu f(x)g(y), kde f je spojitd funkce na intervalu (a, b)
a g je spojita funkce na intervalu (c, d), je mozné vypocet podle Fubiniovy véty
zjednodusit a vyrazné urychlit:

b d
//f(X)g(y)dxdy=/ (/ f(X)g(y)dy) dx = (1.18)
! b d b d
- / f(x)< / g(y)dy) dx = / £ dx - / ¢(») dy.

Integral fcd g(y) dy je totiz konstanta, kterou Ize z vnéjSiho integralu vytknout.

Priklad 1.65. Vypoctéte //x sin ydxdy, kde J = (0, 2) x (0, 7t/2).
J

ReSeni. Podle vztahu (1.18) bude

2 /2 X2 2 P
//xsinydxdy =/ xdx-/ sinydy = l_l ' [_COS)’}(T)[ =
! 0 0 2 1o

=2-0-0+1)=2. A

Cviceni

1. Dokazte bez pouziti lemmatu 1.12, Ze funkce f z pozndmky 1.19 je inte-
grovatelnd a jeji integral je roven nule.

2. Nechf M, My, M, jsou obdélniky, M = M, U M, ]\041 01\042 = () a funkce f
je ohranic¢end na M. Dokazte, Ze

//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy+//f(x,y)dxdy,
M M My
//f(x,y)dxdy=//f(x,y)dxdy+//f(x,y)dxdy-
M M] M2



