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Kapitola 2

Integraly v prostorech obecné
dimenze

V kapitole 1 byl zaveden integral funkci dvou proménnych. Naprosto obdobné je
moZzné vybudovat integral funkci libovolného kone¢ného poctu proménnych. Nej-
prve se definuje integrédl na n-rozmérnych intervalech, pomoci ného se zavedou
meéfitelné mnoZiny a nakonec se definuje integrdl na méftitelnych mnoZzinach.
Veskeré definice i vysledky ptfedchozi kapitoly se snadno pfenesou na piipad
obecného n, po technické strdnce jsou dilkazy vSech tvrzeni obdobné, jen za-
pisy jsou komplikovanéjsi. Proto vétSinou jejich formulace ani dikazy nebudeme
opakovat.

V nésledujicich oddilech si vSimneme nejprve piipadu n = 3. Ten je dilezity
v aplikacich a navic si pfi ném dokédzeme jeSté pfedstavit integracni obory. Potom
se zminime o piipadu obecného n a nakonec kritce o pfipadu n = 1, ktery
bude zobecnénim konstrukce jednorozmérného integrdlu na intervalu, znamé ze
zdkladniho kurzu matematické analyzy.

2.1. Trojny integral

Pti definici trojného integralu postupujeme zcela analogicky jako u integrilu
dvojného. Nejprve definujeme trojny integrdl funkce f ohrani¢ené na nedegene-
rovaném trojrozmérném uzavieném omezeném intervalu M = (a, b) x (c,d) X
x (g, r). Takovy interval budeme stru¢né nazyvat kvddrem. Pro déleni D kva-
dru M pouzivime oznaCeni D = D, x D, x D,, pfiCemz D,: a = xy < x1 <
< :-+ < Xy = b je déleni intervalu (a,b), Dy:c=yo < y1 < -+ <y, =d
je déleni intervalu (c,d) a D;: g =z9 <21 < --- <z, =r je dé€leni intervalu
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Obr. 2.1: Trojrozmérny interval M a jeho déleni

(g, r).Roviny x =x;, y=yj,z=z ((=1,....m—1;j=1,...,n— 1,k =
=1,..., p—1) déli kvadr M na mensi kvadry zvan€ dilky, které se znaci M, jx
(viz obr. 2.1); pfitom M;jx = (x;—1, x;) X (¥j—1,¥j) X (Zk—1, 2k). Horni a dolni
soucty pro danou funkci f jsou nyni tvaru

m n V4
SID, )= Vipxi = xi-0)(yj = yj-0) @k — Zi1),

i=1 j=1 k=1

m n P
s(D, f) = Z Z Z Vijk(xi — xi—1)(y; — -0k — 2k-1),

1 j=1 k=1

i

kde

‘/ijk = Sup{f(X, Y, Z) : [-x, Y, Z] € Mijk},
vijr =1nf{f(x,y,2) : [x,y, 2] € M;ji}.

Oznacime-li m(M; ;) = (x; — xi—1)(y; — yj-1)(2x — 2k—1), pak lze psit

m n P
S(D, f) = Z Z Z Viik m(M;ji),
i—1 j—=1 k=1

m n p
1=

s(D, f) = Z Z Z Vi jk m(M;ji),

1 j=1 k=1
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pricemz m(M;;x) budeme nazyvat mirou (objemem) kvadru M; ;. Dolni a horni
integral funkce f pres kvadr M definujeme vztahy

// f(x,y,z)dxdydz = sup{s(D, f)}

// f(x,y,z)dxdydz =inf{S(D, f)}.
Jejich pfipadnou spole¢nou hodnotu nazyvame trojny integral a zna¢ime

// f(x,y,z)dxdydz.
M

Vsechny vlastnosti uvedené pro dvojny integrdl na obdélniku plati analogicky
i pro trojny integrdl na kvadru. Vzorce Fubiniovy véty pro trojny integrdl na
kvadru M = (a, b) x (c, d) x (g, r) maji pro rtiznd potfadi proménnych integrace

tvar
J[f sescrssame= J[ ([ siennons=
q
M C

I ([ o)
— //( f(x,y,z)dx)dydzz
e.dyxigr)
= // (/ f(x,y,2)dz | dxdy =
@hixied) =

< Jf ([ aw)on
] ([ oo

a také (pfi jiném ,,sdruzeni* integracmch promennych)

/M//f(x,y,z)dxdydz=/< // fx,y, z)dydz)

(c,d)x{q,r)
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([ o)l

Trojny integral [[[ f(x,y,z)dxdydz se nékdy oznaluje jako integrdl trojroz-
M

mérny, zatimco integraly

/a:{/c;z</qrf(x,y,z)dz> dy}dx, /:i{/qr</C:f(x,y,z)dy> dz}dx,
PU (] resosadon L[ rovon)ado



88 Integraly v prostorech obecné dimenze

a rovnéz integraly

AT S ATAVEE S DT

jako integraly trojndsobné.

Poznamka 2.1. K oznaceni trojndsobnych integrali se pouzivd rovnéz zapist

b d r b q d
/dx/ dy/ Fx, v, 2)dz, /dx/ dz/ Fx,y, 2 dy
a c q a r c

a Ctyft dalSich analogickych zdpisti pro zbyvajici permutace proménnych x, y, z.

Priklad 2.2. Vypoctéte trojny integrdl I = / / (x + 2y — 3z)dxdydz, kde

M
integracni obor M je kvadr (1, 3) x (—1, 1) x (0, 2).

Reseni. Integrand je funkce spojitd na M (dokonce na R?). Podle Fubiniovy véty
plati

3 1 2
I:// (x—|—2y—3z)dxdydz=/{/ (/ (x+2y—3z)dz>dy}dx.
1 -1 \Jo
M

Pro prehlednost vypocteme postupné jednotlivé jednoduché integraly samostatné.

2

2
3
/ (x +2y —3z)dz = lxz+2yz—izz} =2x+4y —6.
0 0

Dale
! 1
/ 2x 4+4y —6)dy = [2xy +2y? — 6)}}_1 =
—1
=2x4+2—-6)—(—2x+2+4+6) =4x — 12.
Celkove dostaneme

3
1=/ (4x — 12)dx = [22% — 12x]7 = (18 = 36) — 2 — 12) = —8.
1

Zvolili jsme poradi integrace nejprve podle z, pak podle y a nakonec podle x.
Jakékoliv jiné poradi by dalo diky Fubiniové vété stejny vysledek a vypocet by
byl pfiblizné stejné obtiZny. A
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Také charakteristickd funkce mnoZziny M C R? a jeji méfitelnost se definujf
analogicky jako v R%. Vzorec pro (Jordanovu) miru omezené mnoZiny M C R?

je tvaru
m(M) = /// X (x, ¥, z) dxdydz,
R

kde R je takovy kvadr, Ze M C R a

1 pro[x,y,z] e M,

XM(x,y’Z):{O pro [x’y’z]gM

je charakteristick4 funkce mnoZiny M. N&kdy, abychom odlisili miru v R od mér
v prostorech jinych dimenzi, piSeme m3(M) misto m(M). Mira v R? ma stejné
vlastnosti jako v R%. Je-li z = f(x,y) spojitd funkce na kompaktni mnoZing
M C R?, pak mira grafu této funkce v R? je rovna 0. Analogické tvrzeni plati
pro grafy funkei y = f(x, z), x = f(y, z) spojitych na kompaktnich mnoZzinach.

Trojny integral funkce f ohrani¢ené na méfitelné mno%ing M C R* definu-
jeme rovnosti

/// f(x,y,z)dxdydz = ///(fo)(x, v, z)dxdydz,
M R

kde R © M je libovolny kvadr a funkce x,, f je ddna vztahem

f(x,y,z) prokazdé [x,y,z] € M,

X )(x,y,2) = { 0 pro kazdé [x,y, z] ¢ M.

Trojny integrdl mé stejné vlastnosti jako integrdl dvojny. Elementdrni mnoZina
vzhledem k roviné xy je definovéna takto:

Definice 2.3. Bud M elementirni mnoZina v R? (vzhledem k ose x nebo
vzhledem k ose y) a nechf @ (x, y), ¥ (x, y) jsou spojité funkce na M takové,
7e @(x,y) S W(x,y) pro kazdé [x, y] € M. MnoZinu

2 = {[)C,y,Z] €R3 . [X,Y] € M’qj(x’y) éz § q/(x’y)}

nazyvime elementdrni mnoZinou vzhledem k roviné xy v R? (viz obr. 2.2).
Analogicky definujeme elementdarni mnoZinu vzhledem k roviné xz, resp. vzhle-
dem k roviné yz v R3.

Elementdrni mnoZinou v R® rozumime elementirni mnoZinu vzhledem k né-
které z rovin xy, resp. xz, resp. yz.
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= lI/(x’ )’)

X

Obr. 2.2: Elementdrni mnoZina §2 v trojrozmérném prostoru

Podobné jako v R? plati, Ze elementdrni mnoZina v R*® je méfitelnd a Ze
funkce spojitd na elementdarni mnoZiné v R? je integrovatelnd. Analogicky jako
v R? platf véta:

Véta 2.4. Bud 2 elementdrni mnoZina v R3 vzhledem k roviné xy, tj. 2 =
= {[x,y,z] e R :[x,y] e M,®(x,y) < z < lI/(x,y)}, kde @, ¥ jsou
funkce spojité na M takové, Ze @ (x,y) < W(x,y) pro kazdé [x,y] € M a M
je elementdarni mnoZina v R?. Je-li funkce f spojitd na 2, pak

¥(x,y)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ f(x,y,2) dz) dxdy. (2.1
o v P (x,y)

Predpokladame-li napr., Ze M je elementarni mnoZina vzhledem k ose x, tj.
M = {[x, yeR?:a<x<b,pkx)<y=< w(x)}, pricemZ @,  jsou funkce
spojité na {(a, b), takové, Ze ¢(x) < ¥ (x) pro kazdé x € (a, b), pak

b Y (x) P(x,y)
// f(x,y,z)dxdydz = / {/ </ f(x,y,2) dZ) dy} dx. (2.2)
4 a @(x) D (x,y)



2.1 Trojny integral 91

Poznamka 2.5.

a) Analogicky plati dalsi dvé tvrzeni, ve kterych vzorec (2.1) nabyva tvaru

¥ (x,z)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/~ f(x,vy,2) dy) dxdz,
P fy D (x,2)
¥ (y,2)
// fr . 2) dxdydz = // (/ o) dx) dydz.
D(y,2)
£2 M

b) Zaménou pofadi proménnych v (2.2) dostdvame dalSich pét vzorct:

b Y (%) Wi (x,z)
///f(X,y,Z)dxdydz:/ {/ (/ f(x,y,z)dy) dz}dx,
5 a @1(x) @1 (x,2)
d Y2 (y) P (x,y)
// f(x,y,z)dxdydz=/ {/ (/ f(x,y,z)dz) dx}dy,
5 c ¥2(y) Dy (x,y)
d V3 (y) Y3(y,2)
// f(x, v, 2)dxdydz = / {/ (/ £y, 2) dx) dz} dy.
P c v3(y) D3(y,2)
r Y4 (2) Yy (x,2)
// f(x,y,2)dxdydz =/ {/ (/ f(x,y,z)dy) dx}dz,
o q 94(2) Dy (x,2)
r Vs5(z) Us(y,2)
// f(x,y,z)dxdydz =/ {/ (/ f(x,y,2) dx) dy}dz.
e q ¥5(2) D5(y,2)

c) Integrdl [[[ f(x,y,z)dxdydz se nazyva trojny integral, integrdly na pravé
M

strané rovnosti (2.2) a na pravych strandch poslednich péti rovnosti se nazyvaji
trojndsobné integraly.

d) Tvrzeni prvni ¢4sti véty 2.4 a tvrzeni ¢asti a) pozndmky 2.5 zistane v platnosti,
i kdyz bude funkce f integrovatelnd (tj. ne nutné spojitd) na mnoZiné 2.
Ve vnitinich integrdlech je vSak tfeba doplnit znaky pro horni resp. dolni
jednoduchy integral.

Piiklad 2.6. Vypocltéte / / / x?dxdydz, kde 2 € R’ je mnoZina omezend

Q
plochami x =0, y=0,z=0,x+y+z=1.
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a) b)

Obr. 2.3

Reseni. Viechny ¢tyii plochy uvedené v zadani jsou roviny, pfi¢emZ prvni tfi
jsou soufadnicové roviny. Integracni obor je Ctyfstén, ktery je zndzornén na
obr. 2.3 a). Jeho primét do roviny xy je trojuhelnik z obr. 2.3 b).

ZapiSeme-li 2 jako elementarni mnoZinu vzhledem k roviné xy, mame

0<x<1,
2: 05 y<1—ux,
0<z=<1-—x—y.

Integrovan4 funkce je spojitd na £2 (dokonce na R?). UZitim vzorce (2.2) dosti-
vame

1 1—x l—x—
///Xdedydz:/{/ (/ yxzdz>dy}dx:
: 0 0 0
1 1—x ] 1 1—x
=/ {/ [xzz}o_x_ydy}dx=/ {/ (xz—x3—x2y)dy}dx=
0 0 0 0

1 1—x
—xzyz} dx =

2 3
= Xy —x7y—
l y y—3 .

1
I
/] 23 4 14_|_ 3 1, d

x? —2x% 4 x* XTH+xT—<x X =
2 2

1 1 1 AL

/ —x4—x—|— x dx = |—x" — ~x*4+ -x*| =
0 2 10 4 6 |

1 — 15410 1

10 4 6_ 60 60" A

1
22— xd— x4+t xz(l—x)2>dx:

=]
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2.2. DalSi priklady na vypocet trojného integralu
Fubiniovou vétou

Priklad 2.7. Vypoctéte I = / / / (x — y 4+ 2z)dxdydz, kde mnoZina V je déna
nerovnostmi: v
1<x<2,

V. x Sy < 2x,
x4y =z 2x 4+ 3y.

ReSeni. Integra¢nim oborem je rovnobéznostén zndzornény na obr. 2.4 a inte-
grand je funkce, kterd je na ném spojitd. Podle Fubiniovy véty bude:

2 2x 2x+3y
I:// (x—y—|—2z)dxdydz:/{/ (/ (x—y+2z)dz)dy}dx.
1 X x4y
Vv

Vypocteme postupné jednotlivé integraly:

2x+3y 57243y
/x+y (x—y+27)dz= [(x—y)z—lrz }Hy =

= (= »2x 430+ 2x+3y)°) — (= E+ )+« +y)?) =
= 4x% + Ilxy + 6y2,

Obr. 2.4
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2x

> 2 2 2 1, 3
4x~+ 1lxy + 6y°)dy = |4x y+7xy + 2y =

X X

11 11
— (4x2.2x—+-E—x(Zx)24—2(2x){>-— (4x2.x;+-75.x.x24-2x3>::
69 ,

:—x’

2

takze celkovy vysledek bude

69 [x4]1% 69 1
I—/—xdx——l ] :—(16—1):—035.

1
Priklad 2.8. Vypoctéte I = / / / Cp—— dxdydz, kde mnoZina M je ome-
M
zena plochami x =0, y=0,z=0ax+y+z=1/2.
Reseni. Integraénim oborem je Ctyfstén, ktery je zndzornén na obr. 2.5 a). Jeho

primét do roviny xy je trojihelnik z obr. 2.5 b). Mnozinu M, ktera je elementarni
vzhledem k roviné xy, popiseme nasledovné:

0<x<1/2,
M:0<y<1/2—x,
05z=Z1/2—x—y.

1/2

1/2

12 1/2

0 1/2

Obr. 2.5
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Integrand 1/(1 —x — y) je funkce spojitd na mnoziné M, nebot 1 —x —y = 1/2
pro kazdé [x, y, z] € M. Podle Fubiniovy véty plati:

1
I=///—dxdydz=
l—x—y
14
1/2 1/2—x 1/2—x—y 1
T e
0 0 0 l—x—y

Postupné vypocitame:

1/2=x-y 1 1 12exey 1/2—x—y
———dz=—— 2], = — =
0 l—x—y l—x—y Il —x—y
l—x—y—1/2 1
l—x—y 2c+y—1)
1/2—x 1 1 1/2—x
l+————)dy=|y+=-Inlx+vy—1 —
/o ( 2<x+y—1>>y ly p My l]o
! +11 +1 1 In|x — 1]
= — — — In — — — — —In — —
R T y
1 1 1
=———-—In2—x—=In(l —x).
2 2 2

Pfi tpravé jsme vyuzili toho, Ze pro 0 < x S 1/2 je x — 1 < 0, takze |x — 1| =
= 1 — x. Celkové tedy dostaneme s pouZitim metody per partes (vSimnéte si
drobného triku, kdyZ misto o¢ekdvaného v = x zvolime v = x — 1, ¢imZ se
nésledujici integrdl [ u'vdx znacn& zjednodusi):

1271 1 1 7271 1
I:/ ———=In2—x—=In(1 —x) dx:/ ———In2—x ) dx —
o \2 2 2 o \2 2

1 12 1
—5/ In(1 —x)dx =

u=In(1-x) u'=_—
271/2 1 1 2
———mzx—i- Kx—nma—mfﬂ+—/ dx
2 2 Jo
1
4

U/:l U:x—l‘
0
1 1 1

11 1 3
1—mm————m2+§[f”_§—§m2+zzg_—mz

8 4
Priklad 2.9. Vypoctéte / / / 2z dxdydz, kde mnoZina M je ¢ast prvniho oktantu

M
x,y,z = 0 omezena plochami x> + y> —z? = -1, x +y = 1.
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y=1-—x

b)

Obr. 2.6

Reseni. Prvni plochou je dvojdilny rotaéni hyperboloid s osou rotace v ose z.
Druhou plochou je rovina, ktera je rovnobéZznd s osou z. Z hyperboloidu nés tedy
bude zajimat jen jeho horni ¢ast leZici v prvnim oktantu. Integraéni obor M je
zndzornén na obr. 2.6 a). Jeho primétem do roviny xy je trojihelnik z obr. 2.6 b).
Integracni obor je tedy elementdrni mnoZinou vzhledem k roviné xy. Z rovnice
hyperboloidu uréime, Ze z = \/x> + y> + 1. MnoZinu M popiSeme nésledovné:

0<x <1,
M:0Sy<1—ux,

0z Vx2+y2+ 1.

Podle Fubiniovy véty bude:

,_ /// seasaraz— [ [ /ﬁ 2caz) v -

1 1—x
[Vt }dx:/ {/ (xz-i—yz—l—l)dy}dx:
0 0

LU
[ WL
yAS

X (l—x)—l——(l—x) —|—1—x>dx
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/1 43+22 2+4 d
= —— X X — 242X — X =
0 3 3

1 2 4 7" 2
=|—=x*+Zx—x+-x| ==
3 3 3 10 3 A

Poznamka 2.10. Podobné jako u dvojného integralu (viz poznamka 1.64), v pfi-
padé, Ze integracni obor je trojrozmérny interval J = (a, b) x (c,d) x (q,r)
a integrand m4 tvar soucinu g(x)h(y)k(z), kde g je funkce spojitd na intervalu
(a, b), h je funkce spojita na intervalu (c, d) a k je funkce spojitd na intervalu
(q,r), lze vypocet podle Fubiniovy véty zjednodusit a vyrazné urychlit:

b d r
///g(x)h(y)k(z) dxdydz = / {/ (/ gX)h(y)k(z) dZ) dy} dx =
J ab Cd ! r
= / {/ g(x)h(y) (/ k(z) dZ) dy} dx =
ab ’ r ! d
-/ {g(x)- (/ k() dz> | o dy} dx =
a q c

b d r
:/ g(x)dx-/ h(y)dy-/ k(z)dz.  (2.3)
a c q

Integraly fcd h(y)dy a fqr k(z) dz jsou totiz konstanty, které lze z integral@ vy-
tknout.

Priklad 2.11. Vypoctéte integral // (1—x*)\/1 — y? dxdydz, kde mnoZina £2
Q

je omezena plochami x =1, x =—-1,y=1,y=—-1,z=1, z = —1.

Reseni. Integraéni obor je krychle omezend Sesti rovi-
nami, kolmymi k soufadnicovym osdm, kterd je zna-
zornénd na obr. 2.7. Jde tedy o trojrozmérny interval
(=1, 1)%, 4.
—-1<x<1,
2: -1=y=1,
-1z 1.

Vzhledem ke tvaru integrandu, ktery je na £2 spojity,
muizeme pii pouZiti Fubiniovy véty vypocet zjednodusit
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pomoci vzorce (2.3) (ozna¢ime g(x) = 1 — x2, h(y) = /1 —y2 a k(z) = 1).
Vyjde (na druhy integrdl pouZijeme substitu¢ni metodu):

1 1 1
// (l—xz)\/l—yzdxdydz:/ (l—xz)dx-/ \/1—y2dy~/ dz =
-1 -1 -1
2

y =sinu
= | dy =cosudu =
EEE R
1 1 /2 1
={x—§x3] : \/l—sinzu-cosudu-[z}_1=
-1 —7/2
8 /2 /2
:—/ coszudu:—/ — (I +cos2u)du =
3 —7/2 3 —7/2 2
4 1 R4
:—[u—l——sinZu} = —T.
3 2 —xp 3

Pii tpravach jsme vyuZili, Ze /1 — sin? u = +/cos2 u = | cosu| = cos u, protoZe
cosu = 0 pro kazdé u € (—7/2, nt/2). A

2 2 2
Priklad 2.12. Vypottste // / dxdydz, kde 2~ + 3545 < La.b.e > 0.
a c

Obr. 2.8
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Reseni. Integra¢ni obor £2 je tvofen obecnym elipsoidem (v&etn& vnitiku), jehoZ
osy jsou umistény v soufadnicovych osich. Je zndzornén na obr. 2.8 a). Jeho
primétem do roviny xy je elipsa (v€etné vnittku) z obr. 2.8 b) dand nerovnosti
x2/a*+ y?/b* < 1, kterou dostaneme jako priise¢nici daného elipsoidu a roviny
o rovnici z = 0. Jde tedy o elementarni mnozinu vzhledem k roviné xy, kterou
1ze popsat nésledovné:

—a<xZa,
2 2
x X
_ <y < _
. b\1-5Sysoy\1-5,
2 2 2 2
X X
—C 1———y—<Z§C ___y_
a’? br =~ a’? b

Integrand je roven konstanté jedna, takZe integrdl vyjadfuje objem mj3(2)
mnoziny £2, tj. obecného elipsoidu. Podle Fubiniovy véty dostaneme:

2 2 42

a b 1—(17 C l_a72_b72
m3($2) = ///dxdydz =/ {/ = (/ 7 dz) dy}dx =

A —a Wby J1-5 \J ey [1-35 -2

2
a b 1—;7 c 1_%_Z72
= Z ¢ dy pdx =
/—a{/—b l—ﬁ [:|—c l—%—ﬁ y}

a2

[ 2
—/a /b e 2c 1_x_2_y_2d dx
—a —b,/l—z—; a* b? g '

Nyni uréime samostatné vnitini integrédl. Pfi vypoctu rozliSime dva ptipady. Pro
pevné x, kde —a < x < a, je 1 — x?/a® > 0. UZitim substituce tedy vyjde:

. y=by/1—% sint

b 1—2— x2 yz >
2c\/1 — dy=|dy=b4+/1— % costdt =

a2

2
SN[ SO
3 2 2 2
=2c/ \/<1—x—2>—<1—x—2>sin2t'b\/1—x—2costdt=
_ a a a

2\ 3
:2bc<1—x—2>/ V1 —sin’7 - cost di =
a —

I
2
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2\ (3 NS
— 2be (1—%)/ cosztdt=bc(1—x—2> (1 + cos2t) dt =
a _ a

I _I
2 2

x?2 1 . 2 x2
= bc(l — E) lt—l— 3 sm2t}_g = nbc(l — ;)

Pritom pro ¢ € (—1m/2, m/2) je v/1 —sin?t = +/cos?t = | cost| = cost.
Pro x = +a je 1 — x?/a* = 0, takZe v tomto piipadé md vnitini integral tvar

0 2

y
2cy/—>=dy =0.

/0 Vb

Tedy pro libovolné x, kde —a < x < a, plati:

b x2 y2 X2
I I
—b

2
N
1 2

/l_ﬁ a? a?
a2

Celkove tudiz dostaneme:

a x2 x3 a 4
m3(£2) = wbc|1— — |dx =7nbc|x — — :gnabc.

2 2
—u a 3a

Ve specidlnim pfipadé a = b = ¢ = r dostivime zndmy vzorec pro objem
koule.

Ptredchozi vypocet byl pomérné komplikovany. V kapitole 3 si ukdZeme, jak

lze vypocitat objem obecného elipsoidu podstatné sndze a rychleji (pfiklad 3.27).

A

2.3. n-rozmérny integral

Zcela analogicky, jako tomu bylo u dvojnych a trojnych integraldi, Ize definovat
integrély pfes mnoZiny v prostorech libovolné dimenze n, kde n = 2, a vySetfovat
jejich vlastnosti. V této souvislosti mluvime o n-rozmérnych integrdlech. K jejich
oznaceni pouzivame zdpisu

/.../]C()ChJCz,...,)C,,)dxldx2 e dxy,
M

pricemz f je funkce integrovatelnd (integrace schopnd) na métitelné mnoziné M
v R". Pfi oznaeni x = [x1, x2, ..., x,], dx = dx;dx; - --dx,, lze n-rozmérny
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integral psat rovnéZ ve tvaru

/---/f(x)dxldxz---dxn nebo /.../f(x)dx.
M M

Miru méfitelné mnoziny M v prostoru R” znac¢ime m(M) nebo m,,(M). Je-li M
specidlné n-rozmérny uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R", znaci
symboly

/"'/f(xl,xz,...,xn)dxldxz e dxy,

M

/"'/f(X1,x2,...,xn)dxldx2 .- dx,

M

dolni resp. horni integral ohrani¢ené funkce f na intervalu M. Fubiniovu vétu
1ze zformulovat napiiklad nésledujicim zplisobem:

Véta 2.13 (Fubini). Je-li funkce f integrace schopna na n-rozmérném intervalu
M = M| x M,, kde M, je uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R™,
pricem m < n, a M, je uzavieny omezeny nedegenerovany interval v R"~"™,
pak obé funkce

/.../f(xl,xz,...,xn)dxm+1dxm+2 - dx,,

M

/.../f(xl,xz,...,xn)dxm+1dxm+2 ... dx,

M;

Jsou integrovatelné na M, a plati
/.../f(xl,xz,...,x,,)dxldx2 oo dx, =
M

=/---/(/---/f(xl,xz,..-,xn)dxm+1dxm+z ---dxn)dxldxz e dxy, =
M

M
=/---/(/---/f(xl,xz,...,xn)dxm+1dxm+2 ---dxn)dxldxz < dxy,.
M M
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Plati také modifikace posledni véty: za pfedpokladii uvedenych ve vété 2.13
jsou rovnéz funkce

/.../]0(361,)62,...,)Cn)dxldx2 oo dxy,,
M,

/.../f(xl,XQ,...,xn)dxldxz dxm

M,

integrovatelné na mnoziné¢ M, a plati
/---/f(xl,xz,...,x,,)dxldxz coodx, =
M

=/---/</---/f(x1,x2,...,xn)dxldxz ---dxm)dxm+1dxm+2 coodx, =
M> M

=/---/</---/f(x1,xz,...,xn)dxldxz ---dxm)dxm+1dxm+2 <o dx,.
M> M

Pro funkci f spojitou na n-rozmérném intervalu M = (ay, by) X (az, by) X
X -++ X (a,, b,) dostdvame

/.../f(xlv-XZ’"-’-xn)d-xldXZ“‘d.xn:

! by by by
:/ (/ (( f(xl’xz""’xn)dxn>"')dxz)dxl, (2.4)

Integral na pravé strané rovnosti (2.4) se nazyva n-ndasobny integral. Analogické
vzorce lze obdrzet zdménou poradi proménnych.

Pojem elementarni mnoziny v R"” pro n > 3 zavddime induktivné: elemen-
tarni mnoZinou v R" vzhledem k nadroviné xx; ... x,_; (tj. nadroviné o rovnici
X, = 0) rozumime mnoZinu tvaru

2 ={[x1,x2, ..., x,] e R" 1 [x1,x2, ..., x,1] € M,

Q(xl,-Xz’ ---’xn—l) § xn § W(X],XZ, ---’xn—l}’

kde M je elementdrni mnoZina v R"~! a @, ¥ jsou funkce n — 1 promé&nnych
spojité na mnoZiné M. Pro funkci f spojitou na této elementdrni mnoziné £2
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plati

/"'/f(xlvxZ’---’xn)dxldx2 d.xn:
2
Y(xy,..., Xn—1)
=/.../(/ f(x17x27--"xn)dxn)d.x]dx2"'dxn_l,
Iy D(X],yesXp—1)

(2.5)

Priklad 2.14. Vypocitejte Ctyfrozmérny integral

/// (1—x—y—z—u)dxdydzdu,
M

kdeM:{[x,y,z,u]€R4:x+y+z—|—u§1, x=20,y20,z20, uz()}.

Reseni. Funkce f(x,y,z,u) =1—x —y —z —u je spojitd na mnoziné¢ M.
Pfitom mnoZina M je elementdrni mnoZina, kterou lze vymezit nerovnostmi

0<x=1,
0<y<1-—u,

M :
0 é;z é;l —X =),
0OSusl—-x—y—z

OznaCime-li My = {[x,y,z2] :0Sx <1, 05 y<1—-x,0=z=Z1—x—y},
M, ={[x,y]:05x <1, 0<y < 1-—x}, miZeme v souladu se vzorcem (2.5)
psit

////(l—x—y—z—u)dxdydzdu:
M
l—x—y—z
:///(/ (l—x—y—z—u)du>dxdydzz
M, 0

l—x—y l-x—y—z
://l/ (/ (l—x—y—z—u)du)dz]dxdy:
0 0
M,
1 1—x l—x—y l—x—y—z
=/{/ [/ (/ (1—x—y—z—u)du>dz1dy}dx=
0 0 0 0

lIA
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1—x 1 —x—y 27 l=x—y—z
/{/ l l(l—x—y—z)u——} dz]dy}dx:
o o 2 ],
1 l—x lx y
/{/ l —(l—x— —z)zdz]dy}dxz
o o
1 lx l —x —v— I—x—y
BT AT S I
o Lo 3 0
1 lx
/{ (1—x—y)> dy}dx:
1 1 —x — 4
[ e [
0
1 l x)s} 1
24 5 o 1207 A

Priklad 2.15. Pro dané prirozené n vypoctéte

/---/(xlz—l—x%—l—---—l—x,%) dx;dx; - - - dx,,
M

kdeM:{[xl,xz,...,xn]eR”:0§xj§1(j:l,...,n)}.

O'\I_‘ O\IH l\JI'—‘
=)
o

Reseni. Ukazeme si dva zpiisoby vypoétu tohoto integrilu ze spojité funkce pres
n-rozmérnou krychli (0, 1)".
UZzitim vzorce (2.4) dostavame

//(x%-'-x%_'__i_xr%)dxld)(:zdxn:

3.1
X
[(xf + X34 X2 Dxn + ?”]denq) "')dm) dx; =

1
/0
! 1
/ (x12+x%+"'+x’%_1+§)dxn_1)---)de)d_xl:
0

! 1
/ [(X%+X%+“'+X,zl_2+§)xn_1 —+

0

3
Xn

1
_1] dxn_z) . )dxz) dx; =
3 Jo

+
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1 1 1 1 1
:/(/ <(/ (xl2+x§+...+x3_2+__|__)dxn_2)...)de)dxl:
o Mo 0 33

/](n—1+ 2)d [n—l +xf]1 n
e X X1 = X —_— = —.
o \ 3 ) 3 '3l 3

Druhou moZnosti je vyuziti symetrie integracniho oboru a integrandu. Ziejmé

/---/(x%—l—x%—l—---—l—x,%)dxldxz---dxn:n/---/xlzdxldxz---dxn.
M M

Analogicky jako v pozndmkéch 1.64 a 2.10 plati

1 1 1 w31
2 _ 2 _ 1 _
/---/xldxldxz---dxn_/xlde/dxz---/dxn_l—l = —,
” 0 0 0 31 3

coz dava celkové stejny vysledek. A

2.4. Jednorozmérny integral

Postupujeme-li analogickym zptisobem u integrdlu v R', pak definici integralu
pres uzavieny omezeny nedegenerovany interval odpovidd integrdl pres jedno-
rozmérny kompaktni interval (a, b), coZ je ziejmé Riemanntv urcity integral de-
finovany v zdkladnim kurzu integrdlniho poctu. Definujeme-li charakteristickou
funkci mnoziny M C R! analogicky jako diive, pak vzorec pro miru méfitelné
mnoziny je

b
m(M) =/ X (x) dx,
kde (a, b) je takovy interval, 7e (a, b) D M. Miru v R! zna¢ime také m;(M).

Jednoduchy (jednorozmérny) integrdal na méfitelné mnoziné M definujeme rov-
nosti

b
/ f(x)dx =/ (Xp ) (x) dx,
M a
kde (a,b) © M a funkce x,, f je dana vztahem

f(x) prokazdé x e M,

o ) (x) = { 0  prokazdé x ¢ M.
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Jednorozmérny integrdl ma stejné zakladni vlastnosti jako integrdl dvojroz-
mérny i trojrozmérny a je zobecnénim Riemannova urcitého integralu s mezemi
a, b na integral pres obecnéjSi mnozinu nez je interval (a, b).

Piiklad 2.16. Vypoditejte integral [, x dx, kde M = M;UM,UI, UL, pfi¢emz
M ={1,2}, Mp, =4+ 1/k: ke N}, I, =(-2,-1), L, = (3,4).

Reseni. Charakteristickd funkce mnoZziny M je znizornéna na obr. 2.9. MnoZina
M, je konecnd, takze m;(M;) = 0 (viz cviceni 18 ke kapitole 1). Pro kazdé
e > 0lze psat Mr = M3 UM, kde M5 ={4+1/k ke N, k> [1/e] + 1},
M ={4+1/k:k=1,2,...,|1/e]+ 1}, pticemzZ [ 1/e] znaci celou Cést Cisla
1/e (obecné proa € R plati a — 1 < |a] < a). Pak Xoty = X =+ Xz protoze
M; N M = 0.
Jelikoz M3* je konecnd, plati (x)dx = m;(M5*) = 0 pro
FA41/(141/¢])
4

5
f4+1/(1+L1/sJ)XM;*

kazdé ¢ > 0. Ddle pro kazdé ¢ > 0 mdme 0 < Xz (x)dx =

< m((4,4 + 1+Ll/eJ>> = m < ¢. Podle pozndmky 1) na str. 16 pied
Fubiniovou vétou (viz téZ cviceni 2 ke kapitole 1) dostdvdme
75 FA1/(14(1/e]) 75
0< / X, () dx = / XMz(x)dx—i—/ Xag, (X)) dx =
A 4 4+1/(1+1/6))
FA41/(1+(1/e]) 75
= / XM;(x)dx—i— / XMg*(x)dx:
4 4+1/(+[1/e])

rA4+1/(+1/e])
-/ Ko () dx,
4

tedy 0 < f4 X, (%) dx < & pro kazdé & > 0. To znamend, Ze f4 X, () dx = 0.
JelikoZ funkce x,,, je nezdpornd, plati 0 < f4 Xag, @) dx < f4 X, () dx 20,

y
E— 1—— . L] GEEEESENN—— ¢ e e o L] XM(-x)
X
M — —
-2 —1 1 2 3 4 5

Obr. 2.9: Charakteristickd funkce mnoziny M
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takZe f45 X, (%) dx = f_45 X, (x) dx = 0. Tud{Z integral f45 X, (%) dx existuje
aje rogzen nule. MnoZina M, je proto méfitelnd a m;(M;) = f 45 X, (X) dx =0.

Protoze funkce f(x) = x je ohrani¢end na mnoZinich M, M, miry O, plati
Sy, xdx =0, [, xdx = 0. Uzitim aditivity integrlu vzhledem k integraénimu
oboru dostdvame

/xdx_/ xdx—l—/ xdx—l—/xdx—l—/xdx:
M M, I I5)
—1 4

=/ /xdx:/ xdx+/xdx=
-2 3

x2 21 )ig 9 _,
2 2 21, 2 2 7 A

Poznamka 2.17. Pro tplnost si v§imnéme v piedchozim pifkladu podrobné&ji integrdlu
i) ;, X dx, jehoZ integranim oborem je polootevieny interval I} = (—2, —1). OznaCme
I = (—2, —1). Podle definice integrdlu pies obecnou méfitelnou mnoZinu pak je

-1 -1
/xdx :/(Xllx)(x)dx :/ (Xllx)(x)dx :/ xdx,
I I ) )

protoZze funkce (x le)(x) a x se na intervalu / 1i8i jen v pravém konci x = —1. Pfi-
tom posledni dva integrdly maji za integracni obor kompaktni interval, jsou to tedy
Riemannovy urcité integrdly, se kterymi jste se sezndmili v zdkladnim kurzu.

Cviceni

1. Ovéite, ze tlohy 2-29 ze cviceni k prvni kapitole 1ze formulovat pro integraly
libovolné dimenze. Udé&lejte potiebné uUpravy a rozmyslete si, jak by bylo
nutné modifikovat ditkazy.

2. Vypoltéte integrdl [[[ dxdydz pfes danou mnoZinu £2:
2

a) 2: —1=x20, —n/4<y<—x, -1 <z

b) —YSxS Yy, 05ys1L 05254 -x—y,

c) £2:x20,y20, 220, z=1—x—2y,



