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Kapitola 3

Transformace integralu

V predchozi kapitole jsme se sezndmili se zdkladni metodou vypoctu viceroz-
mérnych integrdli — prevodem na ndsobné integraly. Z teorie jednorozmérného
Riemannova integralu na intervalu vime, Ze vyznamnou metodou vypoctu urci-
tého Riemannova integralu je substitu¢ni metoda, kterou Ize formulovat v nésle-
dujici podobé:

Je-li funkce f spojitda na intervalu (a, b) a funkce ¢ na intervalu («, B), pricem?
@(t) € (a, b) pro kazdé t € (a, B), pak za predpokladu spojitosti funkce ¢’ na
intervalu («, B) plati

@(B) B

f(x)dx = / flp@)¢'(t)dt. (3.1
p(a) o
Pri uZiti této metody nds zajimd pfedev§im zména integrandu, ktery chceme
,»zjednodusit”, abychom dokdzali najit primitivni funkci a mohli ji pouZit pro
vypocet urcitého integrdlu (Newtonova-Leibnizova formule). Rovnéz v piipadé
vicerozmérnych integrdli mé substitu¢ni metoda zna¢ny vyznam pro jejich vy-
pocet. Motivace je zde viak ponékud jina. Casto ndm totiZ jde zejména o zménu
integracniho oboru do podoby, kterd umozni snadnéjsi prevod na ndsobné in-
tegraly, a to mnohdy i za cenu pripadného zkomplikovani integrandu. Misto
o substitucni metodé€ se u vicerozmérnych integralti ¢asto mluvi o zdmeéné pro-
ménnych v integrdlu nebo o transformaci integralu. Nez vyslovime pfislusna
tvrzeni, uvedme ponckud pozménénou formulaci véty o substituci v jednoroz-
mérném integrilu, kterd bude vice pripominat formulace vét o transformaci ve
vicerozmérnych integrélech.

Véta 3.1. Necht ¢ je funkce definovand na kompaktnim intervalu 1 a ma derivaci
¢’ spojitou a riznou od nuly v kaZdém bodé z I. Necht f je funkce spojitd na



120 Transformace integralt

intervalu ¢(1). Pak plati

fx)dx = /f(w(t))lw’(t)ldt- (3.2)
o) I

Diikaz. Protoze I je kompaktni interval, existuji redlnd Cisla o, B takovd, Ze
I = (a, B). Funkce ¢ m4 derivaci na intervalu I, je tedy na tomto intervalu
spojitd. Odtud vyplyva, Ze ¢(I) je skutecné (kompaktni) interval. Protoze ¢’
je spojitd a od nuly rtizna na I, plati bud ¢'(f) > 0 pro kazdé ¢+ € I, nebo
@' (t) < 0 pro kazdé t € I. V prvnim piipadé je funkce ¢ rostouci, takze plati
() = (a,b), kde a = ¢p(x), b = ¢(B) a ¢(t) € (a, b) pro kazdé t € («, B).
Pak dostidvame

b p
f(x)dx =/ f(x)dx =/ flp@®)¢'(t) dt =/f(<ﬂ(t))|§0/(t)|dt-
a o 1

@)

Ve druhém piipad€ je funkce ¢ klesajici, takze plati ¢(I) = (a, b), kde
a=¢@B), b=¢( agepl) e (a, b) pro kazdé t € («, B). V tomto piipadé
dostdvame

b a B
f(x)dx=/ f(x)dXZ—/b f(x)dXZ—/ Fle@®)e'(t)dt =

o)

B
=/ f(so(t))[—so’(t)]dt=/If(<o(t)>|¢’(t)|dt. O

Poznamka 3.2. Vsimnéte si, Ze v integralu na levé strané vzorce (3.1) miiZe
byt ¢(a) = ¢(B). Integrdly ve vzorci (3.1), miZeme tedy chdpat jako integraly
pres ,,orientované* intervaly. Naproti tomu na levé strané rovnosti (3.2) vystupuje
integrdl s integracnim oborem ¢(/), coZ je interval ,,neorientovany*, jehoz levy
krajni bod nemtze byt vétsi nez jeho pravy krajni bod.

Véty o transformaci integrdlu v této kapitole nejprve uvedeme bez dikazi
a na konkrétnich ptikladech ukdzeme zpiisoby jejich uziti. Dikaziim bude véno-
van zavére¢ny oddil celé kapitoly.

3.1. Transformace dvojného integralu

Ve formulaci véty o transformaci dvojného integrilu budeme potiebovat, aby
funkce g a h, které realizuji zdménu obou proménnych, mély spojité parcidlni
derivace. To m4 smysl jen ve vnitfnich bodech mnoZiny, na které funkce g, h
uvazujeme. Proto zavedeme ndsledujici pojem.
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Definice 3.3. Nechf g, & jsou funkce definované na dané mnozingé B C R?. Bud
F: B — R? zobrazeni ptifazujici kazdému bodu [u,v] € B bod F(u,v) =
= [g(u, v), h(u, v)]. Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité diferencovatelné v B,
jestlize existuje oteviend mnoZina §2 O B takovd, Ze funkce g, h lze rozsitit
na £2 takovym zplisobem, Ze funkce g, h maji v £2 spojité parcidlni derivace
prvniho tadu podle obou proménnych u, v.

Je-li F: B — R? spojité¢ diferencovatelné zobrazeni v B, nazyvd se pri
oznaceni pouzitém v definici 3.3 determinant

8u  8v

= by

Jjakobidn zobrazeni F. Jakobidn J: B — R je funkci proménnych u a v.

Definice 3.4. Spojité diferencovatelné zobrazeni F: B — R? na oteviené mno-
Ziné B se nazyva reguldrni, je-li jeho jakobidn J rtizny od nuly v kazdém bodé
mnoziny B.

Nyni jiZ miZeme zformulovat zdkladni vétu o transformaci dvojného inte-
grélu.

Véta 3.5. Necht B C R? je uzaviend mé¥itelnd mnoZina a 2 C R? je oteviend
mnoZina, B C 2. Necht F: 2 — R? je prosté reguldrni zobrazeni takové, Ze
F(u,v) = [g(u,v), h(u,v)] pro kaidé [u,v] € B. Necht funkce f proménnych
X a 'y je spojita v mnoZiné A = F(B).

Pak plati vztah

// f(x,y)dxdy = // f(g(u,v), h(u,v))|J(u, v)|dudv. (3.3)
A B

Poznamka 3.6.

1. VSimnéme si, Ze vzorec (3.3) je analogicky vzorci (3.2).

2. Vysvétlime si vyznam jakobidnu ve vzorci (3.3). Zvolime-li f(x,y) =1 pro
kazdé (x,y) € A a predpokldddme-li pro jednoduchost, Ze jakobidn zobra-
zeni F mad konstantni hodnotu J # 0, dostdvdme z (3.3) rovnost [[ dxdy =

A

= [[|J]dudv = |J| [[ dudv. Podle definice 1.31 a 1.45 to znamend, Ze
B B
my(F(B)) = my(A) = |J| [[dudv = |J|my(B). Lze tedy olekdvat, Ze
B
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»mald“ souvisld mnozina B zobrazenim F piejde v mnoZinu A = F(B)
o mife my(A) rovné my(A) = |J (u, v)| my(B) pro vhodné [u, v] € B i v pfi-
padé, Ze jakobidn neni konstantni.

[lustrujme tuto skutecnost na piikladé: Nechf B je obdélnik (0, «) x (0, B),
kde ¢ > 0, B > 0. Zfejm& my(B) = af. Uvazujme linedrni zobrazeni F
takové, ze F(u,v) = [au + bv,cu + dv], kde a,b,c,d € R jsou takové
konstanty, Ze ad — bc # 0. Pro jakobidn J zobrazeni F v kazdém bod¢€ [u, v]
plati

a b
c d

a mnozina A = F(B) je rovnobéZznik s vrcholy [0, 0], [a«, ca], [bB, dB],
[ac + bB, ca + dB]. Z elementérni geometrie plyne my(A) = |det (Zg dp ) ‘ =
= |lad — bc|af = |J| my(B). Vzhledem k linearité zobrazeni F' vysla rovnost
my(A) = |J(u, v)| my(B) ptesné pro kazdy bod [u, v] € B.

Srovnejte té€Z cviceni 4 k této kapitole.

J = —ad —bc#0

Priklad 3.7. Vypoctéte / / dxdy, kde mnozina A leZi v prvnim kvadrantu a je
A

omezena kiivkami xy =1, xy =3, y=x/2 ay = 2x.

Reseni. Prvni dvé kfivky jsou hyperboly, druhé dvé pifmky. Integraéni obor A
je zndzornén na obr. 3.1 a). Mnozinu A lze popsat jako elementdrni mnoZzinu,
popiipadé sjednoceni elementdrnich mnozin, vzhledem k ose x nebo vzhledem
k ose y. Najit tento popis by vSak bylo pomérné pracné. UkdZeme, Ze volbou
vhodné transformace se vypocet znaéné zjednodusi. KaZzdym vnitinim bodem

y
y =2x v
u=1 u=3
v=2
=x/2
A y / B
Xy =
_ v=1/2
Xy = X u
0] o
a) b)

Obr. 3.1
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prvniho kvadrantu s kartézskymi soufadnicemi [xg, yp] prochdzi pravé jedna
z hyperbol xy = uy a pravé jedna z pfimek y = vox, kde uy > 0, vg > 0
jsou parametry. Cisla uy a v jsou jednoznacné urcena: uy = Xoyo a vy =
= yo/Xo. Dvojici [ug, vg] 1ze tedy zvolit za nové soufadnice daného bodu. Vztah
mezi pivodnimi a novymi soufadnicemi je tudiZ ddn rovnicemi (vynechdme
pro jednoduchost index nula) xy = u# a y/x = v. Z nich snadno vypocitime
x = JJu/v,y = J/uv. Dostavime tedy prosté zobrazeni se soufadnicovymi
funkcemi g(u, v) = /u/v a h(u,v) = /uv. Tyto funkce maji uvnité prvniho
kvadrantu spojité prvni parcidlni derivace podle obou proménnych. Vypoclteme
jakobidn:

1 1 /7
J(M U) — gu gv — Zm _E U_3 — i i — i
’ h, h, L/T L /E 4v 4 v

Jakobian je tedy uvniti prvniho kvadrantu nenulovy, takZe zobrazeni je regularni.

Body lezici na hyperbole xy = 1 maji vS§echny novou prvni soutfadnici u = 1.
Analogicky body lezici na hyperbole xy = 3 maji vSechny novou prvni soufad-
nici u = 3. Podobné body leZici na pfimce y = x/2 maji vSechny novou druhou
soufadnici v = 1/2 a body lezici na pfimce y = 2x maji vSechny novou dru-
hou soufadnici v = 2. Odtud je vidét, Ze mnoZina A je v transformaci F dané
funkcemi g a h obrazem dvojrozmérného intervalu B = (1, 3) x (1/2,2) — viz
obr. 3.1 b).

S pouZzitim vztaht (3.3) a (1.18) dostaneme:

1 1 /3 |
//dxdy://—dudvz—/du-/ —dv =
21} 21 ]/2U
B

A

1.3 2 1 1
=§ph.mwhﬂ=§.o—1y<m2—m§)=2m2

Poznamenejme, Ze vysledné Cislo 21n?2 je rovno mife mnoZiny A. A

V dalS§im uvedeme nékteré specidlni transformace vhodné pro vypocet dvoj-
nych integralii. Nez se jimi zaCneme zabyvat jednotlivé, vSimneme si podminek
pouziti véty 3.5. Ukazuje se, Ze jeji univerzalnost md urcité nedostatky. Predné,
integrand musi byt spojitd funkce a integra¢ni obor uzaviend mnoZina. Zavaz-
néjSi vSak je, Ze i u velmi jednoduchych transformaci, se kterymi se budeme
ddle seznamovat, protoze jsou dillezité v aplikacich, ¢asto nelze splnit ptedpo-
klady o transforma¢nim zobrazeni. PoZadavek, aby je bylo mozné prosté roz-
§ifit na otevienou nadmnozinu integraéniho oboru pii zachovani regularity, je
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¢asto nesplnitelny. Proto nyni uvedeme vétu o transformaci dvojného integralu
za obecnéjsich predpokladii. Formulace je sice komplikovanéjsi, ale uplatnéni
je mnohem S§ir$i, coZ uvidime niZe pti feSeni piikladl. Struc¢né feceno, obec-
néjSi véta 3.8 postihuje pripady, kdy pfedpoklady véty 3.5 nejsou splnény na
mnozindch miry nula. V konkrétnich tlohidch je ovéfeni predpokladi obvykle
snadné.

Véta 3.8. Nech By € B C R?, kde B je oteviend mnoZina, B je méritelna
mnoZina a plati my(B ~ By) = 0.

Bud F: B — R? spojité diferencovatelné zobrazeni s jakobidnem J, které
Jje regularni a prosté v By. Oznacme A = F(B), A\ = F(B)). Predpoklddejme,
Ze mnozina A je méritelnda a plati my(A \ Ay) = 0.

Bud’ funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojitd na mnoZiné A;. Nechf
funkce s hodnotou f(g(u,v), h(u,v))|J(u,v)| v kazdém bodé [u,v] € B je
ohranicena.

Pak plati vztah (3.3), 1.

// f(x,y)dxdy = // f(g(u,v), h(u,v))|J(u, v)| dudv.
B

A

3.1.1. Nékteré bézné typy transformaci dvojného integralu

VSimnéme si nyni podrobnéji nékolika béznych casto uZivanych transformaci
x =g(u,v),y = h(u, v) dvojného integralu.

Posunuti

Posunuti (translace) je dano rovnicemi

X =u-+a,

vt (3.4)

kde a, b jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

8u  8v

J(u,v) = PR

-

Jroo
~ o 1
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Dilatace

Dilatace (ve specidlnim ptipadé a > 0, b > 0 zména méritek na souradnicovych
osdch) je ddna rovnicemi
X = au,

3.5
v = bu, (3.5)
kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven
_ |8 &| _ja O _
J(u,v) = n hl =0 b|_ab.
Transformace do polarnich souradnic
Transformace do polarnich souradnic je dana rovnicemi
X = QCoSQ,
e (3.6)
y = o sing,

pricemZz nové proménné (tzv. poldarni souradnice bodu [x,y]) znalime o, ¢
namisto u, v. Jakobidn zobrazeni (3.6) je roven

cosg —osing
sin @ 0 COs @

8o 8o
hQ h(p

‘ = o(cos® ¢ + sin’ ¢) = o.

Pripomefime vyznam poldrnich soutfadnic v ro-
viné: Je-li T bod s kartézskymi soufadnicemi [x, y],
znaci o vzdélenost bodu 7' od pocatku O kartézské
soufadnicové soustavy a ¢ uhel, ktery svird vek- Yoo :
tor m)“ s kladnou poloosou x (viz obr. 3.2). Pro- :
ménnd o nabyva nezdpornych hodnot, proménnd
¢ obvykle hodnot z vhodného intervalu délky 2. :
Zobrazeni do polarnich soufadnic je regularni na ¢ L X
mnoZindch neobsahujicich po&atek. Transformace O X
do polarnich soufadnic se pouZzivd zvlasté v piipa-
dech, kdy popis mnoziny A v polarnich soutfadni- Obr. 3.2
cich je tvaru

. aSg¢=B
" r(p) £ 0 S R(p),

pricemZ o < B jsou konstanty a r, R jsou spojité funkce na intervalu («, 8), viz
obr. 3.3. Oznac¢ime-li F zobrazeni dané rovnicemi (3.6), plati F(B) = A.
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y 0 0= R(p)
R(¢p)
B
A
r(9) |
| o=r(p)
@ | |
o ) I
o Ol a ¢ B
a) b)

Obr. 3.3: Transformace do polarnich soutadnic

Poznamka 3.9. V predchozim textu bylo uvedeno, Ze polarni soufadnice ¢ na-
byva obvykle hodnot z vhodného intervalu délky 2m. Slovo ,,obvykle* bylo
pouzito zamérné, nebof existuji i mnoZiny, pro které toto tvrzeni neplati — viz
obr. 3.4, kde ¢ € (0, 3m).

Transformace do eliptickych (zobecnénych polarnich) souiradnic

Transformace do eliptickych souradnic o, ¢ je dana rovnicemi

X =apcosg,

. (3.7)
y = bo sin ¢,
kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

acoseg —apsing
b sin g bo cos ¢

8o 8¢
hQ hf/’

J(o, ) = = = abo(cos® ¢ + sin’ ) = abo.

Transformace do zobecnénych eliptickych sourradnic

Transformace do zobecnénych eliptickych souradnic o, ¢ je ddna rovnicemi

x =apcos" @,
een @ (3.8)
y = bosin” g,
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/x 0 0= 2 4 (3720
- x :
|/

2 _
Q:3—ﬁ+e §0/50 (p

0 3
a) Kartézské souradnice [x, y] b) Polarni soutadnice [¢, 0]

Obr. 3.4: Mnozina, jejiz polarni soufadnice ¢ nenabyvd hodnot
z intervalu délky 2.

kde a # 0, b # 0 a n € N jsou konstanty. Pro jakobidn zobrazeni (3.8) v tomto
pripad¢ plati

acos" ¢ —napcos" ' psing _
bsin" @  nbosin" ' ¢cosg

8o 8o
hQ h‘ﬂ
1

= nabo cos" ! @ sin" ! p(cos® ¢ + sin? @) = nabp cos" ! g sin" ! .

Poznamka 3.10. Kromé uvedenych obvyklych transformaci ptfipadaji v tivahu
i jiné transformace vhodné pro danou oblast integrace nebo dany integrand.

vvvvvv

transformaci postupné za sebou.

Priklad 3.11. Vypoctéte / / (x* + y*) dxdy, kde mnoZina A je uréena podmin-
A

kami 1 S x24+y2 <4,y > |x|.

Reseni. Rovnice x> + y> = 1 a x> + y> = 4 urduji kruZnice k; a k, se stfedy
v pocatku O a poloméry 1 a 2. Prvni podminka tedy zadavd mezikruzi. Dale
graf funkce y = |x| je tvofen dvéma polopfimkami (osami prvniho a druhého
kvadrantu) o rovnicich y = x a y = —x. Body spliiujici nerovnost y = |x| lezi
nad timto grafem. Dohromady tudiZ obé podminky zaddvaji vyse¢ mezikruzi A
z obr. 3.5 a).

Urcime, jak bude tato vyse¢ popsédna v poldrnich soutfadnicich. Poloptimky
vychdzejici z pocatku O, které protinaji mnoZinu A, sviraji s kladnou ¢4sti osy x
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y
y=—-—Xx y=x
A
o
X
2___
N :
ki I+—
| |
. | 4
O| m/4 3n/4
a) b)
Obr. 3.5
thel v rozmezi /4 (y = x je osa prvniho kvadrantu) az 3w /4 (y = —x je osa

druhého kvadrantu). Tedy t/4 < ¢ < 37t/4.

Libovolna takova polopfimka protind mnoZinu A v usecce, jejiz koncové
body maji od pocitku O stdle stejné vzdalenosti, a to r = 1 a R = 2. Tedy
1 < o £ 2. To znamend, Ze mnoZina B uspofddanych dvojic [¢, o] bude dvoj-
rozmérny interval v roviné s kartézskymi soufadnicemi ¢, o — viz obr. 3.5 b).

Snadno se ovéii, Ze jsou splnény pfedpoklady véty 3.5. Za mnoZinu 2 z této
véty lze zvolit libovolny otevieny dvojrozmérny interval, ktery bude obsahovat
uzavieny interval B, bude lezet v prvnim kvadrantu a jehoZ horizontalni rozmér
bude mens$i neZ 2m. Zobrazeni F' dané rovnicemi (3.6) pak bude na £2 prosté
a reguldrni. ProtoZe integrand f(x,y) = x? + y? je funkce spojitd na A, lze
zminénou vétu skutecné pouzit. Podle (3.3) plati:

I= //(x2 +y?) dxdy = //((Q cos ) + (gsing)*)o dodg =
A B

3 /4 2
://Q3(coszg0+sin2(p)dgd(p://Q3dgd(p:/ d(p-/ Q3dQ=
/4 1
B B
_ (o] 0*1? (3n =m\ (16 1\ I5%
T W ] T s T g 4 4)7 8

Pti vypoctu transformovaného integrdlu jsme pouzili kromé& Fubiniovy véty rov-
néz vztah (1.18). A
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Priklad 3.12. Vypoctéte / (2x —3y) dxdy, kde mnoZina A je uréena podmin-

kou x% + y? < 9. A

Reseni. Integraénim oborem je kruh se stfedem v po&itku soufadnic O a po-
lomérem 3 (obr. 3.6 a)). PouZijeme opét transformaci do poldrnich souradnic.
Tentokrdt integracni obor protind libovolna polopfimka vychazejici z po¢atku O.
Tedy 0 < ¢ < 2. Prinikem kazdé takové polopiimky s integraénim oborem
je tuseCka délky 3 vychdzejici z pocatku O, tedy 0 < o < 3. MnoZinou B
uspotrddanych dvojic [¢, o] je dvojrozmérny interval (obr. 3.6 b)).

Predpoklady véty 3.5 tentokrédt nelze splnit. Zobrazeni F': B — A neni
prosté na mnoZiné B. VSechny body dolni hrani¢ni dsecky obdélniku B se zob-
razi na pocatek O. Déle pro kazdé c € (0, 3) se body [0, c] a [27, c] leZici na
levé resp. pravé hrani¢ni tsecce obdélniku B zobrazi na tentyZ bod [c, 0] € A.
Pokud bychom za B zvolili napt. obdéInik popsany nerovnostmi 0 < ¢ < 2,
0 < ¢ £ 3 doplnény o bod [0, 0], bylo by sice zobrazeni F prosté, ale B by
nebyla uzavfend mnoZina.

Lze vSak pouzit vétu 3.8. Za mnozZinu B, z této véty lze zvolit vnitfek inter-
valu B. Pak mnoZina B \ B, je tvofena ¢tyfmi hranicnimi tsecCkami intervalu B
a mnozina F(B) ~ F(B) je tvofena hrani¢ni kruznici kruhu A a useckou spo-
jujici jeho stted O s bodem [3,0]. Na mnoZiné B; je zobrazeni F reguldrni
i prosté a rovnéz vSechny dalsi predpoklady véty 3.8 jsou splnény. Plati proto:

I = //(2x —3y)dxdy = //(2@ cosg — 3psing)ododp =
A B

Obr. 3.6
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271

3
(2cos — 3sing) dg / 0*do =
0 0

= //Q2(2cosg0 — 3sing) dodp =
B

373

Q} —(04+3—-0—3)©9—0)=0.
0

. 2n
= [251ng0 + 3cosg0}0 . l?
Pti vypoctu transformovaného integralu jsme opét pouZili kromé Fubiniovy véty
i vztah (1.18). A

Piiklad 3.13. Vypoctéte / / v/x% + y?dxdy, kde mnozina A je uréena pod-
A

minkou x? 4+ y? — 2ax <0, kde a > 0 je dan4 konstanta.

ReSeni. Rovnice x% + y> —2ax = 0 zaddva n&jakou kuZelosecku. Doplnénim na
¢tverec uréime jakou:

x2+y2—2ax = (x—ot)z—az—l—y2 =0, takze (x—a)z—l—y2 = a’.
Jde o kruZnici se stfedem v bod¢ [a, 0] a polomérem a. Integraénim oborem A
je tedy kruh — viz obr. 3.7 a). S ohledem na tvar integrované funkce pouZzi-
jeme transformaci do poldrnich soufadnic. Kdybychom se misto o zjednoduSeni
integrandu pokusili zjednodusit integrac¢ni obor posunutim stfedu kruhu A do
pocatku s naslednym zavedenim poldrnich soufadnic, integrovand funkce by se
nepiijemné zkomplikovala. Vzhledem k poloze mnoZiny A (leZi v prvnim a ¢tvr-
tém kvadrantu) bude vyhodné&jsi volit rozmezi Ghla z intervalu (—m, ). Polo-
pfimky vychézejici z pocdtku O, které protinaji mnozinu A i v jinych bodech nez

%
(x—a)Y+y*=a’
A 0 =2acosg
X
0 ¢l a 2a
B
%
T —-n/2 O /2
a) b)

Obr. 3.7
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v poc¢itku O, sviraji totiz s kladnou ¢asti osy x uhly z intervalu (—m/2, 7t/2).
Budeme tedy mit —t/2 < ¢ < /2.

Nyni ur¢ime omezeni pro o. Z obrdzku je ziejmé, Ze délky usecek |W ,
které jsou priinikem uvaZovanych polopfimek s mnoZinou A, se budou ménit
a budou zaviset na thlu ¢. Dosazenim polédrnich soufadnic do rovnice kruznice
obdrzime:

(0 cos ) + (osing)? —2apcosp =0, odkud o(o — 2a cos ) = 0.

Hodnoté ¢ = 0 odpovidd pocatek O, pro druhy prisecik polopfimky s kruz-
nici plati 0 = 2acos@. (Tento vysledek lze snadno zddvodnit i geometricky.
V trojuhelniku s vrcholy O, [2a,0] a T (obr. 3.7 a)) je podle Thaletovy véty
u vrcholu 7 pravy thel. Z definice kosinu vyplyva, Ze o = ’W} = 2a cos ¢.)
Celkové tedy dostavame, Ze

MnozZina B je tudiZ elementdrni vzhledem k ¢ (obr. 3.7 b)).
Pouzitim véty 3.8 dostaneme (zdivodnéte sami obdobné jako v pfedchozim
prikladu, Ze vSechny jeji pfedpoklady jsou splnény):

I=//\/x2+y2dxdy=//\/(QCOS¢)2+(Qsin¢)29d0d<p=
A B

/2 2acos ¢ /2 Q3 2a cos ¢
= [[ewan= [ ([ dae)ue= [ [5] e
5 —1/2 0 —1t/2 3 0

/2 8 8 /2
:/ —a3c0s3¢d¢=—a3/ (1 —sin’ @) cos p dp =
—x/2 3 3 —7/2
sing =t 3 | g a1 -
= | cos @ dg = dt =-d [ Q-DHdr==a*|t —=| ==Zd
3 3 3 9
—ZX~ -1, %/\/)1 -1 -1

2

Na vypocet transformovaného integrdlu jsme pouZili Fubiniovu vétu 1.55, vznikly
jednoduchy integrdl jsme pak pocitali substitu¢ni metodou. A
Priklad 3.14. Vypoctéte / (x +y?) dxdy, kde mnoZina A je d4na nerovnostmi

_22 _12 A
b 5 ) +(y4 ) <1L,2x—3y+/3-4<0a2x+3y—72>0.
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J23 2" P1
~ BN
s B N
/ \
[ o \ u
\ /3
X \ /
AN /
~_ 7
a) b)
Q
1_ ..........
C
@
0 /3 3n/4

c)

Obr. 3.8: Eliptickd vyse€ a eliptické soufadnice

Re§eni. Prvni nerovnost vyjadfuje elipsu (vnitiek v&etnd hranice) se stfedem
v bod¢€ [2, 1], kterd ma poloosy o velikostech 3 a 2 a jejiZ osy jsou rovnob&zné
se soufadnicovymi osami. Dal$i dvé nerovnosti urCuji poloroviny. Oznacme
P1:2x —/3y++/3—4=0a p,: 2x +3y —7 = 0 jejich hrani¢ni pifmky.
Dosazenim se miiZeme presveédcit, Ze obé tyto pifimky prochdzeji stftedem elipsy.
Piimka p; md kladnou smérnici 2/+/3, pfimka p, md zdpornou smérnici —2/3.
Integracni obor A je zndzornén na obr. 3.8 a). Jde o vysec elipsy.
K vypoctu integrdlu pouZijeme nejdfive posunuti

X=u-++?2,

JI =1,
y=v+1,

po kterém prejde stted plivodni elipsy do pocitku. Dosazenim do nerovnosti
urcujici ptivodni elipsu a do rovnic hrani¢nich pfimek dostaneme

ur  v?

§+Z§1’ 2u — /30 =0, 2u +3v =0.

2 2
Po posunuti tedy mnoZina A piesSla v mnozinu B = {[u, v] € R?: T+ =

<1, 2u—+3v =<0, 2u+3v 2> 0}, coz je shodnd vyse¢ shodné elipsy
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se sttedem v pocatku soufadnicové soustavy proménnych u, v; ptimky p;, p»
pritom pfeSly v piimky pj, p; prochazejici poc¢itkem (obr. 3.8 b)).
Nyni provedeme transformaci mnoziny B do eliptickych soufadnic
u = 3pcos g,

, |J| = 6.
v = 2psing,

Dosazenim do nerovnosti urCujici elipsu dostaneme

(3¢ cos ¢)? N (20sing)®

<1, takZe o> < 1.
9 4

Tedy 0 < o < 1.
Déle dosadime do rovnic posunutych pfimek. Vyjde ndm

tgp = /3,
, odkud  EP=V3
py:2-30cosg+3-20sing =0, tgp = —1.

2 2-30cosp —~/3-20sing =0,

Piimce p} tudiz odpovidd hodnota ¢ = 7/3 a pfimce p; hodnota ¢ = 37 /4,
takze 71/3 < ¢ < 31/4. Mnozina B tedy pfeSla v mnoZinu C, kterd je obdélni-
kem (obr. 3.8 ¢)):
/3 < ¢ <3n/4,
C:
0<o=1

Pouzijeme vétu 3.8 (ovéfte sami, Ze vSechny jeji pfedpoklady jsou splnény):

I=//(x+y2)dxdy=//(u+2+(u+1)2)-1dudv:

A B
=//(u—|—v2—|—2v—|—3)dudv=

B
= //(3Qcos<p—|— (20 sin @)? + 4o sing0+3)6gdgdg0 =

c
= 6//(3@2 cos ¢ + 40> sin® ¢ + 40? sinp + 30) dodg =

c
:24//@3 sin2<ded(p+6//Q2(3cos<p+4sin<p)dgd<p—l—
c c

+18//Qdeg0:Il+Iz+I3.
C
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Dalsi vypocet provedeme oddé€lené pro kazdy ze tfi integradld Iy, I, I5. Na kazdy
z nich pouZzijeme Fubiniovu vétu a vztah (1.18). V prvnim integrdlu pouZijeme
identitu sin® ¢ = (1 — cos2¢)/2.

1 3m/4 1 3n/4
11:12/ Q3dQ'/ (1—0032¢))d<p—3[9} l(p——sm2<p1 =
/3 2 /3
37 1 3 St 3 343
=3 ——_( 1)__ _.£ :__|___|_i’
4 2 2 4 2 4

1 3n/4
12=6/ deg-/ (3cos g + 4sing)dp =
0 /3

2[@3}1 . [3 sing — 4cos¢}i%4 =

_2<K—4(—£> —3£+4 5) =7v2 =33 +4,

2 2

3n/4 3 15
1 3n/4 TT TT TT
—18/ odo - / dp =9[0*], - [¢].)] =9<T_§>=T'

Sectenim dostaneme celkovy vysledek:

11 9
1=5n+——i 7V/2.
2 4 A

Priklad 3.15. Transformaci u = x+y, v = x —y vypoctéte / (x? — y*)2dxdy,
kdeM:{[x,y]6R2:0§y§x§ 1}.

ReSeni. MnoZinu M lze zapsat ve tvaru {[x, y]eR?:05x<1,0<y < x}.
Geometricky se jedna o trojuhelnik s vrcholy [0, O], [1, O], [0, 1] (obr. 3.9 a)).
Inverzni transformace k transformaci ¥ = x + y, v = x — y je transformace
F:x=wWw+v)/2, y = (u—v)/2. Snadno se ovéfi, Ze pro jeji jakobidn plati
J = —1/2. Dosazenim vztahi x = (u + v)/2, y = (u — v)/2 do nerovnosti
0<x=<1,0<y < x dostivdme

0SS+ <1 0L w—v< @)

1
2
Odtud plynou nerovnosti

0<v, uzv, v=1, us2-—v.

o4

Naopak se snadno ovéfi, Ze z poslednich nerovnosti plynou puVOdm nerovnosti
0<x<1,0<y<x. MnoZina M tedy transformaci F~! pfejde v mnoZzinu



3.1 Transformace dvojného integrilu 135

Obr. 3.9: Afinni transformace

M*={[u,v] e R*: 0= v <1, v<u<2—v} (obr. 3.9 b)). UZitim véty 1.55

nyni dostdviame

1 1 1 2—v
//(x2 — y))2dxdy = // u*v? = dudv = —/ (/ u*v? du) dv =
/) 2 2 Jo .

M
1 [ ude?]> 1 U8 — 1203 + 60 — 05 — 8
= — dv = - dv =
0 0

2 3, 2 3
1 /! 174 6 3 1!
:—/(8v2—12v3—|—6v4—2v5)dv:— —v3——v4+—v5——v6 =
6 Jo 313 4 5 6 |,

14 3+3 1\ 140—-454+18—-5 4
S 3\3 2 5 6) 3 30 457 A

Priklad 3.16. Vypoctéte integral / / (x + 1) dxdy, kde
M

w={ier: (3)7+(3)" <1}

Reseni. Mnozina M je omezena uzavienou kfivkou y, kterd je ddna rovnosti

(G-
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82 81

Obr. 3.10:

MnozZina M omezena Kkiiv-
kouy: (3)7+(3)7 =1

prochézi body [2,0], [0,3], [—2,0], [0,—3] a je tvo-
fena grafy Ctyf funkci g;(x) (j = 1,2,3,4) —
viz obr. 3.10. Ze vztahu (3.9) lze snadno ziskat
funk¢ni piedpisy pro funkce g;(x) a vypoctem je-
jich prvni a druhé derivace ovérit, Ze grafy téchto
funkci maji skute¢né tvar nakresleny v obr. 3.10.

K vypoétu zadaného integrdlu pouZijeme
transformace do zobecnénych eliptickych soutad-
nic x = 2pcos’ ¢, y = 3psin® ¢ — viz 3.8. Pro
piislusny jakobidn plati J = 180 cos’ ¢ sin’ ¢.
Dosazenim transformacnich vztahli do nerovnosti

X\ 2/3 y\2/3
— - <1
(3) () =

dostavame ¢%/?(cos® ¢ + sin? @) < 1, coZ je spl-
néno pravé tehdy, kdyz o < 1. Mnoziné M v po-
larnich soufadnicich odpovidd obdélnik M* =
= {lp.0] e R*: 0 < ¢ <27, 0 <o < 1}.

Ovéite si sami, Ze na jeho vnitfku je transformace prostd. Nyni

//(x +1) = / (20 cos® ¢ + 1)18p coszgosinzgodgdga =
M*

2w
:36/ cosS<psin2g0dg0-/ o dQ—|—18//QCOS ¢ sin” ¢ dodgp =
0

2w
= 36 (1—sin2g0)zsin2gacosg0dgo-/ 0*do + = //QSII’I 2 de =
0

2w
:36/ (sin6(p—2sin4g0—|—sin2<p)cosgod(p-/ 0*do +
0 0

sin’ ¢

sin® @

9 2w 1
—|——/ sin22g0dg0-/ odo =
2 Jo 0

:36l
7

5

sindp]™ !
+ 3 ] '/deQ-F
0o Jo
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3.2. Transformace trojného integralu

Problematika transformace trojného integrédlu je zcela analogickd jako u trans-
formace dvojného integrdlu. Definice spojité diferencovatelného zobrazeni, jeho
jakobidnu a reguldrniho zobrazeni maji v trojrozmérném piipadé nasledujici po-
dobu:

Definice 3.17. Necht B € R? a nechf g, &, k jsou funkce definované na mno-
7iné B. Bud F: B — R? zobrazeni pfifazujici kazdému bodu [u, v, w] € B
bod F(u,v,w) = [g(u,v,w), h(u,v,w), k(u, v, w)]. Rekneme, Ze zobra-
zeni F je spojité diferencovatelné v B, jestlize existuje oteviend mnoZina
£2 O B takova, Ze funkce g, h, k lze rozsitit na §2 takovym zplisobem, aby
mély v §2 spojité parcidlni derivace prvniho fadu podle vSech tfi proménnych
u, v, w.

Je-li F: B — R spojité diferencovatelné zobrazeni v B, determinant

8u 8v 8w
J=1lh, hy, hy
ki ky, ky

se pri oznaceni pouzitém v definici 3.17 nazyva jakobian zobrazeni F. Jako-
bidn J: B — R je funkci proménnych u, v a w.

Definice 3.18. Spojité diferencovatelné zobrazeni F: B — R® na oteviené
mnoziné B se nazyva regularni, je-li jeho jakobidn J rlizny od nuly v kazdém
bodé mnoziny B.

Vétu o transformaci trojného integralu analogickou vété 3.5 lze zformulovat
takto:

Véta 3.19. Necht B C R? Je uzaviena méritelna mnoZina a 2 C R3 Je ote-
viend mnoZina, B C 2. Necht F: 2 — R3 je prosté reguldrni zobrazeni
s jakobianem J takové, Ze F(u,v,w) = [g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)| pro
kaZdé (u, v, w] € B. Necht funkce f proménnych x, y a z je spojita v mnoZiné
A = F(B).
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Pak plati vztah

/// f(x,y,z)dxdydz =
A

= /// fgu,v,w), h(u, v, w), k(u, v, w))|J(u, v, w)| dudvdw.
B
(3.10)

Podobné jako u dvojného integrdlu je nékdy uZitecnd nésledujici obecnéjsi,

avSak ponékud komplikovanéjsi véta, analogickd vété 3.8:

Véta 3.20. Nechf By € B C R3, kde B, Je oteviena mnoZina, B je méritelna
mnoZina a plati mz(B ~ By) = 0.

Bud F: B — R spojité diferencovatelné zobrazeni s jakobidnem J, které
je reguldrni a prosté v By. Oznacme A = F(B), A\ = F(B)). Predpoklddejme,
Ze mnoZina A je meritelnd a plati m3(A ~ Ay) = 0.

Bud' funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojita na mnoZiné A,. Nechf
funkce s hodnotou f(g(u,v,w), h(u,v,w), k(u, v, w))|J(u,v,w)| v kaZdém
bodé [u, v, w] € B je ohranicend.

Pak plati vztah (3.10), tj.

/// f(x,y,z)dxdydz =
A

= /// f(g(u,v,w), h(u, v, w), k(u, v, w))|J(u, v, w)| dudvdw.
B

3.2.1. Nékteré béziné typy transformaci trojného integralu

Uvedme nyni podrobnéji nékolik béZnych, Casto uzivanych transformaci x =
=gu,v,w), y=h(u,v,w), z=k(u, v, w) trojného integralu.

Posunuti
Posunuti (translace) je dano rovnicemi
XxX=u-+a,

y=v+b, (3.11)

z=w-+c,
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kde a, b, c jsou konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

& & 8w 1 00
J,v,w) = |h, hy, hy|=10 1 0|=1.
k, k, ko] |0 0 1

Dilatace

Dilatace (ve specidlnim pfipadé¢ a > 0, b > 0, ¢ > 0 zména méritek na sourad-
nicovych osach) je dana rovnicemi

X =au,
y = bv, (3.12)
Z=cCcw,

kde a, b, c jsou nenulové konstanty. Jakobidn tohoto zobrazeni je roven

8 & &u a 0 O
Jw,v,w)=1\h, h, hy,| =10 b 0| =abc
k, k, ky 0 0 c

Transformace do valcovych souradnic

Transformace do valcovych (cylindrickych) souradnic o, ¢, z je ddna vztahy

X = 0CoSQ,
y = osing, (3.13)
Z = Z.

Jakobidn zobrazeni (3.13) je roven

S 8¢ & cosp —psing 0
J(@,¢9,2) =|h, hy, h; = |sing ocosep O =QCOSz(p—|—QSiI’12§0=Q.
ko ko k; 0 0 1

VSimnéme si nyni geometrického vyznamu cylindrickych soufadnic bodu T
majiciho kartézské soutadnice [x, y, z]. Oznaéme T’ kolmy primét bodu 7 do
soufadnicové roviny xy, tedy 7' ma soufadnice [x, y,0]. Bod 7’ vyjadiime
v polarnich soufadnicich [p, ¢] v roviné xy. Polohu bodu T v prostoru lze

nyni urcit trojici ¢isel [o, ¢, z], coZ jsou cylindrické soufadnice bodu T — viz
obr. 3.11. Podotknéme jesté, Ze vzdalenost o je nezdpornd, thel ¢ obvykle volime
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Obr. 3.11: Cylindrické soutadnice

z vhodného intervalu délky 27 a soufadnice z se neméni. VSimnéme si, Ze pri
konstantnim o9 > 0 je rovnici o = o urCena ,nekonecna* rotacni valcova
plocha s osou v soufadnicové ose z, zatimco pii ¢y € R je rovnici ¢ = ¢y v R?
dana polorovina, jejiZ hranici je soufadnicovd osa z. Transformace do vélcovych
je vyhodné uZivat zejména v piipadech, kdy integracni obor je rotacni téleso
s osou rotace v ose z, nebo jeho vhodnd ¢ast. V piipadé, Ze integrand je téleso
majici osu rotace v ose x nebo v ose y, je mozné pouZzit patficné modifikované
transformace do védlcovych soufadnic.

Transformace do sférickych souradnic

Transformace do sférickych (kulovych) souradnic o, ¢, ¥ je ddna vztahy
X = QCos @ sin v,
y = o singsin v, (3.14)
Z = pcos .

Jakobidn zobrazeni (3.14) je roven

8o 8¢ &v cosgsinyd —psingsind pcos g cos v
J(,9,0)=|hy h, hy|=|singsint} ocospsiny psingcos? | =
ko ko ky cos ¥} 0 —osinv

= —p?cos’ g sin® ¥ — p? sin” ¢ cos® ¥ sin ¥ — p” cos® ¢ cos® ¥ sin ¥ —
— 0% sin® g sin® ¥ = —?(sin® @ + cos? @) cos ¥ sin ¥ +
— 0%(sin ¢ + cos? @) sin® ¥ = —p? sin ¥ (cos> ¥ + sin® ¥) = —? sin V.
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Obr. 3.12: Sférické souradnice

Vénujme nyni pozornost geometrickému vyznamu sférickych soufadnic bo-
du T majiciho kartézské soufadnice [x, y, z]. Ozna¢me T’ kolmy primét bodu T
do soufadnicové roviny xy, ktery mé soufadnice [x, y, 0]. Ozna¢me o vzdélenost
bodu T od pociatku O kartézské souradnicové soustavy. Déle oznacme ¢ uhel,
ktery svird polopiimka W s kladnou ¢&4sti osy x (analogicky jako v polédrnich
soufadnicich). Kone¢né oznacme ¥ uhel, ktery svird polopiimka OT s Kladnou
¢asti osy z. Polohu bodu 7' v prostoru pak uréime trojici Cisel [p, ¢, ¥], coz
jsou sférické souradnice bodu T — viz obr. 3.12. Protoze AOT’'T je pravothly
s pravym uhlem u vrcholu 7', plati OT/| = psin® a z = pcos?. Pritom
vzdalenost o je nezdpornd, thel ¢ volime obvykle z intervalu délky 27 a thel
¥ je obvykle z intervalu (0, 7). VSimnéme si, Ze pfi konstantnim gy > O je
rovnici o = ¢ urcena kulové plocha se stfedem v pocatku o poloméru g, pti
konstantnim 9 € (0, m/2) U (7/2, m) je rovnici ¥ = ¥ v R? ddna &4st rotacni
kuZelové plochy s vrcholem v poc¢itku a osou v soufadnicové ose z, zatimco
pfi konstantnim ¢, € R rovnice ¢ = ¢y v R> popisuje polorovinu, jejiz hranici
je soufadnicové osa z. Transformace do sférickych soufadnic se pouZziva hlavné
v pripadé, kdy integracni obor je koule nebo jeji vhodnd cast.

Transformace do zobecnénych valcovych souradnic

Transformace do zobecnénych valcovych (cylindrickych) souradnic o, ¢, z je
dana vztahy
X =apcosg,

y = bosin ¢, (3.15)

=2,
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kde a # 0, b # 0 jsou konstanty. Jakobidn zobrazeni (3.15) je roven

8 8¢ &: acosp —apsing 0
J(,9,2) = |h, h, h | = |bsing bocosp 0| =
ko ko k; 0 0 1

= abo(cos® ¢ + sin” ) = abo.

PouZziva se nejcastéji, je-li integracni obor elipticky vdlec nebo jeho vhodna ¢4st.

Transformace do zobecnénych sférickych souradnic

Transformace do zobecnénych sférickych (kulovych) souradnic o, ¢, ¥ je dana
vztahy

X = ap cos ¢ sin v,

y = bo sin ¢ sin ¥, (3.16)

7 = cp cos 1,

kde a # 0, b # 0, ¢ # 0 jsou konstanty. Jakobidn zobrazeni (3.16) je roven

8 8¢ & acos@sinty —apsingsin?d ap cos ¢ cos ¥
J(©,9,0) =|hy h, hy|=|bsingsint bocosgsint bosingcos?|=
ko ko ky ccos v 0 —co sin v
cospsind —psingsind o cos g cos v
= abc |sin ¢ sin ¥ ocosgsin®  osingcos?| = —abco® sin V.
cos v 0 —o sin v

Pouziva se nejcastéji, je-1i integracni obor elipsoid nebo jeho vhodna cast.

Priklad 3.21. Vypoctéte / / / xz\/x% + y? dxdydz, kde mnoZina A je mnoZina
A

omezend plochami x> 4+ y> = 1, x> + y> =4, 7 = 0, z = 3 a lezici v priniku
poloprostort x < 0, y = 0.

Reseni. Rovnice x> 4+ y?> = 1 a x> + y> = 4 zaddvaji rotacni vilcové plochy
s osou v soufadnicové ose z o polomérech 1 a 2. Ty urcuji duty vélec, z néhoz
je rovinami z = 0 a z = 3 odfiznuta ¢ast o vySce 3. Z ni pak nerovnosti
x S 0ay =0 urdi jednu ¢tvrtinu — viz obr. 3.13 a). Primétem tohoto télesa
do roviny xy je mnoZina M, predstavujici jednu Ctvrtinu mezikruzi ve druhém
kvadrantu — viz obr. 3.13 b).
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Obr. 3.13

Vyjadfeni mnoziny M v poldrnich soufadnicich je snadné — zfejmé /2 <
<gp<mal < <2 Obrazem mnoziny A v transformaci do cylindrickych
soufadnic je tedy mnoZina

o1
— << m,
2_§0_

B: 1<022,
073,

coZ je trojrozmérny interval. PouZijeme vétu 3.19. Za mnozinu £2 v ni lze zvolit
trojrozmérny otevieny interval £2 O B, ktery bude mit jen nepatrné vétsi rozméry
neZ B. Na ném bude zobrazeni F dané rovnicemi (3.13) regularni a prosté.
Vznikly trojny integrdl vypocteme pomoci Fubiniovy véty. Vypocet probéhne
takto:

I = ///xz\/x2 + y2dxdydz =
A

N ///QCOS¢'Z\/Q20052<P+Q25m2§0'QdefﬂdZ =
B

T 2 3
:///Q3zcos<pdgd(pdz:/ cosgodgo-/ Q3dQ-/ zdz =
/2 1 0
B

- 1 %7178 16—1 9-0 135
= [Sln(p]n/z- lz@4]] . l§Z2:| = (0— 1) . _

0 4 2 8 a
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Priklad 3.22. Vypoctéte / / / 4xyz dxdydz, kde mnoZina A je ur¢ena podmin-
A
kami z = x?/2 + y?/2, x>+ y* + 72 <3, x 20ay = 0.

Reseni. Rovnice z = x?/24y?/2 uréuje rotaéni paraboloid s osou v soufadnicové
ose z a vrcholem v pocatku. Rovnice x2 + y? 4 z2 = 3 uréuje kulovou plochu se
sttedem v pocdtku o poloméru /3. Pijde tedy o rotadni t&leso, které je zdola
omezené paraboloidem a shora kulovou plochou. Nerovnosti x = 0 a y = 0 pak
fikaji, Ze z tohoto télesa mame uvazovat jen ¢tvrtinu — viz obr. 3.14 a).
Abychom mnoZinu A popsali v cylindrickych soufadnicich, uvazujme jeji fez
soufadnicovou rovinou x = 0. Vysledek je zndzornén na obr. 3.14 b). Ur¢ime
soufadnice priise¢iku paraboly z = y?/2 a kruZnice y?> + z> = 3. Dosazenim
prvni rovnice do druhé obdrzime kvadratickou rovnici z> + 2z — 3 = 0, kterd
ma kofeny 1 a —3. Pro nds ma smysl pouze kladny kofen. K nému pak urcime,
Je y = ++/2. Prise¢iky tedy maji soufadnice [ﬂ:ﬁ 1}. Z toho je vidét, ze

a) b)

Obr. 3.14
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kolmym priimétem M mnoZiny A do roviny xy je ¢tvrtkruh se stfedem v pocatku
a polomé&rem +/2, leZici v prvnim kvadrantu — viz obr. 3.14 c).

Vyjddfeni mnoziny M v poldrnich soufadnicich je snadné: 0 < ¢ < 7/2
a0 =< o< V2. Déle dosazenim z rovnic (3.13) do rovnice paraboloidu dosta-

neme | | | |
2 2 2 a2 2 a2
Z—2x +2y—2(Q @ + 0" sin <P)—2Q

a do rovnice kulové plochy (jeji horni poloviny) dostaneme
2=3—x2—y2=1/3 —02cos? ¢ — 02sin2 ¢ = /3 — 0.

MnoZina A se tedy pii prechodu k cylindrickym soufadnicim transformuje na
mnoZinu B, jejiZ popis je:

2

Vétu 3.19 tentokrat neni mozné pouzit. VSechny body z B tvaru [0, ¢, z],
kde 0 < ¢ < m/2, se transformaci F danou rovnicemi (3.13) zobrazi na body
[0, 0, z], tj. F neni prosté ani na mnoziné¢ B. Jsou vSak splnény predpoklady
véty 3.20, kdyZ za mnozinu B; zvolime vnitfek mnoziny B. Na vznikly integral
pouZzijeme Fubiniovu vétu. Vzhledem k popisu mnoZiny B je pfitom nutné,
aby integrace vzhledem k proménné z probéhla diive neZ integrace vzhledem
k proménné p. Poradi integrace vzhledem k proménné ¢ je libovolné. Pfi vypoctu
pouZzijeme mimo jiné vzorec 2 sin ¢ cos ¢ = sin2¢. Vyjde ndm:

1 :///4xyzdxdydz :///4Qcosg0-gsing0-z-Qdegadz:
A B
= /// 207z sin 2¢ dodpdz =
B

2

/2 V2 3—0
= / {/ (/ 203z sin 2¢ dz) dQ} dy =
0 0 02/2

/2 V2
. \/3-0?
:/ {/ Q3s1n2<p[z2}92/29 dQ}d(p:
0 0

/2 V2 1
_ 3 214 _
_/ {/ o s1n2(p(3 o Q)dQ}d(p—
0 0 4
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/2 V2 1
:/ {/ sin2g0<3g3—Q5——Q7> dQ}ng:
0 0 4

/2 3 1 1 V2
= in?2 —_— —_— do =
/0 S QDLI-Q 6Q 32Q] @

n/2 4 1 7 /2
= in2 3———=]dp=- in2¢ dy =
/O sin QD( 3 2) @ 6/0 S 2@ dg

7 eos2] = L1 -1y ]
= ——|cos =——(=1-1)=-.
12 €059 12 6 A

dxdyd
Priklad 3.23. Vypoctéte / / / e kde mnoZina A je omezend plo-
2424+ 1

chami y =2 — +/x2% + 72 ay—l.

Reseni. Rovnice prvni plochy je rovnici &sti rotaéni kuZelové plochy v polo-
prostoru y < 2 s osou rotace v soufadnicové ose y a vrcholem v bodé [0, 2, 0].
Toto je vidét ze skutecnosti, Ze fezy plochy rovinami y = ¢, kde ¢ < 2, jsou
kruznice, zatimco priméty plochy do rovin x = 0, resp. z = 0, maji rovnice
y =2 —|z|, resp. y = 2 — |x|. MnoZina A je tedy kuZelem na obr. 3.15 a).
MiiZeme ji snadno popsat v cylindrickych soutfadnicich, jen musime oproti rovni-
cim (3.13) zaménit role soufadnicovych os, coZ nemd vliv na vyjadfeni jakobidnu
v polérnich soufadnicich ptislusné soutadnicové roviny. Zvolime

X = QCoSQ,
z=gsing,  |[J[=o.
y=1y,

Primétem M mnoZiny A do soufadnicové roviny xz je kruh. Jeho rovnici dosta-
neme dosazenim vztahu y = 1 do rovnice kuZelové plochy. Vyjde x> + z2 = 1,
takze polomér kruhu je jedna (obr. 3.15 b)). Bude tedy 0 < ¢ < 2ma0 < o < 1.
Ddle dosadime vyjadieni x a z pomoci ¢ a o do rovnice poloviny kuzelové plo-
chy. Vyjde

y=2—-Vx2+z2=2—1/02cos? ¢ + o?sin2p =2 — 0.
MnoZina A se tedy transformuje na mnoZinu B, jejiZ popis je:

0=¢=2m,
B: 0Z0 =1,
I=y=2-o.
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a) b)

Obr. 3.15

PouZijeme vétu 3.20. Za mnoZinu B; se v ni zvoli vnittek mnoZiny B. Vy-
sledny integral upravime pomoci Fubiniovy véty. Vzhledem k popisu mnoZiny B
musi integrace podle y predchdzet integraci podle p. Integrace podle ¢ mize
probéhnout kdykoli. Dostaneme:

1_/// dxdydz _///ngdgody_
B x2+22+1 or+1
A B
1 2—0 2n 1 2—o0
ody o 2
= [ E)efee= [ 5 i arfae -
0 1 o o +1 0 1 o-+1
' 2mo 2 "o —0?
= d =27 d =
/ng_'_l[y}l e /092_,_1 @
I _p?2—1 1 ! 1 2 1
=2n/ o - _Ter szZTc/ (—1+— < )dQ:

1 1 1
=2nl—g+—ln(g2+l)+arctggl =27t<—1—|——ln2—|— E)
2 0 2 4

A

Priklad 3.24. Vypoctéte / / (x + y + z) dxdydz, kde mnozZina A je urCena
A

nerovnostmi x> + y? +z2 <4,y >0,z 2 0.

Reseni. Rovnice x2+y?+z% = 4 je rovnici kulové plochy se stfedem v pocatku O
soufadnicového systému a polomérem 2. Prvni podminka tedy urcuje kouli. Dalsi
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_2_
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o 2
y
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X
a) b) 9
Obr. 3.16

dvé podminky urcuji poloprostory, vymezené rovinami xz a xy. Celkové dosta-
vame, 7Ze mnoZina A je Ctvrtina koule, kterd je zndzornénd na obr. 3.16 a). Pro
vypocet integrdlu pouzijeme transformaci do sférickych soufadnic.

Libovolna rovina, kterd prochdzi osou z a svird s kladnou ¢4sti osy x thel
z intervalu (0, 1), protne mnoZinu A ve Ctvrtkruhu — viz obr. 3.16 b), kde je
zndzornén fez rovinou yz. Z toho vidime, ze 0 < % < 7/2.

Déle primétem M mnoZiny A do roviny xy je ptlkruh z obr. 3.16 c). To
znamend, 7Ze 0 < ¢ < w. Kone¢né je ziejmé 0 < o < 2. Obrazem mnoZiny A
v transformaci do sférickych soufadnic tudiZ bude mnoZina

0<0=2,

- 0S¢ =m,
0<9 <,

- T2

coZ je trojrozmérny interval. Zobrazeni @ dané rovnicemi (3.14) neni na této
mnoziné prosté. Napi. @ (0, ¢, ) = (0, 0, 0) pro libovolnd ¢ a ¥, tj. celd jedna
stétna kvddru B se zobrazi na pocdtek O. Proto pouZijeme vétu 3.20. Za mno-
Zinu B; z této véty lze zvolit vnitiek intervalu B. Transformovany integral roz-
délime na dva a na kazdy z nich pak pouZijeme Fubiniovu vétu. S pouZitim
vztahii (3.14) a |J| = ¢?sin® pro sférické soufadnice a jejich jakobidn dosta-
neme:

I:///(x—l—y-i-z)dxdde:
A
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= // (0cos@sin® + osingsin® + o cos ¥)o” sin ¥ dodpdy =

B
= /// 0°(cos ¢ + sin @) sin® ¥ dodpdd + /// 0° cos ¥ sin ¥ dodpdy =
B

2 /2
/Q do - /(cosw—l—sm(p)d(p / —(1—c0521§‘)dz9-|—

/QdQ / dgo/ —s1n219d1§‘—

0 1 sin 29172 o*1?
— {Z]o. [smgo—cosrp}o 7 lﬁ— > } + [_} '[gﬂ}gx

—4.

(\O]

447w~ 1=4m.

1 cos 20 17™/?
X —_ —_
2 2

| =
| 9
| =
>

0

Piiklad 3.25. Vypoctéte /// \V/x% + y?2 4+ z2dxdydz, kde mnoZina A je ur-
A

&end nerovnostmi z = /x2 +y2, 1 S x> +y2 + 22 < 4.

Reseni. Rovnice z = \/x2 + y? uréuje rotacni kuZelovou plochu v poloprostoru
z =2 0 s osou v soufadnicové ose z a vrcholem v pocédtku. Prvni nerovnost
tedy zaddvd mnozZinu bodul leZicich na a nad horni polovinou zminéné rotacni
kuZelové plochy. Déle rovnice x>+ y>+z> = r? je pro kazdé r > 0 rovnici kulové
plochy se stiedem v po¢dtku O a polomérem r. Podminka 1 < x2+y2 472 < 4
tudiz fik4, Ze mnoZina A je rovnéZ omezena dvéma soustfednymi kulovymi
plochami o polomérech 1 a 2. Vysledek je zndzornén na obr. 3.17 a). Pro vypocet
integrdlu pouzijeme transformaci do sférickych soufadnic.

Protoze zadané téleso je rotacni, bude fez libovolnou rovinou prochazejici
rotacni soufadnicovou osou z stejny. Na obr. 3.17 b) je zndzornén takovy fez
rovinou yz. Z ného ur¢ime rozmezi pro thel ¥#. ProtoZe pfimka y = z je osou
prvniho kvadrantu, svird s osou z dhel 45°, coZ znamend, 7ze 0 < % < 7 /4.

Primétem M mnoZiny A do roviny xy je zfejmé kruh se stiedem v po-
¢atku O, jehoz hrani¢ni kruznice je primétem kruZnice, kterou dostaneme jako
prinik kuZelové plochy a vétsi kulové plochy — srovnejte obr. 3.17 a). Vylou-
¢enim proménné z z rovnic z2 = x> + y? a x> + y?> 4+ z? = 4 dostaneme, Ze
x? 4+ y2 = 2, tj. polomér kruhu M je ~/2 — viz obr. 3.17 c). Tento ddaj viak
neni dalezity, urcili jsme jej jen pro uplnost; podstatné je, Ze pro thel ¢ plati
0= ¢ =2m.
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X

c)

Obr. 3.17

Kone¢né pro sférickou soutadnici o zfejmé plati 1 < o < 2. Obrazem

Ve

mnoziny A pri transformaci do sférickych soufadnic tedy je mnoZina

1=0=2,
B: 0 § @ é 27{7

0<9 <,
- T4
coZ je trojrozmérny interval. Zobrazeni F' dané rovnicemi (3.14) neni na B
prosté. Plati totiz napt. F(p,0,9) = F(p,2m, ) pro libovolnd 1 < o < 2
a0 <9 < nt/4nebo F(o, ¢,0) = F(p,0,0) prolibovolnd1 < p<2a0=Z ¢ <
< 27. Proto pouzijeme vétu 3.20. Za mnozinu B; z této véty lze zvolit vnitiek
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intervalu B. Na transformovany integrdl pouZijeme Fubiniovu vétu. S pouZzitim
vztahtl (3.14) pro sférické soufadnice a jejich jakobidn a rovnosti x>+ y%4z? = o?
dostaneme:

I:///\/x2+y2—|—z2dxdydz:///Q-stinz‘}dgd@dﬁ:
A

B
2 2n /4 472
=/ Q3dg-/ d(p-/ sinv dg = [Q—} . [(p](z)n- [—coszﬂg/4 =
1 0 0 4 1

=§-2n.< \f+1>=15n<24_ﬁ). K

Priklad 3.26. Vypoctéte / / yzdxdydz, kde mnozina A je urena nerov-
A

S v e . 2 2 4 . . . v z A . z
ReSeni. Rovnice 7 + yz = 1 urcuje elipticky vdlec s osou v soutadnicové ose z.

Dédle z = 0 a z = —y jsou rovnice dvou rovin, které ze zminéného vélce
vytnou ,.klin“ zndzornény na obr. 3.18 a). Kolmym primétem mnoZiny A do
roviny xy je polovina elipsy zndzornénd na obr. 3.18 b). PouZijeme transformaci
do zobecnénych cylindrickych soutfadnic. V (3.15) zvolime a = 3, b = 2:

x = 3pcos ¢,
y =2¢sing, |J] = 6o.
Z - Z’

3
M
y
-3 2 0
L 3
X
a) b)

Obr. 3.18
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Zména méfitek na souradnicovych osach x a y zpiisobi, Ze polovina elipsy prejde
v polovinu jednotkového kruhu, ktery musime vyjadrit v polarnich soufadnicich.
Pro né bude tudiZ platit 1 < ¢ < 27w a 0 < o < 1. Dosazenim transformacnich
rovnic do omezeni pro z dostaneme 0 < z < —2psing. Mnozina A se tedy
transformuje na mnoZinu

n < =2,
B: 0=o=1,
0= z< —20sing.

Pouzijeme vétu 3.20 (mizZete se presvédcit, Ze transformace neni na B prostd).
Vznikly integrdl vypocitime pomoci Fubiniovy véty. MnoZina B je elementarni
vzhledem k pg@. Nejprve tedy musime integrovat podle proménné z (v mezich
pro tuto proménnou figuruje ¢ i o), dal$i potadi je libovolné. Dostaneme:

I =///yzdxdydzz///ZQsingo-z-@Qde(pdz:
/// 120%z sin ¢ dodgdz =

1 20 sing
:/ {/ (/ 120 zsmgadz) dQ}d(pI
b4 0 0
2n ! —20sing o : 4 .3
— 6Q Slngol: :| dQ dgg g 24Q Sin (de d(p =
b4 0 T 0

24 24
= — sin*p|o } dp = =— (l—cos @) singdy =
X 9 5 Jx
cosq =t 1
_ t3 32
sing dg = dt :——/(l—t)dt _ 2z
singpdp = — 3 i 5
T~ —1, 27T ~ 1
A
2y 22
Priklad 3.27. Vypoctéte /// dxdydz, kde A: — s+ 2 + 2 <1,a,b,c>0.

ReSeni. Integra¢nim oborem A je elipsoid z obrdazku 3.19 a). Vzhledem k de-
finicim méfitelné mnoZiny a trojného integrdlu pfes méfitelnou mnoZinu bude
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Obr. 3.19

vysledkem vzorec pro miru elipsoidu s poloosami a, b, c. PouZijeme zobecnéné
stérické souradnice. Zvolime

X = apcosgsind,
y = bosingsind, |J| = abcg? sin .
7 = cp cos vV,

Zména méritek na souradnicovych osach zplisobi, Ze elipsoid pfejde v jednotko-
vou kouli. Tu musime vyjadfit ve sférickych soutfadnicich. MnoZina A se pfitom

transformuje v mnoZinu
0=¢=2m,

B: 0= =1,
09 <m.

To je trojrozmérny interval, takZe na integrdl vznikly po pouziti véty 3.20 mu-
Zeme snadno aplikovat Fubiniovu vétu. Dostaneme:

/ / / dxdydz = / / / abco? sin® dodpdd =
A B
27 1 b
:abc/ dg0~/ deg-/ sin® do =
0 0 0
391
T

:abc[go}(z) . l%lo. [—cosz?]g =abc - 21 -

1
— .2 = —Tabc.
3 3 A
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3.3. Transformace n-rozmérného integralu

Pokud jde o transformaci n-rozmérného integrélu, je situace naprosto analogicka
jako u transformace dvojného ¢i trojného integrdlu. Uvedeme proto piimo defi-
nice spojité¢ diferencovatelného zobrazeni, jakobidnu a reguldrniho zobrazeni.

Definice 3.28. Pfredpoklddejme, Ze B € R" a nechf g;, j=1,2,...,n,
jsou funkce definované na mnoziné¢ B. Bud F: B — R" zobrazeni, které

pritazuje libovolnému bodu [ui, us,...,u,] € B bod F(ui,uz,...,u,) =
= [gi(uy,up,...,u,), oMU, Uz, ..., Uy, ..., 8n(uy,us,...,u,)]. Rekneme,
Ze zobrazeni F je spojité diferencovatelné v B, jestlize existuje oteviend mno-
Zina §2 O B takova, ze funkce g; (j = 1,2...,n) lze rozsifit na £2 takovym

zpisobem, aby mély v §2 spojité parcidlni derivace prvniho fadu podle vSech
svych proménnych.

Je-li F: B — R”" spojité diferencovatelné zobrazeni v B, determinant

g””l g1|”2 gl|un
J = g2|u1 g2|u2 oo 82|un
- 9
gn|u1 gnluz gn|u,,
kde gij,; = % gi, se pri oznaceni pouZzitém v definici 3.28 nazyva jakobidn
J
zobrazeni F. Jakobidn J: B — R je funkci proménnych uy, us, ..., u,.

Definice 3.29. Spojité diferencovatelné zobrazeni F': B — R”" na oteviené
mnozing B se nazyva reguldrni, je-li jeho jakobidn J rlizny od nuly v kazdém
bod¢ mnoZiny B.

Véty o transformaci n-rozmérného integralu lze zformulovat takto:

Véta 3.30. Necht B C R" je uzavienda méritelnd mnozina a 2 C R" je ote-
viend mnozina, B C §2. Necht F: §2 — R" je prosté regularni zobrazeni
s jakobianem J takové, Ze F(ui,us,...,u,) = [g1(u), g2(u), ..., g.,(u)] pro
kazdé u = [uy,uy,...,u,| € B. Oznacme A = F(B) a predpoklidejme,ze
funkce f: A — R je spojita.

Pak plati vztah

/---/f(x)dxldxz---dxn=
A

(3.17)
:/---/f(gl(u),gz(u),--- s 8n(u))|J(u)| duy duy ... du,.
B
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Véta 3.31. Nechf By € B C R", kde B je oteviena mnoZina, B je méritelnd
mnoZina a plati m,(B ~ B;) = 0.

Bud'F spojité diferencovatelné zobrazeni B do R", které je reguldarni a prosté
v By. Oznacme A = F(B), Ay = F(B)). Predpokladejme, Ze mnoZina A je
meéritelna a plati m,(A ~ Ay) = 0.

Bud' funkce f ohranicend na mnoZiné A a spojita na mnoZiné A,. Nechf
funkce, kterd kazdému u € B prirazuje hodnotu f(g1(u), g2(u), ..., g,(w))|J (u)|,
Je ohranicena.

Pak plati vztah (3.17), tj.

/---/f(x)dxldxg -odx, =
A

:/.--/f(gl(u),gz(u),...,g,,(u))|](u)|du1du2 - du,.
B

3.3.1. Nékteré béziné typy transformaci n-rozmérného integralu

Uvedme, podobné jako u dvojného a trojného integrdlu, nékteré bézné uzi-

vané transformace x| = gi(uy, Uz, ..., u,), X2 = (Ui, U, ..., Up), .., Xy =
= g,(Uuy, uy, ..., u,) n-rozmérného integralu.
Posunuti

Posunuti (translace) je dano rovnicemi

X1=uy+a, xo=uy+a, ..., X, =u, +a,, (3.18)
kde ay, ay, ..., a, jsou konstanty. Jakobidn této transformace je J = 1.
Dilatace
Dilatace (ve specidlnim ptfipad€ a; > 0,a, > 0, ..., a, > 0 zména méritek na

souradnicovych osdch) je ddna rovnicemi
X = ajuy, Xo = ayuy, ..., X, = a,lUy, (3.19)

kde ay, ay, ..., a, jsou nenulové konstanty. Pro jakobidn tohoto zobrazeni plati
J(l/ll,l/lz,...,un) =a1a2...an.
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Transformace do sférickych souradnic

Transformace do sférickych souradnic o, ¢, 91, D2, ..., U,_> (pouZiva se té€Z na-
zev hypersférické souradnice), kde n = 2 (pro n = 2 jde o polérni soufadnice),
je déna vztahy

X| = Qcos@sint sint, --- sin, 4 sin v, _3sin ¥, _,,
Xy = © sin@sin v sin, - - - sin,_4 sin v, _3 sin ¥,,_»,
X3 =0 cos ¥y sinty - - - sin,_4 Sin t,,_3 sin ¥,,_»,
X4 =0 CcoS ¥y -+ - Sint,_4 Sin ¥, _3 sin ¥,_»,
(3.20)
Xp_2 =0 COS ¥,_4 SIN 1,3 Sin ¥,,_»,
Xp—1 =20 cos 1, _3 sin 1, _»,
Xn =0 cos ¥, _».

Oznaéme J, = J,(o, ¢, V1, U2, ..., ¥,—») jakobidn transformace (3.20). Pak,
znaci-li g7, g5, ..., g, pravé strany ve vztazich (3.20) (horni index n znamena,
Ze jde o transformaci v R"), mdme

8’11|g gﬁgo gﬁﬁl cee 8'11|19,,_3 g’fmn_z
n n n n n

810 209 2y 0 82,3 8219,-»
Jn=1| : : : : - (3.21)

8ntlo &n-tlp En—tip; -+ En-llts En—19,,

gZ|g g;’w 8Z|01 < gZ|19n,3 8Z|ﬁn,2
Plati g/ = gZ_lsinﬁn_z, k =1,...,n — 1. OznaCme jest¢ h{,h3, ..., h
pravé strany ve vztazich (3.20) bez proménné o, tj. g; = oh}, k =1, ..., n.

Vypocteme-li vSechny parcidlni derivace vystupujici v determinantu (3.21), vi-
dime, Ze z druhého azZ (n — 1)-niho sloupce Ize vytknout sin?,_, a z n-t€ho
sloupce 1ze vytknout p. Déle vyndsobime prvni sloupec determinantu J, funkci
sin¥,_, a pri¢teme k nému posledni sloupec vynasobeny cos¥,_,. Postupné
dostaneme

gﬁ;] sin ¥, g?l;l sin ¥, gﬁl;ll sin ¥,_» ... g{'l;}LS sin ¥, _» g?71 cos ¥,—2
gglgl sin ¥, _» ggl;l sin ¥, _» gg’lgll sin ¥, _» ... g'zllgi_s sin %, _» g2’71 cos ¥,_2
Jp = =
g::hg sin ¥, _» g;’:h(p sin 9,_» g:l'jw] sind,—» ... ngm’H sin 9,_» g,’::} cos B2
cos ;2 0 0 . 0 —osinvy,_»
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n—1 _: n—1 n—1 n—1 n—1
hy™ sindy, o 8y 8o, 8119, s hi™ costy—
n—1 _: n—1 n—1 n—1 n—1
h5 ™" sindy, 2 &y 89, ... 8219, hy ™" cos 2
= osin" 2 ¥y_ ; ; : : : =
n—1 _: n—1 n—1 n—1 n—1
hy_isindn—z &1, &1y, - Sn—ijp,s  Ma—1€0SUn2
cos ;2 0 0 ... 0 —sintdy,_»
n—1,.:2 2 n—1 n—1 n—1 n—1
hY ™ (sin” ¥, 5 + cos” ¥, ) g g ... &l h cos ¥,_2
1 Ly 1|ty -3 1
n—1,.:.2 2 n—1 n—1 n—1 n—1
h5 ™" (sin” 9,2 + cos” ¥, 2) &y &9, ... 8209, hy ™" cos 2
=0 sin” 3 9, : : : : : =
n—1,.: 2 2 n—1 n—1 n—1 n—1
hy,— (sin” 9,5 + cos” ¥, 2) Sillg  En—tpy - En—1lp, s hy,—) cos ¥y
0 0 0 ... 0 —sind,_»
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
8llg By S&ugy o &gy M cOSTa2
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
85 Sl S - 8, & ST
=0 sin" =3 9,5 : : : - : : =-0 $in" "2 9o Jy_1.
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
8n—1lo0  8n—1ljp hnfllz?l o 8 19,s hy,—y cos U2
0 0 0 e 0 —sind,_»

Opakovanym uzitim tohoto vysledku postupné plyne

J,=—o0 Sin" 2 9,_0J,_ = Q2 Sin" > 9,_3sin" 2 0y_oJyp = - =

= (—1)" 20" ?sin ¥ sin® ¥, - - - sin" 2 ¥,,_o Js.

Protoze

2: =

9

cosg —psing
sin @ 0 COS ¢

a (—1)""2=(—1)", dostivime
J, = (—=1)" 0" 'sin® sin? 9, - - - sin" "2 9,,_». (3.22)

Snadno lze ovéfrit, ze
2 2 2 2
Xy +x5+---+x, =0".

Ptitom soufadnice o je nezdpornd, uhel ¢ obvykle volime z intervalu délky
2m a ghly 9; (j = 1,2,...,n — 2) jsou obvykle z intervalu (0, ). Zobra-
zeni dané vztahy (3.20) zobrazi takovou mnoZinu na cely prostor R" a je prosté
a regularni na jejim vnittku — viz cviceni 2 k této kapitole. Geometricky lze
vzorce (3.20) interpretovat ndsledujicim zpisobem: Hodnota o je vzdélenost
bodu x = [xy, x3, ..., x,] od pocatku, tj. o = \/xf + x% + .-+ x,%. Pro kolmy
primét bodu x na soutadnicovou osu x,, plati x, = o cos ¥,_,, kde ¥,_, je dhel,
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ktery svird privodi¢ bodu x, tj. vektor ur¢eny pocatkem a bodem x, s kladnym
smérem osy x,. Ozna¢me x!!! kolmy primét bodu x do prostoru x,, = 0, tj. do
podprostoru R” uréeného soufadnicemi xy, x3, ..., X,—1. Pro ,,délku o, prtivo-
di¢e bodu x!!! plati o; = o sin,_,. Kolmy priimét bodu x''! do soufadnicové
osy x,—; je tedy x,_; = o1cost,_3 = pcos,_3sind,_,, kde ,_3 je thel,
ktery svird priivodi¢ bodu x!!! s kladnym smérem soufadnicové osy x,_;. Nyni
bod x!!'! kolmo promitneme do podprostoru proménnych x;, xs, . .., X,_» a jeho
priimét oznac¢ime x!?!. Timto zpiisobem postupujeme dale, a7 po kone¢ném poctu
krokl ziskdme vSechny rovnosti v (3.20). Transformace do sférickych soufadnic
se u n-rozmérného integrdlu pouZzivd hlavné v piipadé, kdy integracni obor je
n-rozmérné koule nebo jeji vhodnd ¢ést.

Piiklad 3.32. Vypoctste / / (xf +x3+---+x7)" dx;dx, ... dx,, kde
Vv

V={lx,x,....x,] eER": x{ +x3+ - +x2 < R*}, pfiCemZ R > 0, ¢ 2 0
jsou konstanty a n = 2 je dané celé ¢&islo.

Reseni. Pfedpoklddejme, Ze n = 3 a pouzijme transformaci do sférickych sou-
fadnic (3.20). MnozZina V touto transformaci pfejde v mnoZinu V*, ktera je
vymezena ndsledujicimi nerovnostmi:

0= o =R
0= ¢ =2m,
V*: Oé ﬁl éTI:?
Oéﬁn—2§n-

Pro absolutni hodnotu jakobidnu zvolené transformace plati
|J| = 0" !sin®; sin® 9, - - - sin" "2 ¥, _».

Aplikaci véty 3.31 a Fubiniovy véty dostdvame
/---/(xlz+x§+---+x3)a dx;dx, ... dx, =
14

= / . / 0> lsin 9 sin® 9, - - - sin" 2 ¥,_» do dep d¥, - - - dD,_» =

%
R 27 b b1
=/ {/ l/ </ 0% lsin g sin® 9, - - - sin" 2 P,_p X
0 0 0 0
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X dz?1> dﬁn_zl dgp} do =

R 27 T b
= / o™ dp - / dg - / sin 9, do, - - - / sin" 2 dd,_,.  (3.23)
0 0 0 0

Uzitim rekurentniho vzorce

Tk k=1 7 4
sin“ 0 dY = —— sin“ ™~ 9 dv,
0 k 0

ktery plati (viz pozn. 3.33) pro kazdé k € N, k = 2, snadno zjistime, Ze

Tk k—1 k-3 2 T
simn“9df = — - —— .. —. sin 9 di =
0 0

k k—2 3
(k=D . k=Dl L
= T[— COS 19]0 = ZT pro k liché
a
T k—1 k-3 1 T k— D
/sinkﬁdﬁ:—-—---—-/ dﬁ:ng pro k sudé.
0 k k=2 2 J k!

Pfitom k!! definujeme vztahem k!! = k- (k —2)-(k—4)---3-1,jelik =3
liché, a vztahem k! = k- (k—2)-(k—4)---4-2, je-li k = 2 sudé; déle klademe
0! =1, 1! = 1. PoloZime-li y, = 7 pro n sudé a y,, = 2 pro n liché, dostavame
dosazenim do (3.23)

//(xlz+x22—|——|—xr%)a dx;dx; ... dx, =
Vv

ot 1% 1 2 3.1 4.2 (n—3)!
— [(p]o NN | N N, | R — — Yy =
2a +n |, 2 73 4.2 -3 (n —2)!

Rtn b ot 2], L 2 31 42 m—dl (-3
f— c 27T - st 2420 =0 = . . f—
2a +n 2 3 4.2 5.3 (n=3)" (n-2)N

R2a+n

~ Qa+n)n -2 2

Pfitom |[x] znaci celou Cast Cisla x. Snadno se ovéfi, Ze vysledek plati i pro
n = 2. Podrobnéji viz ptiklad 4.7 v kapitole 4. A
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Poznamka 3.33. Pfi vypoctu integrdlu v pfedchazejicim ptikladu byl uzit reku-
rentni vzorec pro integrél z k-té mocniny funkce sinus. Tento vzorec se snadno
odvodi metodou per partes. Oznaéme [;, = fon sin © d?, kde k € N, k = 2. Pak

u=sin"'9 uw' =k —1Dsin* 29 cos |

L= | sin‘9dd= .
g /0 sin” v v =sind v = —cosv

LY
= [— sin* ! ¢ cos ﬁ]g + (k — 1)/ sinf =2 ¥ cos® ¥ dv =
0
T
= (k — 1)/ sinf 2 9 (1 — sin? 9) do =
0

=k-=1 (/n sinf =2 ¢ do — /n sin® dﬁ) =k — D(Ir_a — I).
0 0

Odtud dostavame kI, = (k — 1)I;_,, takze I, = kk;llk_z, coz je dokazovany
rekurentni vzorec. VSimnéte si, Ze stejny vzorec zlistava v platnosti, kdyZ funkci
sinus nahradime funkci kosinus, nebo kdyZz horni mez nahradime libovolnym
z Cisel m/2, 31/2, 2.

Priklad 3.34. Vypoctéte integral

[[ff s

jerli V={l[x,y,z,ul e R*: x> + y? < 22+ u? < 1}.

ReSeni. S ohledem na oblast integrace pouZijeme transformace do novych pro-
ménnych g, ¢, r, ¥, které jsou s piivodnimi proménnymi vdzany vztahy

X = 0CosQ, Z = r cos 1,

y = psing, u =rsindv.

Jde vlastné o péar polarnich soufadnic v rovindch xy a zu. Jakobidn této trans-
formace je

cosg —osing 0 0
_|sing 0 COS @ 0 0 _
/= 0 0 cos —rsing| &
0 0 sin ¥ r cos ¥

Podminky vymezujici mnoZinu V se v novych soufadnicich vyjadii nerovnostmi
0> < r? < 1. NapiSeme-li odpovidajici mnoZinu V* ve tvaru elementirni mno-
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Ziny, mame
0=¢=2m,
09 <2,
0sr<1,
0=o=r,

V*:

pficemz transformace je na vnittku mnoZiny V* prostd a regularni. Ozna¢me
M={lo.r]eR*:0=r =<1, 0= <r}. Uzitim véty 3.31 a Fubiniovy véty
dostdvdme

////dxdydzdu=////Qrdgd<pdrd1§‘=
1% v
2w 27w 2w 27
:/ {/ (//Qrdgdr)dﬁ}dwz/ dgo-/ dﬁ-//grdgdr:
0 0 0 0
M M
1 r vk
:231-275-/ (/ QrdQ)dr:4n2/ rl—] dr =
0 0 0 2 ],
2

1.3 471
1
:4312/ Dar=2n?|s :2312-—231—.
0o 2 41, 4 2

3.4. Dikaz véty o transformaci n-rozmérného integralu

Cilem tohoto oddilu je dokdzat véty 3.30 a 3.31. Dikazy téchto tvrzeni jsou technicky
pomérné naro¢né a rozsdhlé. Rozclenime je proto do nékolika pomocnych tvrzeni. Hlavni
kroky dikazu budou tyto:

e Najdeme vzorec pro jakobidn slozeného zobrazeni (lemma 3.35).

e Odvodime nékteré vlastnosti prostych reguldrnich zobrazeni. Zejména ukdZeme, jak
zobrazuji vnitfni a hrani¢ni body (lemma 3.39), Ze obrazem mnoZiny nulové miry je
opét mnozina nulové miry a Ze obrazem kompaktni méfitelné mnoziny je méfitelna
mnoZzina (lemma 3.43).

e Ukédzeme, Ze reguldrni zobrazeni je mozné lokdlné vyjadrit jako sloZeni dvou regu-
larnich zobrazeni s jistymi specidlnimi vlastnostmi (lemma 3.44).

e Dokdzeme, ze jestlize vzorec (3.17) plati pro mnohorozmérné intervaly, plati pro
libovolné kompaktni méfitelné mnoZiny v prostoru téZe dimenze (lemma 3.46).

e Indukci vzhledem k dimenzi dokdZeme (s vyuZitim piredchozich dvou bodi a Fubini-
ovy véty) platnost vzorce (3.17) pro intervaly libovolné dimenze (lemma 3.49).

e Z ptedchozich dvou bodi dostaneme dikaz véty 3.30.



