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Kapitola 4

Aplikace vicerozmeérnych
integralu

Integralni pocet funkci vice proménnych ma rozsihlé pouZiti jak v matematice
a fyzice, tak i v oborech, které na nich stavi. V této kapitole uvedeme nékteré
geometrické a fyzikdlni aplikace, pfiemZ se omezime jen na zdkladni z nich.
Vesmés se jednd o vypocet podobnych veliin, které se vyskytuji u aplikaci
jednoduchého urcitého integralu, nyni je vSak budeme umét urcit v podstatné

Vv s

4.1. Geometrické aplikace

Z geometrickych aplikaci se zaméfime na vypocet obsahli rovinnych mnoZin,
obsahil ploch v prostoru a objemil prostorovych mnoZin.
4.1.1. Mira (obsah) rovinné mnoZiny

Nechf M je rovinnd méfitelnd mnoZina. Z definic 1.31 a 1.45, poptipad€ z tvr-
zeni a) véty 1.50 vyplyva, ze pro miru (obsah) my(M) této mnoZiny plati

my(M) = // dxdy. 4.1)
M

Podle disledku 1.41 vime, Ze omezend mnoZina je méfitelnd pravé tehdy, kdyz
jeji hranice md miru nula. Tuto vlastnost maji vSechny ,,rovinné obrazce®, se
kterymi se setkdvdme v geometrii a v dalSich béZnych aplikacich.
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Priklad 4.1. Vypoctéte obsah rovinné mnoZiny M omezené kiivkami xy = a?,

x> =ay, y =2a, x =0, kde a > 0 je konstanta.

Reseni. Zjistime nejprve prisecik kiivek xy =

Y x2 = ay = a®, x> = ay. Z prvni z t&chto rovnic vidime,

Ze obé soufadnice priseciku musi byt rGizné

od nuly. Vypocitame-li z prvni rovnice nezna-

mou y a dosadime do druhé rovnice, obdrzime

afoy ; > x> = a’/x, takze x> = a@°. Odtud plyne, Ze

M, : X = a, a Z rovnic knvek snadno ur¢ime y = a.

Jedinym priisec¢ikem uvaZovanych dvou kiivek

0 p je tedy bod [a, a]. MnoZina M je znizornéna
na obr. 4.1.

24 -

Obr. 4.1
Oznacéime-li
0= y=a, asys2a,

M :
0<x < Jay, 20 <x <d¥y,

méame M = M;UM,;, my(M;NM;) = 0. UZitim tvrzeni c) véty 1.50 dostdvame

my(M) = //dxdy—//dxdy—l—//dxdy—
17w [ ]

a 2 2
\/—l 3/2} +a2[lnyl]i :§a2—|—azln2:a2 (§+ln2>.
A

Mli

Priklad 4.2. Vypoctéte obsah mnoziny A omezené kardioidou, majici v polar-
nich soufadnicich rovnici ¢ = a(l 4+ cos¢), —t < ¢ < 1, a > 0 je konstanta.

ReSeni. MnoZina je zndzornéna na obr. 4.2 a). Vzhledem ke zptisobu zadédni
kardioidy je vhodné pouZzit transformaci do poldrnich soufadnic. MnoZina A se
transformuje na mnoZinu

—mSg=Sm,
0< 0 < a(l +cosp),
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y > [
X
0 2a
K
-7 0] b1
a) b)
Obr. 4.2

coZ je elementdrni mnoZina vzhledem k ose ¢ (obr. 4.2 b)). Na integral transfor-
movany podle véty 3.8 proto miZeme pouZit Fubiniovu vétu 1.55. Dostaneme:

T a(l4-cos @)
mz(A)=//dxdy=//Qde¢=/ (/O Qd9>d<p=
A B T

T 1 u 2 T
— / 5 [QZ}O(HCOS‘/’) dp = %/ (1 4+ 2cos @ + cos® ) dgp =
7 —7

2 T 1 2
:%/ <1+2cos<p+$)d¢:

2 T
= %/ (34 4cosp +cos2p)dp =

2

a ) 1 . T 37a?
= 3go—|—4sm<p—|—§sm2go =

2 A

Priklad 4.3. Vypoctéte obsah vnittku elipsy A o poloosich a a b, a, b > 0.

ReSeni. Abychom si usnadnili vypo&et, umis-
time stfed elipsy do pocdtku souradnicové b

soustavy a osy soumérnosti do soutfadnico-

vych os (na obsah to nemd vliv) — viz
. . 2 2

obr. 4.3. Rovnice elipsy pak bude > + Z—z =

y
p v 5 . —a o a
= 1. Nyni pouZijeme transformaci do elip-
tickych soufadnic (3.7), konkrétné

—b

X =apcos g,
. |J| = abo.
y = bosing, Obr. 4.3
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Zménou méfitek na osach se elipsa transformuje na jednotkovy kruh, ktery vy-
jadiime v ,,obycejnych* polarnich soutfadnicich. Obrazem mnoZiny A tedy bude
mnoZzina

0= ¢ =2m,

" 0Zo0<=1,

coZ je obdélnik. S pouzitim véty 3.8 a nasledné Fubiniovy véty 1.14 ndm vyjde:

2n 1
mz(A)=//dxdy=//adeQd(p=/ abdgo-/ odo =
0 0
A B

27

= ab [‘p}o

o’ 1
R =ab 21 - — = Tab.
2 1y 2

Pro a = b = r, kde r > 0, dostdvame jako specidlni pfipad obsah mr? kruhu
o poloméru r. A

4.1.2. Mira (objem) méritelné mnozZiny v trojrozmérném prostoru

Nechf A je méfitelnd mnoZina v trojrozmérném prostoru. Z definice miry v R?
a z definice trojného integrdlu vyplyva, Ze pro objem m3(A) této mnoZiny plati

m3(A) = /// dxdydz. 4.2)
A

Piiklad 4.4. Vypoctéte objem télesa A omezeného plochami 2(x?+y?)—z> =0
a x? 4 y? —z2 = -9, lezi-li A v poloprostoru z > 0.

Reseni. Prvni plochou je rotaéni kuZel s osou z, druhou rotani dvojdilny hy-
perboloid s osou z. To lze snadno nahlédnout pomoci fezi plochy rovinami
x=0,y=0az=c, kde ¢ € R je konstanta. MnoZina A je zndzornéna na
obr. 4.4 a). Na obr. 4.4 b) je fez této mnoZiny rovinou x = (. Zadané plochy
se protinaji v kruZnici. Jeji rovnici dostaneme odectenim rovnic obou kvadrik.
Vyjde x4+ y? = 9. Tedy kolmym priimétem mnoZiny A do roviny xy je kruh K
se sttedem v pocitku o poloméru 3 (obr. 4.4 ¢)).

Pouzijeme transformaci do cylindrickych soufadnic. Nejprve vyjadiime pri-
mét K v polarnich soufadnicich, tj. 0 < ¢ < 27w, 0 < o < 3. Z rovnic ploch

uréime, ze
V22 +y?) Sz S /a2 4 y2 409,
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c)

Obr. 4.4

Odtud dosazenim za x = pcosg, y = psing dostaneme, e v20 < z <
< /0% +9. Mnozina A md v cylindrickych soufadnicich tedy popis
0=0=3,
B: 0= ¢ <27,

V20 <7<V +0.

To je elementdrni mnoZina vzhledem k soufadnicové roviné p¢. Na transfor-
movany integrdl pouzijeme Fubiniovu vétu. Integrace podle proménné z musi
predchdzet integraci podle proménné o, na potadi integrace podle proménné ¢
nezalezi. Dostaneme:

m3(A) = /// dxdydz = ///ngdq)dz =
A B
3 0249 27 3 0249 5
s (] esw)acfee= [, eloliacfae-
0 V2o 0 0 V20
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:/j{/ﬁ%r@dz}dg=/03{2TEQ[ZD/§F}(1Q:

3
=2n/ (0v/0*+9 —0°V2)do =
0

*+9=1
3 3 _
:211/ Q\/Q2+9dg—27lf/ 0’2 do = Zng_?t =
0~9, 3~ 18

1

. lgmt_zm[ggr 2" - tsnva

9 0 9

2
- ?“(54\6—27) — 1872 = 18n (V2 — 1). K
Casty je pifpad, kdy téleso A, jehoZ objem hleddme, je elementirni mnoZina
vzhledem k roving xy, tj.

A={lx,y, 21 e R : [x,yl e M, f(x,y) <z=Z gy},

kde M C R? je uzaviend méfitelnd mnoZina a f a g jsou spojité funkce na M,
pficemZz f(x,y) < g(x,y) pro kazdé [x, y] € M (srovnejte obr. 2.2). Pak je
moZzné vzorec (4.2) pro vypocet objemu upravit pomoci Fubiniovy véty na tvar

ma(A) = / / (gCr. y) — f(x, ) dxdy, 43)
M

v ném? figuruje jen dvojny integral.

Priklad 4.5. Vypoctéte objem télesa A uréeného nerovnostmi z = 1 —x2az <
<242, pricems —1<x <1, -1<y <1,

Reseni. Plochy, které omezuji mnoZinu A zdola resp. shora, jsou parabolické
vélce, jejichZ povrchové piimky jsou rovnobézné se souradnicovou osou y resp. x
— viz obr. 4.5. Kolmym primétem mnozZiny A do roviny xy je Ctverec M: (—
—1,1) x (=1, 1).

PouZijeme vzorec (4.3), v némz zvolime f(x,y) = 1—x?a g(x, y) = y>+2.
Vznikly integrédl vypocitdme pomoci Fubiniovy véty. Vyjde:

m) = [[(07+2 - 1) dray =
M
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A

Obr. 4.5

1 1
://(x2+y2—|—1)dxdy:/ </ (x2+y2+1)dy>dx:
v —1 —1
1 y3 1 1 8
:/ {xzy—f-—-i-y} dx:/<2x2+—>dx=
1 3 -1 -1 3

_2x3+8x1 20
13 3],

4.1.3. Mira méritelné mnoZiny v n-rozmérném prostoru

Stejné jako ve dvojrozmérném a trojrozmérném prostoru plyne z definice miry
a z definice integrdlu pro miru méfitelné mnozZiny M v R" vzorec

m, (M) :/---/dxldxz---dxn. (4.4)
M

Priklad 4.6. Vypoctéte miru 7,, n-rozmérného jehlanu (simplexu)
My ={l[x1,x2, ... % 0: 21 20,0 20,...,x, 20, x;+x2+ - +x, Sh},
kde 4 > 0 je konstanta.

Reseni. Provedme nejprve dilataci x| = huy,x, = huy,...,x, = hu,. Pro
jakobidn J této transformace plati J = h" — viz (3.19). MnoZina M, ptejde po
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zminéné transformaci v mnoZzinu
M= {{ur,uz, o upliuy Z0,ur 20, .. u, 20, u1 +us+ - +u, <1}
MnozZinu M, jakoZto elementdrni mnoZinu miiZeme vymezit pomoci nerovnosti:
0Osu, =1,
0§”n—1 él_una

0§ Up—2 é 1 —Up — Up—1,

O0=uy =1—uy—--—us,
0Su; =1—uy,—-—u3—us.
Dostdvame pak

Tn:/.../dxldxz..-dxn:/~~~/h”du1du2...dun=h"0(n,
M,

*
n

an:/---/dulduz---dun.
My

Oznacime-li pfi pevném u, € (0, 1)

kde

Mﬂ—l={[ulau29"'7un—l]:ul govuzgoa""un—l 209
up s+ S 11—y},

1
o, :/ (/---/dulduz---dun_1>dun.
0
Mn—]

Provedeme-li ve vnitfnim integrdlu novou dilataci u; = (1 — u,) vy, u; = (1 —
— ) V2, .. Uy = (1 —u,)v,_; s jakobidnem J,_; = (1 — u,)" !, obdrZime

vidime, ze

1 1
Op = / (I— un)n_lan—l dun = 0n—1 / (I— un)n_l du, =
0 0

1—u,=t 0 1
= | —du, =dt :—oen_l/ A=, —.
0~ 1, 1~0 ! n

ProtoZe o, = a,,_1/n, «; = 1, snadno zjistime, Ze «, = 1/n! pro kazdé n = 1.
Odtud vyjde T,, = h"/n!. A
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Priklad 4.7. Vypoctéte miru V,, n-rozmérné koule K, = {[x;, x2, ..., x,] € R" :
xf 4+ x5+ - +x2 < R*}, kde R > 0 je jeji polomér.

Reseni. Podle vzorce (4.4) méme V, = [ --- [dx;dx; - - - dx,. Uzitim pifkladu
K,
3.32, kde volime o = 0, dostdvdme pro n = 2

n+1

_ R Sy s

V. =
o

kde n!! =n(n —2)---3-1 pro n liché, n!! =n(n —2)---4-2 pro n sudé a | x|
znaci celou ¢ast Cisla x. Vysledek ziejmé plati i pro n = 1.
Pro miru (objem) V,, n-rozmérné jednotkové koule odtud dostdvame vzorce
ok rk k41 ok

= Qo pro n =2k, resp. Vyyi = @Tl)” pro n =2k 41,

Vak

pfiCemz k € N, resp. k € N.

Vypoctéme jesSté pro zajimavost, jakou ¢dst objemu V, = 2" n-rozmérné krychle
o hran€ 2, do niz je koule K, vepsdna, predstavuje objem V,,. Pro n = 2k mame

Vi B ik B ik 4.5)
v, 2k-Qkn 2%k’ '
zatimco pro n = 2k 4+ 1 vychdazi
v 7k k!
= = = : (4.6)
v, 2°-Ck+D!  Qk+ D!
Souhrnné pro vSechna n € N miZzeme psat
Vo (n)LZJ 1
‘7n T \2 n
(Zvazte, Ze pro libovolné celé n plati L—%Jl = — L”—ZIJ , 1takie pro expmient mocniny
¢isla 2 bude v piedchozim podilu platit L%J —n= L% — nJ = L—’%J =— L%J )
Dodejme, Ze posledni vyraz ma nulovou limitu pro n — oo. To lze ovéfit né-
o0 o0
sledovné: Uvazujme nekone¢né fady > ax, > bk, kde obecny ¢len gy je ddn vzta-

hem (4.5) a obecny Clen by je dén Vztkahlem (2.61). Plati ay+1/ar = n/(4(k + 1)) — 0,
bi+1/br = 1/(2(2k + 3)) — 0 pro k — oo. Z limitniho podilového kritéria pro fady
s nezapornymi Cleny (viz [8, str. 17]) plyne, Ze obé fady jsou konvergentni. Podle nutné
podminky konvergence ciselnych fad to znamend, ze ax — 0, by — 0 pro k — oo.
Z toho jiz plyne, ze i V,,/V,, — 0 pro n — oo. A
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4.1.4. Mira (obsah) plochy v trojrozmérném prostoru

Dalsi geometrickou aplikaci je vypocet obsahu plochy v prostoru. Definice plo-
chy je ovSem v obecném piipadu pomérné obtiznd a stejné tak je tomu s definici
jejitho obsahu. Omezime se proto na specidlni pfipad plochy vytvoiené grafem
funkce dvou proménnych. Piislusnou teorii, pojmy a vzorce lze nalézt v [26]
nebo [27].

Nechf 2 C R? je omezend oblast (tj. souvisld otevfend mnoZina), jejiz
hranice je sjednocenim konecné¢ mnoha po castech hladkych kfivek. Pfedpokla-
dejme, Ze funkce f ma spojité a ohrani¢ené prvni parcidlni derivace na §2 a je
spojitd na uzavéru £2. Oznacme

G={lx.y,. fx, D] € R’ : [x,y] € 2} 4.7)

jeji graf. Pak lze dokézat, Ze pro obsah tohoto grafu plati:

$26) = [ [ 1+ e )]+ [0, . (48)
2

Ndznak odvozeni vzorce (4.8). Necht v R3 je dana rovina o rovnici z = ax + by + c,
kde a, b, ¢ € R jsou konstanty, a nechf [xg, yg] € R2. Polozme zo = axg + byo + c. Pro
libovolnd v absolutni hodnoté mald nenulové ¢isla A, k uvaZzujme v roviné xy trojroz-
mérného prostoru xyz obdélnik M s vrcholy [xg, yo, 0], [xo + %, yo, O], [x0, Yo + &, O],
[xo + &, yo + k,0]. Piimky kolmé k roviné xy prochdzejici témito vrcholy protnou
danou rovinu v bodech A = [xo, yo, z0l, B = [x0 + A, yo, z0 + ah], C = [x0, yo +
+ k,zo + bk], D = [xo + h, yo + k, z0 + ah + bk]. Tyto ¢tyfi body jsou vrcholy rov-
nob&niku M leZictho v dané roving. Oznatime-li @ = AB = (h, 0, ah), = AC =
= (0, k, bk), mGizeme pomoci zndmého vzorce z linedrni algebry vypocitat obsah tohoto
rovnob&zniku: (M) = |& x FI = |(—ahk, —bhk, hk)| = ~/1+a®+ b?|hk| =
= /1 +a? + b? my(M). Vezmeme-li nyni specidlné v tvahu te¢nou rovinu ke grafu
funkce f v bod€ [x*, y*, f(x*, y")], kde [x*, y*,0] € M, mame a = f(x*, y),
b = fy(x*,y%), ¢ = f(x*, y*) — x* fi (x*, y*) — y* f,(x*, y*). Pfijmeme-li piedpo-
klad, Ze obsah ,kousku“ G grafu funkce f leZictho nad obdélnikem M je priblizné
roven obsahu ,kousku‘ M tecné roviny leZictho nad obdélnikem M, plati priblizné

$2(G) = VT+ a2+ b2 my(M) = V1 + [fL(x* y)P + Lf (%, yH 2 ma(M).

Priklad 4.8. Vypoctéte obsah grafu G funkce f, kterd je definovand na mnoziné
2 :x24+y2 <4, je-li

a) f(x,y) =x"+y7% b) f(x,y) = xy.



4.1 Geometrické aplikace 207

4
<
0 )
-2 0
0 X
)
a) Elipticky paraboloid b) Hyperbolicky paraboloid

Obr. 4.6

Reseni. Na vypolet pouZijeme vzorec (4.8). MnoZina £2 je kruh se stiedem
v pocatku a polomérem 2, takZe na vznikly integrél v obou piipadech pouZijeme
transformaci do polédrnich soufadnic. ProtoZe funkce f méd v obou piipadech
spojité parcidlni derivace v celé roving R?, mizeme integral pocitat pies uzavieny
kruh £2 a ne jen pfes otevieny kruh £2 (tyto mnoZiny se liSi o hrani¢ni kruZnici
a ta ma dvojrozmérnou miru nula). Obrazem £2 bude mnoZina
B 0= ¢ =< 2m,
0Z0=22,

coZ je dvojrozmérny interval, takZe na transformovany integrdl miZeme pouZit
Fubiniovu vétu.

a) Jde o cast eliptického paraboloidu. Plati f)(x, y) = 2x a fj(x, y) = 2y, takze

$5(G) = // V1 +4x2 +4y2dxdy =

2

=// V14 402 cos? ¢ + 402 sin? ¢ - o dodg =
B

27 2
=//Q\/1+4Q2dgd(p=/ dgo-/ oV 1+40%do =
0 0
B

1+40%=t
8o do = dt o (11
odo =g di = lelo" 1 gﬁdt B

0~1, 2~ 17
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x [£32717 g
= — . |— = — (1717 = 1).
4 l3/211 6 ( V17 )

b) Jde o ¢ést hyperbolického paraboloidu. Plati fi(x,y) =y a fi(x,y) = x,
takze

S (G) :// V1+y2+x2dxdy =
Q

=// V14 02sin2 g + 02 cos? ¢ - o dodg =
B

27 2
=//Q\/1+Q2dgd<ﬂ=/ dso-/ oV 1+ 0%do =
0 0
B

1+0% =12
_ 2QdQ=2tdt _ [@}211 ,/ﬁtzdl
odo =tdt 0 )
0~ 1, 2~ 4/5

=27 - E]f:%ﬁ(sﬁ—l).

VSsimnéte si, Ze pro procviceni jsme na zcela obdobny jednoduchy urcity integrél
vzhledem k proménné o pouzili pokazdé ponékud odliSnou substituci. A

4.1.5. Mira (obsah) (n —1)-rozmérné plochy v n-rozmérném prostoru

Vzorec pro (n — 1)-rozmérnou miru (obsah) v n-rozmérném prostoru grafu
G = {[X1, X2y ooy Xn—1, f(-xh X2y evey xn—l)] € Rl’l: [-xla X2y oony xn—l] € Q}

funkce f o n — 1 proménnych je analogicky vzorci (4.8):

1/2

n—1
Sn_l(G)=/---/ll+Zf,§j2.(xl,xz,---,xn_1) dxidx; - -dx, 1. (4.9)
2 j=1

Pritom predpokldddme, Ze £2 C R"~! je omezend oblast, funkce f je spojitd
na §2 a ma spojité a ohrani¢ené parcidlni derivace na oblasti §2, jejiZ hranice je
po castech hladkd (tj. je sjednocenim konecné mnoha grafli diferencovatelnych
funkef n — 2 proménnych x;,...,x;, ,, 1 < jj = -+ = ju—2 = n — 1, defino-
vanych na kompaktnich mnozinéach, pfi¢emz rtizné grafy maji spole¢né nejvyse
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body svych ,,0kraji‘‘). Presny vyklad pojmi plocha v R" a mira plochy v R" viz
napft. [26] nebo [27].

Priklad 4.9. Vypoctéte obsah S, _; povrchu n-rozmérné koule K, v n-rozmér-
ném prostoru, kterd md dany polomér R > 0.

ReSeni. Vypocet nejprve provedeme pro n = 4. Uréfme obsah ,,horni* poloviny
povrchu (hranice) koule K,,. UZitim vzorce (4.9) dostdvame:

n—1 12

1

5 Sn-1 :/“‘/|:1+fo/f(xl’-x2,---’xn—l) dxidxy - - -dx,_1,
K J=l

n—1

kde f(xl,xz,...,xn_l)=\/R2—xf—x§—---—x,%_l a

Koy = {[x1, %2, ..., x4_1] € R-Voxi x4 4 x>, < RZ}.

<o 22 2 ) .
ProtoZe f, (x1, X2, ..., X,—1) = —x;/VR*—x? —x? — .- — x2_|, mdme
il R?
1+ E [ x Xp—1) =
Xj ’ 9 ey NM— 2 2 . 2 . 2 °
o R= —x7 —x; X5

Dosazenim do vzorce z tvodu fesSeni dostavame

1 R
Z n—1=/"'/ dx;dxy - - -dx,_q.
2 P «/Rz—xlz—xg—---—x,f_

n—1

1

PouzZitim transformace do sférickych soutadnic

X| = 0 Ccos@sint sint, - -- sin},_5sin v, _4 sin ¥,_3,
Xy = 0 singsin v sint, - - - sin,_5 sin v, _4 sin ¥,,_3,
X3 =0 cos ¥y sSinty - - - sin,_s sin v, _4 sin ¥,,_3,
X4 =0 costh -+ - sin1,_ssin ¥, _4 sin ¥, _3,
Xp—3 =0 COS ¥,_5 Sin 1,4 Sin ¥,,_3,
Xp—2 =0 coS ¥,_4 Sin ¥,,_3,

Xp—1 =0 cos U, 3
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pfejde mnoZina K,,_; v mnoZinu
0< 0 <R,
0= ¢ =2m,
K* .- 0 § 191 § 1T,

n—1-

09,3 m.
Pro absolutni hodnotu jakobidnu této transformace plati
|J| = Qn_2 sin ¥ sin ¥ - - - sin" 3 ¥,,_3.
Uzitim vztahu x7 4+ x5 + - - + x2_; = o* dostdvdme

o"” 2sin ¥ sin® 9, - - - sin" 2 9,3 x

Sl = //m

X dQ ng dl?l dl92 s dl?n_z =

R 21 T T Qn—2
= / {/ [/ ( — = sin®sin’ Dy - -sin" 2 Y, 3 X
0 0 0 0 R? — @2

x dz?l) . -dz‘}n_3] dgo}dg -
27

d<p/ sin ¢ d?; - - / sin 3 9,_3 dv,_3.
0

=R / dQ
vV R? —0?
Plati

R Qn—2 0 = Rsint 2 R"24in"2¢
= | do = Rcostdt =/ —— Rcostdt =
0

— = do
\/ R? — o2 0~ 0, R~ 2 Rcost

:/ R"2sin"?tdt = R"™ 2/ sin” 2 ¢ dt.
0 0

Pomoci rekurentniho Vzorce fo sin® 9 dy = £ f sin=2 ¢ d¥ (viz pozndmka
2

3.33) a jeho analogie fo sint 9 dy = L "2 Gink=2 9 4, kterd se dokdZe
obdobné, obdrzime
1 (n —3)!! 1 2 3.1 (n —4H!

— S, =2mR" 'y -2 g — ey,
R P TR Sl SIS S T

S
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kde y, = m, y,; = /2 pro n sudé, y, =2, y,; = 1 pro n liché. Tedy

n—1 n—1
LRI I E S P P SPAE S ET)
2 (n —2)!! (n—2)!!

kde |x]| znaci celou cast ¢isla x. Obsah povrchu celé koule je tedy roven Cislu

n—1
R o my 1)
Vysledek je ziejmé spravny i pro n = 2 a n = 3. Poznamenejme jesté zdvérem,
ze pro limitu podilu objemu n-rozmérné koule o poloméru R (viz priklad 4.7)
a obsahu jejtho povrchu plati
Vi R

lim = lim — = 0.

n— 00 Sn—l n—oo n A

Poznamka 4.10. Pozorny ¢tendr si jisté v§iml, Ze provedeny vypocet nebyl zcela
korektni. Integrovana funkce totiZ nebyla na K,_; ohrani¢end. Nas§ vypocet vSak
l1ze ospravedlnit, predpokldddme-li, Ze obsah %S;;_l (n — 1)-rozmérnych kulo-
vych vrchlikil s osou v ose x,, sttedem v pocitku, o stfedovém uhlu 2vr, kde
¥ € (0, t/2), je spojitou funkci proménné 1. Skutecné, podobnym postupem
jako dfive dostaneme

1 v n2| | ne 1
I 2nR"—1/ sin"2¢de -2l gl =
2 0 (n —3)!
n—1 v
_ R—/ sin"~2¢dr - 281 7]
(n—3)!" Jo
Vzhledem k tomu, Ze fow sin" 2t dt — y* EZ:;;:: pro ¥ — 1 /2—, odtud snadno
zjistime, Ze
n—1 n—1
Loi= tim Ls = B opliglstl o BT sy
2 yomn/2-2 "7 n—=—2)n"" (n—2)!

Lze ukézat, ze vzorec (4.9) plati i v pripadé, Ze integrdl stojici na jeho pravé
strané je nevlastni (viz kapitola 5) a konvergentni (parcidlni derivace fx’/ tedy
nemusi byt nutné ohrani¢ené na £2). Srovnejte poznamku 5.27. '

4.2. Fyzikalni aplikace

setrvacnosti a elektrického ndboje. Odvozeni uvedenych vzorci patii do teore-
tické fyziky.



