Priklady na ¢tvrté cviceni v pocitacové ucebné, SMI, PS 2009

Definice markovskéhp retézce s ocenénim prechodii

X sneN,y . . C vy “ . o ‘o
Necht { n’ 0} je homogenni markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou stavi J, v némz jsou

vsechny stavy trval¢ nenulové neperiodické (tj. ergodické). Predpokladame, ze kazdému piechodu
ze stavu i do stavu j je pfifazeno ocenéni rj (piedstavuje vynos nebo ztratu spojenou s piechodem

r” 11 r 4 /4 . 7 O
z 1do j). Tato ocenéni uspoiadame do matice R = """ | ktera se nazyva matice vynosu.

{Xn;ne NO}

Retézec se pak nazyvéa markovsky fetézec s ocenénim prechodi.

Rekurentni metoda vypoctu stfednich hodnot celkovych vynosii

Necht {Xn I E NO} je markovsky fetézec s ocenénim piechodu, ktery ma matici prechodu P a
matici ocenéni R. Ozna¢me

vi(n) stfedni hodnotu celkového vynosu, ktery se ziskd po n krocich, kdyz fetézec vychazi ze
stavu 1,

q; = z PyL;

jel sttedni hodnotu vynosu pfi jednom piechodu ze stavu 1.
Pak pro Viel gn= 1, 2, 3, ... plati rekurentni vztah:
v.(n)=q; + Z:pijvi (n-1)
jel , pricemz vi(0) = 0.
V maticové formé: v(n) =q + Pv(n-1),n=1,2, ...

Vypocet vytvorujici funkce Gv(z) posloupnosti vektori {V(n)}Fl
G,(z2)= L(I - ZP)flq
-z

Aproximaéni vzorec pro vypocet stifednich hodnot celkovych vynosi
v(n) = (n-1)Aq + (I- (P - A))'q.

Priklad 1.: Ridi¢ taxi dlouhodobym pozorovanim zjistil, Ze kdyz se v daném okamziku nachézi ve
mésté A, pak s pravdépodobnosti 0,3 poveze ptistiho zdkaznika do mésta B a s pravdépodobnosti
0,7 bude zdkaznik zadat jizdu uvnitt A. Jestlize se fidi¢ taxi nachazi ve mésté B, pak se stejnou
pravdépodobnosti bud’ poveze pfistiho zdkaznika do A nebo bude jezdit uvnitt B. Primérna trzba
za jizdu (v obou smérech) mezi A a B ¢ini 1000 K¢ a uvnitt mést A a B 100 K¢. Vypocitejte
svtfedni hodnotu trzby za prvni dv¢ jizdy, vyjede-li fidi¢ z mésta A resp. B.

ReSeni:

X, sne NO}

Zavedeme HMR { s mnozinou stavi J = {0,1}, pfiCemz X, = 0 (resp. 1), kdyz v

p_ (0,7 0,3} ~ ( 100 1000}
okamziku n je fidi¢ ve mésté A (resp. B). Matice 0.5 05 1000100
qo =0,7.100 + 0,3.1000 = 370, q: = 0,5.1000 + 0,5.100 = 550



1) - o

q=\550) 0= \0).
(370}

V(1) =g +Pv(0)= >

(370} (0,7 0,3} (370} (794}
v(2) = q+ P v(l) = 550) 105 0,5)\550) _ (1010

Vyjede-li fidi¢ z mésta A, bude mit za prvni dvé jizdy v priméru trzbu 794 K¢. Vyjede-li fidi€ z
mésta B, bude mit za prvni dvé jizdy v priméru trzbu 1010 K¢.

Navod na ieSeni v MATLABu:

Zadame matice P, R a vektor v0:

P=[0.7 0.3;0.5 0.5]; R=[100 1000;1000 100];v0=[0 0]°;
Vypocteme pomocnou matici Q=P*R’;

Diagonala matice Q je vektor q=diag(Q);

Vypocteme vektor vl=q+P*v0

Vypocteme vektor v2=q+P*vl

Upozornéni:
Posloupnost vektorti v(n) Ize v MATLABu ziskat pomoci cyklu:
v(:,1) =[0;0]
n=2;
for i=1:n
v(:,itl) =q+ P*v(;, 1)
end

Priklad 2.: Predpokladejme, ze chovatel ma slepici, ktera bud’ snasi vejce (stav 0) nebo sedi na
vejcich (stav 1). Uvazujeme obdobi o délce 1 mesic. Matice pfechodu a matice vynosti jsou:
0,6 04 8 2
P- R =
0,3 0,7 3 -6
a) Pomoci vytvotujicich funkci najdéte vektor stiednich hodnot celkovych vynost po n mésicich.

b) Jaky je vektor stfednich hodnot celkovych vynosi pro n =1, 2, ..., 24? Graficky zndzornéte
zavislost stfednich hodnot celkovych vynost na n.

ReSeni:

X, sne NO}

Zavedeme HMR { s mnozinou stavi J = {0,1}, pfiCemz X, = 0 (resp. 1), kdyz v

~ (0,6 0,4} ~ (8 2 J
mésici n slepice snasi vejce (resp. sedi na vejcich). Matice 03 07 3 -6 .
qQ=0,6.8+0,42=56,q =0,33+0,7.(-6)=-3,3
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(l - Z) je vytvortujici funkce posloupnostia, =n,n=0, 1, 2, ...

101 10, _10
7 1=z je vytvotujici funkce posloupnosti a, = 7 7 .n=0,1,2, ..
101
7 1_3j _E.O’3H
10 je vytvotujici funkce posloupnosti a, = 7 ,n=0,1,2, ..
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(5,6 j (7,64 j (8,612 j (19’6082J
v(l) = -33 v(2) = -393 v3) = —3,759 v24) = 6,8939

Navod na FeSeni v MATLABu:

Zadéame vektor n: n=[0:1:24];

NapiSeme vyjadieni pro prvni slozku vektoru v(n):
vOn=n.*(36/70)+(10/7)*(1-0.3.”n)*(356/70)

NapiSeme vyjadieni pro druhou slozku vektoru v(n):
vIn=n.*(36/70)+(10/7)*(1-0.3.”n)*(-267/70)

Graficky zn4dzornime zavislost stiednich hodnot celkovych vynosti na n:
plot(n,vOn,’0’,n,vIn,’*”)

Priklad 3.: Vyrobce limonad pravideln¢ sleduje prodejnost nového vyrobku na domacim trhu.
Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obdobi jako uspésny (stav 0) nebo jako netspésny (stav
1), pticemz lze predpokladat, ze Gspésnost ¢i neuspésnost prodeje v daném obdobi je ovlivnéna
jen tim, jak se vyrobek prodaval v pfedchozim obdobi. Dlouhodobym sledovanim prodeje byly
zjistény tyto poznatky: pokud byl vyrobek v jednom obdobi uspésny, pak v nasledujicim obdobi
bude uspesny s pravdépodobnosti 0,8. Jestlize byl vyrobek v jednom obdobi neuspésny, tak v
nasledujicim obdobi ziistane netispésny s pravdépodobnosti 0,7. Zastava-li vyrobek uspesny, je
vynos 10 jednotek. Zméni-li se z uspéSného na neuspésny, klesne vynos na 5 jednotek. Pi zméné
z neuspésného na Uspésny je vynos 10 jednotek a ziistava-li vyrobek netspesny, dojde ke ztraté
20 jednotek.

a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovského fetézce. Najdéte matici prechodu a
matici vynosti.



b) Pomoci rekurentniho vzorce v(n) = q + P v(n-1) vypoctéte pro oba stavy sttedni hodnotu
celkového vynosu, ktery se ziskd za n obdobi, n=1, 2, ..., 6.

¢) Pomoci aproximaéniho vzorce v(n) = (n-1)Aq + (I - (P - A))-'q najdéte piiblizné vyjadieni pro
vektor stiednich hodnot celkovych vynost v(n). Pro n=1, 2, ..., 6 porovnejte vysledky s presnym
vyjadrenim ziskanym v bodé¢ (b).

ReSeni:

ad a) Zavedeme HMR X, ;neN,}

s mnozinou stavi J = {0,1}, pfiCemz X, = 0 (resp. 1), kdyz v

~ (0,8 0,2} ~ (10 5 J
n-tém obdobi je vyrobek tspésny (resp. netispésny). Matice 03 07 10 -20 .

ad b) Vypocet pomoci rekurentniho vzorce:
qo=10,8.10+0,2.5=9,q1 =0,3.10 + 0,7.(-20) = -11

L))
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vy =q+Pv0) = T v =g+ Py = 10 v@) =g v = I,

(19 j (20,5 j (21,75 j
Vi) =q+Pv3)=\T182) y5)=q+Pvd) = \T1825) v = q+Pvs)= 717025

ad c¢) Vypocet pomoci aproximacniho vzorce:
Nejprve najdeme stacionarni vektor a matice P (viz Ptiklady na druhé cviceni v pocitacové
0,6 04

0,6 04

ucebné) a sestavime limitni matici A = ( J . Po dosazeni do aproximac¢niho vzorce

ziskame vysledky:

(17 j (18 j (19 j (20 j (21 j (22 j
v =\"2 y@2)= 722 vi3y=\"2U vy = \720) y5)= 719 [y = \ 718

Je ziejmé, Ze aproximacni vzorec je pro mald n nevhodny.



