10. Pravdépodobnostni vytvortujici funkce

10.1. Definice: Necht’ X je celo¢iselnd nezaporna nahodna veliCina s pravdépodobnostni

ré_0,1,2
funkei Pe( k _ (8(]? n ak . Pravdépodobnostni vytvorujici funkce nahodné

veli¢iny X je dana vztahem: g((Z) p<Zk kde |Z < (Je zfejmé, ze pravdépodobnostni
vytvortujici funkce je specialnim prlpadern vytvotujici funkce posloupnosti gn @0V tomto

piipadé¢ totiz posloupnost EL % spliiuje podminku { \ . Déle je okamzité vidét, ze

gx(2) = E(z")))

10.2. Ptiklad: Najdéte pravdépodobnostni vytvorujici funkei ndhodné veli€iny X, ktera ma
rozloZeni: a) Po(L), b) Bi(n, Q), ¢) G( Q).
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10.3. Véta: Necht’ gx(z) je pravdépodobnostni vytvorujici funkce celo¢iselné nezaporné
nahodné veli¢iny X s pravdépodobnostni funkci E< %o Pakprok =0, 1, 2, ... plati:

D" (k)(zw
Dtikaz: Plyne z Vety 9.4., protoze pravdépodobnostni vytvortujici funkce je specidlnim
pfipadem vytvotujici funkce.



10.4. Véta: Pro stiedni hodnotu a rozptyl celo¢iselné nezdporné ndhodné veli¢iny X

A
s pravdépodobnostni vytvoiujici funkci gx(z) plati: H)g: ﬁ((Z)z -
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10.5. Priklad: Pomoci pravdépodobnostni vytvorujici funkce najdéte sttedni hodnotu a rozptyl

nahodné veli¢iny X ~ Po(A).

Reéeni: Podle piikladu 10.2. (a) gx(z) = ¢"“".
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10.6. Véta: Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezévislé celociselné nezdporné nadhodné
veli¢iny. Pak pro pravdépodobnostni vytvotujici funkei transformované ndhodné veli¢iny
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10.7 Ptiklad: Necht X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ A( Q),1=1,
2, .., n. Najdéte pro pravdépodobnostni vytvotujici funkci transformované ndhodné veli¢iny
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10.8. Véta: Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé celociselné nezdporné ndhodné
veli¢iny, které maji vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci



réc_0,1,2
P% — rngnak ,1=1, 2, ..., n. Pak transformovana nahodna veli¢ina

Y X ma pravdépodobnostni funkci PY_k _ g}lzpﬁk O 1 2

Dukaz Necht gx(z) je pravdépodobnostni Vytvorujlc1 funkce ndhodné veliciny Xj,1=1, 2, ...,
n. Pak podle véty 10.6. gy( ): .((Z)‘n, tedy posloupnost RY_IQ o n-tou konvolucni

mocninou posloupnosti E( %o
10.9. Ptiklad: Necht’ X, X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny, pfi¢emz X; ~

Bi(n, Q), 1= 1, 2. Pomoci véty 10.8. urcete rozloZeni transformované ndhodné veli¢iny Y = X,
+ Xo.
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k=0,1,...,2n. Znamenato, Y ~ B1(2n Q-

10.10. Véta: Necht' X, X, ... je posloupnost stochasticky nezavislych celociselnych
nezapornych ndhodnych veli¢in, které maji vSechny stejnou pravdépodobnostni funkci
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Pak ndhodna veli¢ina S = X; + ... + Xy (. soucet nahodného poctu nahodnych veli¢in) ma

pravdépodobnostni funkci Pﬁ k_h(_ (};11 p< ﬂ*prk O 1 2
] na

Ditikaz: Pouzijeme vzorec pro V}'Ipoéet uplne pravdépodobnosti. Oznacme A = {S =k}, H, =
{N=n}. Pak P(H,) = qu, P(A/H,) =P(S=k/N=n)=P(X; +... + Xy=k/N=n) =

—P(X; + ... + Xy = k) = {p}™. Dile HIAQZHOHHI)HA/ H):RS :IQ:n“Oq1 o) ‘T: .

10.11. Definice: Rozlozeni nahodné veliCiny S se nazyva slozené rozlozeni.

veliina nezavisla na X, X», ... s pravdépodobnostni funkci PN n-

10.12. Priklad: Necht’ X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, pti¢emz X; ~
A(Q),1=1,2, ... Necht N je na nich nezavisla ndhodna veli¢ina, N ~ Po()). Najdéte
rozlozeni ndhodné veli¢iny S = X; + ... + Xx.
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10.13. Véta: Pro pravdépodobnostni vytvorujici funkci ndhodné veliciny S = X; + ... + Xy

plati: gs(z) = gn(gx(2)).
Dukaz:
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10.14. Ptiklad: Pro ndhodnou veli¢inu S z ptikladu 10.12. odvod'te pravdépodobnostni
vytvotujici funkci.
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10.15. Véta: Necht’ X, Xo, ... jsou stochasticky nezavislé celoCiselné nezaporné ndhodné

veli¢iny, které maji vSechny totez rozloZeni se stfedni hodnotou | arozptylem . .Necht' N
je celoc¢iselna nezaporna ndhodna veliciny, ktera je nezavisla na veli¢inach X, X, ... Pak

nahodna veli¢ina S X ma stfedni hodnotu E(S) = E(N) | | a rozptyl
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