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Uvod

Tento ucebni text je zalozen na monografii ” Geometrické modelovani” autoru S.
Abramowského a H. Miillera. Zaroven vyuziva texty c¢eskych autoru jako jsou
napf. "Pocitacové grafika” autort Jiitho Zary a kol., ” Algoritmy poéitacové gra-
fiky” autort Jiitho Zéry a Jiffho Sochora a standardniho matematického textu
"Plochy ve vypocetni technice” Ladislava Drse.
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Kapitola 1

Geometrické modelovani a
zakladni transformace

Geometrické modelovani se zabyva poc¢itacové podporovanym navrhem a mani-
pulaci geometrickych tvaru (forem). Z hlediska informatiky jsou geometrické tvary
popsany datovymi strukturami, se kterymi lze manipulovat pomoci ptislusnych
operatoru. V definici datové struktury se ¢asto zpétné odkazuje na reprezentaci
geometrickych tvaru, kterd vznikla v matematice. Jako ptiklad lze uvést para-
metrickou reprezentaci kiivek a ploch nebo popis geometrického objektu jako
mnoziny nulovych hodnot néjakého systému rovnosti nebo nerovnosti — tzv. im-
plicitni reprezentace.

1 Aplikace

Geometrické modelovani nalezlo pouziti v mnoha odvétvich jako jsou napft. strojirenstvi,
architektura, geografie a geologie, biologie, poc¢itacova animace a lékarstvi. V
ramci téchto aplikaci je geometrie pouze jednou z vicero komponent, jez navzajem
spoluvytvareji vhodny model. Tento model je zakladem pro numerickou simulaci

nebo vyrobu, jejichz efektivita je zavisla na manipulovatelnosti a presnosti ge-
ometrického modelu. Da se tici, ze geometricky tvar tvori kostru modelu a tim
spojuje vSechny ostatni komponenty.

2 (Casti pocitacové geometrie

Geometrické modelovani 1ze rozdélit do ruznych oblasti, jez vznikly z ruznych
smeért nahlizeni na geometrii. Jednim z nejvypracovanéjsich odvétvi je modelovani
pomoct diferencidlni geometrie. Diferencidlni geometrie se zabyva analyzou geo-
metrickych tvaru pod zornym tihlem diferencialniho po¢tu. Pritom jsou zkoumany
aspekty kiivosti a vzdalenosti kiivek a ploch. Zejména se pak jedna predevsim o
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navrh tvaru, které vzhledem ke své hladkosti musi splnovat zvlastni pozadavky.
Piikladem je napi. karosérie ¢i povrch automobilii nebo listy rostlin. Popis a po-
souzeni kvality navrzenych diferencialné geometrickych modelu jsou provadény
pomoci pojmu diferencidlni geometrie. Takovymito postupy jsou napf. metoda
Beziérovych polynomu resp. metoda B-splinu resp. interpola¢ni metody. Mimo
téchto metod orientovanych na parametrické vyjadieni ziskavaji na vyznamu i
metody, které pouzivaji implicitni reprezentaci.

V' kombinatorickém modelovini se geometrické tvary skladaji ze zakladnich
prvki jako jsou body, kiivky, ¢asti roviny a polyedru. V zavislosti na pripustnych
operacich 1ze mluvit o modelech burnkovych rozkladu, mnozinovych modelech,
Minkowského modelech, iterovanych diléich modelech a modelech zalozenych na
gramatice. Specialnim piipadem kombinatorické geometrie je geometrie bodového
rozkladu, kterd se zabyvé geometrickym modelovanim bodového rozkladu (raste-
rizaci). Pfitom je geometricky tvar reprezentovan jako mnozina rastrovych prvku
néjakého rastrovaného univerza. Tento druh geometrie je pouzivan hlavné u di-
gitalniho zpracovani dat. Piikladem jsou rastrové obrazky a jejich tiidimenzionalni
analogie — voxely.

3 Grafické znazornéni

Podstatnym pomocnym prostfedkem geometrického modelovani je grafické znazornéni.
Za timto tcelem je potiebné efektivni prevedeni geometrického modelu do obra-
zového (grafického) znézornéni. Grafické zpracovani dat poskytuje pro ruzné da-

tové typy prizpusobené znazornovaci algoritmy pocinaje od abstraktniho znazornéni
krivek az po realisticky pusobici znazornéni tiidimenzionalnich objektu.

V grafickém zpracovani dat rozliSujeme mezi krivkové orientovanymi a rastrovée
orientovanymi metodami znazornéni. Dulezitym kiivkové orientovanym znazornovacim
pristrojem jsou perovy a jiné druhy plotri. Plotry jsou schopny nakreslit prakticky
libovolnou kfivku.

U rastrové grafiky sestava reprezentace z matice pizelu. U éernobilé rastrové
grafiky je obrazovy bod bud &erny nebo bily. Znézoriovaci piistroje ¢ernobilé
rastrové grafiky jsou maticové a laserové tiskarny. Podstatné charakteristika kva-
lity je rozlisend. RozliSeni je uddvano bud jako pocet obrazovych bodt na jed-
notku délky nebo jako celkovy pocet fadku a sloupcu obrazové matice.

U barevné rastrové grafiky se rozliSuje mezi systémy s paletami barev a plné
barevnymi systémy. Pixely systému s paletami barev reprezentuji hodnoty z po-
mocné tabulky barev (palety), coz je vektor z hodnot barev, ktery obsahuje
potiebné barvy obsazené ve znazorniovaném obraze. Obvykle pracuje systém s
paletami barev s 256 tabulkovymi zapisy. Timto zpusobem je jeden pixel repre-
zentovan 8 bity = 1 Byte pro index své barvy v tabulce. Zapisy barev odpovidaji
¢asto paleté z 22* barev. Zapis do palety proto potiebuje 24 biti. Barvy se ob-
vykle koduji v tzv. RGB-modelu. Timto zpusobem maéame k dispozici vzdy 8 bitu
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pro cervenou, zelenou a modrou. V piipadé plné barevného systému se pro kazdy
obrazovy bod ulozi jeho vlastni barevna hodnota.

4 Posunuti, otaceni a zména méritka v roviné

Transformace se v grafickych systémech objevuji ve dvou souvislostech. Jednak
se pouzivaji pfi zméné souradnych soustav (nejcastéji jde o posunuti a zménu
méritka), jednak pii zméné polohy a tvaru jednotlivych ¢asti obrdzku. Za zékladni
transformace povazujeme posunuti, zménu méritka a otaceni.

Posunuti (translace) je premisténi objektu z jedné pozice do druhé. Bod o
soufadnicich (z,y) je pfesunut do bodu (z',y’) prictenim délek posunuti T, a T,
k puvodnim souradnicim:

¥ = T,+u,
y = T,+vy.

Dvojice délek (T,,T,) definuje vektor posunuti.

Transformace objektu po kruhové dréze se nazyvé otacend (rotace). Je urcéena
thlem otaceni 0 a stiedem otaceni S = (xg,ys). Tuto transformaci vyjadiuje
soustava rovnic

¥ = (x—xg)cost — (y — ys)sinb + zg,

y = (v —axs)sinf + (y — ys)cost + ys.
Transformace, pomoci které lze zménit velikost objektu, se nazyva zména
meritka. Je vyjadiena soustavou rovnic

¥ = xS,
/

Yy = Sy
kde (S, S,) je vektor méritek.

5 Maticové vyjadreni a homogenni souradnice

Zékladni transformace a jejich kombinace jsou vyuzivany v mnoha aplikacich. Pti
kresbé obrazu, které jsou vytvareny z mnoziny jednodussich zékladnich tvaru,
je nutno kazdy tvar posunout, otocit a zménit jeho velikost tak, aby spravné
zapadl do celku. Posloupnost transformaci by se mohla provadét krok za krokem.
Soutadnice bodt urcujicich objekt by byly nejprve podrobeny transformaci zména
meértitka, poté otaceni a nakonec posunuti do zadané polohy. Mnohem vyhodnéjsi
je v8ak vypocitat zddané koncové souradnice z puvodnich souradnic ptimo pomoci
nasobeni matic.

Pfi praci s maticemi je vhodné vyjadiit bod pomoci homogennich souradnic.
Dvojici souradnic (x,y) zapiSeme jako trojici [xp, yn, h], kde:
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r, = xh,
yn = yh

Parametr h se nazyva homogenizacni faktor a jeho hodnota se voli nejcastéji
h = 1. Kazd4d dvourozmérna pozice ma potom homogenni souradnice ve tvaru
[l’h Yh h]

Pii pouziti homogennich souradnic muzeme zakladni transformac¢ni rovnice
vyjadrit pomoci nasobeni matic. Ackoliv zpracovavame body v dvourozmérném
prostoru, ¢tvercové transformacni matice jsou fadu 3 z toho duvodu, aby bylo
mozno provadét také posunuti.

Drive uvedené transformacni rovnice muzeme zapsat v prehledném maticovém
tvaru:

P'=PM,

kde P' = [2'y'1] a P = [xy1] jsou matice typu 1 x 3 predstavujici souradnice
bodi. Ctvercové matice M je matice transformace.

Pro c¢tvercovou matici posunuti se vzdalenostmi posunu 7, a T, zavedeme
oznaceni 7 (T, T,):

1 0 0
T(T,.T)=|0 1 0
T, T, 1

Zavedeme také inverzni matici 7 ! vyjadiujici posunuti opaénym smérem:

1 0 0
TYT,T)=| 0 1 0
~T, -T, 1

Pro otdceni podle pocatku soutadnicové soustavy zavedeme transformacni
matici R(0):

cosf sinf 0
R(f) = | —sinf cosf 0
0 0 1

Inverzn{ matice R~1(6) popisuje otd¢eni obracenym smérem:

cost) —sinf 0
RYH) = | sinf cosf 0
0 0 1

Podobné vytvorime matici S(S;, S,) pro zménu méritka a matici S~(S;, S,)
k nf inverzni:

Sa

S(S:,8)=1 0
0

oo
—_o o
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1 0

Sz
S_I(Sxasy) = 0 0

0 1

o~ o

Maticova reprezentace je bézny zpusob implementace zékladnich transformaci
v grafickych systémech. Kazdou posloupnost transformaci muzeme vyjadrit po-
moci sloZené transformacni matice, ziskané ze zékladnich transformacnich matic.
Vytvoteni slozené transformaéni matice se nazyva sklddani matic.

Dveé postupnd posunuti muzeme provést tak, ze nejprve slozime matice posu-
nuti a potom aplikujeme vyslednou slozenou matici na souradnice bodu. Jsou-li
déna dvé postupna posunuti 7(7,,,T,,) a T (1y,,T,,), spocitdme slozenou matici
jako

1 0 0 1 0 0
T = 0 1 0 0 1 0
T, T, 1 T,, T, 1

1 0 0

= 0 1 0

_Txl +T1’2 Ty1+Ty2 1

Je vidét, ze transformace posunuti jsou aditivni. Podobné ze souc¢tovych vzorcu
obdrzime

cosf sinf 0 cosn sinn 0
R = —sinf cosf 0 | -| —sinnp cosn O
0 0 1 0 0 1

[ cos(@+mn) sin(0+n) 0
= —sin(@+mn) cos(@+mn) 0
0 0 1

Skladédme-li matice zmény méritka, vyslednd matice ukazuje, ze kdybychom ztrojnasobili
velikost objektu dvakrat po sobé, vysledny objekt by byl devétkrat vétsi nez ob-
jekt ptuvodni:

Sey 00 Sy 00
S = 0 S, 0 0 S5, 0
. 0 0 1 0 0 1
[ S,, 5., 0 0
- 0 Sy Sy, 0
0 0 1
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Pouzijeme-li transformaéni matice pro posunuti a otac¢eni, muzeme vytvorit
slozenou matici pro otdceni vzhledem ke vztaznému bodu (zg,ys) slozenim ti{
transformaci. Nejprve jsou vsechny souradnice posunuty tak, aby se vztazny bod
dostal do pocatku souradnicové soustavy. Ve druhém kroku se objekt otaci kolem
pocatku a nakonec jsou soutradnice posunuty tak, aby se vztazny bod vratil do
své puvodni polohy. Tato posloupnost je maticové popsana takto

M = T_I(T Tys)R(e)T(sz> Tys)'

Tg)

Skladanim ruznych transformaci docilime ruznych zmén polohy a tvaru ob-
jektu. Napiiklad méritek S, a S, kterd urcuji zmény velikosti pouze ve smérech
x a y, lze pouzit pro zménu meéritka objektu v libovolném sméru s pomoci
transformace otaceni. Pripomenme dale, Ze nasobeni matic je asociativni ope-
race, ktera neni obecné komutativni. Jen v nékterych pripadech je nasobeni dvou
transformac¢nich matic komutativni. Plati to zejména pro dvé nasledné specialni
transformace téhoz druhu (otaceni kolem pocatku, rovnomérna zména méiitka).
Kombinace otaceni a posunuti vsak komutativni neni.

6 Dalsi rovinné transformace

Zakladni transformace jako posunuti, zména métitka a otaceni jsou implemen-
tovany ve vétsiné grafickych systému. Nékteré systémy obsahuji navic nékolik
dalsich transformaci vhodnych pro urcité aplikace. Dvé takové transformace jsou
zrcadleni a zkoseni (sttih).

Zrcadlent je transformace, kterda vytvari zrcadlovy obraz objektu vzhledem
k ose zrcadleni. Napiiklad pro zrcadleni objektu podle osy = se pouzije trans-

formacni matice zmény meéftitka, ve které vsak budou S, =1a S, = —1:
1 0 0
Z., =10 =1 0
0 0 1

Tato transformace zachovava soutradnice z, ale ”prevrati” souradnice y. Po-
dobné zrcadleni podle osy y prevrati souradnice x a zachova soutradnice y:

~1.0 0
Z,=| 0 10
0 01

Dalsi typ zrcadleni prevraci souradnice z a y podle pocatku soutadnicové
soustavy. Osa zrcadleni je v takovém ptipadé kolma na rovinu xy a prochazi
pocatkem. Odpovidajici transformacni matice ma tvar

-1 0 0
Z,=10 -10
0 0 1
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Matici zrcadleni podle obecné osy, pripadné obecného vztazného bodu, vy-
tvoiime sklddanim transformacnich matic pro posunuti, otaceni a zrcadleni podle
soufadnicové osy ¢ pocatku. Inverzni matice Z~! je vizdy totoznd s danou matici
Z.

Zkosent (krouceni, stiih) zpusobuje deformace tvarti. Vysledek transformace
vyvolava dojem, jako kdyby objekty byly slozeny z mnoha vrstev, které jsou po
sobé posouvany. Dvé zakladni transformace jsou zkoseni ve sméru x a zkoseni ve
smeéru y. Pro zkoseni ve sméru x se pouziva transformaé¢ni matice:

1 00
SH,=| SH, 1 0
0 01
Inverzni matice zkoseni ma tvar:
1 00
SH,'=| -SH, 1 0
0 01

Za parametr SH, muzeme volit jakakoliv realnd cisla. Transformace méni
pouze souradnice x, soufadnice y zustdavaji nezménény. Kazdy bod objektu je
posunut ve vodorovném smeéru o vzdélenost imérnou souradnici y.

Podobné matice muze byt pouzita pro zkoseni ve sméru y:

SH, =

OO =

SH,
1
0

— O O

7 Linearni prostorové transformace

Podobné jako v dvojrozmérném piipadé umoznuji tiidimenziondlni (3D) trans-
formace modifikovat objekty a ménit jejich polohu a orientaci v prostoru. Pro
transformaci objektu v prostoru lze pouzit obdobné transformace jako v roviné.
Transformace popiseme pomoci matic 4 x 4 s vyuzitim homogennich soutradnic.
Kazdému bodu o soutadnicich (z,y, z) pritadime ctverici [Ty, Yu, 2w, W], kde w
je libovolné nenulové realné cislo. Tato ¢tvefice bude predstavovat homogenni
soufadnice bodu.

Transformace posunuti zméni polohu objektu beze zmény tvaru a orientace
objektu.

Pro ¢tvercovou matici posunuti se vzdalenostmi posunu 73, T, a T, zavedeme
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oznaceni 7 (T,,T,,T,):

1 0 0 0
0 1 00
TLTLT)=1 0 o 1 0
T, T, T. 1

Zavedeme také inverzni matici 7 ! vyjadiujici posunuti opaénym smérem:

1 0 0 0
- 0 1 0 0
LT = g o 1 0

-7, -T, -T. 1

Pii otaceni v roviné stac¢i urcit stfed otaceni a thel otaceni. U prostorové
transformace vsak musime zadat osu otaceni a tihel otoc¢eni okolo této osy nebo
urcit otoceni jinym jednozna¢nym zpusobem.

Uvazujme nejprve jednodussi pripad, kdy osa otaceni splyva s nékterou ze
soutadnych os. Nejprve sestavime transformacni matici pro otoceni okolo osy z
o thel #. Tato matice ma tvar: Pro otdceni podle pocatku souradné soustavy
zavedeme transformacni matici R(6):

cosf sinf 0 0

—sinf cosf® 0 0

R-(0) = 0 0 10
0 0 01

Podobné 1ze urcit i matice pro otoceni okolo osy x, resp. y:

1 0 0 0 cosf) 0 sinf O
0 cosf sinf O 0 1 0 0
Ra(0) = 0 —sinf cosf 0 |’ Ry(0) = —sinf 0 cosf 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Transformacni matice pro otoceni v prostoru okolo libovolné osy ziskame
slozenim jednodussich transformaci.

Necht je osa otdceni uréena body A = [zyw, yiw, 21w, w] a B = [Tow, yaw, 29w, w).
Nejprve vytvorime matici M, ktera premisti osu otdc¢eni do nékteré ze souradnicovych
os (necht je to napi. osa z). Libovolny bod P otac¢eného objektu bude transfor-
movan do bodu PM. Potom provedeme transformaci R.(f) o thel 0, bod P
se premisti do bodu PMTR (). Nakonec oto¢eny bod transformujeme zpét (osa
otéceni se z osy z premisti do puvodni polohy) pomoci transformace M~ na
vysledny bod:

PMR_()M ™.

Matici M muzeme zkonstruovat napt. takto:
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1. Transformaci posunuti 7 (1_,,,7,,, 1_.,) pfemistime A = [z;w, y1w, 21w, W]

do pocatku.

2. Urcéime polarni souradnice druhého koncového bodu po posunuti tj. bodu
B = [(x9 — x1)w, (y2 — y1)w, (22 — z1)w, w]. Polarni soufadnice bodu B’
jsou B! [r,wri,ws].

3. Provedeme otaceni okolo soufadné osy z o thel —w;. Odpovidajici matici
rotace oznac¢ime R,(—w;). Transformovand osa otaceni lezi nyni v roviné
xz.

4. Provedeme otéceni okolo souradné osy y o tithel —ws. Odpovidajici matici
rotace oznac¢ime R,(—ws). Transformovana osa otaceni splyne s osou z.

Matice M je tedy definovana:
M=TT_,,, T, T, )R.(—w1)Ry(—w2).
Inverzni matice odpovida slozeni zpétnych transformaci
M =Ry (wo)Ro(w1)T (T, , Ty, , Ty
Vysledna transformace R,peons j€ dana matici
Repeens = MR ()M

Podobné jako v dvojrozmérném piipadé vytvoiime matici S(S;, Sy, S;) pro
zménu méritka a matici (S, Sy, S,) k ni inverznf:

S, 0 0 0
0 S, 0 0
S(Sxa S’y7SZ) = 0 Oy SZ O 9
0 0 0 1
s% (1) 0 0
0 &£ 0 0
S_I(S:E?S aSz) = Sy
! 0 0 & 0
0 0 0 1

Transformace zkoseni deformuje transformovany objekt. Jako priklad uve-
deme zkoseni ve sméru roviny zy. Transformacni matice pro zkoseni je:

10 00
0 1 00
SHay =1 sH, SH, 1 0
0 0 01

Analogické matice plati i pro zkoseni v jinych rovinach. Uvedené transformace
lze libovolné kombinovat a vytvaret transformace zrcadleni, soumérnosti apod.
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8 Promitaci metody

Idedlni zpusob vytvoreni obrazu trojrozmérného objektu na dvojrozmérné plose
obrazovky ¢i vykresu neni jednoznacné stanoven. V technickych odvétvich davaji
konstruktéri prednost vybranym pohledim na objekty (pudorys, néarys, bokorys),
pro obecny pohled voli riizné typy rovnobézného promitani, které sice neodpovida
skutecnosti, ale je vhodné pro pripadna odmérovani délek ¢i uhlu. Architekti
naopak pouzivaji témeér vylucné stredové promitani, ve kterém se vzdalenéjsi
objekty jevi mensimi tak, jak je tomu ve skutecnosti.

Piipomenme si, ze vyjadiime-li bod o soutradnicich (z,y,z) pomoci homo-

gennich soufadnic jako P = [xp,yn, 2n, h], muzeme jeho transformaci na bod
P’ =[x}y, z,, h] maticove vyjadiit jako:
Ay Ay Al P
/I Y vy zY Yy
PPl A, 4. AL P
T, T, T. 1

kde koeficienty A;; jsou pouzivdny pro vyjadieni otaceni, zménu méiitka a zko-
seni, koeficienty T; vyjadiuji posunuti a koeficienty P; vyjadiuji projekci.

Pojmem promitdani (projekce) budeme oznacovat transformaci, kterd prevede
body z trojrozmérného prostoru do prostoru dvojrozmérného. Prakticky to zna-
mend, ze jedna ze souradnic (nejéastéji z) nabude konstantni (nulové) hodnoty,
takze ji bude mozno vynechat.

Ptipomenme dale, ze promitaci paprsek je ptimka vedend promitanym bodem,
jejiz smér zavisi na zvolené promitaci metodé. Prumeétna je pak rovina v prostoru,
na kterou dopadaji promitaci paprsky.

V nasledujicim budeme vétsinou predpokladat, ze prumétna je shodna s rovi-
nou zy, coz umozni jednoduchym zpusobem (zanedbanim soufadnice z) vykreslit
vysledny obraz. Tento predpoklad neni omezujici - libovolnou prumétnu je mozno
transformovat pomoci otoc¢eni a posunuti tak, aby splynula s rovinou zy. Stejné
transformace je pochopitelné nutno pouzit i na vSechny promitané body v pro-
storu.

Uvedeny postup je bézny ve vétsiné grafickych systému. Jednotnd poloha
prumétny totiz dovoluje zjednodusit podstatnym zpusobem fadu algoritmu resicich
viditelnost a stinovani.

Podle sméru promitacich paprsku se promitaci metody rozdéluji na:

1. Rovnobézné promitini, pri kterém jsou vSechny promitaci paprsky rov-
nobézné. Vysledkem je obraz, ktery zachovava relativni rozmeéry prosto-
rovych objektu, ale nemd ptirozeny vzhled.

2. Stredové promitani (perspektivni). Pii ném vsechny paprsky prochézeji
jednim bodem - stredem promitani. Ve vysledném obrazu se tisecky vzdalené
vice od sttedu promitani zobrazi jako kratsi nez stejné dlouhé usecky blizsi.
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Stredové promitani

Uvazme nasledujici piipad - projekci bodu P = (z,y, z) na bod P’ = (2, ¢/, 29)
v prumétné 7. Pritom pozorovatel je v daném priipadé v pocatku souradného
systému a projekéni rovina je kolmé na osu z. Na zakladé trojihelnikové podob-
nosti vidime, ze

Vzdélené objekty za prumétnou jsou pii zobrazeni zmenseny, objekty v prumétné
zachovavaji velikost a objekty pred prumétnou se na obraze zvétsi. Transformacni
predpis v homogennich soufadnicich ma tvar

100 O

010 O z
roor n __ — -
[$7y727w]_[x>y7271] O 0 1 Zlo _[xayazazo]-

000 O

To znamend, ze muzeme vyjadfiit stfedové (perspektivni) promitdni pomoci
linedrni transformace. Pokud uvazujeme umisténi pozorovatele v bodé (0,0, —z)
a projekéni rovinu umistime do poc¢atku souradného systému (tj. ztotoznime ji s
rovinou zy), pak

=z <0 _ Z y/ —y <0 _ Y .
ztz 1+ 27 2420 142

20

Maticovy tvar této transformace je

100 0
010 0
[,’L‘l,y/,zl,wl] = [x7y,z, 1] 00 0 ZLO = [gj‘7y7z’ Zio]
000 1
Pritom
100 0 100 0771000
01001 010010100
000X+ foo1Lflooool
000 1 000 1][0001
t].

Pper = ,];er,])par'

Perspektivni projekci podle matice P,.. muzeme chapat jako perspektivni trans-
formaci objekti matici 7., a néslednou paralelni projekci do zvolené prumétny
vyjadienou matici P,,,. Transformace 7,., zachovava body v roviné z = 0 beze
zmény. To plati i pro obrazové body [1,0,0,0] a [0,1,0,0] na ose x nebo na ose
y. Rovnobézky ve sméru os x nebo y zustanou rovnobézné. Bod v nekonecnu
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na ose z tj. [0,0,1,0] je transformovan do bodu [0, 0, 1,%0] neboli [0, 0, zo, 1].
To znamend, ze vSechny rovnobézky s osou z prochézeji po sttedové (perspek-
tivn{) transformaci bodem [0, 0, zp, 1]. Tento bod se nazyva ubéznik. Pokud pro-
jekéni rovina protina 2 nebo 3 osy souradného systému, pak odpovidajici perspek-
tivni transformace uréi 2 nebo 3 ubézniky na prislusnych osach. V souladu s tim
pouzivame pojmenovani dvouubéznikovda nebo trivbéznikovd perspektiva. Pokud
protind prumétna osy souradného systému v ubéznicich (—xg,0,0), (0, —yo,0),
(0,0, —zp), perspektivni transformaci popiseme matici

%erwyz =

o O O =
O O = O
o O O O

Rovnobézné promitani

Nejjednodussi typ rovnobézného promitani je promitani do nékteré z rovin x =
X0, Y = Yo, 2 = 2o ve smeéru prislusné osy kolmé na zvolenou promitaci rovinu -
prumétnu. Velmi ¢asto budou xg, o nebo zg = 0, prumétnou bude néktera z rovin
xy, xrz nebo yz. Projekci popiseme jednoduchou transformaci v homogennich
soufadnicich:

10 0 O

[ Y A & I 01 0 0
[xayasz]_[x7yﬁz71] O 0 O 0
00 20 1

Skupina projekci ve sméru hlavnich os do prumeéten v hlavnich rovinach
xy, vz a yz, kterd zahrnuje narys a podle potfeby bokorysy, pudorys (pohled
shora), spodni pohled a pohled zezadu, se nazyva Mongeova projekce. Mongeovo
promitani je specidlnim piikladem kolmého promitani. Promitaci paprsky jsou
kolmé na prumeétnu.

Axonometrie

Axonometrické kolmé promitani pouziva projekéni roviny, které nejsou rovnobézné
s hlavnimi osami, tj. prumétna protind 2 nebo nejcastéji vSechny 3 hlavni osy.
Axonometrické kolmé promitani zachovava rovnobéznost promitnutych hran, zméni
uhly mezi hranami. Pokud prumétna protne hlavni osy ve stejné vzdéalenosti, pak
v prumétu lze mérit a porovnavat vzdalenosti — zkresleni vzdalenosti je totiz ve
vSech smérech promitnutych os stejné. Tato projekce se nazyva izometrie. Matice
izometrického zobrazeni ma tvar:
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—cos30° —sin30° 0

cos30° —sin30° 0

Mizo - 0 1 O
0

0 0

_ o O O

Kosouhlé promitani

Kosouhly prumét ziskdme promitnutim bodu do prumétny ve sméru, ktery neni
kolmy k prumétné. Uvazme kosouhlé promitani bodu (xy, y1, 21) promitacim pa-
prskem do polohy (z3,y2) v prumétné. Kolmy prumét bodu je pritom oznacen
jako (zk,yr). Promitaci paprsek svird thel a s useckou v prumétné, ktera je
urcena body (x2,y2) a (g, yx). Tato tsecka mé délku L a svird thel 6 s vodo-
rovnym smérem v prumétné. Pii uvedeném znaceni vyjadiime soufadnice bodu
(22, y2) pomoci xy, yx, L a 0 jako

To = x+ Lcosb,
Ya = yp+ Lsind.

Pro definici sméru promitani staci zvolit velikosti hlia 6 a a. Obvyklé hodnoty
jsou 30° a 45°, které umoznuji kombinovany pohled na pfedni, bo¢ni a vrchni
stranu krychle, jejiz stény jsou rovnobézné se souradnicovymi osami. Délku L
vyjadiime pomoci z; a ihlu «

¢ z 1

anq = — = —

L Ly

kde délka L; je "normalizovand” délka L pro ptipad z; = 1. Po apravé L = 211,
zapiseme predchozi rovnice pro kosouhlé promitani ve tvaru

xo = x4 z1(L1 cosh),
Y2 = yr+ 21(Lq1siné).

Odtud jiz snadno odvodime tvar matice kosouhlého promitani

1 0 0 0
0 1 0 0
Moo = Lycos® L;sinf 0 0
0 0 0 1

Tato matice vyjadiuje souc¢asné i pravoihlé promitani, pokud je L; = 0, coz
nastava pravé pri velikosti tthlu a = 90°. Kosoihlé promitani ma tedy nenulové
hodnoty L;. V§imnéme si, ze matice M,.,, je podobna matici zkoseni. Kosotihlé
promitani lze skutecné provést jako zkoseni (smyk) ve sméru roviny zy a kolmé
promitnuti do této roviny. Protoze pti zkoseni je posun soutadnic x a y, lezicich v
téze roviné rovnobézné s xy, umérny velikosti z, zachovava toto promitani ihly,
vzdalenosti a rovnobézky v dané rovineé. Uhel « lze sice volit libovolng, v praxi
se vsak nejcastéji pouzivaji dveé zakladni hodnoty:



20KAPITOLA 1. GEOMETRICKE MODELOVANI A ZAKLADNI TRANSFORMACE

o Kavalirni promitani je charakterizovano hodnotou tana = 1, tedy a =
45°. V8echny usecky kolmé k prumeétné jsou promitany bez zkresleni.

e Kabinetni promitani ma tana = 2. To nastava pro thel o priblizné
velikosti a@ = 63,4°. VsSechny tsecky kolmé k prumétné jsou kraceny na
polovinu a vysledny prumét vypada prirozené.



Kapitola 2

Bézierova metoda

Bézierovu metodu lze priradit k diferencidlné geometrickému modelovani. Jsou
takto navrhovany hladké kiivky, plochy a télesa reprezentované parametricky.
Navrzené geometrické tvary jsou popsdany pomoci polynomu. Pouzijeme vSak re-
prezentaci, kde Bernsteinovy polynomy tvoii bazi. Koeficienty jsou pak geomet-
ricky odvoditelné parametry.

1 Krivky a plochy

Hladké tvary jako silueta vazy, karosérie automobilu nebo vybrouseny diamant
lze matematicky popsat pomoci kiivek, ploch nebo téles.

Definice. Parametricka reprezentace kifivky v R%: soufadnice bodt p kiivky
jsou funkce jedné proménné:

p=k(t),k: P —-R%tc PCR.

P je pritom interval, napt. [0, 1] a nazyva se parametricky obor krivky.

Kruh je napt. v roviné xy popsan jako:
x = cost,y =sint, t € [0, 27].
a Sroubovice v prostoru jako:
xr =sint,y =cost,z=1t, t € R.

Podobné jako pro kiivky, lze parametricky definovat plochu jako obraz dvou-
dimenzionalntho intervalu:

21
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Definice. Parametricka reprezentace plochy v R3: soufadnice z, %, z bodu
p plochy jsou funkce jedné promeénné:

x x(u,v)
p=1|yvy | = yuv) | =fu,v), (u,v) € P C R
z z(u,v)

kde z,y,2 : P — R, f: P — R? P je interval, napt. [0,1] x [0,1] a nazyva se
parametricky obor plochy.

Ptikladem plochy je

u? + 02 U Uu-v
T = 5. 9 1 0 9 3/ = 5 9 o 9 Z = 5.9 1 a6 .99
3u? + 202 3u? + 202 3u? + 202

Ktivky v R? resp. plochy v R? lze reprezentovat v mnoha pifpadech explicitné:

(u,v) € (0,1] x (0, 1].

Definice. Explicitni reprezentace kiivky v R?: y-ova souiadnice bodi p
ktivky je funkce proménné x:

p=(z,y), y=f(x)sf:P—-R, PCR.

Explicitni reprezentace plochy v R3: z-ovd soufadnice bodi p plochy je
funkce proménnych z, y:

p=(zy,2), 2= f(z,y)s f: P—R, PCR>

2 Bézierovy krivkové segmenty

Mnozstvi moznosti umoznujici nam si vyjadrit kfivky a plochy zavisi na tridé
pouzitych funkci. Pti volbé této tridy je dulezitou vedlejsi podminkou algorit-
mickd manipulovatelnost s témito funkcemi. Jako dulezita tiida se ukazaly poly-
nomy:

Definice. Polynomidlni kiivkovy segment v R? m4 tvar:

n
p(t) == Zaiti, t€[0,1],a, € R
i=0

Tvar polynomialni kiivky v této reprezentaci je urcen koeficienty a;. Vypoctove
lze tento polynom reprezentovat témito koeficienty. Tyto koeficienty vsak nejsou
vhodné pro pouziti v grafickém systému. Souvislost mezi kiivkou a koeficienty je
malo intuitivni. To lze odstranit Bézierovou metodou.

Bézierova metoda pouziva reprezentaci polynomu s vhodnéjsimi, fiditelnymi
parametry. Bézierovy krivky jsou zadany posloupnosti bodu b;,i = 0,1,... n.
Tyto body se nazyvaji Bézierovy kontrolni body. Spojeni Bézierovych bodu v
daném poradi definuje Bézieruv kontrolni polygon. Vychazeje z Bézierova poly-
gonu, jsou krivkové body urceny podle nasledujictho predpisu:
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Algoritmus. (de Casteljau)
Vstup: Bézierovy body bg, by, ..., b,, parametrickd hodnota ¢* € [0, 1].
Vystup: Bod kiivky b(t*).

BEGIN
FOR i:=0 TO n DO b} := b;;
FOR j:=1TO n DO
FOR i:=j TOn DO b! := (1 —¢)-b/_| +¢ b/}
b(t*) := b,

END.

Casteljauuv algoritmus nam poskytuje souvislost mezi kontrolnim polygonem
a vyslednou kiivkou. Abychom mohli urc¢it bod krivky urcéeny parametrem t*,
budou hrany Bézierova polygonu rozdéleny v poméru t* : (1—¢*) a vysledné body
spojeny polygonidlnim tahem. S timto o jeden bod kratsim tahem se postupuje
obdobné, az zbyvéa pouze jeden bod. To je hledany bod kiivky b(¢*). Timto
Casteljauovym algoritmem definovana kiivka se d4 popsat jako

b(t):= ) b;B/(t), t €[0,1], b; € R,
1=0

kde B!'(t) jsou nize definované Bernsteinovy polynomy.

Definice. Bernsteinovy polynomy stupné n jsou tvaru:

n

Bl (z) = <Z>xl(1 — )" i=0,...,n.
Ktivky v této reprezentaci se nazyvaji Bézierovy krivkové segmenty.

Definice. Béziertuv kiivkovy segment v R? je tvaru:
b(t) :=> b;B(t), t€[0,1], b; € R
i=0

Souvislost mezi Casteljauovym algoritmem a Bézierovymi kiivkovymi seg-
menty 1ze formalné zapsat nasledovneé:

J
bl(t) ==Y bijuBl(t), j=0,...,n, i=j,...,nte01].
k=0
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Dukaz lze provést indukei. Totiz

il (t)=(1—t)b (t) + tbm( ) , ,
=(1 - )Z bi_j 1 Bi(t) + 35— biv1—j1 B (1)
(1 t)b; ( ) + thip BI(t)+
( z J+kBJ< )+tbl J+kB ( ))
:( >,bl*JBJ( )+ Zk 1 bi- J+kBJH( )"‘tszB ( )
=b;_ BJ—H(t) + Z k=1 z—]-HCBJ—H( ) + bz+lB§-—:-_11( )
ZN kB ()

Véta 2.1 Vlastnosti Bernsteinovych polynomiu

1. Rozklad jednotky: Soucet Bernsteinovijch polynomu stupné n je 1:

n

n o n 7 . n—i — _ no__
ZB ;<Z>x(1 x) (z+1—2)"=1.
2. Pozitivita: Bernsteinovy polynomy jsou v intervalu [0, 1] nezdporné:

B'(x) >0, i=0,...,n, x €[0,1].

8. Mazimum: B}(x) nabjvd svého mazima v intervalu [0,1] v bodé £, i =

0,...,n.
4. Sumace:
izbe(m) =n-x.
i=0
5. Symetrie:

B'(z)=B;_,(1—x), i=0,...,n.

6. Rekurze: Proi=0,...,n plati

n+1 (n+1)! FFL(] — )i
BH—l ( ) (2 + 1) (TL . Z)' (]‘ )
nl(i+1) nl(n —1)

i G R Ry [camris i) R

= aB}(z)+ (1 —2)B} ().

Je tedy Bernsteintiv polynom stupné n + 1 konvexni kombinaci dvou Bern-
steinovych polynomai stupné n.
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7. Deriwace: Proi=1,...,n—1 plati

d ., nn—=1! 4 n—i N n—1—i
%Bl(:v) = z‘<(n——z))‘(2x 1—z)""—(n—i)-2'(1 —x) )

— - (B ) - B @)

8. Integrace:

Dikaz. (1.) Rozepsanim podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n a
upravou podle binomické véty dostavame uvedeny vztah:

n

ng(x) = Z(?)w(l ) = (41— =1,

1=0

(2.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n:

]

Bl'(z) = <n)x’(1 — )" i =0,...,n,

ale (?) >0Aa'20A (1=2)""" >0 proz € [0,1].Dohromady tedy:

Bl'(z) = (?)xz(l — )" >0,i=0,...,n.

(3.) Vime, ze funkce f(z) muze mit v bodé zy maximum, je-li f(xy)’ = 0 nebo, je-
li g krajnim bodem intervalu, na kterém extrém hleddme. Protoze funkce B}*(x)
je spojité na intervalu [0, 1], zcela jisté zde m4 jak maximum tak minimum. 7 jeji
nenulovosti vyplyva, ze funkéni hodnota maxima bude rovnéz nenulové. Rozlisme
tedy pripady:

» proi=0: Bi(z) = <8)1’0(1 —z)"=(1-z)"
nabyvad maximum na [0,1] vz =0 = 2 (klesajici funkce),
» proi=n: Bl (z) = (Z)a:"(l —x)" " ="

nabyva maximum na [0,1] vz =1 =2 (rostouci funkce),
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»proi=1,....,n—Lvez=0ax=1je B'(z) =0, derivujeme na (0, 1):

ey = [(1)ra-or]

- (”) iz N1 — 2) = 2i(n — )1 — 2)" Y

(4

ny i n—i (i _ n—i i n—i
= (i)[)j(]_—[)j) (;— ):0<:>;—1 =0 =

Dohromady B?(x) nabyvé svého maxima v intervalu [0,1] v bodé £ i =
0,...,n.
(4.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n, tpravou a substituci j =
1 — 1t

n n

[
sy
3
—~
&
I
=
I3
=T
&S.
—
|
8
SN—
3
4
I
=
|
=
=S
~.
|
=
=
—
|
&
3
4

ale podle vlastnosti (1.) plati (n ; 1>xj(1 — x)" 77 =1, dohromady:
7=0

n

ng:(@ R Z(ﬂj— 1);&(1 i mnee

=0

(5.) Rozepsdnim podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n a tpravou
obou stran zvlast dostavame:

pr) = (1) -y
B, _i(x) = ( ! .)(1 —)" (= (1 =) = (?)x(l oy

n—1

tedy, ze: B!'(x) = B _,(z).

(6.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n a tpravou (71—11 ) =
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ny L no\.
i i+1)
ntty (LN i i | n it o\n—i
BiJfl(x)_(i—l—l)x (1—2x) —{(Z.)—l—(ﬂ_l)}x (1—2)

o (D)ramara - (1 )
2B (x) + (1 2) B (@)

(7.) Podle definice Bernsteinovych polynomu stupné n, derivovanim a dpravami:
» pro i = 0:

n

(By(z)) = Ko)xm_@n]':_n(l_@n_l
= —”<n 8 1)96“(1 — )" ' = —nBy(2)

vztah plati (n.B"]! nedefinované polozme rovno 0),
» pro i = n:

(Bi@)) = [(")xm_@nn]':mm

vztah plati (—n.B?~! nedefinované polozme rovno 0),
»prol <i<n-—1:

By = | ) - x)}




28 KAPITOLA 2. BEZIEROVA METODA

(8.) Nejprve dokazeme pro i = n:

1
1 1 1 n+1 1
/ B, (r)dx :/ <n>xn(1 —z)%dx :/ x"dr = {x } = .
0 0 n 0 n+ 1 n+ 1

0

Uvazme vlastnost (7.) a rovnost, kterd plati pro derivaci, zintegrujme:

d%B? x) = (n+1) - [BLy(2) — B} ()]
Bn+1 . )
% [Bi1(2)], — [B7 ()],

ale
1

[Binﬂ(xﬂé = [ " 1) "1 — x)n+1—z1
B ( ) =T =01 - 0] =0

[ - [ mw=0 = [Bw=[ e

Plati-li vztah fo B!(z)dx = il pro i, pak tedy plati i pro ¢ — 1 (indukéni
krok). My ovsem vime, ze platl pro ¢ = n. Celkové tedy plati proz=10,...,n.l

0

Ttida vSech polynomu stupné nejvyse n nad redlnymi ¢isly tvori vektorovy
podprostor vektorového prostoru realnych funkci dimenze n 4+ 1 s obvykle de-
finovanym sc¢itanim polynomu a néasobeni polynomu skalarem. Pii dané bazi
sestavajici z polynomu

{eo(x),...,en(x)}

lze kazdy polynom zapsat jako linearni kombinaci

kde \; jsou skaldry. Vedle znamych bazi z monomu tj. z polynomu e;(z) =
x',i =0, ..., n tvoif bazi i Bernsteinovy polynomy, pticemz e;(x) = Bl'(z),i =
0, ..., n. Mame tedy nésledujici dusledek:
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Véta 2.2 Bernstein-Bézierova reprezentace KazZdy polynomidlni krivkovy
segment p(t) = Y i, a;t’ lze zapsat jako Bézieruv kiivkovy segment

= z”: b; B (t)
=0

a to nasledovné

Dikaz. Dosazenim za b; do b(t). Totiz

b(t) =g biB(t) = Z?OZZO(Z; (Z

= S att S (n . )tj(l — t)nhi
= Yhooarl’ Z?:(;C B;L_k(t) =Y h—oaxt" = p(t). 1

<

Zaroven plati

Veéta 2.3 Vlastnosti Bézierovych kiivkovych segmentu

1. Chovdni v koncovych bodech: Kontrolni polygon a krivkovy segment maji
stejny pocatecni a koncovy bod. Pruni a posledni segment kontrolniho poly-
gonu je tecny ke krivce. Ostatni Bézierovy body nejsou interpolovdny, pouze
aprorimovany.

2. Vlastnost konvexniho obalu: Krivkovy segment lezZi v konvexnim obalu Bézierovich
bodu. Zejména tedy lezi i v konvexnim obalu Bézierova polygonidlniho tahu.

3. Vliv kontrolnich bodu: b; md nejvétsi vliv na b(t) v pripadé, Ze t =i/n.

4. Omezené kolisdni: Zddnd primka neprotind Bézieriv kiivkovy segment castéji
nez odpovidagici Bézieruv polygonidlni tah (variation diminishing property).

Dtikaz. Chovani koncovych bodu a tvrzeni o vlivu kontrolnich bodu plyne bez-
prostiedné z geometrické podoby Bernsteinovych polynomu. Vliv Bernsteinova
polynomu v bodé je maximalni pravé tehdy, kdyz v ném Bernsteinuv polynom
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nabyva maxima. Dikaz vlastnosti konvexniho obalu vyplyva okamzité z Cas-
teljauova algoritmu vypoctu bodu kiivky b(t) ze zadanych kontrolnich bodu.
Konvexni obal mnoziny bodu je nejmensi konvexni mnozina, ktera ji obsahuje.
S kazdymi dvéma Bézierovymi body je zde obsazena i jejich spojovaci tsecka.
To samé plati pro vSechny ostatni spojovaci usecky a zejména tedy pro vysledek
b(t). Dukaz vlastnosti omezeného kolisdni bude proveden pozdéji. I

Casové ndrocénost Casteljauova algoritmu je O(n?). Vyuzitim vhodné repre-
zentace lze kiivkové body spocitat snadnou modifikaci znamého Hornerova schématu
vyhodnoceni hodnoty polynomu v ¢ase O(n).

Protoze vsak Casteljautuv algoritmus je numericky opravdu stabilni (v dusledku
toho, ze pracujeme pouze s konvexnimi kombinacemi vstupnich dat) a v urcitych
situacich lze vyuzit mezivypocétu, je jeho mensi efektivita relativizovana.

Algoritmus. (Bézier-Horner)
Vstup: Bézierovy body by, by, ..., b, € R? parametricka hodnota t* € [0, 1].

Vystup: Bod b(t*) Bézierova kiivkového segmentu b.
BEGIN

IF t* <5 THEN

1
BEGIN
b :=Db,;
FORi:=1TOnDOb:=b-(i/(n—i+1))-(#/(1 - ) + by
b:=(1—-t)"-b;
END
ELSE
BEGIN
b := by;
FORi:=0TOn—-1DOb:=b-((n—14)/(i+1)) - ((1—t)/t*) + b;

b := (t*)" - b;
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END:;
b(t*) := b;
END.

Véta 2.4 Korektnost Bézier-Hornerova algoritmu Bézier-Horneruv algo-
ritmus je korekini, tj. jeho vysledek splyva s vysledkem Casteljauova algoritmu.

Dikaz. Vénujme se pripadu t* < % (pripad t* > % se ukaze analogicky). Oznacme
vysledek v i-tém kroku pitkazu FOR jakozto b’ a zdroven polozme b’ = b,
pricemz pro ¢ = 1,...,n evidentné plati

. 1— ) vne.
b=b_+ 3 bj( t ) (n+1-Jj) i

11—t m+1—d)----- J

Totiz snadno vidime, ze opravdu b' = b,,_1+b,, (JT) % Indukci pak obdrzime

bnfifl‘i‘bi( L )i+1.:

-t/ n—1
n « Nitlien (A1 —g) - (i+1) it
Brict + X B (£57) i i=1) - TP (i5) L==
' n o @D (1 —g) e (i+1) i
Brict + Ly P (75) m+1—(+1)----- =P

Véta 2.5 Rozdéleni Bézierovych kiivkovych segmentu Kazdy bod b(t*),
t* €10, 1], rozdéluje Bézieruv krivkovy segment do dvou dil¢ich krivek. Tyto dilci
krivky jsou opet Bézierovy krivkové segmenty stejného stupné. Jejich Bézierovy
body jsou urceny pomocnymsi body

by, by,...,b"

Tesp.
bn bnfl bO
oy P ey

n

Casteljavova algoritmu pro bod t*.

Dikaz. Ozna¢me c(t) Bézieruv kiivkovy segment s Bézierovymi body bg, bi,...,b"

resp. d(t) Bézieriiv kiivkovy segment s Bézierovymi body b”,b"~' ... b’. Staci

zfejmeé overit, ze c(t) = b(tt*) a d(t) = b(t + (1 — t)t*) pro vSechna t € [0, 1].
Ptitom mame

c(t) = SiobiBI(t) = 2> h_o beBL(t) BR(t)
= ZZ:O by Z?:k Bi(t*)an(t)-
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Dokazme, ze pro vSechna k, 0 < k <n
Z Bi(t* = Br(tt").
Ziejmé vsak

S BB = Y, ( ,i) () (1 — oy (?)m g

= ( )kn' Zz i ( k)'l(n — Z)' (1 _ t*)i—kzti<1 _ t)n_i

= () e S T F =TT
= (tt)* (Z) ( )(t — )i (1 — )R
= tt*k(Z)t—tt*Jrl—t)

= (1) k(Z) (1 — )"k = Bo(tt).

Podobné vime

3
3

d(t) = Zb” "B (t) = Z (an neiek By )) Bi(t)
sz+an “( *)> Bi(t)

Il
=2

i | D BB

Nyni staci dokazat
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> B B()

0<i,k
itk=j

(5 erneer (o

0<i,k
itk=j

> (" Yeraer (Yoo

0<ik
ifk=j

Soby (1= e) () -1 - (1= ey

2 (—ni_—i/)c!)!k! (n - !i)!i! %(t*)k(l LAt

0<i,k
ifh=7

n! J! & iy _
e U LI (e
= (n— )y k!
ith=j

Z( R S(EY T =) (- )

0<i,k n— j)'.]' (] — Z)!Z.

(e
(Z‘) USSRy (‘7) o . g

1=0

<j) (t+ (1 — V(L —t— (1 —t)t)

Po dosazeni do puvodniho vztahu

Zb ( ) (1=t (1 —t— (1=t )™

_Zb Bt + (1 —t)t")

Algoritmus na rozdéleni Bézierovych kiivkovych segmentu lze obdrzet snad-
nou modifikaci Casteljauova algoritmu. Konvexni obaly kontrolnich bodu obou
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diléich segmentt ndm v8eobecné poskytuji lepsi aproximaci nez puvodni konvexni
obal. Iterujeme-li postupné s t* = 1/2, obdrzime postupné jemnéjsi polygonialni
tah z Bézierovych segmenti. V limitnim prechodu pak obdrzime Bézierovu ktivku.

Geometrické modelovani s Bézierovymi segmenty se casto déje pomoci in-
teraktivni manipulace s Bézierovymi body. Za jistych podminek se ukazuje, Ze
pozadovany tvar je se zvolenym poc¢tem bodu nedosazitelny. Nasledujici véta nam
ukazuje, jakym zpusobem je mozno pridat dalsi kontrolni body, aniz by se nam
zménila jiz vytvorena kiivka.

Véta 2.6 ZvySeni stupné Bézierovych kiivkovych segmenti Bud ddno

n+ 1 kontrolnich bodii by, . ..,b, € R? Bézierova krivkového segmentu. Bézieriv
krivkovy segment s n + 2 kontrolnimi body by, ..., b}, tak, Ze
bé = b(),
b = abi 1+ (1—a)b;, a;:=i/(n+1),i=1,...,n,
;+1 = bn,

splyvd s Bézierovym krivkovym segmentem o n + 1 kontrolnich bodech, tj. plati

n+1

i b,B'(t) = Y by B (t).
=0 i=0

Ditkaz. Ziejmé plati

S biBT () =
= byByt () + Y, BIH(t)[awbi1 + (1 — oy)by] + bl Brii (1)

n n+]‘ n
= by(1— )" + —5bg L=t

S by [HEBIAN ) + (1 - )BT ()] +
b, [t + (1= 25)(n + 1)t (1 — )]
= bo(1=0)"[(1—t)+t]|+t"b, [t + (1 —1t)]+

i e =0 (e (F)a-o]
= " bBrt). |

Algoritmus na zvyseni stupné Bézierovych kiivkovych segmentu se chova ana-
logicky jako prvni krok Casteljauova algoritmu, ale s jinymi, proménnymi délicimi
pomeéry. Casovd narocnost zvyseni stupné segmentu o n + 1 kontrolnich bodech
je O(n).

Algoritmus na zvyseni stupné Bézierovych krivkovych segmentu nam umozni
zjistit ohranic¢ené kolisani Bézierovych kiivkovych segmentu. Zvolime-li totiz po-
sloupnost mist dotyku na libovolné ktivce, pak polygonialni tah, ktery timto spo-
jenim vznikne, protina libovolnou zadanou pifimku ne ¢astéji nez dana kiivka. V



2. BEZIEROVY KRIVKOVE SEGMENTY 35

pripadé Bézierovych segmentu je kontrolni polygonialni tah praveé zadana kiivka.
Polygonialni tah vznikly zvySenim stupné protina podle vyse zminéného pozo-
rovani zadanou ptimku ne castéji nez predchozi polygonidlni tah. Iteraci obdrzime
posloupnost polygonialnich tahu, ktera konverguje k zadané kfivce a pro kterou
kazdy polygonidlni tah neprotind zadanou piimku ¢astéji nez jeho predchudce.

Pomocné body vypocitané Casteljauovym algoritmem se ukazaly pti rozdéleni
Bézierovych segmentu jako uzitecné. Zejména plati

Véta 2.7 Derivace Bézierovych segmenta

1. Derivace: p-td derivace Bézierova segmentu b(t) v bodé t* je urcena vztahem

dp nl = n!
—b(t*) = ———— Y APb;- Bl P(t*) = ——APbI (1),
) = o ) = Gy AP
kde

Aobi = bi,

Apbi = Ap—lbi+1 — Ap—lbi’ 1= O, oo, — D,
A](t*) = bl(t"),
APBI(t*) = APT'BL, () — APTBL(tY), i=j,...,n—p.

Pritom jsou bg (t*) pomocné body vypocitané Casteljauovym algoritmem v
bodé t*.

2. Vyssi derivace v koncovijch bodech: p-té derivace v koncoviych bodech jsou
zadany vztahy

dP n!

—b(0) = —A’b
dtp (0) (n—p)! o
d?P n!

—Db(l) = APb,,_
dtp (1) (n—p)— "

a zdvisi timto pouze na by, ..., b, pripadné b,_,, ..., b,.

3. Bézierovy body jakozto funkce derivaci v koncovych bodech:

= 3 (1) o
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Dikaz. Pro p = 0 méame

d° =
b)) = b(t)ngz«wt)
= iAObi-Bf(t)

Dikaz pro derivace vyssiho stupné plyne indukci vaci p. Druhou rovnost lze
obdrzet v dﬁsledku zaménnosti AP se sumaci. Podrobnéji pak mame

LAB(t) = 2y S APb B (1)

Matematlckou induket:

a)p = 1.
Vyuzijeme vztahu £ B! (z) = n(B'(z) — B! '(z)).

= [Z b B (t)]

= —bon(1— )" +> bn[BrT () — Bl ()] + bunt™ !
= n[By ' (t)(b — bo): B (t)(bs — by) +
+ B3 (t) (bye1 — buz) + BrZ1 () (by, — by1))]

Pro p = 1 tedy tvrzeni plati.
b) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro p. Dokéazeme, ze plati pro p + 1.

dp—i— 1

rrb(t) = Z APb; B (

2b(t) = Lo ATBIE(1)

dtp
Matematickou indukei.

a)p = 1.
Vychéazime z dukazu prvni ¢asti véty pro p = 1.
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= (> uB)

= —bon(1 — )" + me[BZ-"_’ll(t) — B ()] + bt !

— (B () (b — ) B )by — by) +
B0l b + B ><b b))
l(BE (b, + BE (bt -+ B ()b,

— (By~(t)bo + By (t)by + -+ + Bn—l(t)bn—1>]
=n(b, " — b))

Pro p = 1 tedy tvrzeni plati.
b)Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro p, dokdzeme, ze plati i pro p + 1.

qrtl d. n! PRA—D
gt = E[(n - P)!A sl
n! 1 PRP
n|

— PR—P _ APRNP

- (n —p— 1) A bn p+1( ) A bn—p(t>
n!

— p+1np

CErEn e

Derivace v koncovych bodech obdrzime po dosazeni do bodu 1.
Podrobnéji pak

t*lllgﬂ .ZAPb B (1) = tlﬁ&( 51 APbo (1 — %)
AP b
n—p)!
Jim G2 ABBIT () = lim AP (E)
=l e Z BB (1) = Gl APa—y

3.¢ast: Bézierovy body jakozto funkce derivaci v koncovych bodech
Nejprve dokazme pro ¢ =0 :

bg : bo = b(O)
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Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a dokazujeme pro i + 1.
Piedpoklad: b; = 3° (;) AFby,
i=0
Protoze i—ib(O) = (n%!k)!Akbo, muzeme si pravou stranu rovnice napsat jako:
i+,
1+ 1 k
(1) A
k=0
coz si muzeme rozdélit na tii ¢asti.
Dale vyuZijeme toho, Ze: A by = Afb; — A'b,

i+1 . % . .
Z(ZZ 1)Akbo =bo+ Y ((2)Akbo+ (k ! 1)Mbo) + A'by — A'by =
k=1

k=0
Pozn. (*)

—bi+;(k_1>A b, + A'by — A'by =

(zde po preindexovéni dostaneme:)

1—1 .
— b, + Z (;) AF1b, + A'b, — A'by

— b + i (;) (Ab; — AFbg) + A'by — A'by = by + by — by = by
coz jsme chtéli dokazat.
ad (*) - dprava binomickych vyrazu:
i i il il
(k) i (k—l) THG—R) =Dkt

di—k+ D) +ilk! adlli—k+1+k)  (i+1) _<¢+1>
k

T ik k—D)k(i—k+1) (i—k+DK  KG—k+1)!

Dtikaz pro b; = ki (—1)k <IZ€> (n;!k)!é%b(l):
=0

Opét matematickou indukci vzhledem k n. Nejdrive ukazme, ze tvrzeni plati pro
1=n

B — L (n— k) dk B ol oy
b, =) (1) () = (-1)" A%, = b,

k=0
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Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a dokazujeme pro ¢ + 1
Predpoklad:

b,_; = Z(—l)kW%b(l) = (=1)FA*b,

k=0 k=0

Vezméme si pravou stranu rovnice pro ¢ + 1:

sy w(i+1\ (n—k) d¥
> () b -

k=0

n—(i+1) . _ | |
Z (_1)k’(Z —i]; 1> (n k) n! 'Akbn_i_l _

p nl (n—k)

Sumu si rozdélime na tfi ¢dsti a opét pouzijeme (*):

% . . 1 o
=b, + Z((;) + (H]; ))Akbn—k C(“1)AT b, =
k=1

Vyuzivame také toho, ze b(1) = b,,, coz jsme dostali po dosazeni p = 0 do vzorce
7 2. casti véty.

b, + Z (k)Akbn—k + Z (k b 1>Akbn—k —(~1)iA*b, =
k=1 k=1

i

—b,+ 3 (-1)* <;> AFb, s + ki;(—m (k B 1)A’“bnk — (=1){(A'b,_; — Aby s 1)

k=1

=t (L) A (DA (1) A,y

= b, (—1)(—1)’“(;)Ak+1bn_k_1 — (=1)'A"b,_; + (=1)'A'b, ;4

k=0
i—1 .
=b,_; Y (—1)F (;) (A*b,g—1 — Ab,_) — (=1)'A'b,_; + (—1)'A'by—iy
k=0
=b,_i+ Y (-1)* (;) A*bypg =Y (;) AFb,,_y,
k=0 k=0

=b,—i +bu_1)—i = bp_i = bt
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coz jsme chtéli dokazat.

Pozn. :
Akbn—k—l = Akb(n—l)—k

protole plati:

b, ; = i(—l)k(;)Akbn_k,

k=0

po vymeéné n za n — 1 dostaneme:

b(n—l)—i - Z(_l)k (k) Akbn—l—k
k=0

Treti tvrzeni lze obdrzet po dosazeni vyrazu z bodu 1. 1

Dalsi vyhodou je, ze muzeme z pomocnych bodu bz zjistit derivace v bodé t*.

Plat{ napifklad b’(t*) = n - (b~ (#*) — bI'_}(t")).

Veéta 2.8 Integrovani Bézierovych segmentt Integrdl Bézierova segmentu
je opét Bézieruv segment se stupném o jednicku vyssim. MuzZeme pritom mové
Bézierovy body psdt jako linedrni kombinaci pivodnich:

/ b(t)di — / boBL(E) + - - - + by Bl (t)dt
= byByT(t)+ -+ bl B,

kde by je integracni konstanta a plati

i—1
1
b’ = > bi+by, i=1,...,n+1
7=0

! ntl <
! 1
b(t)dt = —— (bg+by+---+Db,
| bt = bt b
Bézierovych bodui.

Dikaz. Podle véty o derivaci Bézierovych segmentu mame

n+1 n

QBB (1) = (n+1) ) (i —b)BE(t) = Y biBii(t) = b(t).

k=0
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Pouzitim veéty 2.1, 8., kterd nam iik4, ze fol Bi(t)dt = i7 dostévame

1 n 1 n 1
b(t)dt — b/B”tdt: by - ,
e =3 [ B =3 bu

coz jsme potiebovali dokazat.l

3 Racionalni krivky

Pti modelovani vznika casto nutnost aplikovat na kiivky urcité transformace.
Napiiklad jde o vzajemny posun dvou segmentu podle predem uréeného vzoru.
Casto pouzivané transformace jsou linedrni nebo afinni zobrazeni.

Definice. Afinni zobrazeni bodu p do bodu p je tvaru:
P=Ap+t,

pficemz A je matice typud x d, t € R? a p, p € R%
Specidlni pripady v R?:
(v oy
p - 0 1 p 9

—_(a 0\
p_Ob P,

_ [cos¢p —sing
P= (sinqb cos ¢ ) P
Afinn{ obraz k(t) kiivky k(t) v afinnim zobrazeni p = Ap + t je definovan
jako k(t) = Ak(t)+t. Lze dokdzat, Ze, aplikujeme-li afinn{ zobrazeni na kontrolni
body Bézierova kiivkového segmentu a pak z nich sestrojime kiivkovy segment,

dostaneme totéz, jako kdyz na Bézieruv kiivkovy segment aplikujeme vyse uve-
dené afinni zobrazeni.

e Translace:

e Zména méritka:

¢ Rotace:

Véta 3.1 Afinni transformace Bézierovych krivkovych segmenti Bud’
P = Ap -+t afinni zobrazend, b(t) = bo By (t) + - - - + b, B} (t) Bézieriv krfivkovy
segment, b(t) jeho afinni transformace v zadaném zobrazeni. Pak je

b(t) =boBj(t) +--- + b Bj(t),

kde B
b, = Ab; +t
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Ditkaz. Oznacme p = b(t), kde b(t) = > ;_, by - BP(1).
Obdrzime pak:

Ab(t) +t = AQ o brBi(t) +t = Oy Abx - Bi(1)) + ¢
2 k—o(Abr + ) B(t) = 3o b By () = b(?).

Obtiznéjsi je ale pripad projekce:
Definice. Perspektivisticka projekce v normalnim tvaru je zobrazeni

100
010)P

3 5 2
(00 1)_p,peR,pER,

p=
to znamenad, ze projekce je provedena vzhledem k pocatku jako dohlednému bodu

na rovinu z = 1.

Vzhledem k projekci v normalnim tvaru se tifrozmérny Bézieruv krivkovy
segment b(t) = boB{(t) + - - - + b, B}}(t) zobrazi na

B(r) = PBEO £ BB
boBy (t) + -+ + buBp(t)

~

pricemz b; jsou utvoreny z prvnich dvou slozek b; a b; z posledni slozky. Tato
krivka neni obecné polynomidlni kiivka a proto ji nelze reprezentovat jak Bézieruv
krivkovy segment. Pouzivani lomenych racionalnich funkci misto polynomu nam
dopomuze k naprave.

Definice. Lomena racionalni funkce d proménnych je definovana vztahem

p(Il,IQ, e ,Id>
Q(x1,$2a e ,xd)’

r(zy, X9, ..., Tq) =

pricemz p a ¢ jsou polynomy d proménnych.

Mnoho vyhodnych vlastnosti polynomu plati rovnéz pro lomené racionalni
funkce. Obdrzime pak

Definice. Racionalni k¥ivkovy segment v R? je uréen vztahem

r(t) =

Racionalni Bézieriiv kifivkovy segment v R? je definovdn pomoci vztahu

BoboBy(t) + - - - + B,b, B (t)
BoBy(t) + - + B, B(t)

agt’ + -+ + a,t"
agtd + - - + a,t™’

a; € R a; € Rt €[0,1].

b(t) = ,b;ieRY B eR, [ >0,t€]0,1].
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Koeficienty b; jsou opét kontrolni body. Kazdému kontrolnimu bodu je navic
pritazena wvdha (3;. Vaha (3; ovlada atraktivitu kontrolniho bodu.

Racionalni Bézierovy kiivkové segmenty v R? miizeme povazovat za perspek-
tivistickou projekei obyéejnych Bézierovych kiivkovych segmenttt v R4, pricemz
se bude promitat vzhledem k po¢atku do roviny x4y; = 1. Pro racionalni Bézieruv
kiivkovy segment b(t) definujeme Bézieruv kiivkovy segment b*(¢) jakozto

0= () -2 (8o

Jj=0

b*(t) mé tedy Bézierovy body (6151)] ) a prechézi vzhledem ke zminéné per-
J

spektivistické projekci do b(t).

Mnozina racionalnich Bézierovych segmentt je uzaviena vzhledem k perspek-
tivistické projekci.

Moznost reprezentace racionalnich Bézierovych segmentu jako projekce obycejnych
Bézierovych segmentu ma za dusledek, ze lze zndmé vlastnosti pro Bézierovy seg-
menty prenést na racionalni Bézierovy segmenty:

Veéta 3.2 Vlastnosti racionalnich Bézierovych kirivkovych segmentt

1. Chovdni v koncovych bodech: Kontrolni polygon a raciondlni kiivkovy seg-
ment maji stejny pocdtecni a koncovy bod. Pruni a posledni segment kont-
rolniho polygonu je tecny ke krivce. Ostatni Bézierovy body nejsou interpo-
lovany, pouze aproximovany.

2. Vlastnost konvexniho obalu Krivkovy segment leZi v konvexnim obalu Bézierovych
bodu. Zejména tedy lezi i v konvexnim obalu Bézierova polygonidlniho tahu.

3. Vliv kontrolnich bodu b; nemd obecné nejvétsi vliv na b(t) v pripade, Ze
t=1i/n.

4. Omezené kolisani Pro kladné vahy Zadnd primka neprotind raciondlni Bézieriv
krivkovy segment ¢astéji nez odpovidagjici Bézieriv polygonidlni tah (vari-
ation diminishing property).

Dtikaz. Bezprostiedné projekei Bézierova kiivkového segmentu v R4+,
Uvazme racionalni Bézieruv ktivkovy segment:

Pobo By (t) + ... + Bubn B(t)
PoBg (1) + - - + BuBR(t)

b(t)

citatele oznacime u(t) a jmenovatele v(t).
Plati
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RO ORS00

Pro pocatecéni bod dokazeme

b, — by b'(0)

[Ibr =boll — [[b(0)]]

Podle véty 2.7 plati

u'(0) = n(Bib1 — foby)
v'(0) = n(f— Bo)

Dale plati

u(0) = Sobo

Tedy

n(Siby — Bobg) - v(0) — u(0) - n(By — fo)

v2(0)

_ nBofibr — nﬁ%bo +nByBiby — nﬁ&bo
33

_ nh (bl - bo)

Bo
Dosazenim dostavame
b'(0) _ nﬁl(%;*bo) _ b, — by
WO~ [Eesa] ~ b bl

Pro koncovy bod dokazeme
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by — b1 b'(1)

by = bual[ (/1)
Podle véty 2.7 plati

u'(1) = n(Bbn — Bu1bn1)
v'(1) = n(Bn — Bn)

Dale plati

u(l) = pB.b,
Tedy
! o n(ﬁnbn - anlbn71> : U<1) - u<1) ' n(ﬁn - ﬂnfl)
b(1) =
v*(1)
o nﬁgbn - nﬁnﬁn—lbn—l + nﬁgbn - nﬁnﬂn—lbn
= 52
_ nﬁn—l(bn - bn—l)
B
Dosazenim dostavame
b)) R b by
WO~ [t T b, b

Déle dokazme vlastnost 2.
Vychéazejme z definice konvexniho obalu:

conv(z) = {Z%‘-Xi : Zai =1l,a; >0,x; € x}
i=0

Chceme tedy dokazat, ze : b(t) € conv(by, ..., b,)
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0= 5(8)mo= (53)
Tedy : b*(t) € conv.((ﬁoﬁ]:‘)), ...... : <5%]:”))

b*(t) € conv.(3;b;)
B*(t) = Zalﬁlbl, ZO{Z' = 1, a; Z 0
i=0

b (1) = Zaﬁ

b(t) — b*(t) 1:% _ & nal.ﬁz bz
(t) = b*(t) -Zoajﬂj z;() 'Zoajﬂj
Ji= Jj=

A tim je dikaz hotov.

3.Vliv kontrolnich bodi: Béziertuv kiivkovy segment je tvaru: Z (ﬁ ]ﬁ ) B(t)
j

zn: ﬁj.bj.B;L(t)

Jeho projekei dostdvam vyraz : =%
goﬁzB (t)
/. ’ ’ 7/ Bn
Upravou dostavame vyraz: ﬁ—t) b;
Eﬁz B(t)

Maximum zalezi pouze na Vyrazech kde se vyskytuje t, tedy vyraz 3; muzeme
vynechat a vyraz B} (t) dit do jmenovatele a potom hleddme maximum vyrazu:

1

o 1

n n o ) ) n n o
Zﬁi-( .).tlﬂ.(l—t)"—l_<”_” Zm( .>~(1t_t)”
i=0 ] i=0 1

Tedy hleddm minimum vyrazu :>_ ;. (ZL) ()

=0

Oznacime si 1 Jako a a vyraz zderivujeme podle « a polozime roven 0, abychom
zjistili extrem (mlmmum) ;

2:%5 (ZL)(@ )it =0
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Existuje ag, pro které je f(cyp) rovna nule:
1=7—0

j>1— —

jI<t— 4+

A existuje jediné, nebot funkce je spojitd a rostouci.

]=0:

fi=—7v ifl@)=ttatl ifl@)=-F+1 =
9
+1=0

— a?=1,a=1,a € (0,00)

Dosadimezaa:a:ﬁ:>1:2t:>t:%

Tedy pro j = 1 véta plati. Ale zkusme jinou volbu:

502%7 ﬁ1:%7 52:2:

, i

Tedy obecné se t nerovna

K2
o

Pripustime-li i zaporné vahy [;, ztratime ¢astecné vyse uvedené vlastnosti.
Algoritmus se provede pro obyéejny Bézieriv segment v R*! a nésledné se
uskutecni projekce. Tento postup je mozny pro de-Casteljautuv algoritmus, délent,
zvyseni stupné a derivaci.

Stejné jako u obycejnych Bézierovych segmenti se racionalni Bézieruv seg-
ment rozdéli do dvou diléich kiivek bodem b(¢*). Diléi kiivky jsou pak raciondlni
Bézierovy segmenty stejného stupné. Bézierovy body a vahy ziskame z vnitinich
pomocnych bodu Casteljauova algoritmu pro bod ¢ = t*. Pro prvni diléi krivku
jsou to
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0 1
by, by,..., b,
0 1
ﬁo»ﬁla"wﬁga

a pro druhou diléi kiivku jsou to

n n—1 0
b,,b, ,...,b,,

n n—1 0
n 1 ,...7ﬁn.

Stejné jako obycejné Bézierovy segmenty lze reprezentovat racionalni Bézierovy
segmenty o n 4+ 1 Bézierovych bodech beze zmény tvaru kiivky jako raciondlni
Bézierovy segmenty o n+ 2 Bézierovych bodech. Nové Bézierovy body a vahy lze
ziskat jako konvexni kombinaci dvou starych Bézierovych bodu popt. vah:

b(t) = Bobo By (L) + - - + Bubn B (1)
WO+ B
obo By () + -+ B b B ()
BoBy () + -+ Br o Bi(t)

s novymi Bézierovy body a vahami

b! =b; - (n—H),Z:L...,n, by = by, b}, = b,
n+1—1

o=t (M

Raciondlni Bézierovy segmenty nam na rozdil od obycejnych Bézierovovych
segmentu dovoluji modelovat kuzelové fezy. Presna reprezentace takovychto kiivek
s obyCejnymi Bézierovymi segmenty neni mozna.

) 0 0
),@:: Loon, By = B0 Brer = 65,

Véta 3.3 Raciondlnich reprezentace kuzZelovych fezti Budte fy = 3 = 1.
Pak raciondlni Bézieriv segment stupné dva tvaru

b(t) = GoboB3(t) 4+ Biby B (t) + G2b2 B3 (1)
 BoBR(t) + BiBi(t) + B2 B3(t)

je
e Flipsouvity segment, pokud 31 < 1,
e Parabolicky segment, pokud B; =1,

e Hyperbolicky segment, pokud 3y > 1.



3. RACIONALNI KRIVKY 49

Dikaz. Dosadime do vztahu Gy = 6, = 1

_ beB2(t) + Siby BX(t) + by B2(t)
~ Bj(t) + 6uBi(t) + B3(1)

b(t)

Z definice Bernsteinova polynomu stupné n dosadime za BJ'(t) = (n)t’(l -
" i =0,...,n

bo(1 —t)? + 261byt(1 — t) + byt?
(1—t)2+26,t(1 —t) + 12

Podle Véty 3.1. plati, ze, pouzijeme-li afinni zobrazeni na kontrolni body Bézierova
kiivkového segmentu a pak z nich sestrojime kiivkovy segment, dostaneme totéz,
jako kdyz uvedené zobrazeni aplikujeme na Béziertuv kiivkovy segment. Muzeme
tedy, bez ztraty na obecnosti, umistit body by a by na osu x symetricky podle
pocatku souradnic M, tj. stted usecky bgbs. Prusecik primky Mb; s racionalnim
Bézierovym segmentem oznacme X.

b(t) =

Vypocteme hodnotu b(t) pro t = 0, 5:

b B.b b
By o 4 B

b(0,5) =
R

Protoze jsme body by a by umistili navzdjem symetricky vzhledem k pocatku
soutadnic, plati: by = —by

B1by N B1by
1+ 06 b(0,5)

b(0,5) =X a zdroven body M, X, by lezi na téze pfimce. Dosazenim dostdvame:

b(0,5) = 148

Bi| Mby |
PUEDI 4 5,
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Dale vyuzijeme vétu z teorie kuzelosecek (ucebni texty Janyska, Sekaninové, Ana-
lytickd teorie kuzelosecek a kvadrik, V. 18.4), ktera k4, ze kazdou kuzelosecku
lze zadat jako mnozinu bodu roviny, které maji od dané primky a daného bodu
lezici mimo piimku konstantni pomér vzdalenosti k£ > 0. Ovéfeni, ze se jedna v
nasem piipadé skutecné o kuzelosecku, nechavam na ¢tenari.

Pro elipsu je k < 1, pro parabolu je £k = 1 a pro hyperbolu je k > 1.

Dosazenim a upravou nyni dostaneme:

|MX|+|Xby|
B(l—k ) —=p=1
Gkt =1

ﬁlzk = 51<1

Pro 51 < 1 je tedy racionalni Bézieruv segment elipsovityj (51 = 1 je parabola a
pro 1 > 1 je hyperbola). I

4 Plochy

Bézierovy techniky se daji jednoduse prenést na plochy. Namisto jednodimen-
zionalniho kontrolniho polygonidlniho tahu se pouzivaji dvoudimenzionalni kon-
trolni sité. Kontrolni sit je kombinatoricky vzato pravidelnd miiz, jejiz pocet
bodu urcuje polynomidlni stupen vysledné plochy. Pritom se pouzivaji mftize s
ohranic¢enim o ttech resp. ¢tyfech vrcholech. V dalsim nejprve popiseme ctyruhelnikové
Bézierovy segmenty, nasledovné trojuhelnikové Bézierovy segmenty.

4.1 Ctyitdhelnikové Bézierovy segmenty

Kontrolni sit ¢tyftihelnikového Bézierovova segmentu je urcena (n + 1) - (m + 1)
Bézierovymi kontrolnimi body b;;, i« = 0,...,n, j = 0,...,m. Dva Bézierovy
body b; ;, by, jsou spojeny hranou, pokud (i, j) = (k=£1,1) nebo (4, j) = (k,£1).

Definice. Ctyithelnikovy Bézieruv segment v R? je tvaru:
b(u,v) ==Y > bi;-B'(u)- B'(v), u,v € [0,1],b;; € R®.

Mnoho vlastnosti Bézierovych kiivkovych segmentu lze prenést na ¢tyiihelnikové
Bézierovy segmenty. Uvazime-li vnitini soucty

m

b;(v) := me -Bi'(v), i=0,...,n,

J=0
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obdrzime systém Bézierovovych segmentu v prostoru. Zejména pak

b(u,v) = Zbi(v) - B™Mu).

Pro pevnou hodnotu v = v* se opét jedna o Bézieruv segment, ktery méa

kontrolni body b;(v*), i = 0,...,n. Bod b(u*,v*) lze spocitat tak, ze nejprve
zjistime pouzitim Casteljauova algoritmu na kontrolni polygonidlni tahy b, ;, j =
0,...,m a v = v* bod b;(v*). Na kontrolni polygonialni tah b;(v*), i =0,...,n
opétovné aplikujeme Casteljautuv algoritmus pro v = u*. Vysledkem je hledany
bod roviny b(u*, v*).

Algoritmus. (de Casteljau, pro ¢tyfihelnikové Bézierovy segmenty)

Vstup: (n + 1) - (m + 1) Bézierovych kontrolnich bodu b, ;, i = 0,...,n, j =
0,...,m, u*,v* €]0,1].

Vystup: Bod roviny b(u*,v*) urceny Bézierovymi kontrolnimi body b;;, ¢ =
0,...,m, 7 =0,...,m.

Postup:

1. Spoctéme c; := Z;n:() b; ;- Bf*(v*), i = 0,...,n, podle Casteljauova algo-
ritmu, 2 =0,...,n.

2. Spoctéme b(u*,v*) = Y"1  c; - Bl'(u*).
7, vyse uvedeného pak mame nasledujici tvrzeni:

Véta 4.1 Vlastnosti ¢tyiuhelnikovych Bézierovych segmenti

1. Vlastnost konvezniho obalu: Body b(u,v) lezi v konvexnim obalu definugjicich
Bézierovych bodh.

2. Vliv kontrolnich bodi: Bézieriv bod b; ; md nejvétsi vliv na segment b(u,v)
v pripadé, Ze (u,v) = (i/n,j/m).

3. Chovani v okrajovych krivkdch: Okrajové body kontrolni sité jsou Bézierovy
body hranicnich krivek rovinného segmentu.

4. Planarita: Bézierova rovinnd cdst je rovina prdvé tehdy, kdyzZ Bézierova
kontrolni cast tvori rovinnou mrizku.

5. Plochové krivky: Obraz primky, v roviné uréené u — v, na plose je poly-
nomudlni krivka stupné nejuyse m + n.

Dukaz.
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1. Bod b(u,v) lezi v konvexnim obalu definujicich Bezierovych bodu. Z definice

vime, ze

b(u,v) = ZZbij.Bf(u).B}“(v),u,v €[0,1],b;; € R?,
i=0 j=0
kde B(z) = (?)x’(l —x)""proi=0,...,n,x €[0,1] € R a b;j jsou

Bézierovy body.
Staci dokazat, ze koeficienty uvedeného souctu splnuji

1> Bl'u).B'(v) >0a »  Bl'u)B'(v) =1
i=1,j=1
Jiz vime, ze
Y Biu)y=1=3 B'(v),
i=1 j=1

odkud tvrzeni plyne okamziteé.

. Bézieruv bod b;; mé nejvétsi vliv na segment b(u, v) v piipadé, ze (u,v) =

(£, L). Koeficient u bodu by; je B}(u).Bj*(v), ktery je definovdn jako

()5}

Hledame takové body w, v, pro které tento vyraz nabude svého maxima.
Budeme jej tedy derivovat podle ptislusnych proménnych w,v. Zactneme
derivovanim podle u:

() (5)e-or s -om
() ()= 0=yt - oy -

Vytkneme vyrazy, které jsou spoletné obéma scitancum

_ (") <m) W (1= )™ = (1 = w)™ (1 — ) + . (n— )] = 0

! J

Obecné je
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ve vnitinich bodech intervalu [0, 1] kladny, tedy :
[i —iu+un —ui] =0
i+ un =70
u=—
n
Urceni v se provede analogicky. Nutné ze spojitosti funkce Bj'(u).Bj(v)
vyplyvé existence maxima na uzavieném intervalu [0,1] x [0, 1]. Pfitom

maximum nemuze nastat na okraji ¢tverce tedy musi nastat na mnoziné

(0,1) x (0,1).

Ovérme dale posledni tvrzeni. Pro ptimku lezici v roviné u—uv plati u = kv+q.
Zobrazenim této primky dostaneme polynom v proménné v:

f(v) =b(kv+q,v) Z:;é  BM(kv +q) - B (v) =
ib( ) ”’)mj(?)%wq)iu—m—q)m

Vidime, ze v dosahne po roznasobeni v prvni ¢asti vyrazu stupné nejvyse
Jj+ (m—j) =m, kv a tedy v dosdhne v druhé ¢édsti vyrazu stupné nejvyse
i+ (n — i) = n. Nejvyssi stupen kiivky je tedy m + n. 1

Tvrzeni o omezeném kolisani nelze bezprostiedné prevést z kiivek na plochy.
Nenf{ totiz obtizné zadat kontroln{ sit a piimku tak, Ze rovina je piimkou protnuta,
nikoliv vsak kontroln{ sit.

Casové ndrocnost de Casteljauova algoritmu pro ¢tyfihelnikové Bézierovy
segmenty je O(m? - n + n?), pokud postupujeme nejprve v m—sméru a pak v
n—smeéru. Pfirozené lze vSak vyhodnoceni provést pomoci Hornerova schematu.
Casové narocnost je pak O(m -n+n). Casteljautiv algoritmus pro ¢tyfthelnikové
Bézierovy segmenty lze pouzit stejné jako pro kfivky na rovinné rozdéleni:

Véta 4.2 Rozdéleni ¢tyithelnikovych Bézierovych segmentti Budte bk
body, které obdrzime Casteljauovym algoritmem pro kiivky b;(v) :== > " o bi Bm( )

pii volbé v = v*. Ctyiihelnikové Bézierovy segmenty

ZZbJ’J Bl(u) - B'(v), u,v € [0,1]
=0 5=0
d(u,v) == > b7 Bl(u) B]'(v), u,v € [0,1]
0

J=0

1=
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rozklddaji segment

n

> b, Bl'(u) - B'(v)

=0 7=0
do dvou dil¢ich segmenti podél krivky b(u, v*).

Dikaz. Vime, Ze

n

wa B} (u) - By'(v).

=0 j=

To se podle definice rovna

C;(v)B!'(u),

%
=0

kde
Zbi]B;”

K dokazani tvrzeni staci ziejmeé dokazat rovnost ¢tyrtihelnikovych segmentu
c(u,v) a b(u,vv*), respektive d(u,v) a b(u,v + (1 — v)v*).
Podle definice ctytihelnikovych segmentu plati, ze

(u, vv* Z Zb” vu* (u) - BY*(v) = ;bi(vv*)Bf(u)

i=0 7=0

c(u,v) =) ¢;(v)B!'(u)

tzn. potfebujeme ovérit rovnost

> bi(v) B (u) = Y €i(v) B (u).
i=0 i=0
Z toho vyplyvé, ze staéi dokézat rovnost b;(vv*) = €;(v). Ale €;(v) jsou
kontrolni body Bézierovych kiivkovych segmentiu, které jsme dostali rozdélenim
jednotlivych Bézierovych kfivkovych segmentu podle bodu b, (v) konkrétni volbou
v = v*. Nase rovnost tedy plyne piimo z déleni Bézierovych kiivkovych segmentu.
Stejnym zpusobem dokézeme i rovnost d(u,v) a b(u,v + (1 — v)v*). Totiz

b(u, v+ (1 —vp) = 3> b (v+ (1 —v)v")- B (u) - Bf"(v)
Zl:ob(vﬂl—v) ") B (u)
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kde d;(v) = > o5 BY (v). Stacl ovérit rovnosti
> bulo (1w ) B ) = 30 &) Bl (w)
i=0 1=0

bi(v + (1 —v)v*) = d;(v)

a to jsou opét rovnosti piislusnych krivkovych segmentu.l

Také zde vede iterativni déleni k posloupnosti siti, ktera konverguje k plose.
Protoze pro diléi segmenty plati rovnéz vlastnost konvexniho obalu, 1ze konstru-
ovat rozdéleni plochy s pozadovanou piesnosti.

Abychom ziskali jemnéjsi kontrolu Bézierovy plochy, lze zvysit pocet kont-
rolnich bodu, aniz se sama plocha zméni. Tento postup je zalozen na zvySeni
stupné Bézierovych kiivkovych segmenti. Abychom opét ziskali kontrolni body
¢tyruhelnikové sité, musime zvysit pocet fadku resp. pocet sloupcu o jednotku.
Za timto ucelem pro pevné i = ¢* uvazujeme b;- ; jako kontrolni body Bézierova
segmentu a provedeme pro né zvyseni stupné. To postupné provedeme pro ¢* =
0,...,n. Hodnota m se pritom zvysi o jednotku.

Véta 4.3 ZvySeni stupné ¢tyitihelnikovych Bézierovych segmentti Bud’
ddno (n + 1) - (m + 1) kontrolnich bodi bgg, ..., bym € R?® ctyrihelnikového
Bézierova segmentu. Ctyrihelnikovy Bézieriv segment s (n 4 1) - (m + 2) kont-
rolnimi body by, . .., by, .y tak, Ze

Z’k,o = Dby,
b, = b+ (1 —ay)biy, o :=j/(m+1),j=1,...,m,
b:,erl = bi,m,

splyvd s ctyrihelnikovym Bézierovym segmentem o (n+ 1) - (m + 1) kontrolnich
bodech, tj. plati, Ze plocha

b(u,v) ==Y > by, B'(u) - B}'(v)
i=0 j=0
je totoznd s plochou
n m+l
b*(u,0) ==Y Y bj;- Bl(u)- By (v).
i=0 j=0

Dikaz. Plyne bezprostiedné z odpovidajici véty pro Bézierovy kiivky:. I
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4.2 Trojuhelnikové Bézierovy segmenty

V praxi se ¢asto vyskytuji rovinné ¢asti, které nelze pomoci kontrolnich bodu
¢tytuhelnikové sité prirozené modelovat. V téchto piipadech lze pouzit rovinné
¢asti, které jsou definovany pomoci kontrolnich bodu trojihelnikové sité. Kont-
roln{ sit trojuhelnikovych kontrolnich segmentiu je uréena pomoci (n+1)-(n+2)/2
Bézierovych kontrolnich bodu b, 0 < 4, j, k, i+ j+k = n. Dva Bézierovy body
b; ik, Dpgr jsou spojeny hranou sité, pokud (i,j,k) = (p £ 1,¢ £ 1,7) nebo
(1,7,k) = (p,q £ 1,r £ 1) nebo (i,5,k) = (px1,q,r £ 1).
Pro n = 3 obdrzime naptiklad trojihelnik

030
021 120
012 111 210

003 102 201 300.

Definice. Trojihelnikovy Béziertv segment v R? je tvaru:

b(u,v) := Z bk Bljp(u,v,1 —u—wv),
1,7,k >0
t1+7+k=n

u,v € [0,1],u+v <1,b;,x € R,

kde B}, (7,y, z) jsou zobecnéné Bernsteinovy polynomy tvaru

|

_ i, gk
T

Bz??j,k(x> Y, Z) :

0<i,j,k,i+j+k=n 0<uz,y,2<1, v4+y+z=1.

Trojihelnikovy tvar ma rovnéz obor parametru (u,v): 0 < u,v, u+v < 1.
Zobecnéné Bernsteinovy polynomy, které slouzi jako vahové funkce pro Bézierovy

Véta 4.4 Vlastnosti zobecnénych Bernsteinovych polynomiu

1. Rozklad jednotky: Soucet zobecnéngch Bernsteinovych polynomu stupné n
je 1:

n

Z BZj,k('r?y’z) =1
1,7,k >0
i+j+k=n
pro0 <z, y,2<1, z+y+z=1.
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2. Pozitivita: Zobecnéné Bernsteinovy polynomy jsou v mnoziné Sy = {(u, v, 1—
u—0):0<wu,v, u+v <1} nezdporné:

B!

z,j,k<x7yaz> > O, («T,y,2> € 53.

3. Mazimum: B}, (r,y, 2) nabjvd svého mazima v mnoziné Sz v bodé (%, %, %),
i,j, k>0, i+j+k=n.
4. Rekurze: Proi,7,k > 0,1+ j+ k =n plati
B (x,y,2) = wBZ:l,j,k(x’ Y, 2) + yBQ;_lLk(x, Y, z) + ZBZ;;_I(x, Y, 2).

Je tedy Bernsteinuv polynom stupné n konvexni kombinaci tii Bernstei-
novych polynomu stupné n — 1.

Dukaz. Snadné cvicenill

Véta 4.5 Vlastnosti trojihelnikovych Bézierovych segmentt

1. Vlastnost konvexniho obalu: Body b(u,v) lezi v konvexnim obalu definujicich
Bézierovych bodu, zejména tedy v konvexnim obalu kontrolni sité.

2. Chovani v hranicnich krivkdch: Okrajové krivky rovinného segmentu jsou
Bézierovy segmenty.

3. Plochové krivky: Obraz primky, v roviné urcené u — v, na plose je poly-
nomudlni krivka stupné nejuyse n.

Dikaz. 1. Ziejmé. 2. Ukazme tedy, ze okrajové kiivky rovinného segmentu jsou
Bézierovy segmenty. Ziejmé mnoziny parametru, které odpovidaji okrajum, jsou
{(u,0) :u € [0,1]}, {(0,v) : v € [0,1]} a {(u,1 —u) : u € [0,1]}. Pocitejme

b(u,0) = Zi,j,kzo,i+j+k:n bi,j,kng,k(“a 0,1—w)
Zi,kzo,i+k=n bi,O,kBZo,k(Uy 0,1 —u)
209'91 b; o.n—iBF (u).

Podobneé
b(0,0) = > i k50,4 jhen PiikBi (0,0, 1 —v)
= D jk>0j+h=n P0j kB0 (0,0, 1 = v)
Zogjgn bo,jn—; Bjn(u)
a

blu, 1 —u) = 3 ks0itjshmn ik Bljx(u, 1 —u,0)
= bi,j,OBn (’LL, 1— u, 0)

1,5>0,i+j=n 1,5,0
= Zogign b; —ioBj' (u).
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3. Pro primku lezici v roviné u — v muzeme predpokladat, ze plati u = kv + ¢
(jinak by bylo u = const a tvrzeni by se dokdzalo analogicky jako pro tento
piipad). Zobrazenim této piimky dostaneme polynom:

fv) = blkv+q,0) =332 5 by - Bi'(kv +q) - Bf'(v)

n m m j m—j [ T % n—i
= EL b ()0 ()t k0 ko -0
Vidime, Ze v dosdhne po rozndsobeni polynomu v/ a (1—v)™77 stupné nejvyse
j + (m — j) = m. Podobné v dosdhne po rozndsobeni polynomu (kv + ¢)* a
(1 — kv — q)" " stupné nejvyse i + (n — 1) = n. Nejvyssi mozny stupen polynomu
f(v) je tedy m + n. |

Nazornéjsi nez formalni definice je Casteljautiv algoritmus pro trojihelnikové
Bézierovy segmenty. Ten pak pocita stdle se zmensujici trojihelnikové sité fadu
n—1,n—2,...,0. Posledni sit odpovida bodu plochy. Korektnost algoritmu
spociva stejné jako pro Bézierovy segmenty na rekurzivité zobecnénych Bernstei-
novych polynomu.

Algoritmus. (de Casteljau, pro trojihelnikové Bézierovy segmenty)

Vstup: Bézierovy body b;k, 7,5,k > 0,7 + j + k = n, parametrickd hodnota
(u*, v*).

Vystup: Bod kfivky b(u*, v*).

Postup:

BEGIN
FOR i:=0TO n DO ;
FOR ;7 :=0TO n -1 DO

BEGIN
k:=n—1—7;
b?,j,k = bi,j,k;

END:;

FOR!:=1TO n DO

FOR{i:=0TO n—-1DO

FOR j:=0TOn—-1—1 DO

BEGIN

k:=n—1—1i—7;

]::l))%f)— u* - bi;}]k +v*- bﬁ;}i-lk + (1 —u* =) bﬁ;,lkﬂ;
b(u*,v*) := bg,o,o
END.
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Lemma 4.6 Pro pomocné body bi,j,k de Casteljauova algoritmu pro trojuhelnikové
Bézierovy segmenty plati

L — E 0 l * * * *
bi»j)k - b7’+l*7.]+.7*ak+k* : Bi*,j*,k* <u 7/U 9 ]- —u —v ).

k=l

Dikaz. Budeme postupovat matematickou indukei vzhledem k [:
Nejprve ukazeme tvrzeni pro [ = 0. Ziejmé

0 — — E 0 0 * % * *
b’i,j,k‘ — bi7j7k — bi-ﬁ-’i*,j-f—j*,k-‘rk‘* ° Bi*,j*,k’* (u ,U 5 1 —u —v ),
) *+k*=0

protoze suma na pravé strané se scita pouze pro jediny s¢itanec (volba i* = j* =
k* =0).

Déle vime, ze bod bl

i ;) muzeme pro [ > 1 zapsat takto:

l % -1 * -1 * * -1
bijr=u" b +v b+ (I —u" —0%)- bi k1>
pricemz n — | = i + j + k Tento vyraz muzeme rozepsat podle indukéniho
predpokladu:

l _ x| i1 x i1 T S S U IS
bijr= u"-biy i, +v bz‘,6'+1,k +(1-u ';f 2 b5 k1

_ * — E * *
= U ket bé+1+i*:j+j*,k+k’* 'Bf*’{*,k*(“ VN 1 =t —t)
* - * * * *
LU D bz‘+z‘*,j+1+g(‘)*,k+k* 'Bi*,j*,k*(ulﬂl’ A —wt =)+
* * _ * * * *
(]_ —UuUu —v ) M ZZ*-"-]*—F}C*:Z—I bz+z*,]+]*,k+1+k* * Bi*,j*,k* (u ,U 9 ]. —UuU —v )

Pro [ = n pak mame, Ze by ; je hledany bod plochy. Odtud pak dostdvame ko-

rektnost Casteljauova algoritmu. Casova ndrocnost algoritmu je O(n?). Pamétova
narocnost je omezena O(n?), protoze pro pevnou hodnotu [ musi byt v paméti
1

obsazeny pouze pomocné body b; ;, a bi_jlk, Nékdy je vhodné pouzit Hornerovo

schema.

Véta 4.7 Rozdéleni trojihelnikovych Bézierovych segmentt MnozZinu u—
v-parametri. wvazZovanou jako trojihelnik [(0,0),(0,1),(1,0)] lze pomoci pevné
zvoleného parametru (u*, v*) rozloZit na tri trojuhelniky tak, Ze jej postupné spojime
s vrcholy (0,0), (0,1), (1,0). Cdst plochy nad kazdijm z téchto trojihelniki lze opét
reprezentovat jako trojuhelnikovy Bézieruv segment. Bézierovy body téchto dilcich
ploch vzniknou z pomocnijch bodu, jez lze spocitat pouZitim Casteljauova algoritmu
pro bod (u*,v*), a sice podle nasledugiciho schématu.

e Pro trojuhelnik [(0,0), (u*,v*), (0, 1)] obdrzime kontrolni body b
0<i:<n,0<53<n—q.

)
0,],71—2—] ’

e Pro trojuhelnik [(0,0), (u*,v*), (1,0)] obdrzime kontrolni body b;_i_mﬂ,
0<:<n,0<753<n—q.
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e Pro trojuhelnik [(0,1), (u*,v*), (1,0)] obdrzime kontrolni body b, ,,_;
0<1<n,0<3<n—1.

Dukaz. Cviceni. |

Véta 4.8 Zvyseni stupné trojihelnikovych Bézierovych segmentti Bud’
ddno (n+1) - (n+2)/2 kontrolnich bodi b; ;. € R*, 0 <i<n,0<j<n-—i,
k = n—i—j trojuhelnikového Bézierova segmentu 7adun. Trojihelnikovy Bézieruv
segment Tddu n + 1 s novymi (n + 2) - (n + 3)/2 kontrolnimi body bj ;, € R?,
0<i<n+1,0<5j<n+1—i,k=n+1—1—7 tak, Ze

. 1 . .
b}y = nrl (¢-bicije+J -bijoie+k-bijr),

splyvd s trojuhelnikoviym Bézierovgm segmentem o (n+ 1) - (n+ 2)/2 kontrolnich
bodech, tj. plati, Ze plocha

b(u,v) := Z bijx - BYjp(u,v,1 —u—v)
i,J, k>0
i+j+k=n

je totoznd s plochou

b*(u,v) := Z ik B?;“,i(u, v, 1 —u—w).
1,7,k >0
itjitk=n+1

Dukaz. Cviceni. |

4.3 Racionalni plosné Bézierovy segmenty

Prevedenim racionalni reprezentace kiivek na piipad ploch obdrzime

Definice. Raciondlni étyithelnikovy Bézieriv segment v R? je tvaru:

> iz Z;nzo Biibij - Bi'(w) - Bjm(v)
> im0 2ogeo Big - Bit(w) - Bj*(v)

b(u,v) :=

u,v € [0, 1],61‘7]‘ >0, biJ‘ € R?.

Kontroln{ sit ¢tyfihelnikového Bézierovova segmentu je uréena (n+1)-(m+1)
Bézierovymi kontrolnimi body b;; a jejich vahami 3;; > 0, ¢ = 0,...,n, j =
0,...,m.
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Definice. Raciondlni trojihelnikovy Bézieriv segment v R? je tvaru:

> i jaken Bigkbigr - Bl p(u,v, 1 —u —v)

Zi+j+k:n Bijk - B{fj7k(u, v,1 —u—0)

b(u,v) :=

6i,j,k 2 O, u,v € [O, 1],1,6 + v S 1abi,j,k € R3.

Racionalni Bézieriv segment v R? lze chépat jako perspektivistickou projekci
Bijbi
1,J
x4 = 1. Znamé vlastnosti Bézierovych segmentu jako jsou vlastnost konvexniho
obalu a rovnéz ostatni obvyklé algoritmy lze proto pfimo prevést na racionalni
Bézierovy plosné segmenty. Pro zaporné volby se tyto vlastnosti ¢astec¢né neza-

chovavaji.

Bézierova segmentu v R* vzhledem ke kontrolnim bodim ( ) na rovinu

5 VysSi dimenze
Jak c¢tyrihelnikova tak trojuhelnikova konstrukce se daji zobecnit do vyssich

dimenzi:

Definice. d-dimenzionalni ¢tyiriuhelnikovy Béziertiv segment v R™ je
tvaru:

ni  na ng

X(11, s ta) = D0 D D Biiia e Bl (un) - B (a) - Bl (ua),
31=012=0 1q=0
Uy, U, ..., Ug € [Oa 1]7n17n2a"'7nd € N.

Kontroln{ sit ¢tyitihelnikového Bézierovova segmentu je uréena (ny +1) - (ng+
1) -...(ng + 1) Bézierovymi kontrolnimi body b;, . ;, a jejich vahami ;; > 0,
1=0,...,n,7=0,...,m.

Jid

Definice. d-dimenzionalni trojuhelnikovy Bézieriiv segment v R™ je
tvaru:

X(Uo, cee 7Ud) = Z bio,il,...,id : Bio,il,...,id (UO, Uy, ... ,Ud)>

0+i1 4 +ig=n,i0,...,ig >0

Ug, Uy ..., Uq € [0,1},160+U1+"‘+Ud: 1;bi1,...,id GRm,

kde B; ;. . (ug,uy,...,uq) jsou zobecnéné Bernsteionovy polynomy tvaru
05815.-,8q \ W05 U1 )
n! io, i ia
— 0 1
Bio,il,...,id(u07u17...,ud) 7 151 - 'uO le ud’
10:11....17¢

0 <ig,i1,...,%a, G0+ i1+ - +ig=n.
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Algoritmy platné pro plochy lze podobné dokazat také pro tyto formy. Mimo
to lze navic vytvorit hybridni d—dimenzionélni segmenty, kde namisto kiivek lze
pouzit d;-dimenzionalni trojihelnikové Bézierovy segmenty.



Kapitola 3

Kritéria kvality

Bézierova metoda predstavuje ndzorny a Gcinny nastroj zejména pro interaktivni
modelovani kiivek a ploch. Modelovani takovychto forem se déje obecné s es-
tetickymi nebo technickymi zadanymi tkoly. Technické zadané tkoly jsou napr.
minimalizace odporu vzduchu nebo maximalizace tuhosti. Takovéto ukoly lze ge-
ometricky vyjadrit pomoci vyroku jako "kiivka nemé byt rozkolisand”, ”plocha
nemd byt vyboulend”. Tyto lze pak presné vyjadrit pomoci pojmu diferencidlni

vvvvvv

diferencidlni geometrie. Dale uvedeme postupy slouzici ke grafickému vyjadieni
téchto veli¢in, jez nam umozni rychlé vizualni posouzeni kvality navrzeného tvaru.

1 Implicitni vyjadreni

V predchazejici kapitole jsme uvazovali kiivky a plochy v parametrické repre-
zentaci. Diferencidlni geometrie pouziva jiny zpusob vyjadteni, tzv. implicitni
vyjadrend.

Definice. Implicitni vyjadreni kfivky v R? (rovinné kiivy) je nulovd mnozina
funkce F, tj.
F(z,y)=0 pro F:R?>— R.

Implicitni vyjadieni plochy v R? je nulovd mnozina funkce F, t;j.
F(z,y,z) =0 pro F:R3— R.

Implicitni vyjadieni kiivky v R? je prinik dvou implicitné definovanych
ploch urcenych funkcemi F' a G, tj.

F(.Z',y,Z)ZO, G(l’,y,z):() pro F,GIR3—>R,
Ptiklad implicitné definované kiivky v roviné je

23 —y3=0.

63
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Piimka v prostoru je implicitné prunik dvou (ruznych) rovin, napf.
y+5xr+6=0, 2+8r+7=0.
Jednotkova koule mé implicitni reprezentaci
=1

Dulezitym piipadem implicitné reprezentovatelnych ktivek jsou kuZelosecky.
Kuzelosecku obdrzime jako prunik roviny s kuzelem. Rozlisujeme tii zakladni
typy: elipsa, hyperbola a parabola. V normalnim tvaru maji nasledujici reprezen-
taci:

e elipsa 2?/a® + y?/b* = 1,

e hyperbola z2/a*> — */1? = 1,

e parabola y? = 2px.

Obecné 1ze kuzelové tezy popsat pomoci rovnic tvaru
a-2*+b-y*+c-x-y+d-z+e-y+f=0.

Koule je ptiklad kvadriky. Kvadriky jsou plochy v prostoru odpovidajici kuzelovym
fezum v roviné. Ziskame je jako nulové mnoziny rovnosti tvaru

a-2*+b-y*+e +drytex-z+fy-2+grthoyti-z+j=0,

tj. reprezentuji se pomoci kvadratické rovnosti, z ¢ehoz vzniklo jejich jméno. Pocet
typu je mnohonasobné vétsi nez pro kuzelové fezy:

e Kuzel: r?ja* +y?Jb* — 22 =0
e Dvojdilny hyperboloid: 22 /a? -2 /? -2 =1
e Jednodilny hyperboloid: r?ja’+y? -2 =1
e Elipsoid: r?ja* + 2 0*+ 22 =1
e Eliptickd valcova plocha: r?/a® +y?/b* =1

e Elipticky paraboloid: 22 /a*+y? /b2 +2cz = 0
e Hyperbolicky paraboloid: 2 /a*—y? /b +2cz = 0
e Hyperbolicka valcova plocha: 2?/a® —y? /0 =1

e Parabolicka valcova plocha: x?/a® — 2by =0
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Bohatstvi tvart implicitni reprezentace se zvyrazni pomoci geometrické inter-
pretace. Kiivku ziskdme pomoci pruniku formy z = F'(z,y) v explicitnim tvaru
v tridemenzionalnim prostoru definované plochy s rovinou z = 0. V zavislosti
na tvaru plochy se muze kfivka rozpadnout do vice dil¢ich ktivek, dilci kiivky
mohou jit do nekoneéna nebo mohou byt uzaviené. Obecné se zda byt souvis-
lost mezi vyslednou kiivkou a matematicky formalnim vyjadienim neprihlednéjsi
nez pii parametrickém vyjadreni. Nejsnaze ji muzeme obdrzet analyzou plochy
z = F(z,y).

Vhodnost zptisobu vyjadieni zavisi na zpusobu aplikace. Explicitni a paramet-
rické vyjadieni jsou vhodnd, pokud ma byt kiivka vykreslena. Implicitni vyjadieni
zejména jednoduchy "test incidence bod na kiivece”, protoze staci pouze dosadit
soutadnice bodu a testovat na rovnost 0.

Vétsina modelovacich technik pouzivé parametrické vyjadieni.

2 Metody analyzy prostirednictvim diferencialni
geometrie

V této kapitole predstavime elementarni pojmy popisu a analyzy kiivek a ploch.
K popisu rovinné kiivky v okoli pevné zvoleného bodu uvazujeme linearni a
kvadratické aproximace, coz vede k pojmum jako jsou te¢na, normala, zakiiveni a
polomér zaktiveni. Pro prostorové kiivky vznikne doprovazejici trojice skladajici
se z teény, normal a binormal v daném bodé kiivky.

Uvazujeme-li pro analyzu ploch linearni aproximace v okoli pevné zvoleného
bodu plochy, ziskame teé¢nou rovinu a normalovy vektor. Pro méfeni vzdalenosti
na ploSe zavedeme prvni zakladni formu, zaktiveni v plose probihajicich ktivek
muze byt studovano pomoci druhé normalni formy. Plocha je urcena Sesti funk-
cemi koeficientu prvniho a druhého zakladniho tvaru, a ty musi navic splnovat
jisté okrajové podminky — Gaussovu rovnici a Mainardi-Codazziho rovnici — az
na shodnost. To je obsah hlavni véty teorie ploch.

2.1 Kirivky

Pfipomenme, ze dvé kiivky p; a p, tfidy C" maji ve spolecném bodé x styk
radu j, jestlize existuji takové jejich lokdlni parametrizace ki(t) a ko(t) tak, ze
k1<t0) = kg(t0> =X a
d'k, d'ks
i (tO) = i (tO)
dt dt

pro vSechna ¢ =0,1,...,7.
Pro zkouméni chovani kiivek ”v malém” si zvolime libovolny, ale pevny bod
na kfivce a uvazujeme aproximaci ktivky v okoli bodu pomoci ptimek a kruhu.
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Zékladem aproximace je méreni vzdéalenosti pevné zvoleného bodu podél kiivky.
To nas vede na pojem tzv. ”diferencialu oblouku”.

Definice. Diferencial oblouku je

e pii explicitni reprezentaci y = f(x) rovinné kiivky:

ds:\/1+<%) dx,

e pii parametrické reprezentaci k(t) = (z(t), y(t)) rovinné kiivky:
dr d
ds = VPP = ||, K () = (@) = (5. ),

Délka oblouku je
b
/ ds.

Pti parametrické reprezentaci pak dostaneme

b b
/ ds = / x? + y2dt.

To 1ze snadno dokézat tak, ze zvolime rozdéleni (t;) intervalu [a, b], uvazujeme
aproximaci

33 i ti —y(t;))?
Z V(@ (tig1) H(y(tir1)—y(t:)) iy — )

t1+1 t;

2 2
x(t; x t t; —y(t;
=2 \/ (til tz( + <%) (tigr — i)

délky oblouku a limitu zjemnéni.

Danou kfivku lze parametrizovat mnoha zpusoby. Jednou ze snadno pocho-
pitelnych moznosti je vzit za parametr délku oblouku. Mluvime pak o prirozené
parametrizact:

Definice. Prirozena parametrizace: Kiivky vyjadiené pomoci parametrické
reprezentace tak, ze jako parametr je brana délka kiivky, tj. kazdému dilé¢imu
intervalu odpovida dil kiivky téze délky. Derivace podle délky oblouku se oznacuje
teckou nad znakem krivky:

k(s) == Ek(s).

Parametrizace pomoci délky oblouku je dulezity teoreticky pomocny prostiedek.
Plati napr.



2. METODY ANALYZY PROSTREDNICTVIM DIFERENCIALNI GEOMETRIEG7

Véta 2.1 Piirozené parametrizované kiivky Bud t parametr libovolné pa-
rametrizace, s parametr prirozené parametrizace. Pak plati:

1 g =K@)l

K'()
K@)’

3. 1= |lk(s)ll,

2. k(s) =

4. k Lk
Dikaz. Prvni tvrzeni plyne derivaci funkce s(t) = ftz ||k'(z)||dx. Tvrzeni 2 plyne
z 1. Totiz K/(t) = & = dhds — }(5) . ||K/(1)]|. Tvrzeni 3 plyne bezprostredné z 2
a tvrzeni 4 obdrzime derivovdnim vztahu & (s)?+ ¥ (s)? = 1 odvozeného z 3. Pak

méme 2- = (s)- & (s) +2- Y (s)- ¥ (s) =01
Parametrizace vzhledem k délce k oblouku neni obvykle v praxi realizovatelna.
Pouziva se pak aproximace podle délky polygonidlniho priblizeni kiivky.

Definice. Teéna ke kfivce k v R? v bodé kfivky p je limita seény kiivky k
mezi body p a q, q — p. Jinak feceno, tecna ke kiivce k v R? v bodé je pifmka,
ktera mé s kiivkou v daném bodé styk 1. radu.

Pro diferenciovatelnou funkci F : R3> — R se definuje gradient VF (nékdy
i 0F) jako VF := (F,, F,, F,), F,, F,, F, jsou parcidln{ derivace F. Zejména jde
spocitat smérnici tangenty prostorovych kiivek:

Véta 2.2 Vypocet smérnicového vektoru tecny
e Pri implicitni reprezentaci F(x,y,z) =0, G(z,y,z) = 0 v prostoru plati:

F, F, _‘Fx F, 'Fx Fy)

t:VFxVG:(‘Gy G. G G. ¢, G,
o Pri parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t), z = z(t) v prostoru:

t= (2,9, 7).

Dikaz. Pro odvozeni vypoctu smérového vektoru tecny pro implicitni repre-
zentaci kiivky predpokladdme lokalné existenci parametrické reprezentace g(t)
kiivky fezu. Plati pak

F(g(t)) =0 VF.g =0,
—
G(g(t) =0 VG -g' =0.

Tecny vektor g’ je tedy kolmy jak k VF tak k VG a je tedy urCen az na
nasobek jakozto vektorovy souc¢in VF x VG. Vztah pro teény vektor pro para-
metrické vyjadreni plyne limitnim prechodem secen k tecné.l
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Definice. Ktivost je odchylka kfivky od piimky, tj.

— tim P
R = /llm —_—.
Pa—o P4

pq pritom oznacuje délku ¢ésti kiivky urcéené p a q, ¢ thel mezi tecnami v p a
q.
Oskulaéni kruznice v bodé p je limitou kruznic, uréenymi tremi body p, q,
r lezicimi na krivce, pricemz p lezi mezi q ar, q — p a r — p. Jinak feceno,
oskulaéni kruznice v bodé kfivky je takova kruznice, ktera ma s kiivkou v daném
bodé styk 2. radu.

Veéta 2.3 Vypocet kiivosti a oskulacni kruznice
1. Kriwost:

o pri implicitni reprezentaci F(x,y) = 0 v rovine:

o pri parametrické reprezentaci x = x(t),y = y(t), z = z(t) v prostoru:

"2

oyt )

+ y//2 + 21/2) _ ( ol 4 y/y// + Z/Z//)Q
([L'/2 +y/2 +Zl2)3 ’

2. Polomeér p oskulacni kruznice:

RN

3. Stred oskulacni krugnice:
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o pri implicitni reprezentaci F(z,y) = 0 v roviné:

Cc= + .
Y Fa:a: Fa:y F:c Fi‘/

Fyx Fyy Fy
F, F, 0

e pri explicitnim vyjadrend y = f(x) v roviné:

() ()

e pri parametrické reprezentaci v = x(t),y = y(t) v roviné:

12 12 o
c:($)+9;iil( 9).
y x/ y/ €T

" !

r Yy

Dikaz. Uvazme normované tecny t(¢) o délce 1 na mistech ¢ a ¢ + At. Pro tihel
@ sevieny témito tecnami plati

t(t+ At) — t(t
(@) _ IEC+ A0 — (o))
2 2
Odtud pak plyne:
K = hmﬁﬁ—@p%l

— lime— @ ey L lteran-t@) 1
= llmpq_>022/(2s1n(2)) ~ Ba/a:

= L [lE'@I-1/5'().

Pro kiivku k(t) = ( i ) v parametrickém vyjadieni obdrzime s pomoci
vztahu
t = K
kl*/l{/ 7ll
t/:—k*k3—|— 13//
(Kk)?  (Kk)?
WP = (k’*k')(k’ﬁkk”)f(k’*k”)2
(k/*k1>2 )
s'(t) = VK ¥
vztah

VK K (K5 K) = (K k)’
(K K)?

K =
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pro zaktiveni. Pro prostorové ktivky lze pak pomoci vektorového soucinu psat
[k > K|
k= —7"".
(K xk')2
Vztah pro stied oskula¢ni kruznice je obecné tvaru

1 1
c=p+—em,

|||

kde p je bod kiivky, k zakfiveni a n norméla. |

V kazdém bodé p prostorové kiivky lze az na singularni vyjimky definovat
tF navzajem kolmé vektory. Kazdy z téchto vektoru je normélou néjaké roviny
prochézejici bodem p.

Definice. Pruvodni trojhran (Frenetav trojhran) prostorové kiivky k je
pravotocivy souradny systém, ktery sestava z nasledujicich jednotkovych smérovych
vektor:
Normovany teény vektor t: Tecny vektor obdrzime jako limitu se¢en. Zejména
plati

t =k .
Hlavni normala n: Hlavni normala je normovany vektor ve sméru stfedu oskula¢ni
kruznice. Pritom

i
n=——.
Ik ||
Binormala b: Binormala je kolmé na teény vektor a na hlavni normélu. Ziejmé
b=t Xxn.
Definice. Roviny k privodnimu trojhranu prostorové krivky:
Normalova rovina: je kolma k tecnému vektoru. Ma tedy rovnici
t-x=a.
Rektifika¢ni rovina: je kolma k hlavni normale. Jeji rovnice je

n-x=n>as.

Kiivka zustava (v néjakém e-okoli) v poloprostoru rektifikované roviny, a to v
poloprostoru, ktery obsahuje stfed oskula¢ni kruznice. Hlavni normala smétuje
do tohoto poloprostoru.

Oskulaéni rovina b: je kolma k binormdle. Obdrzime ji jako limitu rovin
prochézejicich ttemi sousednimi body kfivky. Rovnice oskula¢ni roviny ma tvar

b-x=c
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Na rozdil od rovinnych kiivek maji prostorové kiivky k dispozici dalsi dimenzi.
Zatimco zakfiveni méri zménu odchylky od tecny, je torze mira pohybu kiivky
7 Toviny.

Definice. Torze jakozto mira pro odchylky kiivky od rovinné kiivky je vyjadrena
jako

o LA
T = 11m —.
f)?l—»O pqa

Pritom Ab je rozdil binormal v bodech p a q.

Véta 2.4 Vypocet torze Pro krivku pri parametrické reprezentaciz = x(t),y = y(t),
z = z(t) v prostoru plati

2 r vy =z
= P o y// M
o 2 /2 123
+yc+z
( Y ) 2" y/// S

Dtikaz. Vztah pro torzi pfi parametrickém vyjddfeni k : R — R3 plyne z
Ab

= limg, |7 =Pl
b = txn=k x k,
AAAAA Vk«k
b = —%(kxk)—i— 1l kxk.
(lkk)” k:k
‘ s
Zde t je normovany tecny vektor a plati t =k = | ¥ |, n je hlavni norméla
z
. j
a plati n = ﬁ = @ i |, kiivku k uvazujeme jako funkci délky oblouku s.
Z
Z toho vyplyva:
i I 1 .o o . NT
b=txn="" :fo?%, SO
(LI 1 N TAT R
Prvni soutadnice vyse uvedeného vyrazu ma tvar:
y oz
y oz yi—ii yZ— iz

IRl R VE
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Derivace této souradnice dopadne nasledovneé:

HE+97 = Vi —g8) k|| — @E—ii2) 2@ + 3§V + £7)

2 || k|| (22 + 2 + £2)
2 E
. z z

] H H

= prvni soutadnice vyrazu

(F7 +§Y + 27
kx Kk B k><k
[ Jic]

Pritom k x k lze psat jako linedrni kombinaci

k)

ki = lededo o kk g
kk k><k (kxk)
ek Ik
k, k a k x k. Zaroven lze vyuzit, ze k a k jsou navzdjem kolmé a || k || = 1.
Obdrzime tedy:
b= (dekeky "_|kkk|( )
(k+k)2 (kko)
; kkk
bl = F=A

(k*k) '
Vyjdeme-li v posledni formuli z derivace podle délky oblouku k derivaci funkce
k podle libovolného parametru ¢, obdrzime po nékolika preformulovanich hledany

vztah z 7= || b ||1

Tyto tii vektory doprovodné trojice t,n a b jsou navzajem kolmé a tedy
generuji cely prostor. Muzeme tedy kazdy vektor, zejména pak i derivace t,n a
b vyjadiit jako jejich linearni kombinace. To lze vyjadrit Frenetovymi vzorci. Lze
ukazat, ze tyto koeficienty zavisi pouze na kiivosti a torzi. K tomu je potieba
nasledujici tvrzeni:

Véta 2.5 O ortonormalnim repéru. Predpoklidejme, Ze pomoci vektorovych
funkci
m; =my(t), my=my(t), mz=ms(t), tec.J
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jsou pro kazdé t € J definovany tri jednotkové navzdjem kolmé vektory (o nich
rikdme, Ze tvori tzv. ortonormélni repér). Vypoctéme funkce my= m; (t), mo=

my (t), mg=mgs(t), teE J azapisme jejako linedrni kombinace funkcimy, my, mg
takto:

m; = a;1mM+ajemMo+ai3ms,
my = a91M+asMy+as3Ms3,
mz = az31M;+agMo+az3ms,

kde a;; jsou redlné funkce definované na intervalu J. Potom matice koeficienti
a;j je pro kaZdé t € J antisymetrickd, tj. md tvar

0 a2 a3
ax 0 ass
az; aszy 0O

Dikaz. Pripomenme, Ze pro kazdé ¢ € J tvori hodnoty vektorovych funkei m;,
m,, m3 bézi vektorového zaméieni prostoru R?, a tedy vyse uvedené vyjddieni
existuje a je jednoznacné.

Ukéazeme, ze ay; = 0. Evidentné,

mp;-m; = di
mg; -1m,; = 1
2Ih1 1My = 0.

Zejména tedy a;; = 0. Analogicky, ass = 0, azz = 0.
Ukazeme, Ze a1 = —aq;. Plati,

mj; - 1My = a9, ms - 1m; — Q9.

Ziejmé my - my = 0. Derivovanim zjistime, ze m; - my + my - m; = 0.
Odtud jiz plyne, Ze a1z = —ag;. Obecné plati a;; = —aj;. |

Frenetovy vzorce lze povazovat za systém diferencidlnich rovnic pro t, n a b:

Véta 2.6 Frenetovy vzorce, Hlavni véta teorie krivek.

t = K-n
n = —xk-t +7-b
b = —-7-n

kde t je mormovany teény vektor, n je normovany normdalovy vektor, b je nor-
movany binormalovy vektor, k je krivost a T torze.

Dtikaz. Vime, ze t = k-n a ze b = —7-n. Zbyvajici ¢st plyne z predchozi véty.
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Dulezitym vysledkem diferencidlni geometrie je skutecnost, ze kiivost a torze
jsou charakteristické veliciny prostorové kiivky a tato je jimi jednozna¢né popsana:

Veéta 2.7 Hlavni véta teorie kiivek Zaddnim funkci k a T je prostorovd krivka
urcena jednoznacné aZ na shodnost a lze ji vypocist jakozZto reseni Frenetovich
diferencidlnich rovnic.

Dikaz. Viz diferencidlni geometrie. |

Zévérem tohoto odstavce se budeme vénovat rovinnym kiivkam. V roviné si
muzeme vyjadrit tecny smér a normélovy smér nasledovneé:

Véta 2.8 Tecna a normala pro rovinné krivky

1. Te¢na md rovnici

o pri implicitnim vyjddrend F(x,y) = 0:
t= (_Fy= Fl")a
o pri explicitnim vyjadrend y = f(x):
t=(1f),
e pri parametrickém vyjadrent v = x(t), y = y(t) :
t=(2',9).

2. Normdla md rovnict

e pri implicitnim vyjadrend F(x,y) = 0:

n = (F,, Fy),

e pri explicitnim vyjadrend y = f(x):
t= (=11,

e pri parametrickém vyjadrent x = x(t), y = y(t) :
t=(—y,a).

Dikaz. Tecny vektor obdrzime pii parametrickém vyjadreni jako limitu vekto-
rové funkce
z(t+At)—x(t)
At
( y(t+AL)—y(t) ) )

At
normalovy vektor zaménou slozek a zménou jednoho znaménka. U implicitniho
vyjadreni se predpokladd existence lokélntho parametrického vyjadreni © = z(t),

y = y(t) tak, ze F(z(t),y(t)) = 0 a nasledné derivovanim F,z'(t) + F,y'(t) = 0,
je tedy (Fy, F,) vektor kolmy na te¢ny vektor (z',y’) 1
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Pripomenme si nasledujici pojmy:

Definice. Inflexni bod: Bod kfivky, ve kterém konkavnost prechézi z jedné

strany kfivky na druhou tj. takovy bod, ze jim prochéazejici te¢na ke kiivce v ném

ma s kiivkou styk 2. radu.

Vrchol: Bod kiivky, ve kterém kiivost nabyva minima nebo maxima.

Dvojnasobny bod: Bod ktivky, ve kterém se kiivka sama protind.

Izolovany bod: Bod kfivky, ktery vyhovuje rovnici kiivky a zaroven lezi ”mimo”
krivku.

Bod obratu: Bod kfivky, ve kterém tecny vektor zméni svou orientaci.
Bod dotyku: Dvojnésobny bod kiivky, se shodnym tecnym vektorem.
Bod lomu: Bod nespojitosti te¢ného vektoru.

Bod zlomu: Bod nespojitosti kazdého parametrického vyjadreni kiivky:.

Asymptoticky bod : Bod kiivky, kolem kterého se krivka nekoneénékrat obtaci
a je libovolné blizko.

Véta 2.9 Nutné podminky pro inflexni body rovinnych kiivek

o pri implicitnim vyjdadreni F(x,y) = 0:

an: ny Fx
F, Fy, F,|=0,
F, F, 0
o pri explicitnim vyjddreni y = f(z):
f// — 0

o pri parametrickém vyjadrent x = z(t), y = y(t) :

x
Yy

Dikaz. V udaném bodu mé kfivost nulovy pruchod. To je nutna podminka
proto, ze stred oskulacni kruznice méni stranu krivky. |
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2.2 Plochy

Tecnd rovina plochy v bodé je rovina, kterd nejlépe aproximuje plochu v okoli
tohoto bodu. Normdla v bodé plochy je normala tecné roviny. K jejich vypoctu
je tieba derivace prvniho radu:

Véta 2.10 Vypocet tecné roviny v bodé p = (z*,y*, z*):

o pri implicitnim vyjadreni F(x,y) =0, x = (z,y, 2) :

VE(p)- (x - p) = (Fu(p). F,(0). E(p)) - | w—v* | =0,

o pri explicitnim vyjddient z = f(x,y):
S ) = ) et (0
y—vy
o pri parametrickém vyjadreni p = f(u,v), x = (z,y, 2):
|x — f(u*,v*) f,(u*,v") £,(u*,v")] = 0.
Dikaz. Uvazme kiivky na ploSe, které jsou zadany jako zobrazeni k z paramet-

rického oboru kiivky (C R) do parametrického oboru plochy (C R?). Zkoumejme
tecny takovychto kiivek. V piipadé implicitné zadanych ploch mame

F(k(t)) = 0= VF -k =0.

Gradient V F je pak kolmy na tecné vektory kiivek plochy a je tedy normélou
tecné roviny.

U parametricky zadanych ploch lze timto pristupem zjistit, ze muzeme vyjadiit
tecné vektory vsech kfivek plochy jako linearni kombinaci parcidlnich derivaci
fu(u®,v*) a f,(u*,v*), a tedy tyto smérové derivace generuji te¢nou rovinu. Pro
kazdy bod x v te¢né roviné bodu p je x — p rovnéz linedrné zavislé na smérovych
derivacich, coz 1ze vyjadrit danou podminkou pro determinant. I

Véta 2.11 Vypocet normdlovych vektoru
e Normdla pri implicitnim vyjadrent F(z,y,z) =0 :
n=VF = (F,F,F,),

e normdla pri explicitnim vyjadrent z = f(x,y):

n= (f:mfya _1)7
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e normdla pri parametrickém vyjadreni x = f(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)):

n:fuvaz<’y“ Zu )

Yo 2o
S pomoci tzv. pruni zdkladni formy je mozné méiit délky na plochach. Uvazme
plochu s parametrickym vyjadienim f: R? — R3 a ¢ast kiivky k : [a,b] — R?,
tzn. zobrazeni parametrického oboru plochy k(t) = (u(t),v(t)), u,v : [a,b] — R.
Délka casti kiivky (k(t)), t € [a, b] zadaného jako

b
s = Nt
= fa £, - ' + £, - '[|dt
pr—y f:\/fu*fu'u/2+2fu*fv'ul'vl+f’u*f’v'vl2dt'

Ty Zy
Ty 2y

Ty Yu
Ty Yo

s 9

Dukaz. Cviceni. |

Pro nekonecné malou ¢ast ds pak plati
ds® = f, « £, - du® + 2f, £, - du - dv + £, * f, - dv*
Prava strana rovnosti se nazyva proni zdkladni forma plochy.

Definice. Prvni zdkladni forma (1FF): Pro plochu v parametrickém vyjddfent
x = f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) je prvni zékladni forma definovana jako
funkce R* — R, kde

(u,v, du, dv) — E - du® + 2F - dudv + G - dv?,

s metrickymi koeficienty

E = f,xf, = 22+y2+ 22
F = fu * fv = TyTy T YulYv T ZuZv,
G = f,xf, = 224+y>+22

Napriklad pro kouli

rsinu - cosv
f(u,v) = | rsinu-sinv
T CoSU

plati
E=r F=0G=r-sin’u.

Véta 2.12 Délka oblouku Bud ddna plocha f(u,v). Pro diferencidl oblouku ds
krivky na této plose ve smérech du,dv plati

ds® = F - du® 4+ 2F - dudv + G - dv®.

Dikaz. Standardni tvrzeni diferencialni geometrie. |
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Za ucelem analyzy krivosti ploch se zkouméd kiivost kiivek probihajicich v
plose. Uvazujeme-li napt. velkou kruznici probihajici na kouli, je pak stfed koule
také stredem oskulaéni kruznice kiivky. Pro bod p této plochy ukazuje norméla
plochy do stejného sméru jako vektor kiivosti kiivky. Skalarni sou¢in obou vektoru
je roven polomeéru ktivosti této kiivky. Pii libovolnych plochach a kiivkach na
plose to uz nebude tento piipad — skaldrni souc¢in normaly plochy a vektoru
ktivosti je roven kfivosti pronasobené s kosinem tihlu sevieného normalou plochy
a vektorem zakiiveni. Bud'te

f(u,v) plocha v parametrickém vyjadrent,

ny(u,v) normala plochy,

k(s) kiivka v plose v parametrickém vyjddreni tak, ze
k(s) je prirozené parametrizovatelna,

K ktivost plosné kiivky,

K-ny = Cg‘l—;f(k(s)) druhd derivace kiivky, tj. kfivosti vynasobend hlavni

normala, ktera ukazuje ve sméru stredu kfivosti,
) uhel sevieny normélou plochy a vektorem kfivosti.

Aplikujeme-li
ngf, = (£, xf)/|] |
ngf, = (£, x £)/[[(f. x £)[] -
obdrzime pak
kcos® = K-ngn, = CZ‘l—;nf’f(u(s), v(s))
ng - (Fu U +26,, 40 +E,, 07+, U +£,, D)
nef,, @ +2n¢f,, 10 +nef,, 07 .

Nésobenim ds? ziskame

k- nengds? = nef,, 4> du? + 2nef,, w0 dudv + nef,, v° dv.

Vyraz na pravé strané ( rovnéz funkce u, v, du, dv) je tzv. druhd zdkladni forma
plochy:

Definice. Druha zdkladni forma (2FF): Pro plochu s parametrickym vyjadienim
f(u,v) je druhd zdkladni forma funkce R* — R s

(u,v, du, dv) — L -du®+2- M - dudv + N - dv?,

pricemz metrické koeficienty L, M, N jsou definovany néasledovneé:

L := nf,,
M := nf,,
N = nf,,.

Ptitom n je norméla plochy (f, x £,)/||(f, x £,)||.
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Véta 2.13 Geometricka interpretace druhé zakladni formy Druhd zdkladni
forma urcéuje odchylku dh sousednich bodi plochy f(u+ du,v+dv) od tecné roviny
v bodé roviny f(u,v):

1
dh = 5 2FF + o(du® 4+ dv®).

Pritom dh je sloZka odchylky ve smeru normdly teéné roviny.

Dikaz. Pro odvozeni geometrické interpretace druhé zakladni formy budeme
povazovat druhou zékladni formu za soucin derivace druhého fadu ve smeéru
(du, dv) s normalami ploch:

2FF = n - f,,du® + 2f,,dudv + £,,dv>.
Provedeme-li Taylortuv rozvoj f v bodé (u,v), obdrzime

flu + du,v+dv) = f(u,v)+ (f,du+ f,dv)
+3 (fudu® + 2f,, dudv + £,,dv?)
+o(du® + dv?).

Protoze mame nf, = 0 =nf, a
dh =n- (flu + du,v + dv) — f(u,v)),

obdrzime bezprostiedné dokazované tvrzeni. |

Véta 2.14 Vypocet druhé fundamentalni formy
Bud f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)). Pak plati

L = Jgem | Tu Yo Zu |
Ty Yo Z

x’U/U y’LL’U Z’LL’U

M = VEG—_F2 Loy Yu 2w |,
:'B'U y'l) Z’U

l’U’U y’U’U z’U’U

N = Zmo=m | Tu Y A
Ly Yo 2o

Dtikaz. Formule pro vypocet druhé zakladni formy lze ziskat z koeficientu E,| F, G
prvni zakladni formy

In|]? = ||f, x £,|| = (£, x£,) - (£, x£,) — (£, x£,) - (£, x£,) = EG — F?.1
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Prostorové kiivky jsou urceny dvéma funkcemi - kiivosti a torzi - a to az
na shodnost. Krivku obdrzime jako feSeni systému diferencidlnich rovnic - Fre-
netovych rovnic, ve kterém jsou derivace pruvodniho trojhranu vyjadreny jako
linedrni kombinace trojhranu samého, pricemz koeficienty linearni kombinace
zavisi na ktivosti a torzi.

Podobn4 situace nastava u ploch. Roli kfivosti a torze ptrebiraji koeficienty
prvni a druhé zakladni formy. V rozporu s kfivosti a torzi nelze tyto koeficienty
zcela volné zvolit, nybrz musi spliiovat jisté okrajové podminky. K jejich splnéni
uvazujme trojhran sestavajici s smérovych derivaci f,, f, a vnéjsi normaly n =
£, x £,/||f, x £,]|, tzv. trojhran plochy. Kazdy vektor, zejména také derivace
druhého tadu lze vyjadrit jako linearni kombinaci trojhranu plochy:

Véta 2.15 Gaussovy formule Mdime
fuv = F%qu + F%va + 012n*7
kde T, 1 <1i,j,k <2 jsou Christoffelovy symboly druhého stupné

'LJ’
F%l - (EuG —2FF, + EUF)/(2g),
F%Q = (EUG - FGU)/(QQ),
ri, = (-FG,+2F,G—-GG,)/(29),
F%l = Fb?

r2, = (B.,F—-2FF,+FEE,)/(29),
F%Z = (EGu - EuF)/(Zg),

r:Z, = (EG,—-2FF,+ FG,)/(2g),
F%l = F%%

pricemz
g= EG—FZ,Cll — L’012 = L,CQQ = N.

Dikaz. Viz diferencidlni geometrie. |

Pripomenme, Ze pifi vhodné indexaci jsou Christoffelovy symboly prvniho
stupné I';;  skaldrni soucin druhé a prvni derivace, napi. I'1o; = £, * f,,.

Rovnéz parcialni derivace normaly plochy lze vyjadrit jako linedrni kombinaci
trojhranu plochy:

Véta 2.16 Weingartenovy formule Mame

*

n;, = nrif, +rof, +rsn*,
n;, = s, + sof, + s3n*,
kde
rn = (FM—-GL)/g, r = (FL—EM)/g, 13 = 0,
s1 = (FN—-GM)/g, s, = (FM —EN)/g, s3 = 0

ag=FEG— F?,



2. METODY ANALYZY PROSTREDNICTVIM DIFERENCIALNI GEOMETRIES1
Dikaz. Viz diferencidlni geometrie. |
Na funkci f klademe pozadavek trojnasobné spojité diferencovatelnosti. Pak
z véty o zameéné poradi derivovani obdrzime, ze musi platit
fuuv - fuvu a fvvu = fuvv-

Dosadime-li do Gaussovych formuli, obdrzime dvé vektorové rovnice o proménnych
fou, fuv, fou, Ny, n,. Aplikujeme-li Gaussovy a Weingartenovy formule, ziskame
dvé vektorové rovnice o proménnych f,, f,, n z trojhranu plochy,

aref, + agfy, + azn™ =0, R k€ {1,2}.
7 linearni nezavislosti vektoru trojhranu plochy obdrzime a;, = 0,1 < 7 < 3,

1 < k < 2. Dostaneme pak nésledujicich Sest podminek:

Véta 2.17 Gaussovy rovnice Plati

(1/11:0 < F- b/g = ( ) (
ap=0 <= —E-b/g = (I'y)u—(
an=0 <= G-b/g = (Ty)u—(
=0 <= F-blg = (I'sy) (

)

Do+ 505, =Ty + DT — T3 1%,

oo + Do(T3y = Thy) — [3,0%, + 1T,
)

kde g = EG — F? a b= LN — M?>.

Dikaz. Viz diferencidlni geometrie.l

Véta 2.18 Mainardi-Codazziho rovnice Plati

a3 = 0 & L,—M, = TLL+(I% —T})M—T2N,
Qo3 = 0 < M,—N, = TI'LL+ (% —TL)M—T%N.

Dtkaz. Viz diferencidlni geometrie.l

Muzeme pak formulovat hlavni vétu teorie ploch:

Véta 2.19 Hlavni véta teorie ploch - Bonnet Bud'te ddny tri redlné funkce
E,F.G s druhymi spojitymi derivacemi definované na néjakém okoli v R% a tri
redlné funkce L, M, N s pronimi spojitymi derivacemi definované na stejném
okoli. Spliugi-li tyto funkce Gaussovy a Mainardi-Codazziho rovnosti a plati-li
EG — F? > 0, eristuje aZ na shodnost jednoznacéné urcend cédst plochy, kterd md
treti spojité derivace, tak, Ze B, F,G,L,M, N jsou koeficienty obou zdkladnich
forem.

Dikaz. Viz diferencialni geometrie.l
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7 této vety napiiklad plyne, Zze nemuze existovat zadné izometrické zobrazeni
koule do roviny, protoze prvni zakladni formy jsou odlisné. To je pak dulezity
vysledek napt. pro kartografii.

Zaroven plati pro kiivost x rovinnych ktivek

9FF  2FF

kcosd = W = ﬁ

Pro kiivky na plose, jejichz vektor kfivosti je rovnobézny s norméalou plochy
(® = 0), je pak kiivost rovna

2FF
IFF’

Tato kfivost se nazyva normdalovd krivost plochy. Ta zavisi pouze na sméru

tecny, definované pomoci Z—Z. Zvolime-li smér tecen pevné, ale povolime-li libo-

volny tihel ® mezi vektorem ktivosti kfivky a normalou plochy, plati pro poloméry
zaktiveni, ze

R =

1
p=pcos®,p=—.
K

Protoze stied oskula¢ni kruznice kiivky na plose obdrzime ze vztahu
f+ pny,
mame pak, ze oskula¢ni kruznice na kouli ma stred
£+ 7,
a polomeér p. To je obsazeno v Meusnierové vété:

Véta 2.20 Meusnierova véta Oskulacni kruznice plosné krivky f(k(s)) se stejngm
2FF

tecnym smérem t leZi na kouli se stredem f 4 png, a polomérem p = TEE-

Dikaz. Viz diferencidlni geometriell

Protoze normélova kiivost zavisi pouze na sméru tecny t, 1ze se omezit pro
zkouméni normalové kiivosti na ”jednoduché” kiivky na plose s timto smérem
tecny. Vybereme tzv. normdlni krivky rezu, které vzniknou prusekem roviny
urcené tecnym vektorem t a normalami plochy ng¢ s plochou. Jeji vektor kiivosti
ukazuje ve sméru normal plochy. Pro kiivost & plati
L-du®>+2-M-dudv+ N - dv?

E.-2du2 +2F - dudv + G- dv?
L-uw +2-M-uv+N-v
E- i’ 42F- b +G- 07
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Abychom mohli zjistit normélovou ktivost, provedeme parcidlni derivace podle
U av:
= 0 < (L-FE)u+(M—-%F)v = 0,
= 0 << (M—-RF)u+(N—-%rG)v = 0.

SRR

Protoze vsak K zavisi pouze na sméru u / v, extrém nastdva i pro A - (u,v),
pokud nastdva v bodé (u,v). Vyse uvedend linedrni rovnice nemd tedy jediné
feseni, tj.

L-®"E M-—-FERF | 0
M—-&F N-&G | 7

Definice. Gaussova kiivost K je urcena vztahem

L-N— M>
Ki=————.
E-G—F?

Stredni kfivost H je urcena vztahem

—2-F-M+(E-N+G-L)
H =
2-(E-G— F?

Pak lze posledni podminku z 2.20 zapsat jako
—2-H F+K=0.

Diskriminant této kvadratické rovnice je vzdy vétsi nebo roven nule. Rov-
nice ma vzdy dva ruzné nebo jeden dvojnasobny realny koren. Ma-li dva ruzné
realné kotreny, jednd se o minimalni a maximalni kiivost v bodé plochy. Ma-li
jeden dvojnasobny realny koten, jedna se o sttedovy bod, ve kterém jsou vsechny
kiivosti stejné. Reseni kvadratické rovnice ndm déva

Véta 2.21 Hlavni kiivosti Tzv. hlavni krivosti, extrémy normdlové krivosti K,

jsou urceny vztahem
Rmaz = H+ VH2_K7
Emin = H—+H?—K.

Hlavni kfivosti ndam urcuji urcité smeéry tec¢ny kiivky normalového fezu. Oznacujeme
je jako smery hlavnich krivosti. Plosné ktivky, jejichz kiivost v kazdém bodé
kfivky je rovna Kae T€SP. Kmin, S€ nNazyvaji ¢dry krivosti. Céry kiivosti pro Kiaz
resp. Kmin tvoil dva systémy ortogonalnich plosnych kiivek.
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Kapitola 4

Metoda B-splinu

Bézierova metoda mé alespon dvé nevyhody:

e Zadnd lokalni kontrolovatelnost: Zména Bézierova bodu nebo vahy u ra-
cionalniho tvaru zmeéni cely segment. To ztizi jemné zharmonizovani navrhu.

e vysoky stupen polynomu: Pii komplexnich tvarech je potteba vétsi pocet
Bézierovych bodu. S kazdym Bézierovovym bodem se zvysi stupen poly-
nomu o jeden stupen. Polynomy vyssich stupnu zvysuji pocetni narocnost
a pocet numerickych nepresnosti.

Reseni, které je nasnadé, sestavd z toho, ze komplexni tvary slozime z jed-
nodussich dila, tj. z téch s nizsim stupném. Tento postup je zakladem metody
B-splint. Ukazuje se dokonce, ze Bézierova metoda je zvlastnim piipadem me-
tody B-splinu. Prakticky vSechny vyhodné vlastnosti Bézierovy metody v geome-
trickém modelovani se prendasi na jeji zobecnéni. Navic se zbavime jmenovanych
nevyhod Bézierovy metody.

1 Splinové a B-splinové funkce

Funkce, které jsou po ¢astech slozené z polynomu a ve spoleénych bodech jsou
dostatecné mnohokrat diferencovatelné, oznacujeme jako polynomialni spliny:

Definice. Polynomialni splinova funkce:
Budte g < 21 < -+ < a3, 1; € R. Funkce S se nazyva splinova funkce stupné
d € N resp. radu d + 1, jsou-li splnény nasledujici podminky:

1. S je polynom stupné d v kazdém diléim intervalu [x;, x;44], 0 <@ < k.

2. Se C(d_l)[x07$k].
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Vektor £ := (xg, 21, ..., xx) se nazyva uzlovy vektor B-spline funkce.

Funkce slozené po ¢astech z polynomu, které nesplnuji druhou podminku, se
nazyvaji také subspline funkce. Pti pouziti B-spline metody se Bernsteinovy po-
lynomy B} nahradi specidlnimi B-spline funkcemi N;".

Definice. Bud ¢ = (zg,z1,...,2) uzlovy vektor. B-spline funkce je defi-
novana jako

Nr(@) = N (@) g m T (),

Tign — X4 ? Titn+1 — LTi41

0<i<k—n—-1,1<n<k-17:=0.

Od komponent uzlového vektoru je pozadovana pouze monotonie, nikoliv silnd
monotonie. Pro ptipad, ze x;.,, — x; = 0 definujeme vysledek déleni 0 jako 0.

Spoc¢téme B-spline funkce pro uzlovy vektor £ = (0,0,0,1,2,3,4,4,4). Vypocet
lze provést nasledovné:

NJ(x) =0

NY)(z) =0

N(z) = 1, z€l0,1)
0, jinak

NO () = 1, z€ll,2)
0, jinak

NO(z) = 1, x€l2,3)
0, jinak

NO(z) = 1, z€[3,4)
0, jinak

Ng(z) =0

NP (z) =0
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Ny (z) = p— xO.Ng(:c) + p— NY)(z) =0
r—x r3— T l1—z, z€][0,1)
Ni(x) = Ty — xlliN{)(x) * T3 — X2 Nale) = {0 jinak
(2, re€[0,1)
Ni@) = ——ZZ N9(@) + 2L N(@)={2—z, z€[1,2)
BT e jinak
\ Y
)
r—1, z€ll,2)
Nj(e) = ——=Nj(@) + = Nj(2) = {32, w€[23)
T o 0 jinak
\ )
(
r—2, x€l2,3)
Ni(z) = x—_a:4 NP (z) + xﬁ_ ’ NY(z)=<K4—x, z€[3,4)
L5 — Lg Lo — T 0 ok
0, jina
x — x5 T7— X x—3, x€l3,4)
Nl — NO + NO —
5() To — T 5(2) T — Tg 6(2) 0, jinak
r — Tg xTg T
Niw) = SN + N )
T — xg T3— (1—=z)?, zel0,1)
Nj(z) = Ny () + N{(z) =
o(@) T2 — o o () P 1 (2) 0, jinak
(2(1—2)+ 1z(2—12)=
M) = ———Ni(@) + ———Nj(@) = { 2 —2)(2—2) = }2 — )’
! T3 — I Ty — T2 (2) 2 ’
\ Y
(o0 = 322,
1 1
r—z T5— T sx(2—xz)+ 5(x —1)(3 —x)
Ni(w) = 222 Ni() N(z) = {2 (2~ 8~ )
Ty — To Ty — T3 ;B83—2)3—2) =353 —12),
L0,
r — T3 Tg T
Ni(z) = P xS.Ng(x) + o x4.Ni(:1:)
fz—1)(z—-1)=1(z—1)% T €[1,2)
_ S-1)B—-2)+54—-2)(z—2)=—2+5x— %, x€[23)
T(d—z)(d—2) =34 —2) x € [3,4)
0, jinak

87

—32?+ 2z, z€l0,1)
r€l,2)

jinak

—1? 4 31 — %,

re|0,1)
r €[1,2)
x € [2,3)
jinak
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Ni(z) = N; N
Ha) = L Nl (a) + TN (a)
Tz —2)(z—2)=3(z — 2)% r €[2,3)
=iz -2)d—2)+ (U —2)(z—3)=—322+ 10z — 16, =€ [3,4)
0, jinak
T — T3 rg — T (x—3)2, z€l3,4)
Ni(z) = N3 (z) + Ni(z) =
s(0) = @)+ N 0. inak
€T i Ty T
N3 (z) = N N?
o(@) Zs—zg O ) P i ()
r(l—2)?+12—2)(Ea?+22) = 12% — 922 + 32, z€]0,1)
= l2—a)(Y —20+2) = —1a% + 322 — 3z + 2, zell,2)
0, jinak
X T Iy T
N3 _ N2 NQ
i () vy — 11 i () s — 1 5(x)
2(—32% + 22) + (3 — x)ia? = — Lo + 242 z€[0,1)
CrE 2w+ 2)+ i3 -a) (- x+3x——):% 322+ -3, z€1,2)
%(3—x)(%2—3x+g)———x + 322 -3z + 3, T €[2,3)
0, jinak
r — T2 Teg —
N3 — N2 N2
) = T2 N (a) + = N} (a)
%a:éxQ = a3, z€l0,1)
%:c(—xQ—i-Bx—%)%—%(4—95)(%—:6—1—%):—% 4 222 2:6—1—%, x€[l1,2)
=@ —3r+ D+ id—a)(~2?+5r - U) =1a® —42? + 102 - 2, 2 €[2,3)
T4 —z) (L —dz+8) = —fa® + 222 — 8w + &, z € [3,4)
L0, jinak
N3(x) = ;=2 Ni(x) + 7= Ni(z)
F(z—1)(-% —z+1)=12® — 3a? +2§x—%, r€l,2)
_ {%(x—l)(—:xz—i—&v—% +i(d—-z) (L —22+2) = o +40® — o+ 3, xr € (2,3
e —1)( — 4o +8)+ 14 —a2)(~ 2:1:2+10x—16) 11 -2 2+32x—&*, x € (3,4)
0, jinak

Ni(x) = = Ni(x) + 2250 N3 (2)

(z—2)(% — 20 +2) = 1a% — +3x 2, z € [2,3)
r—2)(—32% 4+ 10z — 16) + ( ) (x? 6x—|—9) —Ig3 + B2 4 51e + 52, z € [3,4)
) jinak

I
—

O ol-o—
—~
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Pro uzlovy vektor sestavajici ze dvou hodnot, 0 a 1, jez maji stejny pocet
vyskyti, tj.

kde 0 se vyskytuje (n + 1)—krat a 1 se vyskytuje rovnéz (n + 1)—krat, splyvaji
B-spline funkce v intervalu [0, 1] s Bernsteinovymi polynomy:

NP = B

Pro n = 2 plati

Ny@) = 0
N(z) = 0
e = { g e
N(z) = 0
N(z) = 0
Ni@) = 0

1
1 _
Ni) = { 0, jinak

z, x€l0,1
Np(z) = 0, jinal£ )
Ni(z) = 0
1-2)% z€][0,1
Ni(@) = { é, | jina1£ )
2¢-(1—2) z€]0,1
Ni(z) = { 0, | ) jina1£ )
22, xcl0,1
N3 (x) = {O, jinalE )
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Véta 1.1 Vlastnosti B-spline funkci

1. Nosné intervaly: Nosny interval N* je [z;, Tiini1), 1.

Ni'(z) =0 pro x & [z, Titn1).

2. Rozklad jednotky: Soucet B-spline funkci stupné n je 1:

k—n—1
Z N'(z) =1, x € [xy, T—n), pokud k —n —1 > 0.
=0

3. Pozitivita: B-spline funkce jsou v intervalu [x;, x;1n11) nezdporné:

4. Ekvidistantni uzlovy vektor: Pro ekvidistantni uzlovy vektor 7 = (0,1,... k)
jsou funkce N™(x) az na posun podél osy parametri identickeé:

Nj'(z) = N/ (z+1), i=0,1,....k—n—2.
5. Derivace: Jsou-li uzly x; navzdjem rizné, pak N € C"1, je tedy (n — 1)-
krat spojité diferencovatelnd. Vyskytne-li se uzel x; s ndsobnosti l;, zmensi
se stupen derivovatelnosti B-spline funkce v bodé x;, plati tedy N € C"7 .

6. Vypocet derivaci: Bud f(z) = Zf:_gl_l a; - NI*. Pak pro derivace plati:

@) = S tal NI, kde
() a; j=0 .
ai - . i— — . [/ Z Oa
| { (n=3) (0 = a V) (win — 2:) >0,
a(_j% = 0proj>0.

Dikaz. Snadné cviceni. Dokazme naptiklad:
1. Nosné intervaly: Dukaz provedeme matematickou indukci.

i) pro n = 0 plati:

1 z€ [z, i)
0 _ 7y Li4+1
Ni(w) = { 0 jinak.

Takze ihned vidime, ze pro x & [z, Tiyns1) je NI'(z) =0

ii) Predpokladdme, ze tvrzeni plati pro n — 1, a dokdzeme, ze plati pro n.
Vime, ze:
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Ni7Hz) = 0 pro o & [z, Tign) a Nﬁul( ) =0proz & [zis1, Tiynir). Tedy

n r — T; n— Titn — T n— _ —
NMo) = o=t N @)+ gy N (@) = 040=0
pro z & [xi,$i+n+1)~

3. Pozitivita: Dukaz opét provedeme matematickou indukei.

i) pro n = 0 plati:

1 z €[z, xi1)
Q > 7y Li+1
Nile) 2 { 0 jinak.

Pro x lezici v daném intervalu tedy tvrzeni plati.

ii) Predpokladdme, ze tvrzeni plati pro n — 1, a dokdzeme, ze plati pro n.
Vime, ze:

NP (a) 2 0 pro @ € [, @in) & NPGH(®) 2 0 p1o @ € [, Tipnsn)
Tedy

_ . _ T
N (x) = ﬁ N (z) + #I_%H NN x) >0 pro @ € [, Tignt1)- |

2 B-spline krivky

B-spline ktivky se formalné reprezentuji podobné jako Bézierovy segmenty, pricemz
Bernsteinovy polynomy nahradime B-spline funkcemi daného stupné. Abychom
zachovali chovani podobné Bézierovym kiivkovym segmentum, je tieba specialni
volby uzlového vektoru. Definujeme pak dvé varianty, oteviené B-spline ktivky
s libovolnymi konetnymi body a uzaviené B-spline ktivky, pro které splyvaji
pocatecni a koncovy bod.

Definice. Oteviena B-spline kfivka ma tvar
= d;N/'(t), t € [to, tms1], d; € R,

kde N*(t) jsou B-spline funkce ptislusejici k uzlovému vektoru tvaru v = (to, . . ., tpims1),
to="--"=tn, tme1 = - -* = tnim41 a kontrolnimi body d; € R
Uzaviena B-spline kiivka ma tvar

b(t) ::Zm:diﬁ"(t) t € [to, tmia], di € RY,

1=0
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—n N(t) t € [titmat], .
N. t = 4 ’ ’ ’ — e
) {Nﬁ<t—to+tm+1), teltot], U™
kde N*(t) jsou B-spline funkce piislusejici k uzlovému vektoru tvaru = = (to, ..., thrm+1),
tm+2 = tm+1 -+ (tl — to), cey tn+m+1 = tn+m + (tn — tnfl), a kontrolnimi bOdy

d; € R,
Kontrolni body d; € R? se rovnéz nazyvaji de Boorovy body. Spojeni de Boo-
rovych bodu se nazyvéa de Booruv polygonialni tah.

Véta 2.1 Vlastnosti B-spline krivek

1. Chovdni v koncovych bodech: Volba uzlu v pripadé oteviené B-spline krivky
zarucuje, zZe kontrolni polygon a krivka magi stejny pocatecni a koncovy bod.

2. Vlastnost konvexniho obalu: B-spline krivka lezi v konvexnim obalu de Bo-
orovych bodu. Zejména tedy lezi i v konvexnim obalu de Boorova poly-
gonidlniho tahu.

3. Omezené kolisdni: Zddnd primka neprotind B-spline krivku ¢astéji nez od-
povidagici B-spline polygonidlnd tah (variation diminishing property).

4. Lokdlnost: Zména jednoho kontrolniho bodu zméni krivku nejvyse lokdlne,
tj. pri zméné kontrolniho bodu d; se zméni b(t) pouze pro t € [t;, titni1).

5. Vicendsobné podpurné body pritahugi krivku. Diferencovatelnost v takovychto
bodech se snizuje, a podle velikosti ndsobku lze vytvorit dokonce hroty.

6. Cdsti primek jsou vytvoreny pomoct kolinedrnich podpiirngch bodu.

Dikaz. Chovani B-spline ktivek v koncovych bodech lze ziskat z tvaru B-splinu
pri dané volbé kontrolnich bodu. Stejné jako pro Bernsteinovy polynomy je nenu-
lova hodnota nabyvéna pouze prvnim a poslednim v koncich intervali. Vlastnost
lokalnosti plyne z omezeného nosného intervalu B-splinu, tzn. oboru, ve kterém
jsou nenulové. Zhruba lze tici, zZe obor kiivky, ktery se zméni pfi manipulaci s
jednim de Boorovym bodem, je tim mensi, ¢im vétsi je rozdil mezi stupném n a
poc¢tem m kontrolnich bodu.

Dukaz vlastnosti konvexniho obalu vyplyva okamzité z de Boorova algoritmu
vypoctu bodu lezicich na néjaké B-spline krivce. De Booruv algoritmus se po-
dobd Casteljauovu algoritmu vypoétu bodu kiivky b(t) ze zadanych kontrolnich
bodu. Tento pak spocival na rekurentnim vztahu pro Bernsteinovy polynomy. De
Booruv algoritmus je zalozen na odpovidajicim vztahu pro B-spline funkce. |

Algoritmus. (de Boor)
Vstup: m + 1 kontrolnich bodu dg,d;,...,d,,, spline stupen n, uzlovy vektor 7
pro otevienou (uzavienou) B-spline kfivku, parametrickd hodnota t* € [tg, t;41].



2. B-SPLINE KRIVKY
Vystup: Bod kiivky b(t*).
Postup pro oteviené B-spline kiivky
BEGIN
vypoctéte index ¢ tak, ze t; <t* <t;iq, 0<1<m
FOR ; :=0TO n DO
FOR !:=7—n+7 TO DO
IF j = 0 THEN d := 4,

ELSE
BEGIN

t] = (" =)/ (tgns1j — t);
& = (1— ) -di} + 1] -] "
END;
b(t7) := dif;
END.
Postup pro uzaviené B-spline kiivky
BEGIN
vypoctéte index ¢ tak, ze t; <t <t;11, 0 <1< m
FOR ;:=0TO n DO
BEGIN
li=1—n+j5—1;
REPEAT
IF [ < 0 THEN
BEGIN [ =]+ m+ 1;t* :=t* —ty + t,r1; END;

ELSE

IF [ > m+ 1 THEN
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BEGIN [ :=]—m — 1;t" :=t* + ty — t;na1; END;
IF j = 0 THEN d) := d,

ELSE
BEGIN
t{.zz (t* — tl')/(tl-f-n—i-l—j —h); S
&= (=)0 - END

(l—l)mod(m+1

UNTIL [ = i;

END:;
b(t7) == dif;

END.

Casové narocnost de Boorova algoritmu je O(n?+m). Zéavisi tedy kvadraticky
jen na obvykle malém B-spline stupni n a linedrné na poctu (m+1) de Boorovych
kontrolnich bodu. To je vyhodnéjsi, nez pii de Casteljauové algoritmu, jehoz
¢asova narocnost zavisi kvadraticky na poc¢tu kontrolnich bodu.

Také v pripadé B-spline kfivek je relativné jednoduse mozné vsunout nové
kontrolni de Boorovy body bez zmeény podoby ktivky. Abychom mohli pridat
novy uzel nasobnosti 7 a tim odpovidajicim zpusobem zvysit pocet kontrolnich
bodti, doplnime nejprve uzlovy vektor o r-nasobny uzel t*. Budte t;, t;.; uzly,
mezi které vsuneme t*. Pouzitim pomocnych bodu dg , jez vzniknou provedenim
de Boorova algoritmu pro hodnotu ¢ = t*, obdrzime novy kontrolni polygon
nahrazenim dil¢iho kontrolniho polygonu

dl*ﬂ? dlfnJrl? s 7dl
starého kontrolniho polygonu dil¢im polygonem

dip=d) ,,di_igseendl e d], . d).
Véta 2.2 Vlozeni kontrolnich bodt v B-spline kfivkach

Bud 7 = (to, ..., tnimy1) uzlovy vektor néjaké B-spline krivky, t* € [t t141),

do, . . ., d,, kontrolni de Boorovy body B-spline krivky b(t). Bud T = (to, .. ., tatmirs1),
r <n definovdin jako

IS
+
<
I
~~
* <.
ol .
[l
— O
\.ﬁ :N

Uit jrr = li44, j=1....n4+m—101+1,
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a kontrolni de Boorovy body do,dy, ..., dyr jakozto

a4 = dj, j:O,...,l—n—l,
él—n‘iﬂ = d{_n+]~, j: O,...,T’,
ﬂlfn+r+j = lrfn%rﬂ-, j=1,....n—m,
duy = d, j=1,....m

diyrgj = dy, j=1...,m—1L

Pak spljvd B-spline krivka b(t) pro uzlovy vektor T se zadanou krivkou b(t).

Dukaz. Cviceni. |

Algoritmus pro vlozeni kontrolnich bodu v B-spline kiivkach 1ze snadno odvo-
dit z predchozi véty. Casova naroc¢nost vlozeni jednoho kontrolniho bodu nasobnosti
rje O(rn 4+ m).

3 B-spline plochy

Techniku B-splint lze stejnou konstrukei jako u ctyrihelnikovych Bézierovych
segmentu rozsitit na plochy.

Definice. Zad4no: Kontrolni de Boorova sit ¢tyiihelnikové B-spline plochy je
uréena (k+1)-(I+1) de Boorovymi kontrolnimi body d; ; € R*,i =0,...,k, j =
0,...,1, stupné m a n, uzlové vektory p = (ug, ..., Umiks1), ¥ = (Vo, -+, Untis1),
jez splnuji stejna kriteria jako pro oteviené nebo uzaviené kiivky.

B-spline plocha v R? je tvaru:

koo
x(u,v) := Zde N (u) - N (v), u,v € [, Umi1) X [Vo, Ung1).

i=0 j=0

Stejné jako pro ¢tyiihelnikové Bézierovy segmenty lze vypocitat body na plose
vicenasobnou aplikaci algoritmu pro vypocet bodu na kiivkach odpovidajiciho
typu:

Algoritmus. (de Booruv algoritmus pro B-spline plochy)

Vstup: Kontrolni de Boorova sit ¢tyiihelnikové B-spline plochy uréend (k+ 1) -
(I + 1) de Boorovymi kontrolnimi body d;; € R? i = 0,...,k, j = 0,...,1,
stupni m a n, uzlovymi vektory p = (ug, ..., Umiks1), ¥V = (Voy .-, Untis1) &
parametrické hodnoty u* a v*.

Vystup: bod plochy x(u*, v*).

Postup:
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1. Vypoctéte d; := Zf:o d; ;- N/*(u*) podle de Boorova algoritmu pro kfivky,
J=p—n,...,p, U <V < Upyq.

2. Vypoctéte x(u*,v*) = Z;':o d; - N}'(u*) podle de Boorova algoritmu pro
kiivky.

Casové narocnost de Boorova algoritmu pro B-spline plochy je O(n-m?+n?+

k+1).
Véta 3.1 Vlastnosti B-spline ploch

1. Parametrické linie: Parametrické linie (u=const. resp. v =const.) jsou B-
spline krivky s de Boorovymai kontrolnimi body

. l
d; = Z dij - Nj"(u) resp. d;:= Z dij- N7 (v)
: j=0

2. Lokdlnost: Zmeéna jednoho kontrolniho de Boorova bodu d;; zméni plochu
nejvyse lokdlné, tj. pri zmeéné kontrolniho bodu d; ; se zméni x(u,v) pouze
pro (u,v) € [Wiyitm+1 ) X [Vj,j4nt1 ). Zejména tedy cdst plochy parametrizo-
vatelnd (u,v) € [Uiitmt1 ) X [Vjjtnt1 ) Je ovlivnitelnd pouze kontrolnimi de
Boorovymi body di—p j—r, ..., d;;.

3. Zjemneéni kontrolni sité: Nové uzlové linie lze vytvorit tak, Ze se aplikuje
algoritmus pro vloZeni novych uzliu do krivek na kazZdy tddek resp. sloupec
de Boorovy kontrolni sité.

4. Konvergence ke plose: Pri iteraci algoritmu pro vloZeni novijch uzli jsou
vytvdareny de Boorovy kontrolni sité, které konverguji k plose.

Dikaz. Pienesenim odpovidajicich tvrzeni pro krivky. |

4 B-spline metoda a Bézierova metoda

Kiivka, ktera je po castech slozend z Bézierovych segmentu, se oznacuje jako
Bézierova krivka. Bézierovy segmenty si pritom vhodné preparametrizujeme, abychom
obdrzeli jednotné pruchozi parametricky interval vysledné kiivky. Zména para-
metrizace nezméni nic na vlastnostech Bézierovych segmenti. Pii pouziti Cas-
teljauova algoritmu se namisto s pomérem ¢ : (1 — t) pracuje s pomérem

t—t,  1—(t—t)

thor —te ter — bk
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Definice. Zadano: Kontroln{ body by; € R%, k=0,...,m,i=0,...,n, uzlovy
vektor 7 = (to,. .., tmt1)-
Bézierova kiivka R? je tvaru:

Zb}m Bn — ) tG[tk,tk+1),k:07...,m
tk-i—l — tk
tj. skldda se po ¢astech z Bézierovych kiivkovych segmentu.

Protoze se B-spline ktivky sklddaji po ¢astech z polynomidlnich kfivek a tyto
lze vyjadrit jako Bézierovy kiivkové segmenty, lze B-spline kiivky vyjadrit jakozto
Bézierovy krivky. Nasledujici véta ndm ukazuje moznost urceni Bézierovych bodu
z de Boorovych kontrolnich bodu.

Véta 4.1 Reprezentace B-spline kiivek jakoZto Bézierovych kfivek Bud’
ddna otevrend B-spline krivka

=Y d;N](t), t € [to, tms1], di € RY,
s uzlovym vektorem tvaru T = (to, ..., thims1), to = *++ = tn, tpmy1 = -+ =
themaet1. Bud T uzlovy vektor, ktery vznikne vloZenim uzli tak, Ze kaZdiy uzel md

ndsobnost n+1, tj. T = (to, ..., Lim—n+2)(n+1)-1), kde

Z_fj = tj, ] = 0
él(n—&-l)—}-j = thrl? lzl,...,m—n,j:O,...,n,
tm—nt)rt = tmagrg,  J =0

Ddle budted; € RY, j =0,....,(m —n+1)-(n+1) — 1, de Boorovy kontrolni
body, vytvorené algoritmem pro vloZeni kontrolnich bodu v B-spline krivkdch, a

by = dppy1)ri, K=1,...,m—n,i=0,...,n.

Pak plati

- k
E bkz Bn i TH‘t +k;) le [tn+katn+k+1]7k207-"7m_n7
n—i—

tj. kazdou B—sphne krivku lze vyjadrit jakozto Bézierovu kiivku.

Dukaz. V dukazu vyuzijeme toho, ze Bernsteinovy polynomy jsou reprezentova-
telné jako B-spline funkce nad néjakym uzlovym vektorem, jehoz uzly nabyvaji
pouze dvou hodnot, a to stejné casto. ZvysSenim néasobnosti kazdého uzlu uz-
lového vektoru dané B-spline kiivky na n 4+ 1 pomoci algoritmu na vlozeni se
prevedou dané B-spline funkce, které lezi v dané krivce, na Bernsteinovy po-
lynomy na odpovidajicich nosnych intervalech. Protoze tvar kfivky se pritom
nezméni, obdrzime vyjadieni B-spline kiivky jakozto Bézierovy krivky. I
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Algoritmicky lze transformaci provést pouzitim de Boorova algoritmu. Al-
goritmus na reprezentaci B-spline kiivky jakozto Bézierovy kiivky plyne bez-
prostiedné z predchozi véty.

Rozklad B-spline kiivky na Bézierovy segmenty nam poskytuje hladky prechod
odpovidajici B-spline kfivce mezi Bézierovymi segmenty a rovnéz odpovidajicimi
Bézierovymi kiivkovymi segmenty. Bézierovy body navzajem proti sobé pusobicich
ktivkovych segmentt nejsou proto nezavislé. Pro CP-prechod lze tuto souvislost
vyjadrit nasledovneé:

Véta 4.2 CP-prechod mezi Bézierovymi segmenty Bézierova krivka

u t— 1,
b(t):= b BY(——" ) t€ltitinl, k=0,...,
(t) ; k, Z(tk-i-l_tk) € [tr, tt1] m

je prdaveé tehdy p-krdt spojité diferencovatelnd, kdyz plati (tg41 — te) "A'bg oy =
(thyz —trs1) "A™bg oy, 7 =0,...,m, pricemz klademe A%by; := by ;, Alby; =
AN by — A by, 5> 1.

Dikaz. Tvrzeni plyne bezprostiedné z véty o reprezentaci derivaci Bézierovych
krivkovych segmentu v druhé kapitole. |

Jsou-li Bézierovy body k-tého segmentu dany, je pak uréeno prvnich p +
1 Bézierovych bodu okrajovymi podminkami jednozna¢né. Lze je pak spocitat
Casteljauovym algoritmem pro ¢ = (tx42 — tgy1)/(tks1 — t). Bézierovy body
mimo okruh vlivu okrajovych podminek lze volné volit.

Kazdou Bézierovu kiivku lze pak obracené reprezentovat jako B-spline kiivku.
Uzly muzeme ziskat jakozto odpovidajici znésobeni hranic intervalu, de Boo-
rovy body odpovidaji Bézierovym bodum. Pti derivaci vyssiho radu lze zadat
uspornéjsi reprezentaci Bézierovy kiivky jakozto B-spline kfivky. Pro kubické
Bézierovy kiivky plati:

Véta 4.3 (Transformace kubickijch Bézierovijch krivek do B-spline vyjadrent)
Bud’

do = bo,oa
d1 = bO,lu
tivg — s
djy1 = bj_io+ w . (bj_1’2 — bj—l,l)
-ty
j—lj—1 .
bjo+ ity - (b —bya), j=1,....m,
dm+2 = bm,27

dm+3 = bm,?n
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s Bézierovou krivkou pro danou kubickou B-spline krivku s uzlovym vektorem
T = (fo,fl, R 7%m+77 ), kde

?j Z:to, j:O,...73,
é3+j ::tj7 j:O,...,m,
tm+4+j = tm—‘rla j - 07 s 73'

Dukaz. Cviceni. |

Analogicky jako pro krivky lze skladat Bézierovy plosné segmenty. Vzajemné
spojeni dvou plosnych segmentt se provadi podél spoleéné okrajové krivky. Jak
pro trojihelnikové tak pro ¢tyiihelnikové segmenty jsou tii resp. ¢tyfi hranicni
krivky Bézierovy kiivkové segmenty, které jsou urceny tremi resp. ¢tyfmi okra-
jovymi polygonidlnimi tahy kontrolni sité. Spojity prechod mezi obéma plo-
chami se dosdhne pravé tehdy, kdyz oba odpovidajici okrajové polygonidlni tahy
splyvaji. Tento okrajovy polygoniadlni tah je kontrolni polygonidlni tah spolecné
okrajové kiivky.

Pozadavek CP-ptechodu lze pro c¢tyiihelnikové Bézierovy plosné ¢asti redu-
kovat na pozadavek pro CP-prechod mezi Bézierovymi segmenty:

Véta 4.4 CP-prechod mezi ¢tyrihelnikovymi Bézierovymi segmenty Ne-

cht je ddna édst plochy prisluSejici k by, i = —n,...,0, j = 0,...,m parame-
trizovand pres [ug,u1] X [vg,v1] a édst plochy prislusejici k b;j, 1 = 0,...,n,
Jj =0,...,m parametrizovand pres [uy, us] X [vg, v1] tak, Ze 0bé jsou sloZeny podél

parametru u = uy. Vyslednd plocha je v dané parametrické reprezentaci prdve
tehdy p-krat spojité diferencovatelnd, jestlize vsechny Bézierovy krivkové segmenty
pro kontrolni body

b@j*,Z:O,...,n,

vykazugi CP-prechod pro u =y, 7 =0,...,m.

Dikaz. Vyuzitim odpovidajicich tvrzeni pro Bézierovy kiivkové segmenty. |

5 Raciondlni B-spline metoda (NURBS)

Stejné jako Bézierovy kiivky lze B-spline kiivky zobecnit na racionalni B-spline
krivky, které lze rovnéz opét pojimat jako projekce obycejnych B-spline kiivek z
prostoru dimenze o jednotku vétsiho. Formalné definujeme:
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Definice. Zadano: m + 1 kontrolnich bodu dy,dy,...,d,, € R3 (m + 1) vah
d; > 0,4 =0,...,m, spline stupen n, uzlovy vektor 7 = (to,t1,...,tntms+1) Pro
otevienou (uzavienou) B-spline kiivku.

Raciondlni B-spline kiivka (NURBS-kfivka): ma tvar
D i 0idiN}' ()
2ig iV} (1)

Zkratka NURBS znamena Non Uniform Rational B-Splines. Non Uniform
znamend, ze uzlovy vektor je jako doposud libovolné volitelny. Raciondlni B-

spline kfivku pro d—dimenzionédlni de Boorovy body d; lze uvazovat jako per-
spektivni projekci vzhledem k poc¢atku na rovinu z; = 1 obycejné B-spline kiivky

on-(5) 5 (e

=0

b(t) == Lt € [to, tmsn)-

k d + 1-dimenzionalnim de Boorovym bodum ( %dl)
Véta 5.1 Vlastnosti racionalnich B-spline kiivek

1. Lokdlnost: Zména jednoho kontrolniho bodu zméni krivku nejvyse lokdlné,
tj. pri zméné kontrolniho bodu d; se zméni b(t) pouze prot € [t;,tivmi1)-

2. Vlastnost konvexniho obalu: B-spline kiivka b(t) lezi v konvexnim obalu de
Boorovych bodu d;.

3. Omezené kolisdni: Zddnd primka neprotind B-spline krivku ¢astéji nez od-
povidagici B-spline polygonidlnd tah (variation diminishing property).

4. Vypocet krivkovijch bodu: Aplikaci de Boorova algoritmu na projektivni tvar
a ndslednou projekci.

Dukaz. Bezprostiedni. |

Rovnéz u B-spline ploch s tiidimenzionalnimi kontrolnimi body lze racionalni
formu vazovat jako perspektivni projekci ”obycejného tvaru” se ¢tyrdimenzionalnimi
kontrolnimi body:

Definice. Zadano: Uzlové vektory u = (ug, u1, - .., Upmigr1) pro B-spline funkce
N™(u) a v = (vo,v1, ..., Vnti1) pro B-spline funkce N7'(u), (k+1)- (I +1) bodu
d;; € R* vahy 6;; >0,i=0,...,k, j=0,...,1, stupné m a n.

Racionalni B-spline plocha: mé tvar

S o Yo 0iidy NP (u) NI (v)
S Yo 0 NI ()N (v)

, (U, ) € [ug, ugs1) X [Vo, Vig1)-

b(t) :=



6. PREHLED K B-SPLINE METODE 101

Plati:

Véta 5.2 Vlastnosti racionalnich B-spline ploch

1. Vliastnost konvexniho obalu: B-spline plocha b(u,v) lezi v konvexnim obalu
de Boorovijch bodu d;;.

2. Vijpocet bodi. plochy: Aplikaci de Boorova algoritmu na smér u- a v- v R*
a ndslednou projekci.

Dikaz. Analogicky jako u racionalnich Bézierovych segmentu a racionalnich B-
spline kiivek. |

6 Prehled k B-spline metodé

Spline funkce se pouzivaji zejména v numerické matematice. Tedy obvykle uc¢ebnice
numerické matematiky obsahuji ivod do teorie splinti. B-spline kiivky a plochy
patii ke standardni latce diferencidlné geometrického modelovani a vénuji se jim
vSechny ucebnice z této oblasti.

Jeden z moznych pohledu na B-spline funkce, ktery umozni tento pojem déle
zobecnit je povazovat je za pruméty (stiny) transparentniho polyedru. Muzeme
tedy reprezentovat B-spline funkci N;" jakozto transparentni stin simplexu v
R™*v jednodimenziondlnim podprostoru. Piitom bod v jednodimenzionalnim
podprostoru patii ke stinu, pokud jim prochazejici nadrovina protina simplex.
Sila stinu je pak objem fezu nadroviny a simplexu. Pro m = 1 jsou nadroviny
piimky. Projekce pak odpovida obvyklé rovnobézné projekcei, sila stinu délce ¢ésti
primky obsazené v simplexu.

Misto jednodimenzionélniho podprostoru 1ze rovnéz vybrat dvoudimenzionalni
podprostor. Simplexy 1ze nahradit jinymi polyedry.

Jiny piistup k Bézierové metodé a metodé B-splint je poldrni reprezentace
polynomii. Ke kazdé polynomidln{ kiivee p : R — RY, p(t) = >, a;t’, existuje
jednozna¢né uréené symetrické multiafinni zobrazeni p : R* — R? tak, ze

p =p(t,...,1),
totiz .
. ny
p(xy,...,z,) = ai(i) oi(T1,...,xp)
i=0
kde o;(x1, ..., x,) jsou elementdrni symetrické polynomy tvaru

oi(T1, ..., xy) = g Tpy + v T, 1=0,...,n.

1<k < <ki<n
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Zobrazeni f: R — R se nazyva afinni, jestlize

f(z a;x') = Z a;f(x")
i=1 i=1
pro vSechna x,...,z, € R a pro véechna a4, ..., a, € R takova, ze " a;, = 1.

Zobrazeni f: R™ — R? se nazyva multiafinn, jestlize zobrazeni
) d
f(Cl,...,Cj_l,.,Cj+1,...,Cn) R —R

je afinni pro vSechna cy,...,¢j—1,¢j41, ..., ¢, € R, t]. je ve vSech komponentach
afinni. Lze pak dokézat, ze lze i-ty Bézieruv bod b; reprezentovat pomoci kiivky
p jakozto

b, =p(0,...,0,1,...,1),

pricemz prvnich n—i¢ argumentu je rovno 0, zbyvajici argumenty jsou rovny 1. Pro
B-spline kiivky p(t) = > 7", d;N/'(t) nad uzlovym vektorem (o, . . ., tyipnt1) bud
Bj(t) polarni tvar polynomialni ktivky, kterd vznikne omezenim na neprazdny
interval [t;,%,4+1). Pak muzeme [-ty kontrolni bod d;, j —n <1 < j, reprezentovat
jako R
dl:bj(tl+1,...,tl+n>, l:j—n,...,j.

Polarni reprezentace nam umozni uniformni pohled na Bézierovu metodu a

B-spline metodu spolecné s dalsimi omezenimi.



Kapitola 5

Interpolace a aproximace

U interpolace se jednd o to, abychom z pfedem zadanych c¢asti jistého tvaru
doplnili celkovy tvar. Napiiklad mohou byt zadany jednotlivé body, které se maji
spojit (prolozit) kfivkou. Pii aprozimaci se predpokladd, ze zadané ¢asti nemusi
patiit nutné pouze ke konstruovanému tvaru. Mély by se mu vSak co nejvice
mozno priblizit.

Aplikaci je interaktivni geometrické modelovani. Ktivka je pak jednoznacné
urcena posloupnosti zadanych opérnych bodu a interpola¢nim postupem. Mani-
pulaci bodu lze kiivku prevést do pozadovaného tvaru. To odpovida postupu pii
Bézierové a B-spline technice, s tim rozdilem, ze pii interpolaci jsou kontrolni
body mista dotyku a tim lezi na kiivce.

Jinou podstatnou aplikaci v souvislosti s geometrickym modelovanim nachézi
interpolacni a aproximacéni metody pti shromaidovdni dat. Siluetu vyrobku lze
prevzit do modelovaciho systému, ktery “ohmatanim” zjisti posloupnost signifi-
kantnich bodu a prevezme ji do pocitace. Z téchto bodu se pak vypocte tplna
silueta interpolaci nebo aproximaci.

1 Interpolace s krivkami

Bud déna posloupnost bodt py, py, - - -, P,, € R% Hleddme kiivku spojujici vyse
uvedené body. Body se rovnéz nazyvaji mista dotyku. Protoze by mély tyto body
lezet libovolné, je vhodné pracovat s kiivkou v parametrické reprezentaci.

Abychom mohli provést interpolaci v parametrické reprezentaci, priradime
kazdému bodu kfivky p; hodnotu parametru ¢;. Parametrické hodnoty musi
spliiovat podminku t; < ¢;44, ¢ = 0,...,m — 1. Hodnota ¢y, definuje zacatek
pozadovaného parametrického intervalu, t,, jeho konec. Jinak lze body t; zvolit
zcela libovolné.

Definice. Zadano: Opérné body (tj,pj), t; € R, p; € R j=0,....m, t; <

tios.

103
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Interpola¢ni kiivka v parametrické reprezentaci: je kiivka k(t),
k:R — R t € [t tn),
kde
k(ti) = p;
pro vSechna 1.
Prikladem takovéto interpolace je interpolace pomoci tahi tseckou, tj.
t—1t;

k(t) = p,
(t) Pit

“(Piy1 — Pi), t € [tistiyal,i=0,...,m—1

Ktivka je sice spojita, ale v mistech dotyku neni hladka.

1.1 Interpolace pomoci polynomu

Polynomialni kiivky nam dovoli hladkou interpolaci danych opérnych mist. Lze
je v nazorné formé vytvorit pomoci Lagrangeovych polynoma.

Definice. Zad4no: Body z; € R, j =0,...,m, z; < z;41.
Lagrangeiiv polynom stupné m: je tvaru
. o (r—x;
Lﬂ@:HH’W# """ ﬂ@:m“m.
Hj:O,...,m,j;éi(xi — z5)
Lagrangeovy polynomy jsou spoletné s momomialnimi polynomy a Bernstei-
novymi polynomy dalsi zndmy piiklad pro polynomidlni bazi. Obdrzime pak

Véta 1.1 Polynomidlni interpolace, Lagrangetuiv interpolaéni vzorec Bud’
ddno m + 1 opérnijch mist py, Py, ---,P,, € RY, parametr t; € R pro p;, i=0,
coymy t; < tivr. Polynomadlnd krivka

p(t) = Z p;Li" (1),

kde LI (z) jsou Lagrangeovy polynomy stupné m prislusejici bodu t;, i =0, ..., m,
interpoluje zadanou posloupnost bodi. Je jednoznacné urcena, tzn. jedind poly-
nomidlni krivka s touto vlastnosti.

Dikaz. p(t) je ziejmé polynomidlni kfivka stupné m. p(t) interpoluje zadanou
posloupnost bodu, protoze

m _ . 1; Z = jy . .
Li(t)—%—{o’ it i,7=0,...,m.
Kdyby tato interpolace nebyla jednoznacna, byl by rozdil dvou polynomialnich

krivek polynomialni kfivka maximélné stupné m. Protoze rozdil ma alespon m+1
kofent ty, ..., t,, je roven identicky 0, tj. odtud plyne jednoznacnost. |
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Dalsi prace s takto interpolovanou kiivkou v geometrickém modelovacim systému
vyzaduje obvykle pfechod k jiné bazi, napf. monomidlni bazi ' nebo Bernstei-
nové bazi B'(z).

Véta 1.2 Transformace Lagrangeova vyjadieni do monomialniho vyjadieni
Bud p(z) = Y.",piL"(x) polynom v Lagrangeové reprezentaci, LI*(x) jsou
Lagrangeovy polynomy stupné m prislusejici bodu x;, 1 = 0, ..., m. Pak je p(x) :=

ot aixt, kde

-1

1

agp 1z z b Do
1 m

ai - 1 = = i P1

A, 1z, xb T Pm

Dikaz. Plyne bezprostiedné z interpolacni podminky. |

U krivek lze tuto transformaci aplikovat na kazdou soutadnici. Transformacni
matice v neinvertovaném tvaru se nazyva Vandermondova matice.

Casteljauuv algoritmus slouzi u Bézierovy metody k tomu, abychom vypocetli
k zadané parametrické hodnoté odpovidajici kiivkovy bod. Analogicky algoritmus
podobného tvaru plati také pro Lagrangeovo vyjadieni:

Algoritmus. (Aitkenova polynomidlni interpolace)
Vstup: Opérné body (t;,p;), t; € R, p; € RY j=0,...,m, t; < tj,1, parame-
trickd hodnota t* € [to, t,].
Vystup: Bod kiivky p(t*).
BEGIN
FOR i :=0 TO m DO p! := p;;
FOR j :=1 TO m DO

FOR i :=35 TO m DO

*

jo_ b=t e =ty et
p; == t— P+ t— () | S/
p(t") == pp;
END.

Casové naroénost Aitkenova algoritmu je O(m?). Nasledujici algoritmus podle
Newtona mé tu vyhodu, Ze po predzpracovdvajici dobé O(m?) lze spocitat bod
kiivky pro libovolnou hodnotu parametru v ¢ase O(m).
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Algoritmus. (Newtonova polynomidlni interpolace)

Vstup: Opérné body (¢;,p;), t; € R, p; € R, j=0,...,m, t; <tj1.
Vystup: (m + 1) koeficientti p, i = 0, ..., m, z kterych lze pro libovolnou para-
metrickou hodnotu t* € [to, t,,] vypocist bod kiivky p(¢*).

Piedzpracovani:

BEGIN
FOR i :=0 TO m DO p? := p;;
FOR j:=1TO m DO
FOR i:=j5 TO m DO
pl = (p]”" P/t~ )
END;
Vyhodnoceni:
BEGIN

FOR j :=m —1TO 0 DO
p):=pll - (t* —t;) +pl

p(t*) :== py
END.

Vektory pg se rovnéz oznacuji jako délené diference.

Castym zdmérem pii interpolaci je zachyceni zadané kiivky, jejiz podoba je
je dana geometricky, ale ne formalnim popisem. Interpolacni kiivka splyva v
kontrolnich bodech se zadanou kfivkou, obecné ne vsak vsude. Nasledujici véta
nam charakterizuje kvalitu aproximace pro polynomialni interpolaci:

Véta 1.3 Aproximacni chovani polynomidlni interpolace Bud'te ddny body
(z5,p:), i =0,...,m, p; € R, p(x) = > p:L" odpovidajici interpolacni poly-
nom. Dile bud f € C"[xg,xz,), f(x;) = pi,t = 0,...,m, funkce s omezenou
(n+ 1)-ni derivaci:

1" (2)| < M pro x € [x0, 2,).

Pak plati




1. INTERPOLACE S KRIVKAMI 107

Dikaz. Jedné se o standardni tvrzeni z numerické matematiky. 1

Zjemneéni déleni opérnych bodu nemusi nutné vést k lepsi aproximaci. Pii
neobratné volbé posloupnosti opérnych bodu neni zarucena stejnomérna kon-
vergence k aproximované funkci. Ke kazdé dané posloupnosti opérnych bodu v
intervalu [a, b] existuje f € [a,b] tak, ze ptislusnd posloupnost {p,} polynomu
nekonverguje stejnomérné na [a,b] k f.

Opacné lze vsak dosdhnout pii vhodné volbé opérnych bodu stejnomérnou
konvergenci. Ke kazdé funkci f € Cl[a,b] existuje posloupnost opérnych bodu v
intervalu [a, b] tak, ze piislusnd posloupnost {p,} interpola¢nich polynomu kon-
verguje stejnomérné na intervalu [a, b] k f.

Na zacatku této kapitoly zustala konkrétni volba parametru pro opérné body
oteviend. Krivka vznikld pti interpolaci zavisi na parametrizaci, tj. na volbé hod-
not parametri ¢; v opérnych bodech p,. Jednou moznosti je stejnomérné rozdéleni
intervalu parametru, tedy pro interval parametru [0, 1] pomoci hodnot t; = i/m,
1 = 0,...,m. Nevyhodné na této volbé je, ze casti krivek se znac¢né rozdilnou
délkou jsou definovany na intervalech parametru stejné délky. To pak muze vést
k silné kolisajicim krivkam. Proto také je vidét na interpolac¢nich polynomech s
vétsim poc¢tem opérnych bodu, tzn. o néco vice nez 5, charakter vlnéni. Krivka
pak obsahuje zmeény, které citem neodpovidaji hladké interpolaci zadanych bodu.

Vhodnéjsi je parametrizace vzhledem k délce kiivky. To lze oduvodnit tim, ze
ve vzorci

VI 5K (5 1) — (K 5 K)?

(K % K)?
pro zakfiveni je jmenovatel = 1, takze malé nebo velké hodnoty derivace, které
by mohly vyvolat kolisani zakfiveni, jsou vylouceny.

Pro odhad délky kiivky je obvyklé pouzit euklidovskou vzddlenost dvou za
sebou nasledujicich bodu. Pak obdrzime

K =

i1
ijo Pj+1 — pill

— , 1> 0.
ST 1P — oyl

to=0,t =

Na zékladé takto obdrzené vhodnéjsi interpolacéni kiivky lze provést odhad
vyssiho fadu, abychom se iterativné jesté 1épe piiblizili parametrizaci podle délky
kiivky.

Dalsi moznosti ovladani interpolacniho chovani je zvazeni dodatecné infor-
mace. Pii Hermiteovské interpolact mame k dispozici derivace v opérnych bodech,
tedy pro parametrické vyjadieni mame tecné vektory:

Véta 1.4 Hermiteovskd interpolace Bud ddino m + 1 opérnigch mist p,,
P15 P € RY s derivacemi pjy, p},...,pl, € R, parametr t; € R pro p;,
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1=0, ..., m, t; < tir1. Polynomidlni krivka
p(t) = > PAT (L) + PiB (1),
i=0
kde
AP(E) = (=20 LP()(E = 1) - LP(1)’,
Bi'(t) = (t—t) LI'(t)",
L™(t) jsou Lagrangeovy polynomy stupné m prislusejici bodu t;, i = 0,...,m,

interpoluje zadanou posloupnost bodu a derivact.

Dukaz. Viz numerickd matematika. |

Hermiteovskou interpolaci lze povazovat za zobecnéni Lagrangeovy interpo-
lace: v obou piipadech se k interpolované informaci vhodné vazené pricita. Vahové
funkce se neprojevi ve vsech opérnych mistech a v 0-té a 1-ni derivaci mimo
prislusné opérné misto, kde nabyvaji hodnotu 1, tedy

Al(xy) = by,  B'(z;) = 0,
A(z;) = 0,  BM'z;) = &y, 0<i,j<m.

P1i vhodné volbé teénych vektoru lze kiivku zlepsit. Kivka vsak reaguje velmi
citlive.

1.2 Interpolace pomoci spline-kiivek

Abychom zamezili zvlnéni interpolacnich polynomu, prejdeme k pouze po ¢astech
polynomiélni interpolaci, pficemz jsou pozadovany hladké prechody mezi ruznymi
polynomy, tzn. pouzijeme spliny. Dale se snazime zamezit obtizim pfi numerickém
vyhodnoceni v pripadé mnoha opérnych bodu.

Definice. Oteviena interpolujici splinova krivka:

Bud'te ddno n + 1 bodu p, € R? s hodnotami parametru t; € R, tg <t; <--- <
tn, i =0,...,n, tg < t; < -+ < t,. Kiivka p(t), t € [to,tn], P : [to,tn] — RY,
se nazyva otevienda interpolujici splinova kiivka stupné m € N, jsou-li splnény
nasledujici podminky:

1. p(t) je polynom stupné m v kazdém diléim intervalu [t;,t;11], 0 < i < n.
2. p(t) € CU" Dltg, ty].

3. p(t;) =p;,i=0,...,n.
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Uzaviena interpolujici splinova krivka:

Bud'te ddno n + 1 bodu p, € R? s hodnotami parametru t; € R, top <t; <--- <
th, i =0,...,n,tg < t; < --- < t,. Kiivka p(t), t € [to,tn], P : [to,tn] — R,
se nazyva uzaviena interpolujici splinova kiivka stupné m € N, jsou-li splnény
nasledujici podminky:

1. p(t) je polynom stupné m v kazdém diléim intervalu [t;, ¢;41], 0 < i < n.
2. p(t) € C" D[ty ).

3. p(t;) =p;, 1 =0,...,n.

4. p'(to) = P'(ta), .. P (to) = p" D (ts).

Oteviend interpolujici kiivka neni jednoznacné. Pro d- (nm+n) koeficientt poly-
nomidlnich segmentu spline kiivky existuje pouze d- ((n —1)m+n+ 1) linedrnich
rovnic, které obdrzime z definic 2 a 3, takze ndm zbude jesté d - (m — 1) stupnu
volnosti.

Pti interpolujicich kubickych spline-krivkdch se pouzivaji polynomy stupné 3,
jez interpoluji n+1 opérnych bodu (¢;, p;). Podle poznamky z posledniho odstavce
zustanou jesté dva stupné volnosti. Ty jsou obvykle svazany zaddnim hodnot p,/’,
p,,’ pro derivaci v hranicich intervalu.

Véta 1.5 Koeficienty kubickych spline-k¥ivek. Bud’
p; ‘= a; + bz(t — tz) + Ci<t — ti)2 + dz(t — ti)3, te [ti, ti+1]7

i-ty polynomidlni kiivkovy segment interpolujici kubické spline-krivky p(t), A; :=
ti—ti_1,1=1,...,n. Pak lze koeficienty a;, b;, c;, d; vypocitat ndsledovné:

1. a;:=p;,1=0,1,...,n.

2. Koeficienty c; ziskdme jako tTesent linedrniho systému rovnic

pro otevrené interpolujici spline-krivky:

co 3(p1A_1p2) _ 3p0/
c, 3(p2A_2p1) _ 3p1A_1pO
A C2 _ 3 (pggspz) . 3 (pQA*ng) |
(pnipnfl) (pnflipn72)
Cp—1 3 -3
(An/ _ 3 _ An—l
C, 3 |Y P Pr-1

An
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20,
Ay

0

pro uzavrené interpolujici spline-krivky:
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AN
2(A1 + Ay)

Ay 2(Ay + Aj)

A,

2(A; +
Ay

0
0
0
A

n

3 b= Piii-P: A3

An) A1
2(A1 + Ay)
Ay

A'H»l

Cis1-Ci
4. d; ===

3A41

(
=0,...,n—1.

3(p1g1p2) _ 3(pn_AI:n_1)
P,-P;) P,-P

3 2A2 3 1Al 0

3(p3A_3p2) _ 3(p2A_2p2)

Ay

An—l 2(An—1 + An)

3 (pn—l_pn_Q) _ 3 (pn—2_pn—3)

Ap—1

Ap—2

3 (pn_Apnnfl) _ 3 (pnfl_pn72)

0
A,

Anfl

2(Ay + Ag) Ag

An—2 2(An—2 + An—l)
0 Anfl

ci+1+20i),i20,...,n—1.

Ay
27,

An—l
2(A,1 +Ay)

Dukaz. Z pozadavku interpolace body (¢;,p;) a dvojité spojité diferencovatel-
nosti prechodu v hrani¢nich bodech ¢; obdrzime

b;

Pi_1(t:)
p;_(t:)
p;_1(ti)
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Zejména tedy obdrzime
a; = pi(ts)) = p;
Koeficienty a; lze tedy bezprostiedné spocitat, koeficienty b; a d; lze urcit

jakozto funkci koeficientu c¢;. Koeficienty c¢; obdrzime fesenim linearniho systému
rovnic s tridiagonalni matici. Dosazenim z vyse uvedenych rovnosti obdrzime

P, = Piitbii-Aj+ciq-A4+d - AL

Zderivujeme-li p;, obdrzime

bi = bi—l + 2Ci—1 . Al + 3di—l : AZQ
Zderivujeme-li p, dvakrat, obdrzime
2Ci = 2CZ'_1 + 6di_1 : AZ',
d. _ C—Ci
—1 3A;

tj. koeficienty d; zavisi na koeficientech c;.

Mame tedy
P, = P11+ bi—l . Az +cCiq- A? + (31%271 : A?
Vyse uvedené lze psat jako
pi _pi A
bz‘ = g;_l —_ 3+1 (ci+1 =+ 2Ci)a

a tedy koeficienty b; zavisi na koeficientech c;.
Podobné obdrzime

b;—bi1 = A;-(cio1+c).

Dosadime-li pak do této rovnice za b; a b;_;, obdrzime

P, —p-1.
Aici—l + Q(Az + Ai+1)ci + Ai—l—lci—i-l = 3pl£1 P - 3p1 AI: ‘.

1+1
V poslednim pripadé se jednd o systém d - (n + 1) linedrnich rovnic o d - (n + 1)
neznamych cg, ..., c,.
Obé chybéjici rovnice obdzime z okrajovych podminek pro hraniéni body. V
pripadé otevienych spline-kiivek plyne z

pb (to) = pb?
P, 1(tn) = P,

prvni vyse uvedeny systém rovnic.
V pripadé uzavienych spline-kiivek plyne z

pO(tO) = pn(tn)7
Py(to) = Piltn),
pPi(to) = pi(tn)

druhy vyse uvedeny systém rovnic. |
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V obou ptipadech je matice systému rovnic pro c; tridiagonalni a diagonédlné
dominantni. Proto lze tento systém rovnic vytesit pomoci Gaussova algoritmu
bez hledani pivota se slozitosti O(n) na spotiebu ¢asu a paméti.

Zaroven lze dokézat, ze kubické spline-kiivky maji pozadovany charakter
zvlnénosti:

Véta 1.6 Interpolaéni chovani spline-k¥ivek Ze vsech krivek k € C?[tg, t,],
jez splnugi interpolacni podminku
k(tj) = pj7.] = 07 17 c.e, N, k/(t()) - pE); k,(tn) - p;m
kubicka spline-krivka minimalizuje hodnotu integrdalu
tn
/ K" (t) « k" (t)dt.
to

Dikaz. Plyne bezprostiedné zobecnénim odpovidajictho tvrzeni pro jednodi-
menzionalni ptipad z numerické matematiky:. I

Tato minimaliza¢ni vlastnost se nazvyva ”Minimum Norm Property”. Pri
parametrizaci podle délky oblouku plati pro kiivost x krivky

k= VK" xk".

Hodnota integralu v predchozi vété odpovida v tomto pripadé stfedni kvad-
ratické kiivosti, kterd se minimalizuje kubickou spline-ktivkou.

Podobné jako hermiteovskd interpolace pomoci polynomu, lze splinovou in-
terpolaci provést pro predem zadané hodnoty derivaci:

Definice. Bud'te ddno 2(n+1) bodu p;, p; € R? s hodnotami parametri t; € R,
to<t < - <tni=0,...,n.

Interpolujici hermiteovska splinova kfivka: interpoluje body (t;, p;, p}), je
oteviena nebo uzaviend spline-kiivka 5. stupné, pro niz navic plati

oteviena hermiteovska splinova krivka:

p”<t0) = 07 p//(tn) - 07
uzaviena hermiteovska splinova krivka:
P(to) = P(tn), (o) = P'(tn),

p//(t()) — p// (tn>, p///(t()) — p,”(tn) )
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Pro vypocet hermiteovskych splinovych kiivek je potieba urcit 6dn koefici-
entu. Tim, ze jsou zadany funkéni hodnoty a hodnoty prvnich derivacich v bodech
dotyku, obdrzime 2d(n + 1) linedrnich rovnic s koeficienty jako proménnymi. Z
pozadavku spojitého prechodu prvni az c¢tvrté derivace ve vnitinich bodech do-
tyku tq,...,t,_1 obdrzime 4d(n — 1) rovnic, takze ndm zbude jesté 2d stupnu
volnosti, které je nutno omezit dodate¢nymi podminkami.

Véta 1.7 Vypocet hermiteovskych spline-ktivek. Bud’
i o= ai+bi(t =)+ ¢i(t—t:)? +di(t —t;)° +es(t — 1) + £t —1:)°, ¢ € [ts, i),
i-ty polynomidlni krivkovy segment interpolujici hermiteovské spline-krivky p(t),

Ai = tz — ti—l; 1= 1, oo, An—f—l = Al. Pak pl(lt’lj
pro oteviené hermiteovské spline-krivky:

1. a;:=p;,1=0,1,...,n.
[
2.b,=p;,1=0,1,...,n.
3. Koeficienty c; ziskdme jako reSeni linedrniho systému rovnic
Co=Cp = 07

—SeL 4 B(AT AT e — FE =

JAVER]
10 (B - 2532 ) (B - 30+ A7bi - 32)

sAi:ti—ti,l,izl,...,n—l.

4‘ d =10 z+1 a; _22b1£§+3b1+ H_All 30’2.:0"“’”_1‘
7.+1 i+1 i1
_ biy-b; [ d;+5d;, .
5. €= JAT, —a ‘IAQH ,i=0,...,n—1L

. Cit1-C; 3d., . 3e; .
6. er — 16A?+1 10A$+1 5A11+1 J) 1= 07 PR

pro uzavrené hermiteovské spline-krivky:

1. a;:=p;,1=0,1,...,n, a,41 := a;.
2.b;:=p,,i=0,1,...,n, by :=by.

3. Koeficienty c; ziskdme jako tesent linedrniho systému rovnic

Cp = Cp,Cpy1 = Cq,
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3

—& 4 3(AT + Ay ey — So=
10 az—al _ a1—ag 44 by _ %(A52 + A )bl b_2
(1 Jaa %)

5 A
l Cn —
-2 +3(4, 1+A Nep — St = )
10(5l - 2By (B 2A7 4+ A, - By,

s +Az+1> R
0 (252 28 (B - 302+ 477 - B2,

A?—!—l i i+1
1=1,...,n—2
Qi -a QbL +3b, | ¢, .1-3¢c; .
4. d; :=10 “ — g; + “ t1=0,...,n—1,
+1 i+1 1+1

d —dn1_2b bn1+20n+cn i

o bi+1—b C»L' d1+1+5d'; 7/ — O, L

5. e = 2 +
‘ 2A§+1 AZ-H 4Ag+1

. Cit1-C; 3d, 3e; T _
6. f’L — 16—;?+ ]_OA?+1 5A’}+1’ 1 = 0,...,7’L 1.

Dikaz. Engeln-Miillges, Reutter (1990). I

1.3 Geometrické spline-kiivky

U doposud uvazovanych spline-kiivek byla pozadovéana pro hladké prechody mezi
casti kiivek shoda derivaci az k jistému radu n, tedy C™-spojitost celkové kiivky.
Hodnoty derivace jsou zavislé na konkrétni parametrizaci kiivky a tedy se nejedna
o geometrické veliciny. Pro charakterizaci hladkosti nabidneme v nésledujicim dveé
dalsi moznosti — vizudlni spojitost n-tého stupné (fadu) a spojitost geometrickijch
invarianti jako jsou zakriveni a torze. Ty jsou pak nezavislé na parametrizaci -
jedna se tedy o geometrické veli¢iny.

Definice. Rekneme, ze kiivka m4 vizudlni spojitost n-tého stupné (Fadu),
jestlize existuje C"-spojita parametrizace kiivky.

Déle fekneme, zZe kiivka mé spojitou kfivost (spojitou torzi), jestlize x (7)
je spojita funkce.

Plati pak

Véta 1.8 Vizudlni spojitost, kiivost a torze. Pro krivku v R? je vizudini
spojitost stupné n ekvivalentni s tim, e k € C""2 a 7 € C"73.

Dikaz. Pottmann (1988). |
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Geometrické spline-ktivky vznikaji slozenim z polynomidalnich diléich kiivek
tak, ze vysledna kfivka je podle vyse definovanych pojmiu spojita. Pro urceni ge-
ometrickych spline-kiivek musime odvodit stejné jako u obycejnych spline-kiivek
podminky v bodech spojeni.

Uvazujeme-li kiivku k ve dvou parametrizacich k(t) a k(t) = k(¢(t)) v okoli
bodu t, tak, ze k(ty) = k(¢(ty)), pak plati

E(to) = k(oé(to)),
E/(to) = ¢/ (to)k (o(t0)),
(to) = ¢"(to)K (¢(to)) + ¢ ()K" (d(t0)).

Pozadavek vizualni spojitosti druhého tfadu v bodé spojeni t; mezi dvéma
dil¢imi polynomy lze pséat jako

k(t,;—) = k(t;+),
K(ti—) = Bk (ti+),
K'(ti—) = Bk (ti+)+ K" (ti+).

Tyto vztahy pouzijeme v nasledujicim piikladu interpolujici geometrické spline-
kiivky — tzv. v-splinu. Pro v-spline-kiivky pozadujeme shodu prvnich derivaci v
bodech dotyku mezi dil¢cimi polynomy (5; = 1) a to ndm vytvari odpovidajici
geometricky pozadavek druhého radu.

Definice. v-spline-k¥ivka Bud déno n + 1 bodi p; € R? s hodnotami para-
metru t; € R, tg < t; < --- < t, spolu s hodnotami napéti v;, i = 0,...,n.
Kiivka p(t), t € [to, tn], P : [to, tn] — RY se nazyva v-spline-krivka, jestlize plati:

1. p(t) je kubicky polynom v kazdém dil¢im intervalu [¢;,¢;11], 0 < i < n.

2. pi(tis1) = Pig1(tiv1), 1 =0,...,n— 1.

3. piltiy1) = Piya(tisn), i =0,...,n—1,tj. p € C'[to, t,].

4. p}(tir1—) = Py (tiat) = vimapi (i), i = 0,...,n — 1.
Déle je potteba, aby byla splnéna jedna z nasledujicich okrajovych podminek:

e Okrajova podminka pro oteviené v-spline-krivky:

P'(t)) =P, P'(t) =P, (1.1)

e Okrajova podminka pro prirozené v-spline-kiivky:

vop' (to) — p"(tn+) = 0, 1,0 (t,) + P'(t—) = 0, (1.2)
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e Okrajova podminka pro uzaviené v-spline-kiivky:
P(to) = P(tn), P'(to) = P'(t), P"(to+) — P"(tn—) = (o + )P (t0) = 0. (1.3)

Poznamenejme, ze v; jsou dodatecné stupné volnosti pro ovlivnéni kiivky, tzv.
parametry pnuti. Jsou-li vSechny parametry pnuti rovny 0, obdrzime obvyklé ku-
bické interpolujici spline-ktivky. Nechdme-li pnuti v; a v;11 sousednich kontrolnich
bodu rust do nekoneéna, konverguje pak spline k pifimkovému segmentu, ktery
spojuje spolu sousedni kontrolni body. Nechame-li pnuti vsech kontrolnich bodu
rust do nekonecna, konverguje pak spline k polygonidlnimu tahu, ktery spojuje
kontrolni body.

Véta 1.9 Spojitost kiivosti v-spline-kiivek v-spline-krivky maji spojitou krivost.

Dikaz. Pro d = 3 plyne tvrzeni z véty 1.8. Pro libovolné d plyne tvrzeni, kde

a- = p/(tin—), b- = p/(tis1), (1.4)
at = p/(tint), b" = p/(tint), |

7 vypoctu

J(a—-a) (b’*k’)g— (a~b")
(a—xa-)?
e )
(a—*a—)% 2 (1.5)
\/((a+*a+)<b+*b+>_<a+*b+) )

(a**a*)

1+17

SV

= Ktjpq1+- 1
Pro vypocet koeficientu v-spline-kfivek je icelné reprezentovat diléi polynomy
p,(t) nad hermiteovskou bézi. Hermiteovska béze je tvorena Hermiteovymi poly-

nomy.
Definice. Hermiteovy polynomy jsou tvaru:

Ho(z) = 223 —32*+1, Hy(x) := —22°+ 32°

Ho(r) == 23 —222+1, Hi(z) = 2°—2% (1.6)

Tyto polynomy maji tu vhodnou vlastnost, ze jak polynomy tak jejich derivace
nabyvaji v krajnich bodech intervalu [0, 1] hodnot 0, 1:

Ho(0) = 1, Ho(1) := 0, Hy(0) = 0, He(l) := 0,
H1(0) - 07 H1(1> = 17 Hll(o) - 07 H1(1> = 07
Ho(0) = 0, (1) = 0, B0) = 1, H/(1) =0, 7
H(0) = 0, H(1) == 0, H(0) = 0, H (1) = L
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Hermiteovy polynomy obdrzime hermiteovskou interpolaci vyse uvedenych bodi.

Véta 1.10 Vypoéet v-spline-kiivek. Bud ddny body dotyku (t;,p,;), p; € R?
a body pnuti v;, i =0, ...,n. Ddle bud’

Ai = ti — tifl,
a; = ALY, (1.8)
d = 3 (Pzel(_a?—l) +pi(a;, —af) + pi+1(a?)) :

Pak lze j-ty dilci polynom p;(t) interpolujici v—spline-krivky reprezentovat
nasledovné:

Pj(t) = HO(S) P+ Hl(S) "Pjp1 T+ tho(S) ) P;' + thl(S) ) P;'+1a (1-9)
kde
t—1;
§:= -
Aj
pricemz muzeme nezndmé py, P}, - - -, Pl ziskat jakozto Tesent systému linedrnich
rovUNIC:

1. Okrajové podminky 1.1:

p’1 d, - Clopll
P d;
A = ,
pgz—Q dn—2
pn—l dn,1 - aop;’L

a0+a1+% aq

1%
ay aq + a9 + 71a2

Vn—2
Ap—30n—3 +ap—2+ 9 Qp—2

pro uzavrené interpolujici spline-krivky:

1

Vp—
Ap—2 Ap—2 + ap—1 + 2




118 KAPITOLA 5. INTERPOLACE A APROXIMACE

3 (p1A_1p2) -3 (pnipnfl)

Co A,
c 3P: P _ 3PPy
e | 3Pu Py 3(P: Py |
- 3(pnz;1f:n,2) B 3(pnz;r2>n,3>
- 3<pn—£n_1> B 3(p"2,£"‘2)
AN +A,) A 0
AN 2(A1 +Ay) A
A 0 Ay 2(Ag+ Az) A
0 : : I
0 Ap o 2(An 0+ Ayq)
A, 0 AV}

2. b; = pgj;pf — Buide +2¢;),i=0,...,n— 1.

o Cit1=Ci o _
3. dl.——:mi+1 ,1=0,...,n—1.

Dikaz. Ziejmé.

An—l
2(A,1 + Ay)




