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Úvod

Tento učebńı text je založen na monografii ”Geometrické modelováńı” autor̊u S.
Abramowského a H. Müllera. Zároveň využ́ıvá texty českých autor̊u jako jsou
např. ”Poč́ıtačová grafika” autor̊u Jǐŕıho Žáry a kol., ”Algoritmy poč́ıtačové gra-
fiky” autor̊u Jǐŕıho Žáry a Jǐŕıho Sochora a standardńıho matematického textu
”Plochy ve výpočetńı technice” Ladislava Drse.

3



4



Obsah
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Kapitola 1

Geometrické modelováńı a
základńı transformace

Geometrické modelováńı se zabývá poč́ıtačově podporovaným návrhem a mani-
pulaćı geometrických tvar̊u (forem). Z hlediska informatiky jsou geometrické tvary
popsány datovými strukturami, se kterými lze manipulovat pomoćı př́ıslušných
operátor̊u. V definici datové struktury se často zpětně odkazuje na reprezentaci
geometrických tvar̊u, která vznikla v matematice. Jako př́ıklad lze uvést para-
metrickou reprezentaci křivek a ploch nebo popis geometrického objektu jako
množiny nulových hodnot nějakého systému rovnost́ı nebo nerovnost́ı – tzv. im-
plicitńı reprezentace.

1 Aplikace

Geometrické modelováńı nalezlo použit́ı v mnoha odvětv́ıch jako jsou např. stroj́ırenstv́ı,
architektura, geografie a geologie, biologie, poč́ıtačová animace a lékařstv́ı. V
rámci těchto aplikaćı je geometrie pouze jednou z v́ıcero komponent, jež navzájem
spoluvytvářej́ı vhodný model. Tento model je základem pro numerickou simulaci
nebo výrobu, jejichž efektivita je závislá na manipulovatelnosti a přesnosti ge-
ometrického modelu. Dá se ř́ıci, že geometrický tvar tvoř́ı kostru modelu a t́ım
spojuje všechny ostatńı komponenty.

2 Části poč́ıtačové geometrie

Geometrické modelováńı lze rozdělit do r̊uzných oblast́ı, jež vznikly z r̊uzných
směr̊u nahĺıžeńı na geometrii. Jedńım z nejvypracovaněǰśıch odvětv́ı je modelováńı
pomoćı diferenciálńı geometrie. Diferenciálńı geometrie se zabývá analýzou geo-
metrických tvar̊u pod zorným úhlem diferenciálńıho počtu. Přitom jsou zkoumány
aspekty křivosti a vzdálenosti křivek a ploch. Zejména se pak jedná předevš́ım o
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návrh tvar̊u, které vzhledem ke své hladkosti muśı splňovat zvláštńı požadavky.
Př́ıkladem je např. karosérie či povrch automobil̊u nebo listy rostlin. Popis a po-
souzeńı kvality navržených diferenciálně geometrických model̊u jsou prováděny
pomoćı pojmů diferenciálńı geometrie. Takovýmito postupy jsou např. metoda
Beziérových polynomů resp. metoda B-splin̊u resp. interpolačńı metody. Mimo
těchto metod orientovaných na parametrické vyjádřeńı źıskávaj́ı na významu i
metody, které použ́ıvaj́ı implicitńı reprezentaci.

V kombinatorickém modelováńı se geometrické tvary skládaj́ı ze základńıch
prvk̊u jako jsou body, křivky, části roviny a polyedr̊u. V závislosti na př́ıpustných
operaćıch lze mluvit o modelech buňkových rozklad̊u, množinových modelech,
Minkowského modelech, iterovaných d́ılč́ıch modelech a modelech založených na
gramatice. Speciálńım př́ıpadem kombinatorické geometrie je geometrie bodového
rozkladu, která se zabývá geometrickým modelováńım bodového rozkladu (raste-
rizaćı). Přitom je geometrický tvar reprezentován jako množina rastrových prvk̊u
nějakého rastrovaného univerza. Tento druh geometrie je použ́ıván hlavně u di-
gitálńıho zpracováńı dat. Př́ıkladem jsou rastrové obrázky a jejich tř́ıdimenzionálńı
analogie – voxely.

3 Grafické znázorněńı

Podstatným pomocným prostředkem geometrického modelováńı je grafické znázorněńı.
Za t́ımto účelem je potřebné efektivńı převedeńı geometrického modelu do obra-
zového (grafického) znázorněńı. Grafické zpracováńı dat poskytuje pro r̊uzné da-
tové typy přizp̊usobené znázorňovaćı algoritmy poč́ınaje od abstraktńıho znázorněńı
křivek až po realisticky p̊usob́ıćı znázorněńı tř́ıdimenzionálńıch objekt̊u.

V grafickém zpracováńı dat rozlǐsujeme mezi křivkově orientovanými a rastrově
orientovanými metodami znázorněńı. Důležitým křivkově orientovaným znázorňovaćım
př́ıstrojem jsou perový a jiné druhy plotr̊u. Plotry jsou schopny nakreslit prakticky
libovolnou křivku.

U rastrové grafiky sestává reprezentace z matice pixel̊u. U černob́ılé rastrové
grafiky je obrazový bod bud’ černý nebo b́ılý. Znázorňovaćı př́ıstroje černob́ılé
rastrové grafiky jsou maticové a laserové tiskárny. Podstatná charakteristika kva-
lity je rozlǐseńı. Rozlǐseńı je udáváno bud’ jako počet obrazových bod̊u na jed-
notku délky nebo jako celkový počet řádk̊u a sloupc̊u obrazové matice.

U barevné rastrové grafiky se rozlǐsuje mezi systémy s paletami barev a plně
barevnými systémy. Pixely systému s paletami barev reprezentuj́ı hodnoty z po-
mocné tabulky barev (palety), což je vektor z hodnot barev, který obsahuje
potřebné barvy obsažené ve znázorňovaném obraze. Obvykle pracuje systém s
paletami barev s 256 tabulkovými zápisy. T́ımto zp̊usobem je jeden pixel repre-
zentován 8 bity = 1 Byte pro index své barvy v tabulce. Zápisy barev odpov́ıdaj́ı
často paletě z 224 barev. Zápis do palety proto potřebuje 24 bit̊u. Barvy se ob-
vykle kóduj́ı v tzv. RGB-modelu. T́ımto zp̊usobem máme k dispozici vždy 8 bit̊u
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pro červenou, zelenou a modrou. V př́ıpadě plně barevného systému se pro každý
obrazový bod ulož́ı jeho vlastńı barevná hodnota.

4 Posunut́ı, otáčeńı a změna měř́ıtka v rovině

Transformace se v grafických systémech objevuj́ı ve dvou souvislostech. Jednak
se použ́ıvaj́ı při změně souřadných soustav (nejčastěji jde o posunut́ı a změnu
měř́ıtka), jednak při změně polohy a tvaru jednotlivých část́ı obrázku. Za základńı
transformace považujeme posunut́ı, změnu měř́ıtka a otáčeńı.

Posunut́ı (translace) je přemı́stěńı objektu z jedné pozice do druhé. Bod o
souřadnićıch (x, y) je přesunut do bodu (x′, y′) přičteńım délek posunut́ı Tx a Ty
k p̊uvodńım souřadnićım:

x′ = Tx + x,
y′ = Ty + y.

Dvojice délek (Tx, Ty) definuje vektor posunut́ı.
Transformace objektu po kruhové dráze se nazývá otáčeńı (rotace). Je určena

úhlem otáčeńı θ a středem otáčeńı S = (xS, yS). Tuto transformaci vyjadřuje
soustava rovnic

x′ = (x− xS)cosθ − (y − yS)sinθ + xS,
y′ = (x− xS)sinθ + (y − yS)cosθ + yS.

Transformace, pomoćı které lze změnit velikost objektu, se nazývá změna
měř́ıtka. Je vyjádřena soustavou rovnic

x′ = xSx,
y′ = ySy,

kde (Sx, Sy) je vektor měř́ıtek.

5 Maticové vyjádřeńı a homogenńı souřadnice

Základńı transformace a jejich kombinace jsou využ́ıvány v mnoha aplikaćıch. Při
kresbě obraz̊u, které jsou vytvářeny z množiny jednodušš́ıch základńıch tvar̊u,
je nutno každý tvar posunout, otočit a změnit jeho velikost tak, aby správně
zapadl do celku. Posloupnost transformaćı by se mohla provádět krok za krokem.
Souřadnice bod̊u určuj́ıćıch objekt by byly nejprve podrobeny transformaci změna
měř́ıtka, poté otáčeńı a nakonec posunut́ı do žádané polohy. Mnohem výhodněǰśı
je však vypoč́ıtat žádané koncové souřadnice z p̊uvodńıch souřadnic př́ımo pomoćı
násobeńı matic.

Při práci s maticemi je vhodné vyjádřit bod pomoćı homogenńıch souřadnic.
Dvojici souřadnic (x, y) zaṕı̌seme jako trojici [xh, yh, h], kde:
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xh = xh,
yh = yh.

Parametr h se nazývá homogenizačńı faktor a jeho hodnota se voĺı nejčastěji
h = 1. Každá dvourozměrná pozice má potom homogenńı souřadnice ve tvaru
[xh yh h].

Při použit́ı homogenńıch souřadnic můžeme základńı transformačńı rovnice
vyjádřit pomoćı násobeńı matic. Ačkoliv zpracováváme body v dvourozměrném
prostoru, čtvercové transformačńı matice jsou řádu 3 z toho d̊uvodu, aby bylo
možno provádět také posunut́ı.

Dř́ıve uvedené transformačńı rovnice můžeme zapsat v přehledném maticovém
tvaru:

P ′ = PM,

kde P ′ = [x′ y′ 1] a P = [x y 1] jsou matice typu 1 × 3 představuj́ıćı souřadnice
bod̊u. Čtvercová matice M je matice transformace.

Pro čtvercovou matici posunut́ı se vzdálenostmi posunu Tx a Ty zavedeme
označeńı T (Tx, Ty):

T (Tx, Ty) =

 1 0 0
0 1 0
Tx Ty 1

 .
Zavedeme také inverzńı matici T −1 vyjadřuj́ıćı posunut́ı opačným směrem:

T −1(Tx, Ty) =

 1 0 0
0 1 0
−Tx −Ty 1

 .
Pro otáčeńı podle počátku souřadnicové soustavy zavedeme transformačńı

matici R(θ):

R(θ) =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 .
Inverzńı matice R−1(θ) popisuje otáčeńı obráceným směrem:

R−1(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 .
Podobně vytvoř́ıme matici S(Sx, Sy) pro změnu měř́ıtka a matici S−1(Sx, Sy)

k ńı inverzńı:

S(Sx, Sy) =

 Sx 0 0
0 Sy 0
0 0 1

 ,
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S−1(Sx, Sy) =

 1
Sx

0 0

0 1
Sy

0

0 0 1

 .
Maticová reprezentace je běžný zp̊usob implementace základńıch transformaćı

v grafických systémech. Každou posloupnost transformaćı můžeme vyjádřit po-
moćı složené transformačńı matice, źıskané ze základńıch transformačńıch matic.
Vytvořeńı složené transformačńı matice se nazývá skládáńı matic.

Dvě postupná posunut́ı můžeme provést tak, že nejprve slož́ıme matice posu-
nut́ı a potom aplikujeme výslednou složenou matici na souřadnice bod̊u. Jsou-li
dána dvě postupná posunut́ı T (Tx1 , Ty1) a T (Tx2 , Ty2), spoč́ıtáme složenou matici
jako

T =

 1 0 0
0 1 0
Tx1 Ty1 1

 ·
 1 0 0

0 1 0
Tx2 Ty2 1



=

 1 0 0
0 1 0

Tx1 + Tx2 Ty1 + Ty2 1

 .
Je vidět, že transformace posunut́ı jsou aditivńı. Podobně ze součtových vzorc̊u

obdrž́ıme

R =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 ·
 cos η sin η 0
− sin η cos η 0

0 0 1



=

 cos(θ + η) sin(θ + η) 0
− sin(θ + η) cos(θ + η) 0

0 0 1

 .
Skládáme-li matice změny měř́ıtka, výsledná matice ukazuje, že kdybychom ztrojnásobili
velikost objektu dvakrát po sobě, výsledný objekt by byl devětkrát větš́ı než ob-
jekt p̊uvodńı:

S =

 Sx1 0 0
0 Sy1 0
0 0 1

 ·
 Sx2 0 0

0 Sy2 0
0 0 1



=

 Sx1Sx2 0 0
0 Sy1Sy2 0
0 0 1

 .
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Použijeme-li transformačńı matice pro posunut́ı a otáčeńı, můžeme vytvořit
složenou matici pro otáčeńı vzhledem ke vztažnému bodu (xS, yS) složeńım tř́ı
transformaćı. Nejprve jsou všechny souřadnice posunuty tak, aby se vztažný bod
dostal do počátku souřadnicové soustavy. Ve druhém kroku se objekt otáč́ı kolem
počátku a nakonec jsou souřadnice posunuty tak, aby se vztažný bod vrátil do
své p̊uvodńı polohy. Tato posloupnost je maticově popsána takto

M = T −1(TxS
, TyS

)R(θ)T (TxS
, TyS

).

Skládáńım r̊uzných transformaćı doćıĺıme r̊uzných změn polohy a tvaru ob-
jekt̊u. Např́ıklad měř́ıtek Sx a Sy, která určuj́ı změny velikosti pouze ve směrech
x a y, lze použ́ıt pro změnu měř́ıtka objekt̊u v libovolném směru s pomoćı
transformace otáčeńı. Připomeňme dále, že násobeńı matic je asociativńı ope-
race, která neńı obecně komutativńı. Jen v některých př́ıpadech je násobeńı dvou
transformačńıch matic komutativńı. Plat́ı to zejména pro dvě následné speciálńı
transformace téhož druhu (otáčeńı kolem počátku, rovnoměrná změna měř́ıtka).
Kombinace otáčeńı a posunut́ı však komutativńı neńı.

6 Daľśı rovinné transformace

Základńı transformace jako posunut́ı, změna měř́ıtka a otáčeńı jsou implemen-
továny ve většině grafických systémů. Některé systémy obsahuj́ı nav́ıc několik
daľśıch transformaćı vhodných pro určité aplikace. Dvě takové transformace jsou
zrcadleńı a zkoseńı (střih).

Zrcadleńı je transformace, která vytvář́ı zrcadlový obraz objektu vzhledem
k ose zrcadleńı. Např́ıklad pro zrcadleńı objekt̊u podle osy x se použije trans-
formačńı matice změny měř́ıtka, ve které však budou Sx = 1 a Sy = −1:

Zx =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .
Tato transformace zachovává souřadnice x, ale ”převrát́ı” souřadnice y. Po-

dobně zrcadleńı podle osy y převrát́ı souřadnice x a zachová souřadnice y:

Zy =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Daľśı typ zrcadleńı převraćı souřadnice x a y podle počátku souřadnicové

soustavy. Osa zrcadleńı je v takovém př́ıpadě kolmá na rovinu xy a procháźı
počátkem. Odpov́ıdaj́ıćı transformačńı matice má tvar

Zxy =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .
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Matici zrcadleńı podle obecné osy, př́ıpadně obecného vztažného bodu, vy-
tvoř́ıme skládáńım transformačńıch matic pro posunut́ı, otáčeńı a zrcadleńı podle
souřadnicové osy či počátku. Inverzńı matice Z−1 je vždy totožná s danou matićı
Z.

Zkoseńı (krouceńı, střih) zp̊usobuje deformace tvar̊u. Výsledek transformace
vyvolává dojem, jako kdyby objekty byly složeny z mnoha vrstev, které jsou po
sobě posouvány. Dvě základńı transformace jsou zkoseńı ve směru x a zkoseńı ve
směru y. Pro zkoseńı ve směru x se použ́ıvá transformačńı matice:

SHx =

 1 0 0
SHx 1 0

0 0 1

 .
Inverzńı matice zkoseńı má tvar:

SH−1
x =

 1 0 0
−SHx 1 0

0 0 1

 .
Za parametr SHx můžeme volit jakákoliv reálná č́ısla. Transformace měńı

pouze souřadnice x, souřadnice y z̊ustávaj́ı nezměněny. Každý bod objektu je
posunut ve vodorovném směru o vzdálenost úměrnou souřadnici y.

Podobná matice může být použita pro zkoseńı ve směru y:

SHy =

 1 SHy 0
0 1 0
0 0 1

 .

7 Lineárńı prostorové transformace

Podobně jako v dvojrozměrném př́ıpadě umožňuj́ı tř́ıdimenzionálńı (3D) trans-
formace modifikovat objekty a měnit jejich polohu a orientaci v prostoru. Pro
transformaci objekt̊u v prostoru lze použ́ıt obdobné transformace jako v rovině.
Transformace poṕı̌seme pomoćı matic 4 × 4 s využit́ım homogenńıch souřadnic.
Každému bodu o souřadnićıch (x, y, z) přǐrad́ıme čtveřici [xw, yw, zw, w], kde w
je libovolné nenulové reálné č́ıslo. Tato čtveřice bude představovat homogenńı
souřadnice bodu.

Transformace posunut́ı změńı polohu objektu beze změny tvaru a orientace
objektu.

Pro čtvercovou matici posunut́ı se vzdálenostmi posunu Tx, Ty a Tz zavedeme
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označeńı T (Tx, Ty, Tz):

T (Tx, Ty, Tz) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
Tx Ty Tz 1

 .
Zavedeme také inverzńı matici T −1 vyjadřuj́ıćı posunut́ı opačným směrem:

T −1(Tx, Ty, Tz) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−Tx −Ty −Tz 1

 .
Při otáčeńı v rovině stač́ı určit střed otáčeńı a úhel otáčeńı. U prostorové

transformace však muśıme zadat osu otáčeńı a úhel otočeńı okolo této osy nebo
určit otočeńı jiným jednoznačným zp̊usobem.

Uvažujme nejprve jednodušš́ı př́ıpad, kdy osa otáčeńı splývá s některou ze
souřadných os. Nejprve sestav́ıme transformačńı matici pro otočeńı okolo osy z
o úhel θ. Tato matice má tvar: Pro otáčeńı podle počátku souřadné soustavy
zavedeme transformačńı matici R(θ):

Rz(θ) =


cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .
Podobně lze určit i matice pro otočeńı okolo osy x, resp. y:

Rx(θ) =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 , Ry(θ) =


cos θ 0 sin θ 0

0 1 0 0
− sin θ 0 cos θ 0

0 0 0 1

 .
Transformačńı matice pro otočeńı v prostoru okolo libovolné osy źıskáme

složeńım jednodušš́ıch transformaćı.
Necht’ je osa otáčeńı určena bodyA = [x1w, y1w, z1w,w] aB = [x2w, y2w, z2w,w].

Nejprve vytvoř́ıme maticiM, která přemı́st́ı osu otáčeńı do některé ze souřadnicových
os (necht’ je to např. osa z). Libovolný bod P otáčeného objektu bude transfor-
mován do bodu PM. Potom provedeme transformaci Rz(θ) o úhel θ, bod P
se přemı́st́ı do bodu PMRz(θ). Nakonec otočený bod transformujeme zpět (osa
otáčeńı se z osy z přemı́st́ı do p̊uvodńı polohy) pomoćı transformace M−1 na
výsledný bod:

PMRz(θ)M−1.

Matici M můžeme zkonstruovat např. takto:
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1. Transformaćı posunut́ı T (T−x1 , T−y1 , T−z1) přemı́st́ımeA = [x1w, y1w, z1w,w]
do počátku.

2. Urč́ıme polárńı souřadnice druhého koncového bodu po posunut́ı tj. bodu
B′ = [(x2 − x1)w, (y2 − y1)w, (z2 − z1)w,w]. Polárńı souřadnice bodu B′

jsou B′polar[r, ω1, ω2].

3. Provedeme otáčeńı okolo souřadné osy z o úhel −ω1. Odpov́ıdaj́ıćı matici
rotace označ́ıme Rz(−ω1). Transformovaná osa otáčeńı lež́ı nyńı v rovině
xz.

4. Provedeme otáčeńı okolo souřadné osy y o úhel −ω2. Odpov́ıdaj́ıćı matici
rotace označ́ıme Ry(−ω2). Transformovaná osa otáčeńı splyne s osou z.

Matice M je tedy definována:

M = T (T−x1 , T−y1 , T−z1)Rz(−ω1)Ry(−ω2).

Inverzńı matice odpov́ıdá složeńı zpětných transformaćı

M−1 = Ry(ω2)Rz(ω1)T (Tx1 , Ty1 , Tz1).

Výsledná transformace Robecná je dána matićı

Robecná =MRz(θ)M−1.

Podobně jako v dvojrozměrném př́ıpadě vytvoř́ıme matici S(Sx, Sy, Sz) pro
změnu měř́ıtka a matici S−1(Sx, Sy, Sz) k ńı inverzńı:

S(Sx, Sy, Sz) =


Sx 0 0 0
0 Sy 0 0
0 0 Sz 0
0 0 0 1

 ,

S−1(Sx, Sy, Sz) =


1
Sx

0 0 0

0 1
Sy

0 0

0 0 1
Sz

0

0 0 0 1

 .
Transformace zkoseńı deformuje transformovaný objekt. Jako př́ıklad uve-

deme zkoseńı ve směru roviny xy. Transformačńı matice pro zkoseńı je:

SHxy =


1 0 0 0
0 1 0 0

SHx SHy 1 0
0 0 0 1

 .
Analogické matice plat́ı i pro zkoseńı v jiných rovinách. Uvedené transformace

lze libovolně kombinovat a vytvářet transformace zrcadleńı, souměrnosti apod.
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8 Promı́taćı metody

Ideálńı zp̊usob vytvořeńı obrazu trojrozměrného objektu na dvojrozměrné ploše
obrazovky či výkresu neńı jednoznačně stanoven. V technických odvětv́ıch dávaj́ı
konstruktéři přednost vybraným pohled̊um na objekty (p̊udorys, nárys, bokorys),
pro obecný pohled voĺı r̊uzné typy rovnoběžného promı́táńı, které sice neodpov́ıdá
skutečnosti, ale je vhodné pro př́ıpadná odměřováńı délek či úhl̊u. Architekti
naopak použ́ıvaj́ı téměř výlučně středové promı́táńı, ve kterém se vzdáleněǰśı
objekty jev́ı menš́ımi tak, jak je tomu ve skutečnosti.

Připomeňme si, že vyjádř́ıme-li bod o souřadnićıch (x, y, z) pomoćı homo-
genńıch souřadnic jako P = [xh, yh, zh, h], můžeme jeho transformaci na bod
P ′ = [x′h, y

′
h, z
′
h, h] maticově vyjádřit jako:

P ′ = P


Axx Ayx Azx Px
Axy Ayy Azy Py
Axz Ayz Azz Pz
Tx Ty Tz 1

 ,
kde koeficienty Aij jsou použ́ıvány pro vyjádřeńı otáčeńı, změnu měř́ıtka a zko-
seńı, koeficienty Ti vyjadřuj́ı posunut́ı a koeficienty Pi vyjadřuj́ı projekci.

Pojmem promı́táńı (projekce) budeme označovat transformaci, která převede
body z trojrozměrného prostoru do prostoru dvojrozměrného. Prakticky to zna-
mená, že jedna ze souřadnic (nejčastěji z) nabude konstantńı (nulové) hodnoty,
takže ji bude možno vynechat.

Připomeňme dále, že promı́taćı paprsek je př́ımka vedená promı́taným bodem,
jej́ıž směr záviśı na zvolené promı́taćı metodě. Pr̊umětna je pak rovina v prostoru,
na kterou dopadaj́ı promı́taćı paprsky.

V následuj́ıćım budeme většinou předpokládat, že pr̊umětna je shodná s rovi-
nou xy, což umožńı jednoduchým zp̊usobem (zanedbáńım souřadnice z) vykreslit
výsledný obraz. Tento předpoklad neńı omezuj́ıćı - libovolnou pr̊umětnu je možno
transformovat pomoćı otočeńı a posunut́ı tak, aby splynula s rovinou xy. Stejné
transformace je pochopitelně nutno použ́ıt i na všechny promı́tané body v pro-
storu.

Uvedený postup je běžný ve většině grafických systémů. Jednotná poloha
pr̊umětny totiž dovoluje zjednodušit podstatným zp̊usobem řadu algoritmů řeš́ıćıch
viditelnost a st́ınováńı.

Podle směru promı́taćıch paprsk̊u se promı́taćı metody rozděluj́ı na:

1. Rovnoběžné promı́táńı, při kterém jsou všechny promı́taćı paprsky rov-
noběžné. Výsledkem je obraz, který zachovává relativńı rozměry prosto-
rových objekt̊u, ale nemá přirozený vzhled.

2. Středové promı́táńı (perspektivńı). Při něm všechny paprsky procházej́ı
jedńım bodem - středem promı́táńı. Ve výsledném obrazu se úsečky vzdálené
v́ıce od středu promı́táńı zobraźı jako kratš́ı než stejně dlouhé úsečky bližš́ı.



8. PROMÍTACÍ METODY 17

Středové promı́táńı

Uvažme následuj́ıćı př́ıpad - projekci bodu P = (x, y, z) na bod P ′ = (x′, y′, z0)
v pr̊umětně π. Přitom pozorovatel je v daném př́ıpadě v počátku souřadného
systému a projekčńı rovina je kolmá na osu z. Na základě trojúhelńıkové podob-
nosti vid́ıme, že

x′ = x
z0

z
, y′ = y

z0

z
.

Vzdálené objekty za pr̊umětnou jsou při zobrazeńı zmenšeny, objekty v pr̊umětně
zachovávaj́ı velikost a objekty před pr̊umětnou se na obraze zvětš́ı. Transformačńı
předpis v homogenńıch souřadnićıch má tvar

[x′, y′, z′, w′] = [x, y, z, 1]


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 1
z0

0 0 0 0

 = [x, y, z,
z

z0

].

To znamená, že můžeme vyjádřit středové (perspektivńı) promı́táńı pomoćı
lineárńı transformace. Pokud uvažujeme umı́stěńı pozorovatele v bodě (0, 0,−z0)
a projekčńı rovinu umı́st́ıme do počátku souřadného systému (tj. ztotožńıme ji s
rovinou xy), pak

x′ = x
z0

z + z0

=
x

1 + z
z0

, y′ = y
z0

z + z0

=
y

1 + z
z0

.

Maticový tvar této transformace je

[x′, y′, z′, w′] = [x, y, z, 1]


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
z0

0 0 0 1

 = [x, y, z,
z

z0

].

Přitom 
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
z0

0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 1
z0

0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 ,
tj.

Pper = TperPpar.

Perspektivńı projekci podle matice Pper můžeme chápat jako perspektivńı trans-
formaci objekt̊u matićı Tper a následnou paralelńı projekci do zvolené pr̊umětny
vyjádřenou matićı Ppar. Transformace Tper zachovává body v rovině z = 0 beze
změny. To plat́ı i pro obrazové body [1, 0, 0, 0] a [0, 1, 0, 0] na ose x nebo na ose
y. Rovnoběžky ve směru os x nebo y z̊ustanou rovnoběžné. Bod v nekonečnu
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na ose z tj. [0, 0, 1, 0] je transformován do bodu [0, 0, 1, 1
z0

] neboli [0, 0, z0, 1].

To znamená, že všechny rovnoběžky s osou z procházej́ı po středové (perspek-
tivńı) transformaci bodem [0, 0, z0, 1]. Tento bod se nazývá úběžńık. Pokud pro-
jekčńı rovina prot́ıná 2 nebo 3 osy souřadného systému, pak odpov́ıdaj́ıćı perspek-
tivńı transformace urč́ı 2 nebo 3 úběžńıky na př́ıslušných osách. V souladu s t́ım
použ́ıváme pojmenováńı dvouúběžńıková nebo tř́ıúběžńıková perspektiva. Pokud
prot́ıná pr̊umětna osy souřadného systému v úběžńıćıch (−x0, 0, 0), (0,−y0, 0),
(0, 0,−z0), perspektivńı transformaci poṕı̌seme matićı

Tperxyz =


1 0 0 1

x0

0 1 0 1
y0

0 0 0 1
z0

0 0 0 1

 .

Rovnoběžné promı́táńı

Nejjednodušš́ı typ rovnoběžného promı́táńı je promı́táńı do některé z rovin x =
x0, y = y0, z = z0 ve směru př́ıslušné osy kolmé na zvolenou promı́taćı rovinu -
pr̊umětnu. Velmi často budou x0, y0 nebo z0 = 0, pr̊umětnou bude některá z rovin
xy, xz nebo yz. Projekci poṕı̌seme jednoduchou transformaćı v homogenńıch
souřadnićıch:

[x′, y′, z′, w′] = [x, y, z, 1]


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 z0 1

 .
Skupina projekćı ve směru hlavńıch os do pr̊uměten v hlavńıch rovinách

xy, xz a yz, která zahrnuje nárys a podle potřeby bokorysy, p̊udorys (pohled
shora), spodńı pohled a pohled zezadu, se nazývá Mongeova projekce. Mongeovo
promı́táńı je speciálńım př́ıkladem kolmého promı́táńı. Promı́taćı paprsky jsou
kolmé na pr̊umětnu.

Axonometrie

Axonometrické kolmé promı́táńı použ́ıvá projekčńı roviny, které nejsou rovnoběžné
s hlavńımi osami, tj. pr̊umětna prot́ıná 2 nebo nejčastěji všechny 3 hlavńı osy.
Axonometrické kolmé promı́táńı zachovává rovnoběžnost promı́tnutých hran, změńı
úhly mezi hranami. Pokud pr̊umětna protne hlavńı osy ve stejné vzdálenosti, pak
v pr̊umětu lze měřit a porovnávat vzdálenosti – zkresleńı vzdálenost́ı je totiž ve
všech směrech promı́tnutých os stejné. Tato projekce se nazývá izometrie. Matice
izometrického zobrazeńı má tvar:
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Mizo =


− cos 30◦ − sin 30◦ 0 0

cos 30◦ − sin 30◦ 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

Kosoúhlé promı́táńı

Kosoúhlý pr̊umět źıskáme promı́tnut́ım bod̊u do pr̊umětny ve směru, který neńı
kolmý k pr̊umětně. Uvažme kosoúhlé promı́táńı bodu (x1, y1, z1) promı́taćım pa-
prskem do polohy (x2, y2) v pr̊umětně. Kolmý pr̊umět bodu je přitom označen
jako (xk, yk). Promı́taćı paprsek sv́ırá úhel α s úsečkou v pr̊umětně, která je
určena body (x2, y2) a (xk, yk). Tato úsečka má délku L a sv́ırá úhel θ s vodo-
rovným směrem v pr̊umětně. Při uvedeném značeńı vyjádř́ıme souřadnice bodu
(x2, y2) pomoćı xk, yk, L a θ jako

x2 = xk + L cos θ,
y2 = yk + L sin θ.

Pro definici směru promı́táńı stač́ı zvolit velikosti úhl̊u θ a α. Obvyklé hodnoty
jsou 30◦ a 45◦, které umožňuj́ı kombinovaný pohled na předńı, bočńı a vrchńı
stranu krychle, jej́ıž stěny jsou rovnoběžné se souřadnicovými osami. Délku L
vyjádř́ıme pomoćı z1 a úhlu α

tanα =
z

L
=

1

L1

,

kde délka L1 je ”normalizovaná” délka L pro př́ıpad z1 = 1. Po úpravě L = z1L1

zaṕı̌seme předchoźı rovnice pro kosoúhlé promı́táńı ve tvaru

x2 = xk + z1(L1 cos θ),
y2 = yk + z1(L1 sin θ).

Odtud již snadno odvod́ıme tvar matice kosoúhlého promı́táńı

Mkoso =


1 0 0 0
0 1 0 0

L1 cos θ L1 sin θ 0 0
0 0 0 1

 .
Tato matice vyjadřuje současně i pravoúhlé promı́táńı, pokud je L1 = 0, což

nastává právě při velikosti úhlu α = 90◦. Kosoúhlé promı́táńı má tedy nenulové
hodnoty L1. Všimněme si, že matice Mkoso je podobná matici zkoseńı. Kosoúhlé
promı́táńı lze skutečně provést jako zkoseńı (smyk) ve směru roviny xy a kolmé
promı́tnut́ı do této roviny. Protože při zkoseńı je posun souřadnic x a y, lež́ıćıch v
téže rovině rovnoběžné s xy, úměrný velikosti z, zachovává toto promı́táńı úhly,
vzdálenosti a rovnoběžky v dané rovině. Úhel α lze sice volit libovolně, v praxi
se však nejčastěji použ́ıvaj́ı dvě základńı hodnoty:
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• Kavaĺırńı promı́táńı je charakterizováno hodnotou tanα = 1, tedy α =
45◦. Všechny úsečky kolmé k pr̊umětně jsou promı́tány bez zkresleńı.

• Kabinetńı promı́táńı má tanα = 2. To nastává pro úhel o přibližné
velikosti α = 63, 4◦. Všechny úsečky kolmé k pr̊umětně jsou kráceny na
polovinu a výsledný pr̊umět vypadá přirozeně.



Kapitola 2

Bézierova metoda

Bézierovu metodu lze přǐradit k diferenciálně geometrickému modelováńı. Jsou
takto navrhovány hladké křivky, plochy a tělesa reprezentované parametricky.
Navržené geometrické tvary jsou popsány pomoćı polynomů. Použijeme však re-
prezentaci, kde Bernsteinovy polynomy tvoř́ı bázi. Koeficienty jsou pak geomet-
ricky odvoditelné parametry.

1 Křivky a plochy

Hladké tvary jako silueta vázy, karosérie automobilu nebo vybroušený diamant
lze matematicky popsat pomoćı křivek, ploch nebo těles.

Definice. Parametrická reprezentace křivky v Rd: souřadnice bod̊u p křivky
jsou funkce jedné proměnné:

p = k(t),k : P → Rd, t ∈ P ⊆ R.

P je přitom interval, např. [0, 1] a nazývá se parametrický obor křivky.

Kruh je např. v rovině xy popsán jako:

x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π].

a šroubovice v prostoru jako:

x = sin t, y = cos t, z = t, t ∈ R.

Podobně jako pro křivky, lze parametricky definovat plochu jako obraz dvou-
dimenzionálńıho intervalu:

21
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Definice. Parametrická reprezentace plochy v R3: souřadnice x, y, z bod̊u
p plochy jsou funkce jedné proměnné:

p =

 x
y
z

 =

 x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)

 = f(u, v), (u, v) ∈ P ⊆ R2,

kde x, y, z : P → R, f : P → R3, P je interval, např. [0, 1] × [0, 1] a nazývá se
parametrický obor plochy.

Př́ıkladem plochy je

x =
u2 + v2

3u2 + 2v2
, y =

u

3u2 + 2v2
, z =

u · v
3u2 + 2v2

, (u, v) ∈ (0, 1]× (0, 1].

Křivky v R2 resp. plochy v R3 lze reprezentovat v mnoha př́ıpadech explicitně:

Definice. Explicitńı reprezentace křivky v R2: y-ová souřadnice bod̊u p
křivky je funkce proměnné x:

p = (x, y), y = f(x) s f : P → R, P ⊆ R.

Explicitńı reprezentace plochy v R3: z-ová souřadnice bod̊u p plochy je
funkce proměnných x, y:

p = (x, y, z), z = f(x, y) s f : P → R, P ⊆ R2.

2 Bézierovy křivkové segmenty

Množstv́ı možnost́ı umožňuj́ıćı nám si vyjádřit křivky a plochy záviśı na tř́ıdě
použitých funkćı. Při volbě této tř́ıdy je d̊uležitou vedleǰśı podmı́nkou algorit-
mická manipulovatelnost s těmito funkcemi. Jako d̊uležitá tř́ıda se ukázaly poly-
nomy:

Definice. Polynomiálńı křivkový segment v Rd má tvar:

p(t) :=
n∑
i=0

ait
i, t ∈ [0, 1], ai ∈ Rd.

Tvar polynomiálńı křivky v této reprezentaci je určen koeficienty ai. Výpočtově
lze tento polynom reprezentovat těmito koeficienty. Tyto koeficienty však nejsou
vhodné pro použit́ı v grafickém systému. Souvislost mezi křivkou a koeficienty je
málo intuitivńı. To lze odstranit Bézierovou metodou.

Bézierova metoda použ́ıvá reprezentaci polynomů s vhodněǰśımi, řiditelnými
parametry. Bézierovy křivky jsou zadány posloupnost́ı bod̊u bi, i = 0, 1, . . . , n.
Tyto body se nazývaj́ı Bézierovy kontrolńı body. Spojeńı Bézierových bod̊u v
daném pořad́ı definuje Bézier̊uv kontrolńı polygon. Vycházeje z Bézierova poly-
gonu, jsou křivkové body určeny podle následuj́ıćıho předpisu:
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Algoritmus. (de Casteljau)
Vstup: Bézierovy body b0,b1, . . . ,bn, parametrická hodnota t∗ ∈ [0, 1].
Výstup: Bod křivky b(t∗).

BEGIN

FOR i := 0 TO n DO b0
i := bi;

FOR j := 1 TO n DO

FOR i := j TO n DO bji := (1− t∗) · bj−1
i−1 + t∗ · bj−1

i ;

b(t∗) := bnn

END.

Casteljaůuv algoritmus nám poskytuje souvislost mezi kontrolńım polygonem
a výslednou křivkou. Abychom mohli určit bod křivky určený parametrem t∗,
budou hrany Bézierova polygonu rozděleny v poměru t∗ : (1−t∗) a výsledné body
spojeny polygoniálńım tahem. S t́ımto o jeden bod kratš́ım tahem se postupuje
obdobně, až zbývá pouze jeden bod. To je hledaný bod křivky b(t∗). T́ımto
Casteljauovým algoritmem definovaná křivka se dá popsat jako

b(t) :=
n∑
i=0

biB
n
i (t), t ∈ [0, 1], bi ∈ Rd,

kde Bn
i (t) jsou ńıže definované Bernsteinovy polynomy.

Definice. Bernsteinovy polynomy stupně n jsou tvaru:

Bn
i (x) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i, i = 0, . . . , n.

Křivky v této reprezentaci se nazývaj́ı Bézierovy křivkové segmenty.

Definice. Bézier̊uv křivkový segment v Rd je tvaru:

b(t) :=
n∑
i=0

biB
n
i (t), t ∈ [0, 1], bi ∈ Rd.

Souvislost mezi Casteljauovým algoritmem a Bézierovými křivkovými seg-
menty lze formálně zapsat následovně:

bji (t) :=

j∑
k=0

bi−j+kB
j
k(t), j = 0, . . . , n, i = j, . . . , n, t ∈ [0, 1].
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Důkaz lze provést indukćı. Totiž

bj+1
i+1 (t)=(1− t)bji (t) + tbji+1(t)

=(1− t)
∑j

k=0 bi−j+kB
j
k(t) + t

∑j
k=0 bi+1−j+kB

j
k(t)

=(1− t)bi−jBj
0(t) + tbi+1B

j
j (t)+∑j

k=1

(
(1− t)bi−j+kBj

k(t) + tbi−j+kB
j
k−1(t)

)
=(1− t)bi−jBj

0(t) +
∑j

k=1 bi−j+kB
j+1
k (t) + tbi+1B

j
j (t)

=bi−jB
j+1
0 (t) +

∑j
k=1 bi−j+kB

j+1
k (t) + bi+1B

j+1
j+1(t)

=
∑j+1

k=0 bi−j+kB
j+1
k (t)

Věta 2.1 Vlastnosti Bernsteinových polynomů

1. Rozklad jednotky: Součet Bernsteinových polynom̊u stupně n je 1:

n∑
i=0

Bn
i (x) =

n∑
i=0

(
n
i

)
xi(1− x)n−i = (x+ 1− x)n = 1.

2. Pozitivita: Bernsteinovy polynomy jsou v intervalu [0, 1] nezáporné:

Bn
i (x) ≥ 0, i = 0, . . . , n, x ∈ [0, 1].

3. Maximum: Bn
i (x) nabývá svého maxima v intervalu [0, 1] v bodě i

n
, i =

0, . . . , n.

4. Sumace:
n∑
i=0

iBn
i (x) = n · x.

5. Symetrie:

Bn
i (x) = Bn

n−i(1− x), i = 0, . . . , n.

6. Rekurze: Pro i = 0, . . . , n plat́ı

Bn+1
i+1 (x) =

(n+ 1)!

(i+ 1)!(n− i)!
xi+1(1− x)n−i

=

[
n!(i+ 1)

(i+ 1)!(n− i)!
+

n!(n− i)
(i+ 1)!(n− i− 1)!(n− i)

]
xi+1(1− x)n−i

= xBn
i (x) + (1− x)Bn

i+1(x).

Je tedy Bernstein̊uv polynom stupně n+ 1 konvexńı kombinaćı dvou Bern-
steinových polynom̊u stupně n.
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7. Derivace: Pro i = 1, . . . , n− 1 plat́ı

d

dx
Bn
i (x) =

n(n− 1)!

i!(n− i)!
(
i · xi−1(1− x)n−i − (n− i) · xi(1− x)n−1−i)

= n ·
(
Bn−1
i−1 (x)−Bn−1

i (x)
)
.

8. Integrace: ∫ 1

0

Bn
i (x) =

1

n+ 1
.

Důkaz. (1.) Rozepsáńım podle definice Bernsteinových polynomů stupně n a
úpravou podle binomické věty dostáváme uvedený vztah:

n∑
i=0

Bn
i (x) =

n∑
i=0

(
n
i

)
xi(1− x)n−i = (x+ 1− x)n = 1.

(2.) Podle definice Bernsteinových polynomů stupně n:

Bn
i (x) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i, i = 0, . . . , n,

ale

(
n
i

)
> 0 ∧ xi ≥ 0 ∧ (1− x)n−i ≥ 0 pro x ∈ [0, 1].Dohromady tedy:

Bn
i (x) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i ≥ 0, i = 0, . . . , n.

(3.) Vı́me, že funkce f(x) může mı́t v bodě x0 maximum, je-li f(x0)′ = 0 nebo, je-
li x0 krajńım bodem intervalu, na kterém extrém hledáme. Protože funkce Bn

i (x)
je spojitá na intervalu [0, 1], zcela jistě zde má jak maximum tak minimum. Z jej́ı
nenulovosti vyplývá, že funkčńı hodnota maxima bude rovněž nenulová. Rozlǐsme
tedy př́ıpady:

I pro i = 0 : Bn
0 (x) =

(
n
0

)
x0(1− x)n = (1− x)n

nabývá maximum na [0, 1] v x = 0 = 0
n

(klesaj́ıćı funkce),

I pro i = n : Bn
n(x) =

(
n
n

)
xn(1− x)n−n = xn

nabývá maximum na [0, 1] v x = 1 = n
n

(rostoućı funkce),
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I pro i = 1, . . . , n− 1: v x = 0 a x = 1 je Bn
i (x) = 0, derivujeme na (0, 1):

(Bn
i (x))′ =

[(
n
i

)
xi(1− x)n−i

]′
=

(
n
i

)
· [ixi−1(1− x)n−i − xi(n− i)(1− x)n−i−1]

=

(
n
i

)
xi(1− x)n−i

(
i
x
− n−i

1−x

)
= 0 ⇐⇒ i

x
− n−i

1−x = 0 ⇐⇒

i−nx
x(1−x)

= 0 ⇐⇒ x = i
n
, i = 1, . . . , n− 1,

Dohromady Bn
i (x) nabývá svého maxima v intervalu [0, 1] v bodě i

n
, i =

0, . . . , n.
(4.) Podle definice Bernsteinových polynomů stupně n, úpravou a substitućı j =
i− 1:

n∑
i=0

iBn
i (x) =

n∑
i=0

i
n!

(n− i)!i!
xi(1− x)n−i =

n∑
i=1

n!

(n− i)!(i− 1)!
xi(1− x)n−i

= n · x ·
n∑
i=1

(n− 1)!

(n− i)!(i− 1)!
xi−1(1− x)n−i

= n · x ·
n∑
j=0

(
n− 1
j

)
xj(1− x)n−1−j,

ale podle vlastnosti (1.) plat́ı
n∑
j=0

(
n− 1
j

)
xj(1− x)n−1−j = 1, dohromady:

n∑
i=0

iBn
i (x) = n · x ·

n∑
j=0

(
n− 1
j

)
xj(1− x)n−1−j = n · x.

(5.) Rozepsáńım podle definice Bernsteinových polynomů stupně n a úpravou
obou stran zvlášt’ dostáváme:

Bn
i (x) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i

Bn
n−i(x) =

(
n

n− i

)
(1− x)n−i (1− (1− x))n−(n−i) =

(
n
i

)
xi(1− x)n−i,

tedy, že: Bn
i (x) = Bn

n−i(x).

(6.) Podle definice Bernsteinových polynomů stupně n a úpravou

(
n+ 1
i+ 1

)
=
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n
i

)
+

(
n

i+ 1

)
:

Bn+1
i+1 (x) =

(
n+ 1
i+ 1

)
xi+1(1− x)n−i =

[(
n
i

)
+

(
n

i+ 1

)]
xi+1(1− x)n−i

= x ·
(
n
i

)
xi(1− x)n−i + (1− x) ·

(
n

i+ 1

)
xi+1(1− x)n−i−1

= xBn
i (x) + (1− x)Bn

i+1(x).

(7.) Podle definice Bernsteinových polynomů stupně n, derivováńım a úpravami:
I pro i = 0:

(Bn
0 (x))′ =

[(
n
0

)
x0(1− x)n

]′
= −n(1− x)n−1

= −n
(
n− 1

0

)
x0(1− x)n−1 = −nBn−1

0 (x)

vztah plat́ı (n.Bn−1
−1 nedefinované položme rovno 0),

I pro i = n:

(Bn
n(x))′ =

[(
n
n

)
xn(1− x)n−n

]′
= nxn−1

= n

(
n− 1
n− 1

)
xn−1(1− x)n−1−(n−1) = nBn−1

n−1(x)

vztah plat́ı (−n.Bn−1
n nedefinované položme rovno 0),

I pro 1 ≤ i ≤ n− 1:

(Bn
i (x))′ =

[(
n
i

)
xi(1− x)n−i

]′
=

(
n
i

)
·
[
i · xi−1(1− x)n−i − (n− i) · xi(1− x)n−i−1

]
=

n!

i!(n− i)!
ixi−1(1− x)n−i − n!

i!(n− i)!
(n− i)xi(1− x)n−1−i

=
n(n− 1)!

(i− 1)!(n− 1− (i+ 1))!
xi−1(1− x)n−i − n(n− 1)!

i!(n− 1− i)!
xi(1− x)n−1−i

= n

(
n− 1
i− 1

)
xi−1(1− x)n−i − n

(
n− 1
i

)
xi(1− x)n−1−i

= n · [Bn−1
i−1 (x)−Bn−1

i (x)].
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(8.) Nejprve dokážeme pro i = n:

∫ 1

0

Bn
n(x)dx =

∫ 1

0

(
n
n

)
xn(1− x)0dx =

∫ 1

0

xndx =

1[
xn+1

n+ 1

]
0

=
1

n+ 1
.

Uvažme vlastnost (7.) a rovnost, která plat́ı pro derivaci, zintegrujme:

d

dx
Bn+1
i (x) = (n+ 1) · [Bn

i−1(x)−Bn
i (x)][

Bn+1
i (x)

]1
0

n+ 1
=
[
Bn
i−1(x)

]1
0
− [Bn

i (x)]10,

ale [
Bn+1
i (x)

]1
0

=

[(
n+ 1
i

)
xi(1− x)n+1−i

]1

0

=

(
n+ 1
i

)
[1i(1− 1)n+1−i − 0i(1− 0)n+1−i] = 0 :

∫ 1

0

Bn
i−1(x)−

∫ 1

0

Bn
i (x) = 0 ⇐⇒

∫ 1

0

Bn
i−1(x) =

∫ 1

0

Bn
i (x).

Plat́ı-li vztah
∫ 1

0
Bn
i (x)dx = 1

n+1
pro i, pak tedy plat́ı i pro i − 1 (indukčńı

krok). My ovšem v́ıme, že plat́ı pro i = n. Celkově tedy plat́ı pro i = 0, . . . , n.

Tř́ıda všech polynomů stupně nejvýše n nad reálnými č́ısly tvoř́ı vektorový
podprostor vektorového prostoru reálných funkćı dimenze n + 1 s obvykle de-
finovaným sč́ıtáńım polynomů a násobeńı polynomu skalárem. Při dané bázi
sestávaj́ıćı z polynomů

{e0(x), . . . , en(x)}

lze každý polynom zapsat jako lineárńı kombinaci

n∑
i=0

λiei(x),

kde λi jsou skaláry. Vedle známých baźı z monomů tj. z polynomů ei(x) =
xi, i = 0, . . . , n tvoř́ı bázi i Bernsteinovy polynomy, přičemž ei(x) = Bn

i (x), i =
0, . . . , n. Máme tedy následuj́ıćı d̊usledek:
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Věta 2.2 Bernstein-Bézierova reprezentace Každý polynomiálńı křivkový
segment p(t) =

∑n
i=0 ait

i lze zapsat jako Bézier̊uv křivkový segment

b(t) =
n∑
i=0

biB
n
i (t),

a to následovně

bi =
i∑

k=0

(
i
k

)(
n
k

)−1

ak.

Důkaz. Dosazeńım za bi do b(t). Totiž

b(t) =
∑n

i=0 biB
n
i (t) =

∑n
i=0

∑i
k=0

(
i
k

)(
n
k

)−1

akB
n
i (t)

=
∑n

k=0 ak
∑n

i=k

(
i
k

)(
n
k

)−1

Bn
i (t)

=
∑n

k=0 ak
∑n

i=k

(
i
k

)(
n
k

)−1(
n
i

)
ti(1− t)n−i

=
∑n

k=0 ak
∑n

i=k

(
n− k
i− k

)
ti(1− t)n−i

=
∑n

k=0 akt
k
∑n−k

j=0

(
n− k
j

)
tj(1− t)n−k−j

=
∑n

k=0 akt
k
∑n−k

j=0 B
n−k
j (t) =

∑n
k=0 akt

k = p(t).

Zároveň plat́ı

Věta 2.3 Vlastnosti Bézierových křivkových segment̊u

1. Chováńı v koncových bodech: Kontrolńı polygon a křivkový segment maj́ı
stejný počátečńı a koncový bod. Prvńı a posledńı segment kontrolńıho poly-
gonu je tečný ke křivce. Ostatńı Bézierovy body nejsou interpolovány, pouze
aproximovány.

2. Vlastnost konvexńıho obalu: Křivkový segment lež́ı v konvexńım obalu Bézierových
bod̊u. Zejména tedy lež́ı i v konvexńım obalu Bézierova polygoniálńıho tahu.

3. Vliv kontrolńıch bod̊u: bi má nejvěťśı vliv na b(t) v př́ıpadě, že t = i/n.

4. Omezené koĺısáńı: Žádná př́ımka neprot́ıná Bézier̊uv křivkový segment častěji
než odpov́ıdaj́ıćı Bézier̊uv polygoniálńı tah (variation diminishing property).

Důkaz. Chováńı koncových bod̊u a tvrzeńı o vlivu kontrolńıch bod̊u plyne bez-
prostředně z geometrické podoby Bernsteinových polynomů. Vliv Bernsteinova
polynomu v bodě je maximálńı právě tehdy, když v něm Bernstein̊uv polynom
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nabývá maxima. Důkaz vlastnosti konvexńıho obalu vyplývá okamžitě z Cas-
teljauova algoritmu výpočtu bodu křivky b(t) ze zadaných kontrolńıch bod̊u.
Konvexńı obal množiny bod̊u je nejmenš́ı konvexńı množina, která ji obsahuje.
S každými dvěma Bézierovými body je zde obsažena i jejich spojovaćı úsečka.
To samé plat́ı pro všechny ostatńı spojovaćı úsečky a zejména tedy pro výsledek
b(t). Důkaz vlastnosti omezeného koĺısáńı bude proveden později.

Časová náročnost Casteljauova algoritmu je O(n2). Využit́ım vhodné repre-
zentace lze křivkové body spoč́ıtat snadnou modifikaćı známého Hornerova schématu
vyhodnoceńı hodnoty polynomu v čase O(n).

Protože však Casteljaůuv algoritmus je numericky opravdu stabilńı (v d̊usledku
toho, že pracujeme pouze s konvexńımi kombinacemi vstupńıch dat) a v určitých
situaćıch lze využ́ıt mezivýpočt̊u, je jeho menš́ı efektivita relativizována.

Algoritmus. (Bézier-Horner)
Vstup: Bézierovy body b0,b1, . . . ,bn ∈ Rd, parametrická hodnota t∗ ∈ [0, 1].

Výstup: Bod b(t∗) Bézierova křivkového segmentu b.

BEGIN

IF t∗ ≤ 1
2

THEN

BEGIN

b := bn;

FOR i := 1 TO n DO b := b · (i/(n− i+ 1)) · (t∗/(1− t∗)) + bn−i;

b := (1− t∗)n · b;

END

ELSE

BEGIN

b := b0;

FOR i := 0 TO n− 1 DO b := b · ((n− i)/(i+ 1)) · ((1− t∗)/t∗) + bi;

b := (t∗)n · b;
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END;

b(t∗) := b;

END.

Věta 2.4 Korektnost Bézier-Hornerova algoritmu Bézier-Horner̊uv algo-
ritmus je korektńı, tj. jeho výsledek splývá s výsledkem Casteljauova algoritmu.

Důkaz. Věnujme se př́ıpadu t∗ ≤ 1
2

(př́ıpad t∗ > 1
2

se ukáže analogicky). Označme

výsledek v i-tém kroku př́ıkazu FOR jakožto bi a zároveň položme b0 = bn,
přičemž pro i = 1, . . . , n evidentně plat́ı

bi = bn−i +
n∑

j=n−i+1

bj

(
t∗

1− t∗

)i+j−n
(n+ 1− j) · · · · · i
(n+ 1− i) · · · · · j

.

Totiž snadno vid́ıme, že opravdu b1 = bn−1+bn
(

t∗

1−t∗
) 1
n. Indukćı pak obdrž́ıme

bn−i−1 + bi
(

t∗

1−t∗
) i+ 1
n− i =

bn−i−1 +
∑n

j=n−i+1 bj
(

t∗

1−t∗
)i+1+j−n (n+ 1− j) · · · · · (i+ 1)

(n+ 1− i− 1) · · · · · j + bn−i
(

t∗

1−t∗
) i+ 1
n− i=

bn−i−1 +
∑n

j=n−(i+1)+1 bj
(

t∗

1−t∗
)(i+1)+j−n (n+ 1− j) · · · · · (i+ 1)

(n+ 1− (i+ 1)) · · · · · j = bi+1.

Věta 2.5 Rozděleńı Bézierových křivkových segment̊u Každý bod b(t∗),
t∗ ∈ [0, 1], rozděluje Bézier̊uv křivkový segment do dvou d́ılč́ıch křivek. Tyto d́ılč́ı
křivky jsou opět Bézierovy křivkové segmenty stejného stupně. Jejich Bézierovy
body jsou určeny pomocnými body

b0
0,b

1
1, . . . ,b

n
n

resp.

bnn,b
n−1
n , . . . ,b0

n

Casteljauova algoritmu pro bod t∗.

Důkaz. Označme c(t) Bézier̊uv křivkový segment s Bézierovými body b0
0,b

1
1, . . . ,b

n
n

resp. d(t) Bézier̊uv křivkový segment s Bézierovými body bnn,b
n−1
n , . . . ,b0

n. Stač́ı
zřejmě ověřit, že c(t) = b(tt∗) a d(t) = b(t+ (1− t)t∗) pro všechna t ∈ [0, 1].

Přitom máme

c(t) =
∑n

i=0 biiB
n
i (t) =

∑n
i=0

∑i
k=0 bkB

i
k(t
∗)Bn

i (t)
=

∑n
k=0 bk

∑n
i=k B

i
k(t
∗)Bn

i (t).
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Dokažme, že pro všechna k, 0 ≤ k ≤ n

n∑
i=k

Bi
k(t
∗)Bn

i (t) = Bn
k (tt∗).

Zřejmě však

∑n
i=k B

i
k(t
∗)Bn

i (t) =
∑n

i=k

(
i
k

)
(t∗)k(1− t∗)i−k

(
n
i

)
ti(1− t)n−i

= (t∗)kn!
k!

∑n
i=k

1
(i− k)!(n− i)!(1− t

∗)i−kti(1− t)n−i

= (tt∗)k n!
k!(n− k)!

∑n
i=k

(n− k)!(1− t∗)i−kti−k(1− t)n−i
(i− k)!(n− k − (i− k))!

= (tt∗)k
(
n
k

)∑n−k
j=0

(
n− k
j

)
(t− tt∗)j(1− t)(n−k)−j

= (tt∗)k
(
n
k

)
(t− tt∗ + 1− t)n−k

= (tt∗)k
(
n
k

)
(1− tt∗)n−k = Bn

k (tt∗).

Podobně v́ıme

d(t) =
n∑
i=0

bn−in Bn
i (t) =

n∑
i=0

(
n−i∑
k=0

bn−n+i+kB
n−i
k (t∗)

)
Bn
i (t)

=
n∑
i=0

(
n−i∑
k=0

bi+kB
n−i
k (t∗)

)
Bn
i (t)

=
n∑
j=0

bj

∑
0≤i,k
i+k=j

Bn−i
k (t∗)Bn

i (t)



Nyńı stač́ı dokázat
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∑
0≤i,k
i+k=j

Bn−i
k (t∗)Bn

i (t) =
∑
0≤i,k
i+k=j

(
n− i
k

)
(t∗)k(1− t∗)n−i−k

(
n

i

)
ti(1− t)n−i

=
∑
0≤i,k
i+k=j

(
n− i
k

)
(t∗)k(1− t∗)n−j

(
n

i

)
ti(1− t)n−i

=
n∑
j=0

bj(t+ (1− t)t∗)
(
n

k

)
(1− t− (1− t)t∗)n−i

=
∑
0≤i,k
i+k=j

(n− i)!
(n− i− k)!k!

n!

(n− i)!i!
j!

j!
(t∗)k(1− t∗)n−jti(1− t)n−i

=
∑
0≤i,k
i+k=j

n!

(n− j)!j!
j!

k!i!
(t∗)k(1− t∗)n−jti(1− t)n−i

=
∑
0≤i,k
i+k=j

n!

(n− j)!j!
j!

(j − i)!i!
(t∗)j−i(1− t∗)n−jti(1− t)n−i

=

(
n

j

) j∑
i=0

(
j

i

)
(t∗)j−i(1− t∗)n−jti(1− t)n−i

=

(
n

j

)
(t∗)j(1− t∗)n−j(1− t)n

j∑
i=0

(
j

i

)
1

(t∗)i
ti

(1− t)i
1j−i

=

(
n

j

)
(t+ (1− t)t∗)j(1− t− (1− t)t∗)n−j

Po dosazeńı do p̊uvodńıho vztahu

n∑
j=0

bj

∑
0≤i,k
i+k=j

Bn−i
k (t∗)Bn

i (t)

 =
n∑
j=0

bj

(
n

j

)
(t+ (1− t)t∗)j(1− t− (1− t)t∗)n−j

=
n∑
j=0

bjB
n
j (t+ (1− t)t∗)

Algoritmus na rozděleńı Bézierových křivkových segment̊u lze obdržet snad-
nou modifikaćı Casteljauova algoritmu. Konvexńı obaly kontrolńıch bod̊u obou
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d́ılč́ıch segment̊u nám všeobecně poskytuj́ı lepš́ı aproximaci než p̊uvodńı konvexńı
obal. Iterujeme-li postupně s t∗ = 1/2, obdrž́ıme postupně jemněǰśı polygoniálńı
tah z Bézierových segment̊u. V limitńım přechodu pak obdrž́ıme Bézierovu křivku.

Geometrické modelováńı s Bézierovými segmenty se často děje pomoćı in-
teraktivńı manipulace s Bézierovými body. Za jistých podmı́nek se ukazuje, že
požadovaný tvar je se zvoleným počtem bod̊u nedosažitelný. Následuj́ıćı věta nám
ukazuje, jakým zp̊usobem je možno přidat daľśı kontrolńı body, aniž by se nám
změnila již vytvořená křivka.

Věta 2.6 Zvýšeńı stupně Bézierových křivkových segment̊u Bud’ dáno
n+ 1 kontrolńıch bod̊u b0, . . . ,bn ∈ Rd Bézierova křivkového segmentu. Bézier̊uv
křivkový segment s n+ 2 kontrolńımi body b∗0, . . . ,b

∗
n+1 tak, že

b∗0 := b0,

b∗i := αibi−1 + (1− αi)bi, αi := i/(n+ 1), i = 1, . . . , n,

b∗n+1 := bn,

splývá s Bézierovým křivkovým segmentem o n+ 1 kontrolńıch bodech, tj. plat́ı

n∑
i=0

biB
n
i (t) =

n+1∑
i=0

b∗iB
n+1
i (t).

Důkaz. Zřejmě plat́ı∑n+1
i=0 b∗iB

n+1
i (t) =

= b∗0B
n+1
0 (t) +

∑n
i=1B

n+1
i (t)[αibi−1 + (1− αi)bi] + b∗nB

n+1
n+1(t)

= b0(1− t)n+1 + 1
n+1

b0

(
n+ 1

1

)
t(1− t)n+∑n−1

i=1 bi
[
i+1
n+1

Bn+1
i+1 (t) + (1− i

n+1
)Bn+1

i (t)
]

+

bn
[
tn+1 + (1− n

n+1
)(n+ 1)tn(1− t)

]
= b0(1− t)n [(1− t) + t] + tnbn [t+ (1− t)] +∑n−1

i=1 t
i(1− t)n−ibi

[(
n
i

)
t+

(
n
i

)
(1− t)

]
=

∑n
i=0 biB

n
i (t).

Algoritmus na zvýšeńı stupně Bézierových křivkových segment̊u se chová ana-
logicky jako prvńı krok Casteljauova algoritmu, ale s jinými, proměnnými děĺıćımi
poměry. Časová náročnost zvýšeńı stupně segmentu o n + 1 kontrolńıch bodech
je O(n).

Algoritmus na zvýšeńı stupně Bézierových křivkových segment̊u nám umožńı
zjistit ohraničené koĺısáńı Bézierových křivkových segment̊u. Zvoĺıme-li totiž po-
sloupnost mı́st dotyku na libovolné křivce, pak polygoniálńı tah, který t́ımto spo-
jeńım vznikne, prot́ıná libovolnou zadanou př́ımku ne častěji než daná křivka. V
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př́ıpadě Bézierových segment̊u je kontrolńı polygoniálńı tah právě zadaná křivka.
Polygoniálńı tah vzniklý zvýšeńım stupně prot́ıná podle výše zmı́něného pozo-
rováńı zadanou př́ımku ne častěji než předchoźı polygoniálńı tah. Iteraćı obdrž́ıme
posloupnost polygoniálńıch tah̊u, která konverguje k zadané křivce a pro kterou
každý polygoniálńı tah neprot́ıná zadanou př́ımku častěji než jeho předch̊udce.

Pomocné body vypoč́ıtané Casteljauovým algoritmem se ukázaly při rozděleńı
Bézierových segment̊u jako užitečné. Zejména plat́ı

Věta 2.7 Derivace Bézierových segment̊u

1. Derivace: p-tá derivace Bézierova segmentu b(t) v bodě t∗ je určena vztahem

dp

dtp
b(t∗) =

n!

(n− p)!

n−p∑
i=0

∆pbi ·Bn−p
i (t∗) =

n!

(n− p)!
∆pbn−pn−p(t

∗),

kde

∆0bi := bi,

∆pbi := ∆p−1bi+1 −∆p−1bi, i = 0, . . . , n− p,
∆0bji (t

∗) := bji (t
∗),

∆pbji (t
∗) := ∆p−1bji+1(t∗)−∆p−1bji (t

∗), i = j, . . . , n− p.

Přitom jsou bji (t
∗) pomocné body vypoč́ıtané Casteljauovým algoritmem v

bodě t∗.

2. Vyšš́ı derivace v koncových bodech: p-té derivace v koncových bodech jsou
zadány vztahy

dp

dtp
b(0) =

n!

(n− p)!
∆pb0,

dp

dtp
b(1) =

n!

(n− p)!
∆pbn−p,

a záviśı t́ımto pouze na b0, . . . ,bp př́ıpadně bn−p, . . . ,bn.

3. Bézierovy body jakožto funkce derivaćı v koncových bodech:

bi =
i∑

k=0

(
i
k

)
(n− k)!

n!

dk

dtk
b(0)

=
n−i∑
k=0

(−1)k
(
n− i
k

)
(n− k)!

n!

dk

dtk
b(1).
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Důkaz. Pro p = 0 máme

d0

dt0
b(t) = b(t) =

n∑
i=0

biB
n
i (t)

=
n∑
i=0

∆0bi ·Bn
i (t).

Důkaz pro derivace vyšš́ıho stupně plyne indukćı v̊uči p. Druhou rovnost lze
obdržet v d̊usledku záměnnosti ∆p se sumaćı. Podrobněji pak máme

1. d
p

dtp
bbb(t) = n!

(n−p)!
∑n−p

i=0 ∆pbbbiB
n−p
i (t)

Matematickou indukćı:

a)p = 1.

Využijeme vztahu d
dt
Bn
i (x) = n(Bn−1

i−1 (x)−Bn−1
i (x)).

d

dt
bbb(t) = [

n∑
i=0

bbbiB
n
i (t)]′

= −bbb0n(1− t)n−1 +
n−1∑
i=1

bbbin[Bn−1
i−1 (t)−Bn−1

i (t)] + bbbnnt
n−1

= n[Bn−1
0 (t)(bbb1 − bbb0) +Bn−1

1 (t)(bbb2 − bbb1) + . . .

+Bn−1
n−2(t)(bbbn−1 − bbbn−2) +Bn−1

n−1(t)(bbbn − bbbn−1)]

Pro p = 1 tedy tvrzeńı plat́ı.

b) Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro p. Dokážeme, že plat́ı pro p+ 1.

dp+1

dtp+1
bbb(t) =

d

dt
(

n!

(n− p)!

n−p∑
i=0

∆pbbbiB
n−p
i (t))

=
n!

(n− p)!
(n− p)!

(n− p− 1)!

n−p−1∑
i=0

∆1(∆pbbbi)B
n−p−1
i (t)

=
n!

(n− p− 1)!

n−p−1∑
i=0

∆p+1bbbiB
n−p−1
i (t)

2. d
p

dtp
bbb(t) = n!

(n−p)!∆
pbbbn−pn−p(t)

Matematickou indukćı.

a)p = 1.

Vycháźıme z d̊ukazu prvńı části věty pro p = 1.
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d

dt
bbb(t) = [

n∑
i=0

bbbiB
n
i (t)]′

= −bbb0n(1− t)n−1 +
n−1∑
i=1

bbbin[Bn−1
i−1 (t)−Bn−1

i (t)] + bbbnnt
n−1

= n[Bn−1
0 (t)(bbb1 − bbb0) +Bn−1

1 (t)(bbb2 − bbb1) + . . .

+Bn−1
n−2(t)(bbbn−1 − bbbn−2) +Bn−1

n−1(t)(bbbn − bbbn−1)]

= n[(Bn−1
0 (t)bbb1 +Bn−1

1 (t)bbb2 + · · ·+Bn−1
n−1(t)bbbn)

− (Bn−1
0 (t)bbb0 +Bn−1

1 (t)bbb1 + · · ·+Bn−1
n−1(t)bbbn−1)]

= n(bbbn−1
n − bbbn−1

n−1)

Pro p = 1 tedy tvrzeńı plat́ı.
b)Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro p, dokážeme, že plat́ı i pro p+ 1.

dp+1

dtp+1
bbb(t) =

d

dt
[

n!

(n− p)!
∆pbbbn−pn−p(t)]

=
n!

(n− p)!
(n− p)∆1(∆pbbbn−pn−p(t))

=
n!

(n− p− 1)!
∆pbbbn−pn−p+1(t)−∆pbbbn−pn−p(t)

=
n!

(n− p− 1)!
∆p+1bbbn−pn−p(t)

Derivace v koncových bodech obdrž́ıme po dosazeńı do bodu 1.
Podrobněji pak

lim
t∗→0+

n!
(n−p)!

n−p∑
i=0

∆pbiB
n−p
i (t∗) = lim

t∗→0+

n!
(n−p)!∆

pb0(1− t∗)

= n!
(n−p)!∆

pbo

lim
t∗→1−

n!
(n−p)!

n−p∑
i=0

∆kbiB
n−p
i (t∗) = lim

t∗→1−

n!
(n−p)!∆

pbn−pn−p(t
∗)

= lim
t∗→1−

n!
(n−p)!∆

p
n−p∑
k=0

bkB
n−p
k (t∗) = n!

(n−p)!∆
pbn−p

3.část: Bézierovy body jakožto funkce derivaćı v koncových bodech

Nejprve dokažme pro i = 0 :

b0 : b0 = b(0)
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Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro i a dokazujeme pro i+ 1.

Předpoklad: bi =
i∑
i=0

(
i
k

)
∆kb0

Protože dk

dtk
b(0) = n!

(n−k)!
∆kb0, můžeme si pravou stranu rovnice napsat jako:

i+1∑
k=0

(
i+ 1
k

)
∆kb0,

což si můžeme rozdělit na tři části.
Dále využijeme toho, že: ∆i+1b0 = ∆ib1 −∆ib0

i+1∑
k=0

(
i+ 1
k

)
∆kbo = b0 +

i∑
k=1

((
i
k

)
∆kbo +

(
i

k − 1

)
∆kbo

)
+ ∆ib1 −∆ib0 =

Pozn. (*)

= bi +
i∑

k=1

(
i

k − 1

)
∆kbo + ∆ib1 −∆ib0 =

(zde po přeindexováńı dostaneme:)

= bi +
i−1∑
k=0

(
i
k

)
∆k+1bo + ∆ib1 −∆ib0

= bi +
i−1∑
k=0

(
i
k

)(
∆kb1 −∆kb0

)
+ ∆ib1 −∆ib0 = bi + bi+1 − bi = bi+1

což jsme chtěli dokázat.

ad (*) - úprava binomických výraz̊u:(
i
k

)
+

(
i

k − 1

)
=

i!

k!(i− k)!
+

i!

(k − 1)!(i− k + 1)!
=

=
i!(i− k + 1)! + i!k!

(i− k)!(k − i)!k(i− k + 1)
=
i!(i− k + 1 + k)

(i− k + 1)!k!
=

(i+ 1)!

k!(i− k + 1)!
=

(
i+ 1
k

)

Důkaz pro bi =
n−i∑
k=0

(−1)k
(
i
k

)
(n−k)!
n!

dk

dtk
b(1):

Opět matematickou indukćı vzhledem k n. Nejdř́ıve ukažme, že tvrzeńı plat́ı pro
i = n

bn =
n−n∑
k=0

(−1)k
(n− k)!

n!

dk

dtk
b(1) = (−1)0n!

n!
∆0bn = bn
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Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro i a dokazujeme pro i+ 1
Předpoklad:

bn−i =
i∑

k=0

(−1)k
(n− k)!

n!

dk

dtk
b(1) =

i∑
k=0

(−1)k∆kbn−k

Vezměme si pravou stranu rovnice pro i+ 1:

n−(i+1)∑
k=0

(−1)k
(
i+ 1
k

)
(n− k)!

n!

dk

dtk
b(1) =

n−(i+1)∑
k=0

(−1)k
(
i+ 1
k

)
(n− k)!

n!

n!

(n− k)!
∆kbn−i−1 =

Sumu si rozděĺıme na tři části a opět použijeme (*):

= bn +
i∑

k=1

(

(
i
k

)
+

(
i+ 1
k

)
)∆kbn−k − (−1)i∆i+1bn−i−1 =

Využ́ıváme také toho, že b(1) = bn, což jsme dostali po dosazeńı p = 0 do vzorce
z 2. části věty.

bn +
i∑

k=1

(
i
k

)
∆kbn−k +

i∑
k=1

(
i

k − 1

)
∆kbn−k − (−1)i∆i+1bn−i−1 =

= bn +
i∑

k=1

(−1)k
(
i
k

)
∆kbn−k +

i∑
k=1

(−1)k
(

i
k − 1

)
∆kbn−k − (−1)i(∆ibn−i −∆ibn−i−1)

= bn−i +
i∑

k=1

(−1)k
(

i
k − 1

)
∆kbn−k − (−1)i∆ibn−i + (−1)i∆ibn−i−1

= bn−i

i−1∑
k=0

(−1)(−1)k
(
i
k

)
∆k+1bn−k−1 − (−1)i∆ibn−i + (−1)i∆ibn−i−1

= bn−i

i−1∑
k=0

(−1)k
(
i
k

)(
∆kbn−k−1 −∆kbn−k

)
− (−1)i∆ibn−i + (−1)i∆ibn−i−1

= bn−i +
i∑

k=0

(−1)k
(
i
k

)
∆kbn−k−1 −

i∑
k=0

(
i
k

)
∆kbn−k

= bn−i + b(n−1)−i − bn−i = b(n−(i+1)
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což jsme chtěli dokázat.

Pozn. :
∆kbn−k−1 = ∆kb(n−1)−k

protol’e plat́ı:

bn−i =
i∑

k=0

(−1)k
(
i
k

)
∆kbn−k,

po výměně n za n− 1 dostaneme:

b(n−1)−i =
i∑

k=0

(−1)k
(
i
k

)
∆kbn−1−k

Třet́ı tvrzeńı lze obdržet po dosazeńı výraz̊u z bodu 1.

Daľśı výhodou je, že můžeme z pomocných bod̊u bji zjistit derivace v bodě t∗.
Plat́ı např́ıklad b′(t∗) = n · (bn−1

n (t∗)− bn−1
n−1(t∗)).

Věta 2.8 Integrováńı Bézierových segment̊u Integrál Bézierova segmentu
je opět Bézier̊uv segment se stupněm o jedničku vyšš́ım. M̊užeme přitom nové
Bézierovy body psát jako lineárńı kombinaci p̊uvodńıch:∫

b(t)dt =

∫
b0B

n
0 (t) + · · ·+ bnB

n
n(t)dt

= b∗0B
n+1
0 (t) + · · ·+ b∗n+1B

n+1
n+1(t),

kde b∗0 je integračńı konstanta a plat́ı

b∗i :=
1

n+ 1
·
i−1∑
j=0

bj + b∗0, i = 1, . . . , n+ 1.

Určitý integrál určený celým segmentem je pak těžǐstě∫ 1

0

b(t)dt =
1

n+ 1
(b0 + b1 + · · ·+ bn)

Bézierových bod̊u.

Důkaz. Podle věty o derivaci Bézierových segment̊u máme

(
n+1∑
k=0

b∗kB
n+1
k (t))′ = (n+ 1)

n∑
k=0

(b∗k+1 − b∗k)B
n
k (t) =

n∑
k=0

bkB
n
k (t) = b(t).
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Použit́ım věty 2.1, 8., která nám ř́ıká, že
∫ 1

0
Bn
k (t)dt = 1

n+1
dostáváme∫ 1

0

b(t)dt =
n∑
k=0

bk

∫ 1

0

Bn
k (t)dt =

n∑
k=0

bk ·
1

n+ 1
,

což jsme potřebovali dokázat.

3 Racionálńı křivky

Při modelováńı vzniká často nutnost aplikovat na křivky určité transformace.
Např́ıklad jde o vzájemný posun dvou segment̊u podle předem určeného vzoru.
Často použ́ıvané transformace jsou lineárńı nebo afinńı zobrazeńı.

Definice. Afinńı zobrazeńı bodu p do bodu p je tvaru:

p = Ap + t,

přičemž A je matice typu d× d, t ∈ Rd a p, p ∈ Rd.
Speciálńı př́ıpady v R2:

• Translace:

p =

(
1 0
0 1

)
· p + t,

• Změna měř́ıtka:

p =

(
a 0
0 b

)
· p,

• Rotace:

p =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
· p.

Afinńı obraz k(t) křivky k(t) v afinńım zobrazeńı p = Ap + t je definován
jako k(t) = Ak(t)+t. Lze dokázat, že, aplikujeme-li afinńı zobrazeńı na kontrolńı
body Bézierova křivkového segmentu a pak z nich sestroj́ıme křivkový segment,
dostaneme totéž, jako když na Bézier̊uv křivkový segment aplikujeme výše uve-
dené afinńı zobrazeńı.

Věta 3.1 Afinńı transformace Bézierových křivkových segment̊u Bud’

p = Ap + t afinńı zobrazeńı, b(t) = b0B
n
0 (t) + · · ·+ bnB

n
n(t) Bézier̊uv křivkový

segment, b(t) jeho afinńı transformace v zadaném zobrazeńı. Pak je

b(t) = b0B
n
0 (t) + · · ·+ bnB

n
n(t),

kde
bi = Abi + t
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Důkaz. Označme p = b(t), kde b(t) =
∑n

k=0 bk ·Bn
k (t).

Obdrž́ıme pak:

Ab(t) + t = A(
∑n

k=0 bkB
n
k (t)) + t = (

∑n
k=0Abk ·Bn

k (t)) + t

=
∑n

k=0(Abk + t)Bn
k (t) =

∑n
k=0 bkB

n
k (t) = b(t).

Obt́ıžněǰśı je ale př́ıpad projekce:

Definice. Perspektivistická projekce v normálńım tvaru je zobrazeńı

p =

(
1 0 0
0 1 0

)
· p(

0 0 1
)
· p

, p ∈ R3,p ∈ R2,

to znamená, že projekce je provedena vzhledem k počátku jako dohlednému bodu
na rovinu z = 1.

Vzhledem k projekci v normálńım tvaru se tř́ırozměrný Bézier̊uv křivkový
segment b(t) = b0B

n
0 (t) + · · ·+ bnB

n
n(t) zobraźı na

b(t) =
b̂0B

n
0 (t) + · · ·+ b̂nB

n
n(t)

b̂0Bn
0 (t) + · · ·+ b̂nBn

n(t)
,

přičemž b̂i jsou utvořeny z prvńıch dvou složek bi a b̂i z posledńı složky. Tato
křivka neńı obecně polynomiálńı křivka a proto ji nelze reprezentovat jak Bézier̊uv
křivkový segment. Použ́ıváńı lomených racionálńıch funkćı mı́sto polynomů nám
dopomůže k nápravě.

Definice. Lomená racionálńı funkce d proměnných je definována vztahem

r(x1, x2, . . . , xd) =
p(x1, x2, . . . , xd)

q(x1, x2, . . . , xd)
,

přičemž p a q jsou polynomy d proměnných.

Mnoho výhodných vlastnost́ı polynomů plat́ı rovněž pro lomené racionálńı
funkce. Obdrž́ıme pak

Definice. Racionálńı křivkový segment v Rd je určen vztahem

r(t) =
a0t

0 + · · ·+ ant
n

α0t0 + · · ·+ αntn
, ai ∈ Rd, αi ∈ R, t ∈ [0, 1].

Racionálńı Bézier̊uv křivkový segment v Rd je definován pomoćı vztahu

b(t) =
β0b0B

n
0 (t) + · · ·+ βnbnB

n
n(t)

β0Bn
0 (t) + · · ·+ βnBn

n(t)
, bi ∈ Rd, βi ∈ R, βi > 0, t ∈ [0, 1].
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Koeficienty bi jsou opět kontrolńı body. Každému kontrolńımu bodu je nav́ıc
přǐrazena váha βi. Váha βi ovládá atraktivitu kontrolńıho bodu.

Racionálńı Bézierovy křivkové segmenty v Rd můžeme považovat za perspek-
tivistickou projekci obyčejných Bézierových křivkových segment̊u v Rd+1, přičemž
se bude promı́tat vzhledem k počátku do roviny xd+1 = 1. Pro racionálńı Bézier̊uv
křivkový segment b(t) definujeme Bézier̊uv křivkový segment b∗(t) jakožto

b∗(t) =

(
b̂(t)
β(t)

)
:=

n∑
j=0

(
βjbj
βj

)
Bn
j (t).

b∗(t) má tedy Bézierovy body

(
βjbj
βj

)
a přecháźı vzhledem ke zmı́něné per-

spektivistické projekci do b(t).
Množina racionálńıch Bézierových segment̊u je uzavřená vzhledem k perspek-

tivistické projekci.
Možnost reprezentace racionálńıch Bézierových segment̊u jako projekce obyčejných

Bézierových segment̊u má za d̊usledek, že lze známé vlastnosti pro Bézierovy seg-
menty přenést na racionálńı Bézierovy segmenty:

Věta 3.2 Vlastnosti racionálńıch Bézierových křivkových segment̊u

1. Chováńı v koncových bodech: Kontrolńı polygon a racionálńı křivkový seg-
ment maj́ı stejný počátečńı a koncový bod. Prvńı a posledńı segment kont-
rolńıho polygonu je tečný ke křivce. Ostatńı Bézierovy body nejsou interpo-
lovány, pouze aproximovány.

2. Vlastnost konvexńıho obalu Křivkový segment lež́ı v konvexńım obalu Bézierových
bod̊u. Zejména tedy lež́ı i v konvexńım obalu Bézierova polygoniálńıho tahu.

3. Vliv kontrolńıch bod̊u bi nemá obecně nejvěťśı vliv na b(t) v př́ıpadě, že
t = i/n.

4. Omezené koĺısáńı Pro kladné váhy žádná př́ımka neprot́ıná racionálńı Bézier̊uv
křivkový segment častěji než odpov́ıdaj́ıćı Bézier̊uv polygoniálńı tah (vari-
ation diminishing property).

Důkaz. Bezprostředně projekćı Bézierova křivkového segmentu v Rd+1.
Uvažme racionálńı Bézier̊uv křivkový segment:

b(t) =
β0b0B

n
0 (t) + . . .+ βnbnB

n
n(t)

β0Bn
0 (t) + . . .+ βnBn

n(t)

čitatele označ́ıme u(t) a jmenovatele v(t).
Plat́ı



44 KAPITOLA 2. BÉZIEROVA METODA

b′(t) =
u′(t)v(t)− u(t)v′(t)

v2(t)

Pro počátečńı bod dokážeme

b1 − b0

||b1 − b0||
=

b′(0)

||b′(0)||

Podle věty 2.7 plat́ı

u′(0) = n(β1b1 − β0b0)

v′(0) = n(β1 − β0)

Dále plat́ı

u(0) = β0b0

v(0) = β0

Tedy

b′(0) =
n(β1b1 − β0b0) · v(0)− u(0) · n(β1 − β0)

v2(0)

=
nβ0β1b1 − nβ2

0b0 + nβ0β1b0 − nβ2
0b0

β2
0

=
nβ1(b1 − b0)

β0

Dosazeńım dostáváme

b′(0)

||b′(0)||
=

nβ1(b1−b0)
β0∣∣∣∣nβ1(b1−b0)
β0

∣∣∣∣ =
b1 − b0

||b1 − b0||

Pro koncový bod dokážeme
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bn − bn−1

||bn − bn−1||
=

b′(1)

||b′(1)||

Podle věty 2.7 plat́ı

u′(1) = n(βnbn − βn−1bn−1)

v′(1) = n(βn − βn−1)

Dále plat́ı

u(1) = βnbn

v(1) = βn

Tedy

b′(1) =
n(βnbn − βn−1bn−1) · v(1)− u(1) · n(βn − βn−1)

v2(1)

=
nβ2

nbn − nβnβn−1bn−1 + nβ2
nbn − nβnβn−1bn

β2
n

=
nβn−1(bn − bn−1)

βn

Dosazeńım dostáváme

b′(1)

||b′(1)||
=

nβn−1(bn−bn−1)
βn∣∣∣∣nβn−1(bn−bn−1)
βn

∣∣∣∣ =
bn − bn−1

||bn − bn−1||

Dále dokažme vlastnost 2.
Vycházejme z definice konvexńıho obalu:

conv(x) = {
n∑
i=0

αi.xi :
∑

αi = 1, α1 ≥ 0,xi ∈ x}

Chceme tedy dokázat, že : b(t) ∈ conv(b0, ....,bn)
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b∗(t) =
n∑
i=0

(
βibi
βi

)
.Bn

i (t) =

(
b̂∗(t)

b̂∗(t)

)
Tedy : b∗(t) ∈ conv.(

(
β0bo
βo

)
, ......,

(
βnbn
βn

)
)

b̂∗(t) ∈ conv.(βibi)
b̂∗(t) =

n∑
i=0

αi.βi.bi,
∑
αi = 1, αi ≥ 0

b̂∗(t) =
n∑
i=0

αi.βi

b(t) = b̂∗(t)

b̂∗(t)
=

nP
i=0

αi.βi.bi

nP
j=0

αj .βj

=
n∑
i=0

αi.βi
nP

j=0
αj .βj

.bi

Ale :

n∑
i=0

αi.βi

n∑
j=0

αj.βj

= 1

A t́ım je d̊ukaz hotov.

3.Vliv kontrolńıch bod̊u: Bézier̊uv křivkový segment je tvaru:
n∑
j=0

(
βjbj
βj

)
.Bn

j (t)

Jeho projekćı dostávám výraz :

nP
j=0

βj .bj .B
n
j (t)

nP
i=0

βiBn
i (t)

Úpravou dostáváme výraz:
βj .B

n
j (t)

nP
i=0

βi.Bn
i (t)

.bj

Maximum zálež́ı pouze na výrazech, kde se vyskytuje t, tedy výraz βj můžeme
vynechat a výraz Bn

j (t) dát do jmenovatele a potom hledáme maximum výrazu:

1

nP
i=0

βi.

(
n
i

)
.ti−j .(1−t)n−i−(n−j)

= 1

nP
i=0

βi.

(
n
i

)
.( t

1−t
)i−j

Tedy hledám minimum výrazu :
n∑
i=0

βi.

(
n
i

)
.( t

1−t)
i−j

0
t→0
< t

1−t
t→1
< ∞

Označ́ıme si t
1−t jako α a výraz zderivujeme podle α a polož́ıme roven 0, abychom

zjistili extrém (minimum) :

n∑
i=0

βi.

(
n
i

)
.(i− j).αi−j−1 = 0
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Existuje α0, pro které je f(α0) rovna nule:

i = j → 0
j > i→ −
j < i→ +

A existuje jediné, nebot’ funkce je spojitá a rostoućı.

j = 0 :

βi = 1(
n
i

) ; f(α) = 1
α

+ α + 1 ; f(α) = − 1
α2 + 1 ⇒

− 1
α2 + 1 = 0 α2 = 1, α = 1, α ∈ (0,∞)

Dosad́ıme za α : α = t
1−t ⇒ 1 = 2t⇒ t = 1

2

Tedy pro j = 1 věta plat́ı. Ale zkusme jinou volbu:

βo = 1
2
, β1 = 1

2
, β2 = 2 :

f(α) = 1
2
α + 2α + 1

f(α) = −1
2
α2 + 2

− 1
2
α2 + 2 = 0⇒ α2 = 1

4
⇒ α = 1

2

α = t
1−t ⇒ t = 1

3
.

Tedy obecně se t nerovná i
n
.

Připust́ıme-li i záporné váhy βi, ztrat́ıme částečně výše uvedené vlastnosti.
Zároveň lze bez problémů provést dř́ıvěǰśı algoritmy pro racionálńı segmenty.
Algoritmus se provede pro obyčejný Bézier̊uv segment v Rd+1 a následně se
uskutečńı projekce. Tento postup je možný pro de-Casteljaůuv algoritmus, děleńı,
zvýšeńı stupně a derivaci.

Stejně jako u obyčejných Bézierových segment̊u se racionálńı Bézier̊uv seg-
ment rozděĺı do dvou d́ılč́ıch křivek bodem b(t∗). Dı́lč́ı křivky jsou pak racionálńı
Bézierovy segmenty stejného stupně. Bézierovy body a váhy źıskáme z vnitřńıch
pomocných bod̊u Casteljauova algoritmu pro bod t = t∗. Pro prvńı d́ılč́ı křivku
jsou to
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b0
0,b

1
1, . . . ,b

n
n,

β0
0 , β

1
1 , . . . , β

n
n ,

a pro druhou d́ılč́ı křivku jsou to

bnn,b
n−1
n , . . . ,b0

n,

βnn , β
n−1
1 , . . . , β0

n.

Stejně jako obyčejné Bézierovy segmenty lze reprezentovat racionálńı Bézierovy
segmenty o n + 1 Bézierových bodech beze změny tvaru křivky jako racionálńı
Bézierovy segmenty o n+2 Bézierových bodech. Nové Bézierovy body a váhy lze
źıskat jako konvexńı kombinaci dvou starých Bézierových bod̊u popř. vah:

b(t) =
β0b0B

n
0 (t) + · · ·+ βnbnB

n
n(t)

β0B
n
0 (t) + · · ·+ βnB

n
n(t)

=
β∗0b∗0B

n+1
0 (t) + · · ·+ β∗n+1bnB

n+1
n+1(t)

β0B
n+1
0 (t) + · · ·+ β∗n+1B

n+1
n+1(t)

,

s novými Bézierovy body a váhami

b∗i = b1
i ·
(
n+ 1− i
n+ 1

)
, i = 1, . . . , n, b∗0 = b0

0,b
∗
n+1 = b0

n,

β∗i = β1
i ·
(
n+ 1− i
n+ 1

)
, i = 1, . . . , n, β∗0 = β0

0 , β
∗
n+1 = β0

n,

Racionálńı Bézierovy segmenty nám na rozd́ıl od obyčejných Bézierovových
segment̊u dovoluj́ı modelovat kuželové řezy. Přesná reprezentace takovýchto křivek
s obyčejnými Bézierovými segmenty neńı možná.

Věta 3.3 Racionálńıch reprezentace kuželových řez̊u Bud’te β0 = β2 = 1.
Pak racionálńı Bézier̊uv segment stupně dva tvaru

b(t) =
β0b0B

2
0(t) + β1b1B

2
1(t) + β2b2B

2
2(t)

β0B2
0(t) + β1B2

1(t) + β2B2
2(t)

je

• Elipsovitý segment, pokud β1 < 1,

• Parabolický segment, pokud β1 = 1,

• Hyperbolický segment, pokud β1 > 1.
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Důkaz. Dosad́ıme do vztahu β0 = β2 = 1

b(t) =
b0B

2
0(t) + β1b1B

2
1(t) + b2B

2
2(t)

B2
0(t) + β1B2

1(t) +B2
2(t)

Z definice Bernsteinova polynomu stupně n dosad́ıme za Bn
i (t) =

(
n
i

)
ti(1 −

t)n−i, i =0, . . . , n

b(t) =
b0(1− t)2 + 2β1b1t(1− t) + b2t

2

(1− t)2 + 2β1t(1− t) + t2

Podle Věty 3.1. plat́ı, že, použijeme-li afinńı zobrazeńı na kontrolńı body Bézierova
křivkového segmentu a pak z nich sestroj́ıme křivkový segment, dostaneme totéž,
jako když uvedené zobrazeńı aplikujeme na Bézier̊uv křivkový segment. Můžeme
tedy, bez ztráty na obecnosti, umı́stit body b0 a b2 na osu x symetricky podle
počátku souřadnic M , tj. střed úsečky b0b2. Pr̊useč́ık př́ımky Mb1 s racionálńım
Bézierovým segmentem označme X.

Vypočteme hodnotu b(t) pro t = 0, 5:

b(0, 5) =
b0

4
+ β1b1

2
+ b2

4
1
4

+ β1

2
+ 1

4

Protože jsme body b0 a b2 umı́stili navzájem symetricky vzhledem k počátku
souřadnic, plat́ı: b0 = −b2

b(0, 5) =
β1b1

1 + β1

⇒ β1b1

b(0, 5)
= 1 + β1

b(0, 5) =X a zároveň body M,X,b1 lež́ı na téže př́ımce. Dosazeńım dostáváme:

β1|Mb1|
|MX|

= 1 + β1.
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Dále využijeme větu z teorie kuželoseček (učebńı texty Janyška, Sekaninová, Ana-
lytická teorie kuželoseček a kvadrik, V. 18.4), která ř́ıká, že každou kuželosečku
lze zadat jako množinu bod̊u roviny, které maj́ı od dané př́ımky a daného bodu
lež́ıćı mimo př́ımku konstantńı poměr vzdálenost́ı k > 0. Ověřeńı, že se jedná v
našem př́ıpadě skutečně o kuželosečku, nechávám na čtenáři.

Pro elipsu je k < 1, pro parabolu je k = 1 a pro hyperbolu je k > 1.

Dosazeńım a úpravou nyńı dostaneme:

β1
|MX|+ |Xb1|
|MX|

− β1 = 1

β1(1− k−1)− β1 = 1

β1k
−1 = 1

β1 = k ⇒ β1 < 1

Pro β1 < 1 je tedy racionálńı Bézier̊uv segment elipsovitý (β1 = 1 je parabola a
pro β1 > 1 je hyperbola).

4 Plochy

Bézierovy techniky se daj́ı jednoduše přenést na plochy. Namı́sto jednodimen-
zionálńıho kontrolńıho polygoniálńıho tahu se použ́ıvaj́ı dvoudimenzionálńı kon-
trolńı śıtě. Kontrolńı śıt’ je kombinatoricky vzato pravidelná mř́ıž, jej́ıž počet
bod̊u určuje polynomiálńı stupeň výsledné plochy. Přitom se použ́ıvaj́ı mř́ıže s
ohraničeńım o třech resp. čtyřech vrcholech. V daľśım nejprve poṕı̌seme čtyřúhelńıkové
Bézierovy segmenty, následovně trojúhelńıkové Bézierovy segmenty.

4.1 Čtyřúhelńıkové Bézierovy segmenty

Kontrolńı śıt’ čtyřúhelńıkového Bézierovova segmentu je určena (n+ 1) · (m+ 1)
Bézierovými kontrolńımi body bi,j, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . ,m. Dva Bézierovy
body bi,j, bk,l jsou spojeny hranou, pokud (i, j) = (k±1, l) nebo (i, j) = (k, l±1).

Definice. Čtyřúhelńıkový Bézier̊uv segment v R3 je tvaru:

b(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j ·Bn
i (u) ·Bm

j (v), u, v ∈ [0, 1],bi,j ∈ R3.

Mnoho vlastnost́ı Bézierových křivkových segment̊u lze přenést na čtyřúhelńıkové
Bézierovy segmenty. Uváž́ıme-li vnitřńı součty

bi(v) :=
m∑
j=0

bi,j ·Bm
j (v), i = 0, . . . , n,
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obdrž́ıme systém Bézierovových segment̊u v prostoru. Zejména pak

b(u, v) =
n∑
i=0

bi(v) ·Bn
i (u).

Pro pevnou hodnotu v = v∗ se opět jedná o Bézier̊uv segment, který má
kontrolńı body bi(v

∗), i = 0, . . . , n. Bod b(u∗, v∗) lze spoč́ıtat tak, že nejprve
zjist́ıme použit́ım Casteljauova algoritmu na kontrolńı polygoniálńı tahy bi,j, j =
0, . . . ,m a v = v∗ bod bi(v

∗). Na kontrolńı polygoniálńı tah bi(v
∗), i = 0, . . . , n

opětovně aplikujeme Casteljaůuv algoritmus pro u = u∗. Výsledkem je hledaný
bod roviny b(u∗, v∗).

Algoritmus. (de Casteljau, pro čtyřúhelńıkové Bézierovy segmenty)
Vstup: (n + 1) · (m + 1) Bézierových kontrolńıch bod̊u bi,j, i = 0, . . . , n, j =
0, . . . ,m, u∗, v∗ ∈ [0, 1].
Výstup: Bod roviny b(u∗, v∗) určený Bézierovými kontrolńımi body bi,j, i =
0, . . . , n, j = 0, . . . ,m.
Postup:

1. Spočtěme ci :=
∑m

j=0 bi,j · Bm
j (v∗), i = 0, . . . , n, podle Casteljauova algo-

ritmu, i = 0, . . . , n.

2. Spočtěme b(u∗, v∗) =
∑n

i=0 ci ·Bn
i (u∗).

Z výše uvedeného pak máme následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.1 Vlastnosti čtyřúhelńıkových Bézierových segment̊u

1. Vlastnost konvexńıho obalu: Body b(u, v) lež́ı v konvexńım obalu definuj́ıćıch
Bézierových bod̊u.

2. Vliv kontrolńıch bod̊u: Bézier̊uv bod bi,j má nejvěťśı vliv na segment b(u, v)
v př́ıpadě, že (u, v) = (i/n, j/m).

3. Chováńı v okrajových křivkách: Okrajové body kontrolńı śıtě jsou Bézierovy
body hraničńıch křivek rovinného segmentu.

4. Planarita: Bézierova rovinná část je rovina právě tehdy, když Bézierova
kontrolńı část tvoř́ı rovinnou mř́ı̌zku.

5. Plochové křivky: Obraz př́ımky, v rovině určené u − v, na ploše je poly-
nomiálńı křivka stupně nejvýše m+ n.

Důkaz.
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1. Bod b(u, v) lež́ı v konvexńım obalu definuj́ıćıch Bezierových bod̊u. Z definice
v́ıme, že

b(u, v) =
n∑
i=0

m∑
j=0

bij.B
n
i (u).Bm

j (v), u, v ∈ [0, 1],bij ∈ R3,

kde Bn
i (x) =

(
n
i

)
.xi.(1− x)n−i pro i = 0, . . . , n, x ∈ [0, 1] ∈ R a bij jsou

Bézierovy body.
Stač́ı dokázat, že koeficienty uvedeného součtu splňuj́ı

1 ≥ Bn
i (u).Bm

j (v) ≥ 0 a

n,m∑
i=1,j=1

Bn
i (u)Bm

j (v) = 1

Již v́ıme, že
n∑
i=1

Bn
i (u) = 1 =

m∑
j=1

Bm
j (v),

odkud tvrzeńı plyne okamžitě.

2. Bézier̊uv bod bij má největš́ı vliv na segment b(u, v) v př́ıpadě, že (u, v) =
( i
n
, j
m

). Koeficient u bodu bij je Bn
i (u).Bm

j (v), který je definován jako(
n
i

)(
m
j

)
.ui.(1− u)n−i.vj.(1− v)m−j.

Hledáme takové body u, v, pro které tento výraz nabude svého maxima.
Budeme jej tedy derivovat podle př́ıslušných proměnných u, v. Začneme
derivováńım podle u:(

n
i

)(
m
j

)
.i.ui−1.(1− u)n−i.vj.(1− v)m−j

+

(
n
i

)(
m
j

)
.ui.(n− i).(1− u)n−i−1.vj.(1− v)m−j =

Vytkneme výrazy, které jsou společné oběma sč́ıtanc̊um

=

(
n
i

)(
m
j

)
.vj.(1− v)m−j.ui−1.(1− u)n−i−1.[i.(1− u) + u.(n− i)] = 0

Obecně je (
n
i

)(
m
j

)
.vj.(1− v)m−j.ui−1.(1− u)n−i−1
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ve vnitřńıch bodech intervalu [0, 1] kladný, tedy :

[i− iu+ un− ui] = 0

i+ un = 0

u =
i

n

Určeńı v se provede analogicky. Nutně ze spojitosti funkce Bn
i (u).Bm

j (v)
vyplývá existence maxima na uzavřeném intervalu [0, 1] × [0, 1]. Přitom
maximum nemůže nastat na okraji čtverce tedy muśı nastat na množině
(0, 1)× (0, 1).

Ověřme dále posledńı tvrzeńı. Pro př́ımku lež́ıćı v rovině u−v plat́ı u = kv+q.
Zobrazeńım této př́ımky dostaneme polynom v proměnné v:

f(v) = b(kv + q, v) =
n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j ·Bn
i (kv + q) ·Bm

j (v) =

n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j

(
m
j

)
vj(1− v)m−j

(
n
i

)
(kv + q)i(1− kv − q)n−i

Vid́ıme, že v dosáhne po roznásobeńı v prvńı části výrazu stupně nejvýše
j + (m − j) = m, kv a tedy v dosáhne v druhé části výrazu stupně nejvýše
i+ (n− i) = n. Nejvyšš́ı stupeň křivky je tedy m+ n.

Tvrzeńı o omezeném koĺısáńı nelze bezprostředně převést z křivek na plochy.
Neńı totiž obt́ıžné zadat kontrolńı śıt’ a př́ımku tak, že rovina je př́ımkou protnuta,
nikoliv však kontrolńı śıt’.

Časová náročnost de Casteljauova algoritmu pro čtyřúhelńıkové Bézierovy
segmenty je O(m2 · n + n2), pokud postupujeme nejprve v m−směru a pak v
n−směru. Přirozeně lze však vyhodnoceńı provést pomoćı Hornerova schematu.
Časová náročnost je pak O(m ·n+n). Casteljaůuv algoritmus pro čtyřúhelńıkové
Bézierovy segmenty lze použ́ıt stejně jako pro křivky na rovinné rozděleńı:

Věta 4.2 Rozděleńı čtyřúhelńıkových Bézierových segment̊u Bud’te bki,j
body, které obdrž́ıme Casteljauovým algoritmem pro křivky bi(v) :=

∑n
j=0 bi,jB

m
j (v)

při volbě v = v∗. Čtyřúhelńıkové Bézierovy segmenty

c(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bji,j ·B
j
i (u) ·Bm

j (v), u, v ∈ [0, 1]

d(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bm−ji,j ·B
j
i (u) ·Bm

j (v), u, v ∈ [0, 1]
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rozkládaj́ı segment

b(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j ·Bn
i (u) ·Bm

j (v)

do dvou d́ılč́ıch segment̊u podél křivky b(u, v∗).

Důkaz. Vı́me, že

c(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bji,j ·B
j
i (u) ·Bm

j (v).

To se podle definice rovná

n∑
i=0

ci(v)Bn
i (u),

kde

ci(v) =
m∑
j=0

bji,jB
m
j (v).

K dokázáńı tvrzeńı stač́ı zřejmě dokázat rovnost čtyřúhelńıkových segment̊u
c(u, v) a b(u, vv∗), respektive d(u, v) a b(u, v + (1− v)v∗).

Podle definice čtyřúhelńıkových segment̊u plat́ı, že

b(u, vv∗) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j(vv
∗) ·Bn

i (u) ·Bm
j (v) =

n∑
i=0

bi(vv
∗)Bn

i (u)

c(u, v) =
n∑
i=0

ci(v)Bn
i (u)

tzn. potřebujeme ověřit rovnost

n∑
i=0

bi(vv
∗)Bn

i (u) =
n∑
i=0

ci(v)Bn
i (u).

Z toho vyplývá, že stač́ı dokázat rovnost bi(vv
∗) = ci(v). Ale ci(v) jsou

kontrolńı body Bézierových křivkových segment̊u, které jsme dostali rozděleńım
jednotlivých Bézierových křivkových segment̊u podle bod̊u bi(v) konkrétńı volbou
v = v∗. Naše rovnost tedy plyne př́ımo z děleńı Bézierových křivkových segment̊u.

Stejným zp̊usobem dokážeme i rovnost d(u, v) a b(u, v + (1− v)v∗). Totiž

b(u, v + (1− v)v∗) =
∑n

i=0

∑m
j=0 bi,j(v + (1− v)v∗) ·Bn

i (u) ·Bm
j (v)

=
∑n

i=0 bi(v + (1− v)v∗)Bn
i (u)
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d(u, v) =
n∑
i=0

m∑
j=0

bm−ji,j ·B
j
i (u) ·Bm

j (v) =
n∑
i=0

di(v)Bn
i (u),

kde di(v) =
∑m

j=0 bm−jji,jB
m
j (v). Stač́ı ověřit rovnosti

n∑
i=0

bi(v + (1− v)v∗)Bn
i (u) =

n∑
i=0

di(v)Bn
i (u)

bi(v + (1− v)v∗) = di(v)

a to jsou opět rovnosti př́ıslušných křivkových segment̊u.

Také zde vede iterativńı děleńı k posloupnosti śıt́ı, která konverguje k ploše.
Protože pro d́ılč́ı segmenty plat́ı rovněž vlastnost konvexńıho obalu, lze konstru-
ovat rozděleńı plochy s požadovanou přesnost́ı.

Abychom źıskali jemněǰśı kontrolu Bézierovy plochy, lze zvýšit počet kont-
rolńıch bod̊u, aniž se sama plocha změńı. Tento postup je založen na zvýšeńı
stupně Bézierových křivkových segment̊u. Abychom opět źıskali kontrolńı body
čtyřúhelńıkové śıtě, muśıme zvýšit počet řádk̊u resp. počet sloupc̊u o jednotku.
Za t́ımto účelem pro pevné i = i∗ uvažujeme bi∗,j jako kontrolńı body Bézierova
segmentu a provedeme pro ně zvýšeńı stupně. To postupně provedeme pro i∗ =
0, . . . , n. Hodnota m se přitom zvýš́ı o jednotku.

Věta 4.3 Zvýšeńı stupně čtyřúhelńıkových Bézierových segment̊u Bud’

dáno (n + 1) · (m + 1) kontrolńıch bod̊u b0,0, . . . ,bn,m ∈ R3 čtyřúhelńıkového
Bézierova segmentu. Čtyřúhelńıkový Bézier̊uv segment s (n + 1) · (m + 2) kont-
rolńımi body b∗0,0, . . . ,b

∗
n,m+1 tak, že

b∗i,0 := bi,0,

b∗i,j := αjbi,j−1 + (1− αj)bi,j, αj := j/(m+ 1), j = 1, . . . ,m,

b∗i,m+1 := bi,m,

splývá s čtyřúhelńıkovým Bézierovým segmentem o (n + 1) · (m + 1) kontrolńıch
bodech, tj. plat́ı, že plocha

b(u, v) :=
n∑
i=0

m∑
j=0

bi,j ·Bn
i (u) ·Bm

j (v)

je totožná s plochou

b∗(u, v) :=
n∑
i=0

m+1∑
j=0

b∗i,j ·Bn
i (u) ·Bm+1

j (v).

Důkaz. Plyne bezprostředně z odpov́ıdaj́ıćı věty pro Bézierovy křivky.
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4.2 Trojúhelńıkové Bézierovy segmenty

V praxi se často vyskytuj́ı rovinné části, které nelze pomoćı kontrolńıch bod̊u
čtyřúhelńıkové śıtě přirozeně modelovat. V těchto př́ıpadech lze použ́ıt rovinné
části, které jsou definovány pomoćı kontrolńıch bod̊u trojúhelńıkové śıtě. Kont-
rolńı śıt’ trojúhelńıkových kontrolńıch segment̊u je určena pomoćı (n+1)·(n+2)/2
Bézierových kontrolńıch bod̊u bi,j,k, 0 ≤ i, j, k, i+ j+k = n. Dva Bézierovy body
bi,j,k, bp,q,r jsou spojeny hranou śıtě, pokud (i, j, k) = (p ± 1, q ± 1, r) nebo
(i, j, k) = (p, q ± 1, r ± 1) nebo (i, j, k) = (p± 1, q, r ± 1).

Pro n = 3 obdrž́ıme např́ıklad trojúhelńık

030
021 120
012 111 210
003 102 201 300.

Definice. Trojúhelńıkový Bézier̊uv segment v R3 je tvaru:

b(u, v) :=
∑

i, j, k ≥ 0
i+ j + k = n

bi,j,k ·Bn
i,j,k(u, v, 1− u− v),

u, v ∈ [0, 1], u+ v ≤ 1,bi,j,k ∈ R3,

kde Bn
i,j,k(x, y, z) jsou zobecněné Bernsteinovy polynomy tvaru

Bn
i,j,k(x, y, z) :=

n!

i!j!k!
xiyjzk,

0 ≤ i, j, k, i+ j + k = n, 0 ≤ x, y, z ≤ 1, x+ y + z = 1.

Trojúhelńıkový tvar má rovněž obor parametru (u, v): 0 ≤ u, v, u + v ≤ 1.
Zobecněné Bernsteinovy polynomy, které slouž́ı jako váhové funkce pro Bézierovy
body, maj́ı nejd̊uležitěǰśı vlastnosti obyčejných Bernsteinových polynomů:

Věta 4.4 Vlastnosti zobecněných Bernsteinových polynomů

1. Rozklad jednotky: Součet zobecněných Bernsteinových polynom̊u stupně n
je 1:

n∑
i, j, k ≥ 0

i+ j + k = n

Bn
i,j,k(x, y, z) = 1.

pro 0 ≤ x, y, z ≤ 1, x+ y + z = 1.
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2. Pozitivita: Zobecněné Bernsteinovy polynomy jsou v množině S3 = {(u, v, 1−
u− v) : 0 ≤ u, v, u+ v ≤ 1} nezáporné:

Bn
i,j,k(x, y, z) ≥ 0, (x, y, z) ∈ S3.

3. Maximum: Bn
i,j,k(x, y, z) nabývá svého maxima v množině S3 v bodě ( i

n
, j
n
, k
n
),

i, j, k ≥ 0, i+ j + k = n.

4. Rekurze: Pro i, j, k ≥ 0, i+ j + k = n plat́ı

Bn
i,j,k(x, y, z) = xBn−1

i−1,j,k(x, y, z) + yBn−1
i,j−1,k(x, y, z) + zBn−1

i,j,k−1(x, y, z).

Je tedy Bernstein̊uv polynom stupně n konvexńı kombinaćı tř́ı Bernstei-
nových polynom̊u stupně n− 1.

Důkaz. Snadné cvičeńı.

Věta 4.5 Vlastnosti trojúhelńıkových Bézierových segment̊u

1. Vlastnost konvexńıho obalu: Body b(u, v) lež́ı v konvexńım obalu definuj́ıćıch
Bézierových bod̊u, zejména tedy v konvexńım obalu kontrolńı śıtě.

2. Chováńı v hraničńıch křivkách: Okrajové křivky rovinného segmentu jsou
Bézierovy segmenty.

3. Plochové křivky: Obraz př́ımky, v rovině určené u − v, na ploše je poly-
nomiálńı křivka stupně nejvýše n.

Důkaz. 1. Zřejmé. 2. Ukažme tedy, že okrajové křivky rovinného segmentu jsou
Bézierovy segmenty. Zřejmě množiny parametr̊u, které odpov́ıdaj́ı okraj̊um, jsou
{(u, 0) : u ∈ [0, 1]}, {(0, v) : v ∈ [0, 1]} a {(u, 1− u) : u ∈ [0, 1]}. Poč́ıtejme

b(u, 0) =
∑

i,j,k≥0,i+j+k=n bi,j,kB
n
i,j,k(u, 0, 1− u)

=
∑

i,k≥0,i+k=n bi,0,kB
n
i,0,k(u, 0, 1− u)

=
∑

0≤i≤n bi,0,n−iB
n
i (u).

Podobně
b(0, v) =

∑
i,j,k≥0,i+j+k=n bi,j,kB

n
i,j,k(0, v, 1− v)

=
∑

j,k≥0,j+k=n b0,j,kB
n
0,j,k(0, v, 1− v)

=
∑

0≤j≤n b0,j,n−jB
n
j (u).

a
b(u, 1− u) =

∑
i,j,k≥0,i+j+k=n bi,j,kB

n
i,j,k(u, 1− u, 0)

=
∑

i,j≥0,i+j=n bi,j,0B
n
i,j,0(u, 1− u, 0)

=
∑

0≤i≤n bi,n−i,0B
n
i (u).
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3. Pro př́ımku lež́ıćı v rovině u − v můžeme předpokládat, že plat́ı u = kv + q
(jinak by bylo u = const a tvrzeńı by se dokázalo analogicky jako pro tento
př́ıpad). Zobrazeńım této př́ımky dostaneme polynom:

f(v) = b(kv + q, v) =
∑n

i=0

∑m
j=0 bi,j ·Bn

i (kv + q) ·Bm
j (v)

=
∑n

i=0

∑m
j=0 bi,j

(
m
j

)
vj(1− v)m−j

(
n
i

)
(kv + q)i(1− kv − q)n−i

Vid́ıme, že v dosáhne po roznásobeńı polynomů vj a (1−v)m−j stupně nejvýše
j + (m − j) = m. Podobně v dosáhne po roznásobeńı polynomů (kv + q)i a
(1− kv− q)n−i stupně nejvýše i+ (n− i) = n. Nejvyšš́ı možný stupeň polynomu
f(v) je tedy m+ n.

Názorněǰśı než formálńı definice je Casteljaůuv algoritmus pro trojúhelńıkové
Bézierovy segmenty. Ten pak poč́ıtá stále se zmenšuj́ıćı trojúhelńıkové śıtě řádu
n − 1, n − 2, . . . , 0. Posledńı śıt’ odpov́ıdá bodu plochy. Korektnost algoritmu
spoč́ıvá stejně jako pro Bézierovy segmenty na rekurzivitě zobecněných Bernstei-
nových polynomů.

Algoritmus. (de Casteljau, pro trojúhelńıkové Bézierovy segmenty)

Vstup: Bézierovy body bi,j,k, i, j, k ≥ 0, i + j + k = n, parametrická hodnota
(u∗, v∗).

Výstup: Bod křivky b(u∗, v∗).

Postup:

BEGIN
FOR i := 0 TO n DO ;
FOR j := 0 TO n− i DO
BEGIN
k := n− i− j;
b0
i,j,k := bi,j,k;

END;
FOR l := 1 TO n DO
FOR i := 0 TO n− l DO
FOR j := 0 TO n− l − i DO
BEGIN
k := n− l − i− j;
bli,j,k := u∗ · bl−1

i+1,j,k + v∗ · bl−1
i,j+1,k + (1− u∗ − v∗) · bl−1

i,j,k+1;
END;

b(u∗, v∗) := bn0,0,0
END.
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Lemma 4.6 Pro pomocné body bli,j,k de Casteljauova algoritmu pro trojúhelńıkové
Bézierovy segmenty plat́ı

bli,j,k =
∑

i∗+j∗+k∗=l

b0
i+i∗,j+j∗,k+k∗ ·Bl

i∗,j∗,k∗(u
∗, v∗, 1− u∗ − v∗).

Důkaz. Budeme postupovat matematickou indukćı vzhledem k l:
Nejprve ukážeme tvrzeńı pro l = 0. Zřejmě

b0
i,j,k = bi,j,k =

∑
i∗+j∗+k∗=0

b0
i+i∗,j+j∗,k+k∗ ·B0

i∗,j∗,k∗(u
∗, v∗, 1− u∗ − v∗),

protože suma na pravé straně se sč́ıtá pouze pro jediný sč́ıtanec (volba i∗ = j∗ =
k∗ = 0).

Dále v́ıme, že bod bli,j,k můžeme pro l ≥ 1 zapsat takto:

bli,j,k = u∗ · bl−1
i+1,j,k + v∗ · bl−1

i,j+1,k + (1− u∗ − v∗) · bl−1
i,j,k+1,

přičemž n − l = i + j + k Tento výraz můžeme rozepsat podle indukčńıho
předpokladu:

bli,j,k = u∗ · bl−1
i+1,j,k + v∗ · bl−1

i,j+1,k + (1− u∗ − v∗) · bl−1
i,j,k+1

= u∗ ·
∑

i∗+j∗+k∗=l−1 b0
i+1+i∗,j+j∗,k+k∗ ·Bl−1

i∗,j∗,k∗(u
∗, v∗, 1− u∗ − v∗)+

v∗ ·
∑

i∗+j∗+k∗=l−1 b0
i+i∗,j+1+j∗,k+k∗ ·Bl−1

i∗,j∗,k∗(u
∗, v∗, 1− u∗ − v∗)+

(1− u∗ − v∗) ·
∑

i∗+j∗+k∗=l−1 b0
i+i∗,j+j∗,k+1+k∗ ·Bl−1

i∗,j∗,k∗(u
∗, v∗, 1− u∗ − v∗).

Pro l = n pak máme, že bn0,0,0 je hledaný bod plochy. Odtud pak dostáváme ko-

rektnost Casteljauova algoritmu. Časová náročnost algoritmu je O(n3). Pamět’ová
náročnost je omezena O(n2), protože pro pevnou hodnotu l muśı být v paměti
obsaženy pouze pomocné body bli,j,k a bl−1

i,j,k. Někdy je vhodné použ́ıt Hornerovo
schema.

Věta 4.7 Rozděleńı trojúhelńıkových Bézierových segment̊u Množinu u−
v-parametr̊u uvažovanou jako trojúhelńık [(0, 0), (0, 1), (1, 0)] lze pomoćı pevně
zvoleného parametru (u∗, v∗) rozložit na tři trojúhelńıky tak, že jej postupně spoj́ıme
s vrcholy (0, 0), (0, 1), (1, 0). Část plochy nad každým z těchto trojúhelńık̊u lze opět
reprezentovat jako trojúhelńıkový Bézier̊uv segment. Bézierovy body těchto d́ılč́ıch
ploch vzniknou z pomocných bod̊u, jež lze spoč́ıtat použit́ım Casteljauova algoritmu
pro bod (u∗, v∗), a sice podle následuj́ıćıho schématu.

• Pro trojúhelńık [(0, 0), (u∗, v∗), (0, 1)] obdrž́ıme kontrolńı body bi0,j,n−i−j,
0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− i.

• Pro trojúhelńık [(0, 0), (u∗, v∗), (1, 0)] obdrž́ıme kontrolńı body bin−i−j,j,0,
0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− i.
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• Pro trojúhelńık [(0, 1), (u∗, v∗), (1, 0)] obdrž́ıme kontrolńı body bij,0,n−i−j,
0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− i.

Důkaz. Cvičeńı.

Věta 4.8 Zvýšeńı stupně trojúhelńıkových Bézierových segment̊u Bud’

dáno (n + 1) · (n + 2)/2 kontrolńıch bod̊u bi,j,k ∈ R3, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − i,
k = n−i−j trojúhelńıkového Bézierova segmentu řádu n. Trojúhelńıkový Bézier̊uv
segment řádu n + 1 s novými (n + 2) · (n + 3)/2 kontrolńımi body b∗i,j,k ∈ R3,
0 ≤ i ≤ n+ 1, 0 ≤ j ≤ n+ 1− i, k = n+ 1− i− j tak, že

b∗i,j,k :=
1

n+ 1
(i · bi−1,j,k + j · bi,j−1,k + k · bi,j,k−1) ,

splývá s trojúhelńıkovým Bézierovým segmentem o (n+ 1) · (n+ 2)/2 kontrolńıch
bodech, tj. plat́ı, že plocha

b(u, v) :=
∑

i, j, k ≥ 0
i+ j + k = n

bi,j,k ·Bn
i,j,k(u, v, 1− u− v)

je totožná s plochou

b∗(u, v) :=
∑

i, j, k ≥ 0
i+ j + k = n+ 1

b∗i,j,k ·Bn+1
i,j,k (u, v, 1− u− v).

Důkaz. Cvičeńı.

4.3 Racionálńı plošné Bézierovy segmenty

Převedeńım racionálńı reprezentace křivek na př́ıpad ploch obdrž́ıme

Definice. Racionálńı čtyřúhelńıkový Bézier̊uv segment v R3 je tvaru:

b(u, v) :=

∑n
i=0

∑m
j=0 βi,jbi,j ·Bn

i (u) ·Bm
j (v)∑n

i=0

∑m
j=0 βi,j ·Bn

i (u) ·Bm
j (v)

u, v ∈ [0, 1], βi,j ≥ 0, bi,j ∈ R3.

Kontrolńı śıt’ čtyřúhelńıkového Bézierovova segmentu je určena (n+1)·(m+1)
Bézierovými kontrolńımi body bi,j a jejich vahami βi,j ≥ 0, i = 0, . . . , n, j =
0, . . . ,m.
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Definice. Racionálńı trojúhelńıkový Bézier̊uv segment v R3 je tvaru:

b(u, v) :=

∑
i+j+k=n βi,j,kbi,j,k ·Bn

i,j,k(u, v, 1− u− v)∑
i+j+k=n βi,j,k ·Bn

i,j,k(u, v, 1− u− v)
,

βi,j,k ≥ 0, u, v ∈ [0, 1], u+ v ≤ 1,bi,j,k ∈ R3.

Racionálńı Bézier̊uv segment v R3 lze chápat jako perspektivistickou projekci

Bézierova segmentu v R4 vzhledem ke kontrolńım bod̊um

(
βi,jbi,j
βi,j

)
na rovinu

x4 = 1. Známé vlastnosti Bézierových segment̊u jako jsou vlastnost konvexńıho
obalu a rovněž ostatńı obvyklé algoritmy lze proto př́ımo převést na racionálńı
Bézierovy plošné segmenty. Pro záporné volby se tyto vlastnosti částečně neza-
chovávaj́ı.

5 Vyšš́ı dimenze

Jak čtyřúhelńıková tak trojúhelńıková konstrukce se daj́ı zobecnit do vyšš́ıch
dimenźı:

Definice. d-dimenzionálńı čtyřúhelńıkový Bézier̊uv segment v Rm je
tvaru:

x(u1, . . . , ud) :=

n1∑
i1=0

n2∑
i2=0

· · ·
nd∑
id=0

bi1,i2,...,id ·B
n1
i1

(u1) ·Bn2
i2

(u2) · · · ·Bnd
id

(ud),

u1, u2, . . . , ud ∈ [0, 1], n1, n2, . . . , nd ∈ N.

Kontrolńı śıt’ čtyřúhelńıkového Bézierovova segmentu je určena (n1 +1) ·(n2 +
1) · . . . (nd + 1) Bézierovými kontrolńımi body bi1,...,id a jejich vahami βi,j ≥ 0,
i = 0, . . . , n, j = 0, . . . ,m.

Definice. d-dimenzionálńı trojúhelńıkový Bézier̊uv segment v Rm je
tvaru:

x(u0, . . . , ud) :=
∑

i0+i1+···+id=n,i0,...,id≥0

bi0,i1,...,id ·Bi0,i1,...,id(u0, u1, . . . , ud),

u0, u1, . . . , ud ∈ [0, 1], u0 + u1 + · · ·+ ud = 1,bi1,...,id ∈ Rm,

kde Bi0,i1,...,id(u0, u1, . . . , ud) jsou zobecněné Bernsteionovy polynomy tvaru

Bi0,i1,...,id(u0, u1, . . . , ud) :=
n!

i0!i1! . . . id!
ui00 u

i1
1 . . . u

id
d ,

0 ≤ i0, i1, . . . , id, i0 + i1 + · · ·+ id = n.
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Algoritmy platné pro plochy lze podobně dokázat také pro tyto formy. Mimo
to lze nav́ıc vytvořit hybridńı d−dimenzionálńı segmenty, kde namı́sto křivek lze
použ́ıt di-dimenzionálńı trojúhelńıkové Bézierovy segmenty.



Kapitola 3

Kritéria kvality

Bézierova metoda představuje názorný a účinný nástroj zejména pro interaktivńı
modelováńı křivek a ploch. Modelováńı takovýchto forem se děje obecně s es-
tetickými nebo technickými zadanými úkoly. Technické zadané úkoly jsou např.
minimalizace odporu vzduchu nebo maximalizace tuhosti. Takovéto úkoly lze ge-
ometricky vyjádřit pomoćı výrok̊u jako ”křivka nemá být rozkoĺısaná”, ”plocha
nemá být vyboulená”. Tyto lze pak přesně vyjádřit pomoćı pojmů diferenciálńı
geometrie jako jsou křivost a torze. V následuj́ıćım zavedeme nejd̊uležitěǰśı pojmy
diferenciálńı geometrie. Dále uvedeme postupy slouž́ıćı ke grafickému vyjádřeńı
těchto veličin, jež nám umožńı rychlé vizuálńı posouzeńı kvality navrženého tvaru.

1 Implicitńı vyjádřeńı

V předcházej́ıćı kapitole jsme uvažovali křivky a plochy v parametrické repre-
zentaci. Diferenciálńı geometrie použ́ıvá jiný zp̊usob vyjádřeńı, tzv. implicitńı
vyjádřeńı.

Definice. Implicitńı vyjádřeńı křivky v R2 (rovinné křivy) je nulová množina
funkce F , tj.

F (x, y) = 0 pro F : R2 → R.

Implicitńı vyjádřeńı plochy v R3 je nulová množina funkce F , tj.

F (x, y, z) = 0 pro F : R3 → R.

Implicitńı vyjádřeńı křivky v R3 je pr̊unik dvou implicitně definovaných
ploch určených funkcemi F a G, tj.

F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 pro F,G : R3 → R.

Př́ıklad implicitně definované křivky v rovině je

x3 − y3 = 0.

63
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Př́ımka v prostoru je implicitně pr̊unik dvou (r̊uzných) rovin, např.

y + 5x+ 6 = 0, z + 8x+ 7 = 0.

Jednotková koule má implicitńı reprezentaci

x2 + y2 + z2 = 1.

Důležitým př́ıpadem implicitně reprezentovatelných křivek jsou kuželosečky.
Kuželosečku obdrž́ıme jako pr̊unik roviny s kuželem. Rozlǐsujeme tři základńı
typy: elipsa, hyperbola a parabola. V normálńım tvaru maj́ı následuj́ıćı reprezen-
taci:

• elipsa x2/a2 + y2/b2 = 1,

• hyperbola x2/a2 − y2/b2 = 1,

• parabola y2 = 2px.

Obecně lze kuželové řezy popsat pomoćı rovnic tvaru

a · x2 + b · y2 + c · x · y + d · x + e · y + f = 0.

Koule je př́ıklad kvadriky. Kvadriky jsou plochy v prostoru odpov́ıdaj́ıćı kuželovým
řez̊um v rovině. Źıskáme je jako nulové množiny rovnost́ı tvaru

a · x2 + b · y2 + c · z2 + d · x · y + e · x · z + f · y · z + g · x+ h · y + i · z + j = 0,

tj. reprezentuj́ı se pomoćı kvadratické rovnosti, z čehož vzniklo jejich jméno. Počet
typ̊u je mnohonásobně větš́ı než pro kuželové řezy:

• Kužel:

• Dvojd́ılný hyperboloid:

• Jednod́ılný hyperboloid:

• Elipsoid:

• Eliptická válcová plocha:

• Eliptický paraboloid:

• Hyperbolický paraboloid:

• Hyperbolická válcová plocha:

• Parabolická válcová plocha:

x2/a2 + y2/b2− z2 = 0

x2/a2− y2/b2− z2 = 1

x2/a2 + y2/b2− z2 = 1

x2/a2 + y2/b2 + z2 = 1

x2/a2 + y2/b2 = 1

x2/a2+y2/b2+2cz = 0

x2/a2−y2/b2+2cz = 0

x2/a2 − y2/b2 = 1

x2/a2 − 2by = 0
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Bohatstv́ı tvar̊u implicitńı reprezentace se zvýrazńı pomoćı geometrické inter-
pretace. Křivku źıskáme pomoćı pr̊uniku formy z = F (x, y) v explicitńım tvaru
v tř́ıdemenzionálńım prostoru definované plochy s rovinou z = 0. V závislosti
na tvaru plochy se může křivka rozpadnout do v́ıce d́ılč́ıch křivek, d́ılč́ı křivky
mohou j́ıt do nekonečna nebo mohou být uzavřené. Obecně se zdá být souvis-
lost mezi výslednou křivkou a matematicky formálńım vyjádřeńım nepr̊uhledněǰśı
než při parametrickém vyjádřeńı. Nejsnáze ji můžeme obdržet analýzou plochy
z = F (x, y).

Vhodnost zp̊usobu vyjádřeńı záviśı na zp̊usobu aplikace. Explicitńı a paramet-
rické vyjádřeńı jsou vhodná, pokud má být křivka vykreslena. Implicitńı vyjádřeńı
křivky je snadno pochopitelněǰśı jako pr̊unik roviny a plochy. V tomto tvaru je
zejména jednoduchý ”test incidence bod na křivce”, protože stač́ı pouze dosadit
souřadnice bodu a testovat na rovnost 0.

Většina modelovaćıch technik použ́ıvá parametrické vyjádřeńı.

2 Metody analýzy prostřednictv́ım diferenciálńı

geometrie

V této kapitole představ́ıme elementárńı pojmy popisu a analýzy křivek a ploch.
K popisu rovinné křivky v okoĺı pevně zvoleného bodu uvažujeme lineárńı a
kvadratické aproximace, což vede k pojmům jako jsou tečna, normála, zakřiveńı a
poloměr zakřiveńı. Pro prostorové křivky vznikne doprovázej́ıćı trojice skládaj́ıćı
se z tečny, normál a binormál v daném bodě křivky.

Uvažujeme-li pro analýzu ploch lineárńı aproximace v okoĺı pevně zvoleného
bodu plochy, źıskáme tečnou rovinu a normálový vektor. Pro měřeńı vzdálenost́ı
na ploše zavedeme prvńı základńı formu, zakřiveńı v ploše prob́ıhaj́ıćıch křivek
může být studováno pomoćı druhé normálńı formy. Plocha je určena šesti funk-
cemi koeficient̊u prvńıho a druhého základńıho tvaru, a ty muśı nav́ıc splňovat
jisté okrajové podmı́nky – Gaussovu rovnici a Mainardi-Codazziho rovnici – až
na shodnost. To je obsah hlavńı věty teorie ploch.

2.1 Křivky

Připomeňme, že dvě křivky p1 a p2 tř́ıdy Cr maj́ı ve společném bodě x styk
řádu j, jestliže existuj́ı takové jejich lokálńı parametrizace k1(t) a k2(t) tak, že
k1(t0) = k2(t0) = x a

dik1

dti
(t0) =

dik2

dti
(t0)

pro všechna i = 0, 1, . . . , j.
Pro zkoumáńı chováńı křivek ”v malém” si zvoĺıme libovolný, ale pevný bod

na křivce a uvažujeme aproximaci křivky v okoĺı bodu pomoćı př́ımek a kruh̊u.
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Základem aproximace je měřeńı vzdálenosti pevně zvoleného bodu podél křivky.
To nás vede na pojem tzv. ”diferenciálu oblouku”.

Definice. Diferenciál oblouku je

• při explicitńı reprezentaci y = f(x) rovinné křivky:

ds =

√
1 +

(
df

dx

)2

dx,

• při parametrické reprezentaci k(t) = (x(t), y(t)) rovinné křivky:

ds =
√
x′2 + y′2dt = ||k′||, k′(t) = (x′, y′) = (

dx

dt
,
dy

dt
).

Délka oblouku je ∫ b

a

ds.

Při parametrické reprezentaci pak dostaneme∫ b

a

ds =

∫ b

a

√
x′2 + y′2dt.

To lze snadno dokázat tak, že zvoĺıme rozděleńı (ti) intervalu [a, b], uvažujeme
aproximaci ∑

i

√
(x(ti+1)−x(ti))2+(y(ti+1)−y(ti))2

ti+1−ti · (ti+1 − ti)

=
∑

i

√(
x(ti+1)−x(ti)

ti+1−ti

)2

+
(
y(ti+1)−y(ti)
ti+1−ti

)2

· (ti+1 − ti)

délky oblouku a limitu zjemněńı.
Danou křivku lze parametrizovat mnoha zp̊usoby. Jednou ze snadno pocho-

pitelných možnost́ı je vźıt za parametr délku oblouku. Mluv́ıme pak o přirozené
parametrizaci:

Definice. Přirozená parametrizace: Křivky vyjádřené pomoćı parametrické
reprezentace tak, že jako parametr je brána délka křivky, tj. každému d́ılč́ımu
intervalu odpov́ıdá d́ıl křivky téže délky. Derivace podle délky oblouku se označuje
tečkou nad znakem křivky:

k̇(s) :=
d

ds
k(s).

Parametrizace pomoćı délky oblouku je d̊uležitý teoretický pomocný prostředek.
Plat́ı např.
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Věta 2.1 Přirozeně parametrizované křivky Bud’ t parametr libovolné pa-
rametrizace, s parametr přirozené parametrizace. Pak plat́ı:

1. ds
dt

= ||k′(t)||,

2. k̇(s) =
k′(t)
||k′(t)|| ,

3. 1 = ||k̇(s)||,

4.
.

k ⊥
..

k.

Důkaz. Prvńı tvrzeńı plyne derivaćı funkce s(t) =
∫ t
t0
||k′(x)||dx. Tvrzeńı 2 plyne

z 1. Totiž k′(t) = dk
dt

= dk
ds
ds
dt

= k̇(s) · ||k′(t)||. Tvrzeńı 3 plyne bezprostředně z 2

a tvrzeńı 4 obdrž́ıme derivováńım vztahu
.
x(s)2+

.
y (s)2 = 1 odvozeného z 3. Pak

máme 2· .x (s)· ..x (s) + 2·
.
y (s)·

..
y (s) = 0.

Parametrizace vzhledem k délce k oblouku neńı obvykle v praxi realizovatelná.
Použ́ıvá se pak aproximace podle délky polygoniálńıho přibĺıžeńı křivky.

Definice. Tečna ke křivce k v Rd v bodě křivky p je limita sečny křivky k
mezi body p a q, q→ p. Jinak řečeno, tečna ke křivce k v Rd v bodě je př́ımka,
která má s křivkou v daném bodě styk 1. řádu.

Pro diferenciovatelnou funkci F : R3 → R se definuje gradient ∇F (někdy
i δF ) jako ∇F := (Fx, Fy, Fz), Fx, Fy, Fz jsou parciálńı derivace F . Zejména jde
spoč́ıtat směrnici tangenty prostorových křivek:

Věta 2.2 Výpočet směrnicového vektoru tečny

• Při implicitńı reprezentaci F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 v prostoru plat́ı:

t = ∇F ×∇G =

(∣∣∣∣ Fy Fz
Gy Gz

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ Fx Fz
Gx Gz

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ Fx Fy
Gx Gy

∣∣∣∣) ,
• Při parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t), z = z(t) v prostoru:

t = (x′, y′, z′).

Důkaz. Pro odvozeńı výpočtu směrového vektoru tečny pro implicitńı repre-
zentaci křivky předpokládáme lokálně existenci parametrické reprezentace g(t)
křivky řezu. Plat́ı pak

F (g(t)) = 0 ∇F · g′ = 0,
=⇒

G(g(t)) = 0 ∇G · g′ = 0.

Tečný vektor g′ je tedy kolmý jak k ∇F tak k ∇G a je tedy určen až na
násobek jakožto vektorový součin ∇F × ∇G. Vztah pro tečný vektor pro para-
metrické vyjádřeńı plyne limitńım přechodem sečen k tečně.



68 KAPITOLA 3. KRITÉRIA KVALITY

Definice. Křivost je odchylka křivky od př́ımky, tj.

κ = limdpq→0

ϕ

p̂q
.

p̂q přitom označuje délku části křivky určené p a q, ϕ úhel mezi tečnami v p a
q.
Oskulačńı kružnice v bodě p je limitou kružnic, určenými třemi body p, q,
r lež́ıćımi na křivce, přičemž p lež́ı mezi q a r, q → p a r → p. Jinak řečeno,
oskulačńı kružnice v bodě křivky je taková kružnice, která má s křivkou v daném
bodě styk 2. řádu.

Věta 2.3 Výpočet křivosti a oskulačńı kružnice

1. Křivost:

• při implicitńı reprezentaci F (x, y) = 0 v rovině:

κ =

∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
(F 2

x + F 2
y )

3
2

,

• při explicitńım vyjádřeńı y = f(x) v rovině:

κ =
f ′′

(1 + (f ′)2)
3
2

,

• při parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t) v rovině:

κ =

∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣
(x′2 + y′2)

3
2

,

• při parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t), z = z(t) v prostoru:

κ2 =
(x′2 + y′2 + z′2) · (x′′2 + y′′2 + z′′2)− (x′x′′ + y′y′′ + z′z′′)2

(x′2 + y′2 + z′2)3
.

2. Poloměr ρ oskulačńı kružnice:

ρ =
1

κ
.

3. Střed oskulačńı kružnice:
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• při implicitńı reprezentaci F (x, y) = 0 v rovině:

c =

(
x
y

)
+

(F 2
x + F 2

y )∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
·
(
Fx
Fy

)

• při explicitńım vyjádřeńı y = f(x) v rovině:

c =

(
x
y

)
+

(1 + (f ′)2)

f ′′
·
(
−f ′

1

)
,

• při parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t) v rovině:

c =

(
x
y

)
+

(x′2 + y′2)∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣ ·
(
−y′
x′

)
.

Důkaz. Uvažme normované tečny t(t) o délce 1 na mı́stech t a t+ ∆t. Pro úhel
ϕ sevřený těmito tečnami plat́ı

sin(
ϕ

2
) =
||t(t+ ∆t)− t(t)||

2
.

Odtud pak plyne:

κ = limdpq→0
ϕdpq

= limdpq→0 2ϕ
2
/(2 sin(ϕ

2
)) · ||t(t+∆t)−t(t)||

∆t
· 1dpq/∆t

= 1 · ||t′(t)|| · 1/s′(t).

Pro křivku k(t) =

(
x
y

)
v parametrickém vyjádřeńı obdrž́ıme s pomoćı

vztah̊u
t = k′√

k′∗k′
,

t′ = − k′∗k′′“
k′∗k′

” 3
2

+ 1“
k′∗k′

” 3
2
k′′,

||t′||2 =

“
k′∗k′

”“
k′′∗k′′

”
−
“
k′∗k′′

”2

“
k′∗k′

”2 ,

s′(t) =
√

k′ ∗ k′

vztah

κ =

√
(k′ ∗ k′) (k′′ ∗ k′′)− (k′ ∗ k′′)

2

(k′ ∗ k′)
3
2
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pro zakřiveńı. Pro prostorové křivky lze pak pomoćı vektorového součinu psát

κ =
||k′ × k′′||
(k′ ∗ k′)

3
2

.

Vztah pro střed oskulačńı kružnice je obecně tvaru

c = p +
1

κ
· 1

||n||
· n,

kde p je bod křivky, κ zakřiveńı a n normála.

V každém bodě p prostorové křivky lze až na singulárńı výjimky definovat
tři navzájem kolmé vektory. Každý z těchto vektor̊u je normálou nějaké roviny
procházej́ıćı bodem p.

Definice. Pr̊uvodńı trojhran (Frenet̊uv trojhran) prostorové křivky k je
pravotočivý souřadný systém, který sestává z následuj́ıćıch jednotkových směrových
vektor̊u:
Normovaný tečný vektor t: Tečný vektor obdrž́ıme jako limitu sečen. Zejména
plat́ı

t =
.

k .

Hlavńı normála n: Hlavńı normála je normovaný vektor ve směru středu oskulačńı
kružnice. Přitom

n =

..

k

||
..

k ||
.

Binormála b: Binormála je kolmá na tečný vektor a na hlavńı normálu. Zřejmě

b = t× n.

Definice. Roviny k pr̊uvodńımu trojhranu prostorové křivky:

Normálová rovina: je kolmá k tečnému vektoru. Má tedy rovnici

t · x = a.

Rektifikačńı rovina: je kolmá k hlavńı normále. Jej́ı rovnice je

n · x = b.

Křivka z̊ustává (v nějakém ε-okoĺı) v poloprostoru rektifikované roviny, a to v
poloprostoru, který obsahuje střed oskulačńı kružnice. Hlavńı normála směřuje
do tohoto poloprostoru.
Oskulačńı rovina b: je kolmá k binormále. Obdrž́ıme ji jako limitu rovin
procházej́ıćıch třemi sousedńımi body křivky. Rovnice oskulačńı roviny má tvar

b · x = c.
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Na rozd́ıl od rovinných křivek maj́ı prostorové křivky k dispozici daľśı dimenzi.
Zat́ımco zakřiveńı měř́ı změnu odchylky od tečny, je torze mı́ra pohybu křivky
z roviny.

Definice. Torze jakožto mı́ra pro odchylky křivky od rovinné křivky je vyjádřena
jako

τ = limdpq→0

||∆b||
p̂q

.

Přitom ∆b je rozd́ıl binormál v bodech p a q.

Věta 2.4 Výpočet torze Pro křivku při parametrické reprezentaci x = x(t), y = y(t),
z = z(t) v prostoru plat́ı

τ =
ρ2

(x′2 + y′2 + z′2)3
·

∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

x′′′ y′′′ z′′′

∣∣∣∣∣∣ .
Důkaz. Vztah pro torzi při parametrickém vyjádřeńı k : R → R3 plyne z

τ = limc∆s→0 ||
∆b
∆s || = ||

.

b ||,

b = t× n =
.

k ×
..

kq
..

k∗
..

k
,

.

b = −
..

k∗
...

k„ ..

k∗
..

k
« 3

2
(
.

k ×
..

k) + 1q
..

k∗
..

k

.

k ×
...

k .

Zde t je normovaný tečný vektor a plat́ı t = k̇ =

ẋẏ
ż

, n je hlavńı normála

a plat́ı n = k̈‚‚‚k̈‚‚‚ = 1˛̨̨
k̈
˛̨̨
ẍÿ
z̈

, křivku k uvažujeme jako funkci délky oblouku s.

Z toho vyplývá:

b = t× n =
k̇ × k̈∥∥k̈∥∥ =

1∥∥k̈∥∥
(∣∣∣∣ẏ ż
ÿ z̈

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣ẋ ż
ẍ z̈

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ẋ ẏ
ẍ ÿ

∣∣∣∣)T
Prvńı souřadnice výše uvedeného výrazu má tvar:

∣∣∣∣ẏ ż
ÿ z̈

∣∣∣∣∥∥k̈∥∥ =
ẏz̈ − ÿż∥∥k̈∥∥ =

ẏz̈ − ÿż√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2
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Derivace této souřadnice dopadne následovně:

ḃ =
(ÿz̈ + ẏ

...
z −

...
y ż − ÿz̈)

∥∥k̈∥∥− (ẏz̈ − ÿż) 2 (ẍ
...
x + ÿ

...
y + z̈

...
z )

2
∥∥k̈∥∥ (ẍ2 + ÿ2 + z̈2)

=

=

˛̨̨̨
˛̨ẏ

...
y

ż
...
z

˛̨̨̨
˛̨‚‚‚k̈‚‚‚ −

˛̨̨̨
˛̨ẏ ÿ
ż z̈

˛̨̨̨
˛̨‚‚‚k̈‚‚‚3 (ẍ

...
x + ÿ

...
y + z̈

...
z )

= prvńı souřadnice výrazu
k̇×

...
k‚‚‚k̈‚‚‚ − k̇× k̈‚‚‚k̈‚‚‚3 〈k̈,

...
k〉

Přitom
.

k ×
...

k lze psát jako lineárńı kombinaci

.

k ×
...

k =

...

k∗(
.

k×
..

k)
..

k∗
..

k

..

k +
...

k∗
..

k
(

.

k×
..

k)∗(
.

k×
..

k)
(
.

k ×
..

k)

=

...

k∗(
.

k×
..

k)
..

k∗
..

k

..

k +
...

k∗
..

k
(

.

k∗
..

k)2
(
.

k ×
..

k).

.

k,
..

k a
.

k ×
..

k. Zároveň lze využ́ıt, že
.

k a
..

k jsou navzájem kolmé a ||
.

k || = 1.
Obdrž́ıme tedy:

.

b = ( (
.

k×
..

k)∗
...

k

(
..

k∗
..

k)
3
2

)·
..

k= |
.

k,
..

k,
...

k |
( ..

k
(

..

k∗
..

k)
3
2

)
||

.

b || = |
.

k,
..

k,
...

k|„ ..

k∗
..

k
« .

Vyjdeme-li v posledńı formuli z derivace podle délky oblouku k derivaci funkce
k podle libovolného parametru t, obdrž́ıme po několika přeformulováńıch hledaný

vztah z τ = ||
.

b ||.

Tyto tři vektory doprovodné trojice t,n a b jsou navzájem kolmé a tedy
generuj́ı celý prostor. Můžeme tedy každý vektor, zejména pak i derivace

.

t,n a
b vyjádřit jako jejich lineárńı kombinace. To lze vyjádřit Frenetovými vzorci. Lze
ukázat, že tyto koeficienty záviśı pouze na křivosti a torzi. K tomu je potřeba
následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.5 O ortonormálńım repéru. Předpokládejme, že pomoćı vektorových
funkćı

m1 = m1(t), m2 = m2(t), m3 = m3(t), t ∈ J
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jsou pro každé t ∈ J definovány tři jednotkové navzájem kolmé vektory (o nich
ř́ıkáme, že tvoř́ı tzv. ortonormálńı repér). Vypočtěme funkce

.
m1=

.
m1 (t),

.
m2=

.
m2 (t),

.
m3=

.
m3 (t), t ∈ J a zapǐsme je jako lineárńı kombinace funkćı m1,m2,m3

takto: .
m1 = a11m1+a12m2+a13m3,
.

m2 = a21m1+a22m2+a23m3,
.

m3 = a31m1+a32m2+a33m3,

kde aij jsou reálné funkce definované na intervalu J . Potom matice koeficient̊u
aij je pro každé t ∈ J antisymetrická, tj. má tvar 0 a12 a13

a21 0 a23

a31 a32 0

 .

Důkaz. Připomeňme, že pro každé t ∈ J tvoř́ı hodnoty vektorových funkćı m1,
m2, m3 bázi vektorového zaměřeńı prostoru R3, a tedy výše uvedené vyjádřeńı
existuje a je jednoznačné.

Ukážeme, že a11 = 0. Evidentně,

ṁ1 ·m1 = a11

m1 ·m1 = 1
2ṁ1 ·m1 = 0.

Zejména tedy a11 = 0. Analogicky, a22 = 0, a33 = 0.
Ukážeme, že a12 = −a21. Plat́ı,

ṁ1 ·m2 = a12, ṁ2 ·m1 = a21.

Zřejmě m1 ·m2 = 0. Derivováńım zjist́ıme, že ṁ1 ·m2 + ṁ2 ·m1 = 0.
Odtud již plyne, že a12 = −a21. Obecně plat́ı aij = −aji.

Frenetovy vzorce lze považovat za systém diferenciálńıch rovnic pro t, n a b:

Věta 2.6 Frenetovy vzorce, Hlavńı věta teorie křivek.

ṫ = κ · n
ṅ = −κ · t +τ · b
ḃ = −τ · n ,

kde t je normovaný tečný vektor, n je normovaný normálový vektor, b je nor-
movaný binormálový vektor, κ je křivost a τ torze.

Důkaz. Vı́me, že ṫ = κ ·n a že ḃ = −τ ·n. Zbývaj́ıćı část plyne z předchoźı věty.
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Důležitým výsledkem diferenciálńı geometrie je skutečnost, že křivost a torze
jsou charakteristické veličiny prostorové křivky a tato je jimi jednoznačně popsána:

Věta 2.7 Hlavńı věta teorie křivek Zadáńım funkćı κ a τ je prostorová křivka
určena jednoznačně až na shodnost a lze ji vypoč́ıst jakožto řešeńı Frenetových
diferenciálńıch rovnic.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Závěrem tohoto odstavce se budeme věnovat rovinným křivkám. V rovině si
můžeme vyjádřit tečný směr a normálový směr následovně:

Věta 2.8 Tečna a normála pro rovinné křivky

1. Tečna má rovnici

• při implicitńım vyjádřeńı F (x, y) = 0:

t = (−Fy, Fx),

• při explicitńım vyjádřeńı y = f(x):

t = (1, f ′),

• při parametrickém vyjádřeńı x = x(t), y = y(t) :

t = (x′, y′).

2. Normála má rovnici

• při implicitńım vyjádřeńı F (x, y) = 0:

n = (Fx, Fy),

• při explicitńım vyjádřeńı y = f(x):

t = (−f ′, 1),

• při parametrickém vyjádřeńı x = x(t), y = y(t) :

t = (−y′, x′).

Důkaz. Tečný vektor obdrž́ıme při parametrickém vyjádřeńı jako limitu vekto-
rové funkce (

x(t+∆t)−x(t)
∆t

y(t+∆t)−y(t)
∆t

)
,

normálový vektor záměnou složek a změnou jednoho znaménka. U implicitńıho
vyjádřeńı se předpokládá existence lokálńıho parametrického vyjádřeńı x = x(t),
y = y(t) tak, že F (x(t), y(t)) = 0 a následně derivováńım Fxx

′(t) + Fyy
′(t) = 0,

je tedy (Fx, Fy) vektor kolmý na tečný vektor (x′, y′).
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Připomeňme si následuj́ıćı pojmy:

Definice. Inflexńı bod: Bod křivky, ve kterém konkávnost přecháźı z jedné
strany křivky na druhou tj. takový bod, že j́ım procházej́ıćı tečna ke křivce v něm
má s křivkou styk 2. řádu.

Vrchol: Bod křivky, ve kterém křivost nabývá minima nebo maxima.

Dvojnásobný bod: Bod křivky, ve kterém se křivka sama prot́ıná.

Izolovaný bod: Bod křivky, který vyhovuje rovnici křivky a zároveň lež́ı ”mimo”
křivku.

Bod obratu: Bod křivky, ve kterém tečný vektor změńı svou orientaci.

Bod dotyku: Dvojnásobný bod křivky, se shodným tečným vektorem.

Bod lomu: Bod nespojitosti tečného vektoru.

Bod zlomu: Bod nespojitosti každého parametrického vyjádřeńı křivky.

Asymptotický bod : Bod křivky, kolem kterého se křivka nekonečněkrát obtáč́ı
a je libovolně bĺızko.

Věta 2.9 Nutné podmı́nky pro inflexńı body rovinných křivek

• při implicitńım vyjádřeńı F (x, y) = 0:∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣ = 0,

• při explicitńım vyjádřeńı y = f(x):

f ′′ = 0,

• při parametrickém vyjádřeńı x = x(t), y = y(t) :∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣ = 0.

Důkaz. V udaném bodu má křivost nulový pr̊uchod. To je nutná podmı́nka
proto, že střed oskulačńı kružnice měńı stranu křivky.
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2.2 Plochy

Tečná rovina plochy v bodě je rovina, která nejlépe aproximuje plochu v okoĺı
tohoto bodu. Normála v bodě plochy je normála tečné roviny. K jejich výpočtu
je třeba derivace prvńıho řádu:

Věta 2.10 Výpočet tečné roviny v bodě p = (x∗, y∗, z∗):

• při implicitńım vyjádřeńı F (x, y) = 0, x = (x, y, z) :

5F (p) · (x− p) := (Fx(p), Fy(p), Fz(p)) ·

 x− x∗
y − y∗
z − z∗

 = 0,

• při explicitńım vyjádřeńı z = f(x, y):

z − f(x∗, y∗) = (fx(x
∗, y∗), fy(x

∗, y∗)) ·
(
x− x∗
y − y∗

)
,

• při parametrickém vyjádřeńı p = f(u, v), x = (x, y, z):

|x− f(u∗, v∗) fu(u
∗, v∗) fv(u

∗, v∗)| = 0.

Důkaz. Uvažme křivky na ploše, které jsou zadány jako zobrazeńı k z paramet-
rického oboru křivky (⊆ R) do parametrického oboru plochy (⊆ R2). Zkoumejme
tečny takovýchto křivek. V př́ıpadě implicitně zadaných ploch máme

F (k(t)) = 0=⇒ 5F · k′ = 0.

Gradient 5F je pak kolmý na tečné vektory křivek plochy a je tedy normálou
tečné roviny.

U parametricky zadaných ploch lze t́ımto př́ıstupem zjistit, že můžeme vyjádřit
tečné vektory všech křivek plochy jako lineárńı kombinaci parciálńıch derivaćı
fu(u

∗, v∗) a fv(u
∗, v∗), a tedy tyto směrové derivace generuj́ı tečnou rovinu. Pro

každý bod x v tečné rovině bodu p je x−p rovněž lineárně závislé na směrových
derivaćıch, což lze vyjádřit danou podmı́nkou pro determinant.

Věta 2.11 Výpočet normálových vektor̊u

• Normála při implicitńım vyjádřeńı F (x, y, z) = 0 :

n = 5F = (Fx, Fy, Fz),

• normála při explicitńım vyjádřeńı z = f(x, y):

n = (fx, fy,−1),
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• normála při parametrickém vyjádřeńı x = f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)):

n = fu × fv =

(∣∣∣∣ yu zu
yv zv

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ xu zu
xv zv

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ xu yu
xv yv

∣∣∣∣) .
Důkaz. Cvičeńı.

S pomoćı tzv. prvńı základńı formy je možné měřit délky na plochách. Uvažme
plochu s parametrickým vyjádřeńım f : R2 → R3 a část křivky k : [a, b] → R2,
tzn. zobrazeńı parametrického oboru plochy k(t) = (u(t), v(t)), u, v : [a, b]→ R.
Délka části křivky (k(t)), t ∈ [a, b] zadaného jako

s =
∫ b
a
|| d
dt

f(k(t))||dt
=

∫ b
a
||fu · u′ + fv · v′||dt

=
∫ b
a

√
fu ∗ fu · u′2 + 2fu ∗ fv · u′ · v′ + fv ∗ fv · v′2dt.

Pro nekonečně malou část ds pak plat́ı

ds2 = fu ∗ fu · du2 + 2fu ∗ fv · du · dv + fv ∗ fv · dv2

Pravá strana rovnosti se nazývá prvńı základńı forma plochy.

Definice. Prvńı základńı forma (1FF): Pro plochu v parametrickém vyjádřeńı
x = f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) je prvńı základńı forma definovaná jako
funkce R4 → R, kde

(u, v, du, dv) 7→ E · du2 + 2F · dudv +G · dv2,

s metrickými koeficienty

E := fu ∗ fu = x2
u + y2

u + z2
u,

F := fu ∗ fv = xuxv + yuyv + zuzv,
G := fv ∗ fv = x2

v + y2
v + z2

v .

Např́ıklad pro kouli

f(u, v) =

 r sinu · cos v
r sinu · sin v
r cosu


plat́ı

E = r2, F = 0, G = r · sin2 u.

Věta 2.12 Délka oblouku Bud’ dána plocha f(u, v). Pro diferenciál oblouku ds
křivky na této ploše ve směrech du, dv plat́ı

ds2 = E · du2 + 2F · dudv +G · dv2.

Důkaz. Standardńı tvrzeńı diferenciálńı geometrie.



78 KAPITOLA 3. KRITÉRIA KVALITY

Za účelem analýzy křivosti ploch se zkoumá křivost křivek prob́ıhaj́ıćıch v
ploše. Uvažujeme-li např. velkou kružnici prob́ıhaj́ıćı na kouli, je pak střed koule
také středem oskulačńı kružnice křivky. Pro bod p této plochy ukazuje normála
plochy do stejného směru jako vektor křivosti křivky. Skalárńı součin obou vektor̊u
je roven poloměru křivosti této křivky. Při libovolných plochách a křivkách na
ploše to už nebude tento př́ıpad – skalárńı součin normály plochy a vektoru
křivosti je roven křivosti pronásobené s kosinem úhlu sevřeného normálou plochy
a vektorem zakřiveńı. Bud’te

f(u, v) plocha v parametrickém vyjádřeńı,
nf (u, v) normála plochy,
k(s) křivka v ploše v parametrickém vyjádřeńı tak, že

k(s) je přirozeně parametrizovatelná,
κ křivost plošné křivky,

κ · nk = d2

ds2
f(k(s)) druhá derivace křivky, tj. křivost́ı vynásobená hlavńı

normála, která ukazuje ve směru středu křivosti,
Φ úhel sevřený normálou plochy a vektorem křivosti.

Aplikujeme-li

nf fu = (fu × fv)/||(fu × fv)|| · fu = 0,
nf fv = (fu × fv)/||(fu × fv)|| · fv = 0,

obdrž́ıme pak

κ cos Φ = κ · nfnk = d2

ds2
nf f(u(s), v(s))

= nf · (fuu
.
u

2
+2fuv

.
u
.
v +fvv

.
v

2
+fuu

..
u +fvv

..
v)

= nf fuu
.
u

2
+2nf fuv

.
u
.
v +nf fvv

.
v

2
.

Násobeńım ds2 źıskáme

κ · nfnkds
2 = nf fuu

.
u

2
du2 + 2nf fuv

.
u
.
v dudv + nf fvv

.
v

2
dv2.

Výraz na pravé straně ( rovněž funkce u, v, du, dv) je tzv. druhá základńı forma
plochy:

Definice. Druhá základńı forma (2FF): Pro plochu s parametrickým vyjádřeńım
f(u, v) je druhá základńı forma funkce R4 → R s

(u, v, du, dv) 7→ L · du2 + 2 ·M · dudv +N · dv2,

přičemž metrické koeficienty L,M,N jsou definovány následovně:

L := nfuu,
M := nfuv,
N := nfvv.

Přitom n je normála plochy (fu × fv)/||(fu × fv)||.
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Věta 2.13 Geometrická interpretace druhé základńı formy Druhá základńı
forma určuje odchylku dh sousedńıch bod̊u plochy f(u+du, v+dv) od tečné roviny
v bodě roviny f(u, v):

dh =
1

2
2FF + o(du2 + dv2).

Přitom dh je složka odchylky ve směru normály tečné roviny.

Důkaz. Pro odvozeńı geometrické interpretace druhé základńı formy budeme
považovat druhou základńı formu za součin derivace druhého řádu ve směru
(du, dv) s normálami ploch:

2FF = n · fuudu2 + 2fuvdudv + fvvdv
2.

Provedeme-li Taylor̊uv rozvoj f v bodě (u, v), obdrž́ıme

f(u+ du, v + dv) = f(u, v) + (fudu+ fvdv)
+1

2
(fuudu

2 + 2fuvdudv + fvvdv
2)

+o(du2 + dv2).

Protože máme nfu = 0 = nfv a

dh = n · (f(u+ du, v + dv)− f(u, v)),

obdrž́ıme bezprostředně dokazované tvrzeńı.

Věta 2.14 Výpočet druhé fundamentálńı formy
Bud’ f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). Pak plat́ı

L = 1√
EG−F 2 ·

∣∣∣∣∣∣
xuu yuu zuu
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣ ,
M = 1√

EG−F 2 ·

∣∣∣∣∣∣
xuv yuv zuv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣ ,
N = 1√

EG−F 2 ·

∣∣∣∣∣∣
xvv yvv zvv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣ .
Důkaz. Formule pro výpočet druhé základńı formy lze źıskat z koeficient̊u E,F,G
prvńı základńı formy

||n||2 = ||fu × fv|| = (fu ∗ fu) · (fv ∗ fv)− (fu ∗ fv) · (fu ∗ fv) = EG− F 2.
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Prostorové křivky jsou určeny dvěma funkcemi - křivost́ı a torźı - a to až
na shodnost. Křivku obdrž́ıme jako řešeńı systému diferenciálńıch rovnic - Fre-
netových rovnic, ve kterém jsou derivace pr̊uvodńıho trojhranu vyjádřeny jako
lineárńı kombinace trojhranu samého, přičemž koeficienty lineárńı kombinace
záviśı na křivosti a torzi.

Podobná situace nastává u ploch. Roli křivosti a torze přeb́ıraj́ı koeficienty
prvńı a druhé základńı formy. V rozporu s křivost́ı a torźı nelze tyto koeficienty
zcela volně zvolit, nýbrž muśı splňovat jisté okrajové podmı́nky. K jejich splněńı
uvažujme trojhran sestávaj́ıćı s směrových derivaćı fu, fv a vněǰśı normály n =
fu × fv/||fu × fv||, tzv. trojhran plochy. Každý vektor, zejména také derivace
druhého řádu lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci trojhranu plochy:

Věta 2.15 Gaussovy formule Máme

fuu = Γ1
11fu + Γ2

11fv + c11n
∗,

fuv = Γ1
12fu + Γ2

12fv + c12n
∗,

fvv = Γ1
22fu + Γ2

22fv + c22n
∗,

kde Γkij, 1 ≤ i, j, k ≤ 2 jsou Christoffelovy symboly druhého stupně

Γ1
11 = (EuG− 2FFu + EvF )/(2g),

Γ1
12 = (EvG− FGu)/(2g),

Γ1
22 = (−FGv + 2FvG−GGu)/(2g),

Γ1
21 = Γ1

12,
Γ2

11 = (EuF − 2FFu + EEv)/(2g),
Γ2

12 = (EGu − EuF )/(2g),
Γ2

22 = (EGu − 2FFv + FGu)/(2g),
Γ2

21 = Γ2
12,

přičemž
g = EG− F 2, c11 = L, c12 = L, c22 = N.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Připomeňme, že při vhodné indexaci jsou Christoffelovy symboly prvńıho
stupně Γij,k skalárńı součin druhé a prvńı derivace, např. Γ12,1 = fuv ∗ fu.

Rovněž parciálńı derivace normály plochy lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci
trojhranu plochy:

Věta 2.16 Weingartenovy formule Máme

n∗u = r1fu + r2fv + r3n
∗,

n∗v = s1fu + s2fv + s3n
∗,

kde
r1 = (FM −GL)/g, r2 = (FL− EM)/g, r3 = 0,
s1 = (FN −GM)/g, s2 = (FM − EN)/g, s3 = 0

a g = EG− F 2.
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Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Na funkci f klademe požadavek trojnásobné spojité diferencovatelnosti. Pak
z věty o záměně pořad́ı derivováńı obdrž́ıme, že muśı platit

fuuv = fuvu a fvvu = fuvv.

Dosad́ıme-li do Gaussových formuĺı, obdrž́ıme dvě vektorové rovnice o proměnných
fuu, fuv, fvv, nu, nv. Aplikujeme-li Gaussovy a Weingartenovy formule, źıskáme
dvě vektorové rovnice o proměnných fu, fv, n z trojhranu plochy,

α1kfu + α2kfv + α3kn
∗ = 0, αikR, k ∈ {1, 2}.

Z lineárńı nezávislosti vektor̊u trojhranu plochy obdrž́ıme αik = 0, 1 ≤ i ≤ 3,
1 ≤ k ≤ 2. Dostaneme pak následuj́ıćıch šest podmı́nek:

Věta 2.17 Gaussovy rovnice Plat́ı

α11=0 ⇐⇒ F · b/g = (Γ1
12)u − (Γ1

11)v + Γ1
12Γ2

12 − Γ1
11Γ1

22,
α12=0 ⇐⇒ −E · b/g = (Γ2

12)u − (Γ2
11)v + Γ2

12(Γ2
12 − Γ1

11) + Γ1
12Γ2

11 − Γ2
11Γ2

22,
α21=0 ⇐⇒ G · b/g = (Γ1

22)u − (Γ1
12)v + Γ1

12(Γ2
22 − Γ1

12)− Γ2
12Γ1

22 + Γ1
11Γ1

22,
α22=0 ⇐⇒ F · b/g = (Γ2

22)u − (Γ2
12)v + Γ1

12Γ2
12 − Γ1

22Γ2
11,

kde g = EG− F 2 a b = LN −M2.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Věta 2.18 Mainardi-Codazziho rovnice Plat́ı

α13 = 0 ⇐⇒ Lv −Mu = Γ1
12L+ (Γ2

12 − Γ1
11)M − Γ2

11N,
α23 = 0 ⇐⇒ Mv −Nu = Γ1

22L+ (Γ2
22 − Γ1

12)M − Γ2
12N.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Můžeme pak formulovat hlavńı větu teorie ploch:

Věta 2.19 Hlavńı věta teorie ploch - Bonnet Bud’te dány tři reálné funkce
E,F,G s druhými spojitými derivacemi definované na nějakém okoĺı v R2 a tři
reálné funkce L,M,N s prvńımi spojitými derivacemi definované na stejném
okoĺı. Splňuj́ı-li tyto funkce Gaussovy a Mainardi-Codazziho rovnosti a plat́ı-li
EG− F 2 > 0, existuje až na shodnost jednoznačně určená část plochy, která má
třet́ı spojité derivace, tak, že E,F,G, L,M,N jsou koeficienty obou základńıch
forem.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.
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Z této věty např́ıklad plyne, že nemůže existovat žádné izometrické zobrazeńı
koule do roviny, protože prvńı základńı formy jsou odlǐsné. To je pak d̊uležitý
výsledek např. pro kartografii.

Zároveň plat́ı pro křivost κ rovinných křivek

κ cos Φ =
2FF

ds2
=

2FF

1FF
.

Pro křivky na ploše, jejichž vektor křivosti je rovnoběžný s normálou plochy
(Φ = 0), je pak křivost rovna

κ =
2FF

1FF
.

Tato křivost se nazývá normálová křivost plochy. Ta záviśı pouze na směru
tečny, definované pomoćı du

dv
. Zvoĺıme-li směr tečen pevně, ale povoĺıme-li libo-

volný úhel Φ mezi vektorem křivosti křivky a normálou plochy, plat́ı pro poloměry
zakřiveńı, že

ρ = ρ cos Φ, ρ =
1

κ
.

Protože střed oskulačńı kružnice křivky na ploše obdrž́ıme ze vztahu

f + ρnk,

máme pak, že oskulačńı kružnice na kouli má střed

f + ρn∗f ,

a poloměr ρ. To je obsaženo v Meusnierově větě:

Věta 2.20 Meusnierova věta Oskulačńı kružnice plošné křivky f(k(s)) se stejným

tečným směrem t lež́ı na kouli se středem f + ρn∗f , a poloměrem ρ = 2FF
1FF.

Důkaz. Viz diferenciálńı geometrie.

Protože normálová křivost záviśı pouze na směru tečny t, lze se omezit pro
zkoumáńı normálové křivosti na ”jednoduché” křivky na ploše s t́ımto směrem
tečny. Vybereme tzv. normálńı křivky řezu, které vzniknou pr̊usekem roviny
určené tečným vektorem t a normálami plochy nf s plochou. Jej́ı vektor křivosti
ukazuje ve směru normál plochy. Pro křivost κ plat́ı

κ = 2FF
1FF

= L · du2 + 2 ·M · dudv +N · dv2

E · du2 + 2F · dudv +G · dv2

= L· .u2
+2 ·M · .u .v +N · .v2

E· .u2
+2F · .u .v +G· .v2 .
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Abychom mohli zjistit normálovou křivost, provedeme parciálńı derivace podle
.
u a

.
v:

κ
.
u

= 0 ⇐⇒ (L− κE)
.
u +(M − κF )

.
v = 0,

κ
.
v

= 0 ⇐⇒ (M − κF )
.
u +(N − κG)

.
v = 0.

Protože však κ záviśı pouze na směru
.
u /

.
v, extrém nastává i pro λ · ( .u, .v),

pokud nastává v bodě (
.
u,

.
v). Výše uvedená lineárńı rovnice nemá tedy jediné

řešeńı, tj. ∣∣∣∣ L− κE M − κF
M − κF N − κG

∣∣∣∣ = 0.

Definice. Gaussova křivost K je určena vztahem

K :=
L ·N −M2

E ·G− F 2 .

Středńı křivost H je určena vztahem

H :=
−2 · F ·M + (E ·N +G · L)

2 · (E ·G− F 2)
.

Pak lze posledńı podmı́nku z 2.20 zapsat jako

κ2 − 2 ·H · κ+K = 0.

Diskriminant této kvadratické rovnice je vždy větš́ı nebo roven nule. Rov-
nice má vždy dva r̊uzné nebo jeden dvojnásobný reálný kořen. Má-li dva r̊uzné
reálné kořeny, jedná se o minimálńı a maximálńı křivost v bodě plochy. Má-li
jeden dvojnásobný reálný kořen, jedná se o středový bod, ve kterém jsou všechny
křivosti stejné. Řešeńı kvadratické rovnice nám dává

Věta 2.21 Hlavńı křivosti Tzv. hlavńı křivosti, extrémy normálové křivosti κ,
jsou určeny vztahem

κmax := H +
√
H2 −K,

κmin := H −
√
H2 −K.

Hlavńı křivosti nám určuj́ı určité směry tečny křivky normálového řezu. Označujeme
je jako směry hlavńıch křivost́ı. Plošné křivky, jejichž křivost v každém bodě
křivky je rovna κmax resp. κmin, se nazývaj́ı čáry křivosti. Čáry křivosti pro κmax
resp. κmin tvoř́ı dva systémy ortogonálńıch plošných křivek.
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Kapitola 4

Metoda B-splin̊u

Bézierova metoda má alespoň dvě nevýhody:

• žádná lokálńı kontrolovatelnost: Změna Bézierova bodu nebo váhy u ra-
cionálńıho tvaru změńı celý segment. To zt́ıž́ı jemné zharmonizováńı návrhu.

• vysoký stupeň polynomu: Při komplexńıch tvarech je potřeba větš́ı počet
Bézierových bod̊u. S každým Bézierovovým bodem se zvýš́ı stupeň poly-
nomu o jeden stupeň. Polynomy vyšš́ıch stupň̊u zvyšuj́ı početńı náročnost
a počet numerických nepřesnost́ı.

Řešeńı, které je nasnadě, sestává z toho, že komplexńı tvary slož́ıme z jed-
nodušš́ıch d́ıl̊u, tj. z těch s nižš́ım stupněm. Tento postup je základem metody
B-splin̊u. Ukazuje se dokonce, že Bézierova metoda je zvláštńım př́ıpadem me-
tody B-splin̊u. Prakticky všechny výhodné vlastnosti Bézierovy metody v geome-
trickém modelováńı se přenáš́ı na jej́ı zobecněńı. Nav́ıc se zbav́ıme jmenovaných
nevýhod Bézierovy metody.

1 Splinové a B-splinové funkce

Funkce, které jsou po částech složené z polynomů a ve společných bodech jsou
dostatečně mnohokrát diferencovatelné, označujeme jako polynomiálńı spliny:

Definice. Polynomiálńı splinová funkce:

Bud’te x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xk, xi ∈ R. Funkce S se nazývá splinová funkce stupně
d ∈ N resp. řádu d+ 1, jsou-li splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. S je polynom stupně d v každém d́ılč́ım intervalu [xi, xi+1], 0 ≤ i < k.

2. S ∈ C(d−1)[x0, xk].

85
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Vektor ξ := (x0, x1, . . . , xk) se nazývá uzlový vektor B-spline funkce.

Funkce složené po částech z polynomů, které nesplňuj́ı druhou podmı́nku, se
nazývaj́ı také subspline funkce. Při použit́ı B-spline metody se Bernsteinovy po-
lynomy Bn

i nahrad́ı speciálńımi B-spline funkcemi Nm
i .

Definice. Bud’ ξ = (x0, x1, . . . , xk) uzlový vektor. B-spline funkce je defi-
nována jako

N0
i (x) :=

{
1 pro x ∈ [xi, xi+1),
0 jinak,

i = 0, . . . , k − 1.

Nn
i (x) := x− xi

xi+n − xi ·N
n−1
i (x) +

xi+n+1 − x
xi+n+1 − xi+1

·Nn−1
i+1 (x),

0 ≤ i ≤ k − n− 1, 1 ≤ n ≤ k − 1, 0
0

:= 0.

Od komponent uzlového vektoru je požadována pouze monotonie, nikoliv silná
monotonie. Pro př́ıpad, že xi+n − xi = 0 definujeme výsledek děleńı 0 jako 0.

Spočtěme B-spline funkce pro uzlový vektor ξ = (0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4). Výpočet
lze provést následovně:

N0
0 (x) = 0

N0
1 (x) = 0

N0
2 (x) =

{
1, x ∈ [0, 1)

0, jinak

N0
3 (x) =

{
1, x ∈ [1, 2)

0, jinak

N0
4 (x) =

{
1, x ∈ [2, 3)

0, jinak

N0
5 (x) =

{
1, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N0
6 (x) = 0

N0
7 (x) = 0
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N1
0 (x) =

x− x0

x1 − x0

.N0
0 (x) +

x2 − x
x2 − x1

.N0
1 (x) = 0

N1
1 (x) =

x− x1

x2 − x1

.N0
1 (x) +

x3 − x
x3 − x2

.N0
2 (x) =

{
1− x, x ∈ [0, 1)

0, jinak

N1
2 (x) =

x− x2

x3 − x2

.N0
2 (x) +

x4 − x
x4 − x3

.N0
3 (x) =


x, x ∈ [0, 1)

2− x, x ∈ [1, 2)

0, jinak

N1
3 (x) =

x− x3

x4 − x3

.N0
3 (x) +

x5 − x
x5 − x4

.N0
4 (x) =


x− 1, x ∈ [1, 2)

3− x, x ∈ [2, 3)

0, jinak

N1
4 (x) =

x− x4

x5 − x4

.N0
4 (x) +

x6 − x
x6 − x5

.N0
5 (x) =


x− 2, x ∈ [2, 3)

4− x, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N1
5 (x) =

x− x5

x6 − x5

.N0
5 (x) +

x7 − x
x7 − x6

.N0
6 (x) =

{
x− 3, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N1
6 (x) =

x− x6

x7 − x6

.N0
6 (x) +

x8 − x
x8 − x7

.N0
7 (x) = 0

N2
0 (x) =

x− x0

x2 − x0

.N1
0 (x) +

x3 − x
x3 − x1

.N1
1 (x) =

{
(1− x)2, x ∈ [0, 1)

0, jinak

N2
1 (x) =

x− x1

x3 − x1

.N1
1 (x) +

x4 − x
x4 − x2

.N1
2 (x) =


x(1− x) + 1

2
x(2− x) = −3

2
x2 + 2x, x ∈ [0, 1)

1
2
(2− x)(2− x) = 1

2
(2− x)2, x ∈ [1, 2)

0, jinak

N2
2 (x) =

x− x2

x4 − x2

.N1
2 (x) +

x5 − x
x5 − x3

.N1
3 (x) =


1
2
x.x = 1

2
x2, x ∈ [0, 1)

1
2
x(2− x) + 1

2
(x− 1)(3− x) = −x2 + 3x− 3

2
, x ∈ [1, 2)

1
2
(3− x)(3− x) = 1

2
(3− x)2, x ∈ [2, 3)

0, jinak

N2
3 (x) =

x− x3

x5 − x3

.N1
3 (x) +

x6 − x
x6 − x4

.N1
4 (x)

=


1
2
(x− 1)(x− 1) = 1

2
(x− 1)2, x ∈ [1, 2)

1
2
(x− 1)(3− x) + 1

2
(4− x)(x− 2) = −x2 + 5x− 11

2
, x ∈ [2, 3)

1
2
(4− x)(4− x) = 1

2
(4− x)2, x ∈ [3, 4)

0, jinak



88 KAPITOLA 4. METODA B-SPLINŮ

N2
4 (x) =

x− x4

x6 − x4

.N1
4 (x) +

x7 − x
x7 − x5

.N1
5 (x)

=


1
2
(x− 2)(x− 2) = 1

2
(x− 2)2, x ∈ [2, 3)

1
2
(x− 2)(4− x) + (4− x)(x− 3) = −3

2
x2 + 10x− 16, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N2
5 (x) =

x− x5

x7 − x5

.N1
5 (x) +

x8 − x
x8 − x6

.N1
6 (x) =

{
(x− 3)2, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N3
0 (x) =

x− x0

x3 − x0

.N2
0 (x) +

x4 − x
x4 − x1

.N2
1 (x)

=


x(1− x)2 + 1

2
(2− x)(3

2
x2 + 2x) = 7

4
x3 − 9

2
x2 + 3x, x ∈ [0, 1)

1
2
(2− x)(x

2

2
− 2x+ 2) = −1

4
x3 + 3

2
x2 − 3x+ 2, x ∈ [1, 2)

0, jinak

N3
1 (x) =

x− x1

x4 − x1

.N2
1 (x) +

x5 − x
x5 − x2

.N2
2 (x)

=


x
2
(−3

2
x2 + 2x) + 1

3
(3− x)1

2
x2 = −11

12
x3 + 3

2
x2, x ∈ [0, 1)

x
2
(x

2

2
− 2x+ 2) + 1

3
(3− x)(−x2 + 3x− 3

2
) = 7

12
x3 − 3x2 + 9

2
x− 3

2
, x ∈ [1, 2)

1
3
(3− x)(x

2

2
− 3x+ 9

2
) = −1

6
x3 + 3

2
x2 − 9

2
x+ 9

2
, x ∈ [2, 3)

0, jinak

N3
2 (x) =

x− x2

x5 − x2

.N2
2 (x) +

x6 − x
x6 − x3

.N2
3 (x)

=



1
3
x1

2
x2 = 1

6
x3, x ∈ [0, 1)

1
3
x(−x2 + 3x− 3

2
) + 1

3
(4− x)(x

2

2
− x+ 1

2
) = −1

2
x3 + 2x2 − 2x+ 2

3
, x ∈ [1, 2)

1
3
x(x

2

2
− 3x+ 9

2
) + 1

3
(4− x)(−x2 + 5x− 11

2
) = 1

2
x3 − 4x2 + 10x− 22

3
, x ∈ [2, 3)

1
3
(4− x)(x

2

2
− 4x+ 8) = −1

6
x3 + 2x2 − 8x+ 32

3
, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N3
3 (x) = x−x3

x6−x3
.N2

3 (x) + x7−x
x7−x4

.N2
4 (x)

=

{
1
3
(x− 1)(−x2

3
− x+ 1

2
) = 1

6
x3 − 1

2
x2 + 1

2
x− 1

6
, x ∈ [1, 2)

1
3
(x− 1)(−x2 + 5x− 11

2
) + 1

2
(4− x)(x

2

2
− 2x+ 2) = − 7

12
x3 + 4x2 − 51

6
x+ 35

6
, x ∈ [2, 3)

1
3
(x− 1)(x

2

2
− 4x+ 8) + 1

2
(4− x)(−3

2
x2 + 10x− 16) = 11

12
x3 − 19

2
x2 + 32x− 104

3
, x ∈ [3, 4)

0, jinak

N3
4 (x) = x−x4

x7−x4
.N2

4 (x) + x8−x
x8−x5

.N2
5 (x)

=

{
1
2
(x− 2)(x

2

2
− 2x+ 2) = 1

4
x3 − 3

2
x2 + 3x− 2, x ∈ [2, 3)

1
2
(x− 2)(−3

2
x2 + 10x− 16) + (4− x)(x2 − 6x+ 9) = −7

4
x3 + 33

2
x2 + 51x+ 52, x ∈ [3, 4)

0, jinak
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Pro uzlový vektor sestávaj́ıćı ze dvou hodnot, 0 a 1, jež maj́ı stejný počet
výskyt̊u, tj.

τ = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1),

kde 0 se vyskytuje (n + 1)−krát a 1 se vyskytuje rovněž (n + 1)−krát, splývaj́ı
B-spline funkce v intervalu [0, 1] s Bernsteinovými polynomy:

Nn
i = Bn

i .

Pro n = 2 plat́ı

N0
0 (x) = 0

N0
1 (x) = 0

N0
2 (x) =

{
1, x ∈ [0, 1)
0, jinak

N0
3 (x) = 0

N0
4 (x) = 0

N1
0 (x) = 0

N1
1 (x) =

{
1− x, x ∈ [0, 1)
0, jinak

N1
2 (x) =

{
x, x ∈ [0, 1)
0, jinak

N1
3 (x) = 0

N2
0 (x) =

{
(1− x)2, x ∈ [0, 1)
0, jinak

N2
1 (x) =

{
2x · (1− x) x ∈ [0, 1)
0, jinak

N2
2 (x) =

{
x2, x ∈ [0, 1)
0, jinak
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Věta 1.1 Vlastnosti B-spline funkćı

1. Nosné intervaly: Nosný interval Nn
i je [xi, xi+n+1), tj.

Nn
i (x) = 0 pro x 6∈ [xi, xi+n+1).

2. Rozklad jednotky: Součet B-spline funkćı stupně n je 1:

k−n−1∑
i=0

Nn
i (x) = 1, x ∈ [xn, xk−n), pokud k − n− 1 ≥ 0.

3. Pozitivita: B-spline funkce jsou v intervalu [xi, xi+n+1) nezáporné:

Nn
i (x) ≥ 0, 0 ≤ i ≤ k − n− 1, 1 ≤ n ≤ k − 1, x ∈ [xi, xi+n+1).

4. Ekvidistantńı uzlový vektor: Pro ekvidistantńı uzlový vektor τ = (0, 1, . . . , k)
jsou funkce Nm

i (x) až na posun podél osy parametr̊u identické:

Nn
i (x) = Nn

i+1(x+ 1), i = 0, 1, . . . , k − n− 2.

5. Derivace: Jsou-li uzly xi navzájem r̊uzné, pak Nn
i ∈ Cn−1, je tedy (n− 1)-

krát spojitě diferencovatelná. Vyskytne-li se uzel xi s násobnost́ı lj, zmenš́ı
se stupeň derivovatelnosti B-spline funkce v bodě xi, plat́ı tedy Nn

i ∈ Cn−lj .

6. Výpočet derivaćı: Bud’ f(x) =
∑k−n−1

i=0 ai ·Nn
i . Pak pro derivace plat́ı:

f (j)(x) =
∑k−n−1

i=0 a
(j)
i ·N

n−j
i , kde

a
(j)
i =

{
ai j = 0

(n− j) · (a(j−1)
i − a(j−1)

i−1 )/(xi+n−j − xi) j > 0,
i ≥ 0,

a
(j)
−1 = 0 pro j ≥ 0.

Důkaz. Snadné cvičeńı. Dokažme např́ıklad:
1. Nosné intervaly: Důkaz provedeme matematickou indukćı.

i) pro n = 0 plat́ı:

N0
i (x) =

{
1 x ∈ [xi, xi+1)
0 jinak.

Takže ihned vid́ıme, že pro x 6∈ [xi, xi+n+1) je Nn
i (x) = 0

ii) Předpokládáme, že tvrzeńı plat́ı pro n− 1, a dokážeme, že plat́ı pro n.
Vı́me, že:



2. B-SPLINE KŘIVKY 91

Nn−1
i (x) = 0 pro x 6∈ [xi, xi+n) a Nn−1

i+1 (x) = 0 pro x 6∈ [xi+1, xi+n+1). Tedy

Nn
i (x) = x− xi

xi+n − xi ·N
n−1
i (x) +

xi+n+1 − x
xi+n+1 − xi+1

·Nn−1
i+1 (x) = 0 + 0 = 0

pro x 6∈ [xi, xi+n+1).

3. Pozitivita: Důkaz opět provedeme matematickou indukćı.

i) pro n = 0 plat́ı:

N0
i (x) ≥

{
1 x ∈ [xi, xi+1)
0 jinak.

Pro x lež́ıćı v daném intervalu tedy tvrzeńı plat́ı.

ii) Předpokládáme, že tvrzeńı plat́ı pro n− 1, a dokážeme, že plat́ı pro n.
Vı́me, že:

Nn−1
i (x) ≥ 0 pro x ∈ [xi, xi+n) a Nn−1

i+1 (x) ≥ 0 pro x ∈ [xi+1, xi+n+1).

Tedy

Nn
i (x) = x− xi

xi+n − xi ·N
n−1
i (x) +

xi+n+1 − x
xi+n+1 − xi+1

·Nn−1
i+1 (x) ≥ 0 pro x ∈ [xi, xi+n+1).

2 B-spline křivky

B-spline křivky se formálně reprezentuj́ı podobně jako Bézierovy segmenty, přičemž
Bernsteinovy polynomy nahrad́ıme B-spline funkcemi daného stupně. Abychom
zachovali chováńı podobné Bézierovým křivkovým segment̊um, je třeba speciálńı
volby uzlového vektoru. Definujeme pak dvě varianty, otevřené B-spline křivky
s libovolnými konečnými body a uzavřené B-spline křivky, pro které splývaj́ı
počátečńı a koncový bod.

Definice. Otevřená B-spline křivka má tvar

b(t) :=
m∑
i=0

diN
n
i (t), t ∈ [t0, tm+1], di ∈ Rd,

kdeNn
i (t) jsou B-spline funkce př́ıslušej́ıćı k uzlovému vektoru tvaru τ = (t0, . . . , tn+m+1),

t0 = · · · = tn, tm+1 = · · · = tn+m+1 a kontrolńımi body di ∈ Rd.
Uzavřená B-spline křivka má tvar

b(t) :=
m∑
i=0

diN
n

i (t), t ∈ [t0, tm+1], di ∈ Rd,
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N
n

i (t) :=

{
Nn
i (t), t ∈ [ti, tm+1],

Nn
i (t− t0 + tm+1), t ∈ [t0, ti],

i = 0, . . . ,m,

kdeNn
i (t) jsou B-spline funkce př́ıslušej́ıćı k uzlovému vektoru tvaru τ = (t0, . . . , tn+m+1),

tm+2 := tm+1 + (t1 − t0), . . . , tn+m+1 := tn+m + (tn − tn−1), a kontrolńımi body
di ∈ Rd.
Kontrolńı body di ∈ Rd se rovněž nazývaj́ı de Boorovy body. Spojeńı de Boo-
rových bod̊u se nazývá de Boor̊uv polygoniálńı tah.

Věta 2.1 Vlastnosti B-spline křivek

1. Chováńı v koncových bodech: Volba uzl̊u v př́ıpadě otevřené B-spline křivky
zaručuje, že kontrolńı polygon a křivka maj́ı stejný počátečńı a koncový bod.

2. Vlastnost konvexńıho obalu: B-spline křivka lež́ı v konvexńım obalu de Bo-
orových bod̊u. Zejména tedy lež́ı i v konvexńım obalu de Boorova poly-
goniálńıho tahu.

3. Omezené koĺısáńı: Žádná př́ımka neprot́ıná B-spline křivku častěji než od-
pov́ıdaj́ıćı B-spline polygoniálńı tah (variation diminishing property).

4. Lokálnost: Změna jednoho kontrolńıho bodu změńı křivku nejvýše lokálně,
tj. při změně kontrolńıho bodu di se změńı b(t) pouze pro t ∈ [ti, ti+n+1).

5. Vı́cenásobné podp̊urné body přitahuj́ı křivku. Diferencovatelnost v takovýchto
bodech se snǐzuje, a podle velikosti násobku lze vytvořit dokonce hroty.

6. Části př́ımek jsou vytvořeny pomoćı kolineárńıch podp̊urných bod̊u.

Důkaz. Chováńı B-spline křivek v koncových bodech lze źıskat z tvaru B-splin̊u
při dané volbě kontrolńıch bod̊u. Stejně jako pro Bernsteinovy polynomy je nenu-
lová hodnota nabývána pouze prvńım a posledńım v konćıch interval̊u. Vlastnost
lokálnosti plyne z omezeného nosného intervalu B-splin̊u, tzn. oboru, ve kterém
jsou nenulové. Zhruba lze ř́ıci, že obor křivky, který se změńı při manipulaci s
jedńım de Boorovým bodem, je t́ım menš́ı, č́ım větš́ı je rozd́ıl mezi stupněm n a
počtem m kontrolńıch bod̊u.

Důkaz vlastnosti konvexńıho obalu vyplývá okamžitě z de Boorova algoritmu
výpočtu bod̊u lež́ıćıch na nějaké B-spline křivce. De Boor̊uv algoritmus se po-
dobá Casteljauovu algoritmu výpočtu bodu křivky b(t) ze zadaných kontrolńıch
bod̊u. Tento pak spoč́ıval na rekurentńım vztahu pro Bernsteinovy polynomy. De
Boor̊uv algoritmus je založen na odpov́ıdaj́ıćım vztahu pro B-spline funkce.

Algoritmus. (de Boor)
Vstup: m + 1 kontrolńıch bod̊u d0,d1, . . . ,dm, spline stupeň n, uzlový vektor τ
pro otevřenou (uzavřenou) B-spline křivku, parametrická hodnota t∗ ∈ [t0, tm+1].
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Výstup: Bod křivky b(t∗).

Postup pro otevřené B-spline křivky

BEGIN

vypočtěte index i tak, že ti ≤ t∗ < ti+1, 0 ≤ i ≤ m

FOR j := 0 TO n DO

FOR l := i− n+ j TO i DO
IF j = 0 THEN d0

l := dl
ELSE
BEGIN
tjl := (t∗ − tl)/(tl+n+1−j − tl);
djl := (1− tjl ) · d

j−1
l−1 + tjl · d

j−1
l ;

END;
b(t∗) := dni ;

END.

Postup pro uzavřené B-spline křivky

BEGIN

vypočtěte index i tak, že ti ≤ t∗ < ti+1, 0 ≤ i ≤ m

FOR j := 0 TO n DO

BEGIN

l := i− n+ j − 1;

REPEAT

IF l < 0 THEN

BEGIN l := l +m+ 1; t∗ := t∗ − t0 + tm+1; END;

ELSE

IF l ≥ m+ 1 THEN
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BEGIN l := l −m− 1; t∗ := t∗ + t0 − tm+1; END;

IF j = 0 THEN d0
l := dl

ELSE
BEGIN

tjl := (t∗ − tl)/(tl+n+1−j − tl);
djl := (1− tjl ) · d

j−1
(l−1)mod(m+1) + tjl · d

j−1
l ; END;

UNTIL l = i;

END;
b(t∗) := dni ;

END.

Časová náročnost de Boorova algoritmu je O(n2 +m). Záviśı tedy kvadraticky
jen na obvykle malém B-spline stupni n a lineárně na počtu (m+1) de Boorových
kontrolńıch bod̊u. To je výhodněǰśı, než při de Casteljauově algoritmu, jehož
časová náročnost záviśı kvadraticky na počtu kontrolńıch bod̊u.

Také v př́ıpadě B-spline křivek je relativně jednoduše možné vsunout nové
kontrolńı de Boorovy body bez změny podoby křivky. Abychom mohli přidat
nový uzel násobnosti r a t́ım odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem zvýšit počet kontrolńıch
bod̊u, doplńıme nejprve uzlový vektor o r-násobný uzel t∗. Bud’te tl, tl+1 uzly,
mezi které vsuneme t∗. Použit́ım pomocných bod̊u dji , jež vzniknou provedeńım
de Boorova algoritmu pro hodnotu t = t∗, obdrž́ıme nový kontrolńı polygon
nahrazeńım d́ılč́ıho kontrolńıho polygonu

dl−n,dl−n+1, . . . ,dl

starého kontrolńıho polygonu d́ılč́ım polygonem

dl−n = d0
l−n,d

1
l−n+1, . . . ,d

r
l−n+r, . . . ,d

r
l , . . . ,d

0
l .

Věta 2.2 Vložeńı kontrolńıch bod̊u v B-spline křivkách
Bud’ τ = (t0, . . . , tn+m+1) uzlový vektor nějaké B-spline křivky, t∗ ∈ [tl, tl+1),
d0, . . . ,dm kontrolńı de Boorovy body B-spline křivky b(t). Bud’ τ = (t0, . . . , tn+m+r+1),
r ≤ n definován jako

tj := tj, j = 0, . . . , l,
tl+j := t∗, j = 1, . . . , r,
tl+j+r := tl+j, j = 1, . . . , n+m− l + 1,
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a kontrolńı de Boorovy body d0,d1, . . . ,dm+r jakožto

dj := dj, j = 0, . . . , l − n− 1,

dl−n+j := djl−n+j, j = 0, . . . , r,

dl−n+r+j := drl−n+r+j, j = 1, . . . , n− r,
dl+j := dr−jl , j = 1, . . . , r,

dl+r+j := dl+j, j = 1, . . . ,m− l.

Pak splývá B-spline křivka b(t) pro uzlový vektor τ se zadanou křivkou b(t).

Důkaz. Cvičeńı.

Algoritmus pro vložeńı kontrolńıch bod̊u v B-spline křivkách lze snadno odvo-
dit z předchoźı věty. Časová náročnost vložeńı jednoho kontrolńıho bodu násobnosti
r je O(rn+m).

3 B-spline plochy

Techniku B-splin̊u lze stejnou konstrukćı jako u čtyřúhelńıkových Bézierových
segment̊u rozš́ı̌rit na plochy.

Definice. Zadáno: Kontrolńı de Boorova śıt’ čtyřúhelńıkové B-spline plochy je
určena (k+1) ·(l+1) de Boorovými kontrolńımi body di,j ∈ R3, i = 0, . . . , k, j =
0, . . . , l, stupně m a n, uzlové vektory µ = (u0, . . . , um+k+1), ν = (v0, . . . , vn+l+1),
jež splňuj́ı stejná kriteria jako pro otevřené nebo uzavřené křivky.
B-spline plocha v R3 je tvaru:

x(u, v) :=
k∑
i=0

l∑
j=0

di,j ·Nm
i (u) ·Nn

j (v), u, v ∈ [u0, um+1)× [v0, vn+1).

Stejně jako pro čtyřúhelńıkové Bézierovy segmenty lze vypoč́ıtat body na ploše
v́ıcenásobnou aplikaćı algoritmu pro výpočet bod̊u na křivkách odpov́ıdaj́ıćıho
typu:

Algoritmus. (de Boor̊uv algoritmus pro B-spline plochy)
Vstup: Kontrolńı de Boorova śıt’ čtyřúhelńıkové B-spline plochy určená (k+ 1) ·
(l + 1) de Boorovými kontrolńımi body di,j ∈ R3, i = 0, . . . , k, j = 0, . . . , l,
stupni m a n, uzlovými vektory µ = (u0, . . . , um+k+1), ν = (v0, . . . , vn+l+1) a
parametrické hodnoty u∗ a v∗.
Výstup: bod plochy x(u∗, v∗).
Postup:
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1. Vypočtěte dj :=
∑k

i=0 di,j ·Nm
i (u∗) podle de Boorova algoritmu pro křivky,

j = p− n, . . . , p, vp ≤ v∗ < vp+1.

2. Vypočtěte x(u∗, v∗) :=
∑l

j=0 dj · Nn
j (u∗) podle de Boorova algoritmu pro

křivky.

Časová náročnost de Boorova algoritmu pro B-spline plochy je O(n ·m2 +n2 +
k + l).

Věta 3.1 Vlastnosti B-spline ploch

1. Parametrické linie: Parametrické linie (u=const. resp. v =const.) jsou B-
spline křivky s de Boorovými kontrolńımi body

dj :=
k∑
i=0

di,j ·Nm
i (u) resp. di :=

l∑
j=0

di,j ·Nn
j (v)

2. Lokálnost: Změna jednoho kontrolńıho de Boorova bodu di,j změńı plochu
nejvýše lokálně, tj. při změně kontrolńıho bodu di,j se změńı x(u, v) pouze
pro (u, v) ∈ [ui,i+m+1 )× [vj,j+n+1 ). Zejména tedy část plochy parametrizo-
vatelná (u, v) ∈ [ui,i+m+1 )× [vj,j+n+1 ) je ovlivnitelná pouze kontrolńımi de
Boorovými body di−m,j−n, . . . , di,j.

3. Zjemněńı kontrolńı śıtě: Nové uzlové linie lze vytvořit tak, že se aplikuje
algoritmus pro vložeńı nových uzl̊u do křivek na každý řádek resp. sloupec
de Boorovy kontrolńı śıtě.

4. Konvergence ke ploše: Při iteraci algoritmu pro vložeńı nových uzl̊u jsou
vytvářeny de Boorovy kontrolńı śıtě, které konverguj́ı k ploše.

Důkaz. Přeneseńım odpov́ıdaj́ıćıch tvrzeńı pro křivky.

4 B-spline metoda a Bézierova metoda

Křivka, která je po částech složená z Bézierových segment̊u, se označuje jako
Bézierova křivka. Bézierovy segmenty si přitom vhodně přeparametrizujeme, abychom
obdrželi jednotně pr̊uchoźı parametrický interval výsledné křivky. Změna para-
metrizace nezměńı nic na vlastnostech Bézierových segment̊u. Při použit́ı Cas-
teljauova algoritmu se namı́sto s poměrem t : (1− t) pracuje s poměrem

t− tk
tk+1 − tk

:
1− (t− tk)
tk+1 − tk

.
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Definice. Zadáno: Kontrolńı body bk,i ∈ Rd, k = 0, . . . ,m, i = 0, . . . , n, uzlový
vektor τ = (t0, . . . , tm+1).
Bézierova křivka Rd je tvaru:

b(u) :=
n∑
i=0

bk,i ·Bn
i (

t− tk
tk+1 − tk

), t ∈ [tk, tk+1), k = 0, . . . ,m

tj. skládá se po částech z Bézierových křivkových segment̊u.

Protože se B-spline křivky skládaj́ı po částech z polynomiálńıch křivek a tyto
lze vyjádřit jako Bézierovy křivkové segmenty, lze B-spline křivky vyjádřit jakožto
Bézierovy křivky. Následuj́ıćı věta nám ukazuje možnost určeńı Bézierových bod̊u
z de Boorových kontrolńıch bod̊u.

Věta 4.1 Reprezentace B-spline křivek jakožto Bézierových křivek Bud’

dána otevřená B-spline křivka

b(t) :=
m∑
i=0

diN
n
i (t), t ∈ [t0, tm+1], di ∈ Rd,

s uzlovým vektorem tvaru τ = (t0, . . . , tn+m+1), t0 = · · · = tn, tm+1 = · · · =
tn+m+1. Bud’ τ uzlový vektor, který vznikne vložeńım uzl̊u tak, že každý uzel má
násobnost n+ 1, tj. τ = (t0, . . . , t(m−n+2)(n+1)−1), kde

tj := tj, j = 0, . . . , n,
tl(n+1)+j := tn+l, l = 1, . . . ,m− n, j = 0, . . . , n,
t(m−n+1)(n+1)+j := tm+j+j, j = 0, . . . , n,

Dále bud’te dj ∈ Rd, j = 0, . . . , (m − n + 1) · (n + 1) − 1, de Boorovy kontrolńı
body, vytvořené algoritmem pro vložeńı kontrolńıch bod̊u v B-spline křivkách, a

bk,i := dk(n+1)+i, k = 1, . . . ,m− n, i = 0, . . . , n.

Pak plat́ı

b(t) :=
n∑
i=0

bk,i ·Bn
i (

t− tn+k

tn+k+1 − tn+k

), t ∈ [tn+k, tn+k+1], k = 0, . . . ,m− n,

tj. každou B-spline křivku lze vyjádřit jakožto Bézierovu křivku.

Důkaz. V d̊ukazu využijeme toho, že Bernsteinovy polynomy jsou reprezentova-
telné jako B-spline funkce nad nějakým uzlovým vektorem, jehož uzly nabývaj́ı
pouze dvou hodnot, a to stejně často. Zvýšeńım násobnosti každého uzlu uz-
lového vektoru dané B-spline křivky na n + 1 pomoćı algoritmu na vložeńı se
převedou dané B-spline funkce, které lež́ı v dané křivce, na Bernsteinovy po-
lynomy na odpov́ıdaj́ıćıch nosných intervalech. Protože tvar křivky se přitom
nezměńı, obdrž́ıme vyjádřeńı B-spline křivky jakožto Bézierovy křivky.
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Algoritmicky lze transformaci provést použit́ım de Boorova algoritmu. Al-
goritmus na reprezentaci B-spline křivky jakožto Bézierovy křivky plyne bez-
prostředně z předchoźı věty.

Rozklad B-spline křivky na Bézierovy segmenty nám poskytuje hladký přechod
odpov́ıdaj́ıćı B-spline křivce mezi Bézierovými segmenty a rovněž odpov́ıdaj́ıćımi
Bézierovými křivkovými segmenty. Bézierovy body navzájem proti sobě p̊usob́ıćıch
křivkových segment̊u nejsou proto nezávislé. Pro Cp-přechod lze tuto souvislost
vyjádřit následovně:

Věta 4.2 Cp-přechod mezi Bézierovými segmenty Bézierova křivka

b(t) :=
n∑
i=0

bk,i ·Bn
i (

t− tk
tk+1 − tk

), t ∈ [tk, tk+1], k = 0, . . . ,m

je právě tehdy p-krát spojitě diferencovatelná, když plat́ı (tk+1 − tk)−r∆rbk,n−r =
(tk+2− tk+1)−r∆rbk,n−r, r = 0, . . . ,m, přičemž klademe ∆0bk,i := bk,i, ∆jbk,i :=
∆j−1bk,i+1 −∆j−1bk,i, j ≥ 1.

Důkaz. Tvrzeńı plyne bezprostředně z věty o reprezentaci derivaćı Bézierových
křivkových segment̊u v druhé kapitole.

Jsou-li Bézierovy body k-tého segmentu dány, je pak určeno prvńıch p +
1 Bézierových bod̊u okrajovými podmı́nkami jednoznačně. Lze je pak spoč́ıtat
Casteljauovým algoritmem pro t = (tk+2 − tk+1)/(tk+1 − tk). Bézierovy body
mimo okruh vlivu okrajových podmı́nek lze volně volit.

Každou Bézierovu křivku lze pak obráceně reprezentovat jako B-spline křivku.
Uzly můžeme źıskat jakožto odpov́ıdaj́ıćı znásobeńı hranic intervalu, de Boo-
rovy body odpov́ıdaj́ı Bézierovým bod̊um. Při derivaci vyšš́ıho řádu lze zadat
úsporněǰśı reprezentaci Bézierovy křivky jakožto B-spline křivky. Pro kubické
Bézierovy křivky plat́ı:

Věta 4.3 (Transformace kubických Bézierových křivek do B-spline vyjádřeńı)
Bud’

b(t) =
3∑
i=0

bk,i ·Bn
i (

t− tk
tk+1 − tk

), t ∈ [tk, tk+1], k = 0, . . . ,m

kubická C2-Bézierova křivka. Pak splývaj́ı de Boorovy body

d0 := b0,0,
d1 := b0,1,

dj+1 := bj−1,2 +
(tj+1 − tj)
(tj − tj−1)

· (bj−1,2 − bj−1,1)

= bj,2 +
(tj−tj−1)

(tj+1−tj)
· (bj,1 − bj,2), j = 1, . . . ,m,

dm+2 := bm,2,
dm+3 := bm,3,
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s Bézierovou křivkou pro danou kubickou B-spline křivku s uzlovým vektorem
τ := (t0, t1, . . . , tm+7, ), kde

tj := t0, j = 0, . . . , 3,
t3+j := tj, j = 0, . . . ,m,
tm+4+j := tm+1, j = 0, . . . , 3.

Důkaz. Cvičeńı.

Analogicky jako pro křivky lze skládat Bézierovy plošné segmenty. Vzájemné
spojeńı dvou plošných segment̊u se provád́ı podél společné okrajové křivky. Jak
pro trojúhelńıkové tak pro čtyřúhelńıkové segmenty jsou tři resp. čtyři hraničńı
křivky Bézierovy křivkové segmenty, které jsou určeny třemi resp. čtyřmi okra-
jovými polygoniálńımi tahy kontrolńı śıtě. Spojitý přechod mezi oběma plo-
chami se dosáhne právě tehdy, když oba odpov́ıdaj́ıćı okrajové polygoniálńı tahy
splývaj́ı. Tento okrajový polygoniálńı tah je kontrolńı polygoniálńı tah společné
okrajové křivky.

Požadavek Cp-přechodu lze pro čtyřúhelńıkové Bézierovy plošné části redu-
kovat na požadavek pro Cp-přechod mezi Bézierovými segmenty:

Věta 4.4 Cp-přechod mezi čtyřúhelńıkovými Bézierovými segmenty Ne-
cht’ je dána část plochy př́ıslušej́ıćı k bi,j, i = −n, . . . , 0, j = 0, . . . ,m parame-
trizovaná přes [u0, u1] × [v0, v1] a část plochy př́ıslušej́ıćı k bi,j, i = 0, . . . , n,
j = 0, . . . ,m parametrizovaná přes [u1, u2]× [v0, v1] tak, že obě jsou složeny podél
parametru u = u1. Výsledná plocha je v dané parametrické reprezentaci právě
tehdy p-krát spojitě diferencovatelná, jestlǐze všechny Bézierovy křivkové segmenty
pro kontrolńı body

bi,j∗ , i = −n, . . . , 0,

a

bi,j∗ , i = 0, . . . , n,

vykazuj́ı Cp-přechod pro u = u1, j∗ = 0, . . . ,m.

Důkaz. Využit́ım odpov́ıdaj́ıćıch tvrzeńı pro Bézierovy křivkové segmenty.

5 Racionálńı B-spline metoda (NURBS)

Stejně jako Bézierovy křivky lze B-spline křivky zobecnit na racionálńı B-spline
křivky, které lze rovněž opět poj́ımat jako projekce obyčejných B-spline křivek z
prostoru dimenze o jednotku větš́ıho. Formálně definujeme:
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Definice. Zadáno: m + 1 kontrolńıch bod̊u d0,d1, . . . ,dm ∈ R3, (m + 1) vah
δi > 0, i = 0, . . . ,m, spline stupeň n, uzlový vektor τ = (t0, t1, . . . , tn+m+1) pro
otevřenou (uzavřenou) B-spline křivku.
Racionálńı B-spline křivka (NURBS-křivka): má tvar

b(t) :=

∑m
i=0 δidiN

n
i (t)∑m

i=0 δiN
n
i (t)

, t ∈ [t0, tm+1].

Zkratka NURBS znamená Non Uniform Rational B-Splines. Non Uniform
znamená, že uzlový vektor je jako doposud libovolně volitelný. Racionálńı B-
spline křivku pro d−dimenzionálńı de Boorovy body di lze uvažovat jako per-
spektivńı projekci vzhledem k počátku na rovinu xd = 1 obyčejné B-spline křivky

b∗(t) =

(
b̂(t)
δ(t)

)
:=

m∑
i=0

(
δidi
δi

)
Nn
i (t)

k d+ 1-dimenzionálńım de Boorovým bod̊um

(
δidi
δi

)
.

Věta 5.1 Vlastnosti racionálńıch B-spline křivek

1. Lokálnost: Změna jednoho kontrolńıho bodu změńı křivku nejvýše lokálně,
tj. při změně kontrolńıho bodu di se změńı b(t) pouze pro t ∈ [ti, ti+m+1).

2. Vlastnost konvexńıho obalu: B-spline křivka b(t) lež́ı v konvexńım obalu de
Boorových bod̊u di.

3. Omezené koĺısáńı: Žádná př́ımka neprot́ıná B-spline křivku častěji než od-
pov́ıdaj́ıćı B-spline polygoniálńı tah (variation diminishing property).

4. Výpočet křivkových bod̊u: Aplikaćı de Boorova algoritmu na projektivńı tvar
a následnou projekćı.

Důkaz. Bezprostředńı.

Rovněž u B-spline ploch s tř́ıdimenzionálńımi kontrolńımi body lze racionálńı
formu važovat jako perspektivńı projekci ”obyčejného tvaru” se čtyřdimenzionálńımi
kontrolńımi body:

Definice. Zadáno: Uzlové vektory µ = (u0, u1, . . . , um+k+1) pro B-spline funkce
Nm
i (u) a ν = (v0, v1, . . . , vn+l+1) pro B-spline funkce Nn

j (u), (k+ 1) · (l+ 1) bod̊u
di,j ∈ R3, váhy δi,j > 0, i = 0, . . . , k, j = 0, . . . , l, stupně m a n.
Racionálńı B-spline plocha: má tvar

b(t) :=

∑k
i=0

∑l
j=0 δijdijN

n
i (u)Nm

j (v)∑k
i=0

∑l
j=0 δijN

n
i (u)Nm

j (v)
, (u, v) ∈ [u0, uk+1)× [v0, vl+1).
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Plat́ı:

Věta 5.2 Vlastnosti racionálńıch B-spline ploch

1. Vlastnost konvexńıho obalu: B-spline plocha b(u, v) lež́ı v konvexńım obalu
de Boorových bod̊u dij.

2. Výpočet bod̊u plochy: Aplikaćı de Boorova algoritmu na směr u- a v- v R4

a následnou projekćı.

Důkaz. Analogicky jako u racionálńıch Bézierových segment̊u a racionálńıch B-
spline křivek.

6 Přehled k B-spline metodě

Spline funkce se použ́ıvaj́ı zejména v numerické matematice. Tedy obvykle učebnice
numerické matematiky obsahuj́ı úvod do teorie splin̊u. B-spline křivky a plochy
patř́ı ke standardńı látce diferenciálně geometrického modelováńı a věnuj́ı se jim
všechny učebnice z této oblasti.

Jeden z možných pohled̊u na B-spline funkce, který umožńı tento pojem dále
zobecnit je považovat je za pr̊uměty (st́ıny) transparentńıho polyedru. Můžeme
tedy reprezentovat B-spline funkci Nm

i jakožto transparentńı st́ın simplexu v
Rm+1v jednodimenzionálńım podprostoru. Přitom bod v jednodimenzionálńım
podprostoru patř́ı ke st́ınu, pokud j́ım procházej́ıćı nadrovina prot́ıná simplex.
Śıla st́ınu je pak objem řezu nadroviny a simplexu. Pro m = 1 jsou nadroviny
př́ımky. Projekce pak odpov́ıdá obvyklé rovnoběžné projekci, śıla st́ınu délce části
př́ımky obsažené v simplexu.

Mı́sto jednodimenzionálńıho podprostoru lze rovněž vybrat dvoudimenzionálńı
podprostor. Simplexy lze nahradit jinými polyedry.

Jiný př́ıstup k Bézierově metodě a metodě B-splin̊u je polárńı reprezentace
polynom̊u. Ke každé polynomiálńı křivce p : R → Rd, p(t) =

∑n
i=0 ait

i, existuje
jednoznačně určené symetrické multiafinńı zobrazeńı p̂ : Rn → Rd tak, že

p = p̂(t, . . . , t),

totiž

p̂(x1, . . . , xn) =
n∑
i=0

ai

(
n
i

)−1

σi(x1, . . . , xn)

kde σi(x1, . . . , xn) jsou elementárńı symetrické polynomy tvaru

σi(x1, . . . , xn) :=
∑

1≤k1<···<ki≤n

xk1 · · · · · xki
, i = 0, . . . , n.
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Zobrazeńı f : R → Rd se nazývá afinńı, jestliže

f(
m∑
i=1

aix
i) =

m∑
i=1

aif(x
i)

pro všechna x1, . . . , xn ∈ R a pro všechna a1, . . . , an ∈ R taková, že
∑m

i=1 ai = 1.
Zobrazeńı f : Rm → Rd se nazývá multiafinńı, jestliže zobrazeńı

f(c1, . . . , cj−1, ., cj+1, . . . , cn) : R → Rd

je afinńı pro všechna c1, . . . , cj−1, cj+1, . . . , cn ∈ R, tj. je ve všech komponentách
afinńı. Lze pak dokázat, že lze i-tý Bézier̊uv bod bi reprezentovat pomoćı křivky
p jakožto

bi = p̂(0, . . . , 0, 1, . . . , 1),

přičemž prvńıch n−i argument̊u je rovno 0, zbývaj́ıćı argumenty jsou rovny 1. Pro
B-spline křivky p(t) =

∑m
i=0 diN

n
i (t) nad uzlovým vektorem (t0, . . . , tm+n+1) bud’

b̂j(t) polárńı tvar polynomiálńı křivky, která vznikne omezeńım na neprázdný
interval [tj, tj+1). Pak můžeme l-tý kontrolńı bod dl, j−n ≤ l ≤ j, reprezentovat
jako

dl = b̂j(tl+1, . . . , tl+n), l = j − n, . . . , j.

Polárńı reprezentace nám umožńı uniformńı pohled na Bézierovu metodu a
B-spline metodu společně s daľśımi omezeńımi.



Kapitola 5

Interpolace a aproximace

U interpolace se jedná o to, abychom z předem zadaných část́ı jistého tvaru
doplnili celkový tvar. Např́ıklad mohou být zadány jednotlivé body, které se maj́ı
spojit (proložit) křivkou. Při aproximaci se předpokládá, že zadané části nemuśı
patřit nutně pouze ke konstruovanému tvaru. Měly by se mu však co nejv́ıce
možno přibĺıžit.

Aplikaćı je interaktivńı geometrické modelováńı. Křivka je pak jednoznačně
určena posloupnost́ı zadaných opěrných bod̊u a interpolačńım postupem. Mani-
pulaćı bod̊u lze křivku převést do požadovaného tvaru. To odpov́ıdá postupu při
Bézierově a B-spline technice, s t́ım rozd́ılem, že při interpolaci jsou kontrolńı
body mı́sta dotyku a t́ım lež́ı na křivce.

Jinou podstatnou aplikaci v souvislosti s geometrickým modelováńım nacháźı
interpolačńı a aproximačńı metody při shromažd’ováńı dat. Siluetu výrobku lze
převźıt do modelovaćıho systému, který ”ohmatáńım” zjist́ı posloupnost signifi-
kantńıch bod̊u a převezme ji do poč́ıtače. Z těchto bod̊u se pak vypočte úplná
silueta interpolaćı nebo aproximaćı.

1 Interpolace s křivkami

Bud’ dána posloupnost bod̊u p0,p1, . . . ,pm ∈ Rd. Hledáme křivku spojuj́ıćı výše
uvedené body. Body se rovněž nazývaj́ı mı́sta dotyku. Protože by měly tyto body
ležet libovolně, je vhodné pracovat s křivkou v parametrické reprezentaci.

Abychom mohli provést interpolaci v parametrické reprezentaci, přǐrad́ıme
každému bodu křivky pi hodnotu parametru ti. Parametrické hodnoty muśı
splňovat podmı́nku ti < ti+1, i = 0, . . . ,m − 1. Hodnota t0 definuje začátek
požadovaného parametrického intervalu, tm jeho konec. Jinak lze body ti zvolit
zcela libovolně.

Definice. Zadáno: Opěrné body (tj,pj), tj ∈ R, pj ∈ Rd, j = 0, . . . ,m, tj <
tj+1.

103
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Interpolačńı křivka v parametrické reprezentaci: je křivka k(t),

k : R → Rd, t ∈ [t0, tm],

kde
k(ti) = pi

pro všechna i.

Př́ıkladem takovéto interpolace je interpolace pomoćı tah̊u úsečkou, tj.

k(t) = pi +
t− ti
ti+1 − ti

· (pi+1 − pi), t ∈ [ti, ti+1], i = 0, . . . ,m− 1.

Křivka je sice spojitá, ale v mı́stech dotyku neńı hladká.

1.1 Interpolace pomoćı polynomů

Polynomiálńı křivky nám dovoĺı hladkou interpolaci daných opěrných mı́st. Lze
je v názorné formě vytvořit pomoćı Lagrangeových polynom̊u.

Definice. Zadáno: Body xj ∈ R, j = 0, . . . ,m, xj < xj+1.
Lagrange̊uv polynom stupně m: je tvaru

Lmi (x) =

∏
j=0,...,m,j 6=i(x− xj)∏
j=0,...,m,j 6=i(xi − xj)

, i = 0, . . . ,m.

Lagrangeovy polynomy jsou společně s momomiálńımi polynomy a Bernstei-
novými polynomy daľśı známý př́ıklad pro polynomiálńı bázi. Obdrž́ıme pak

Věta 1.1 Polynomiálńı interpolace, Lagrange̊uv interpolačńı vzorec Bud’

dáno m + 1 opěrných mı́st p0,p1, . . . ,pm ∈ Rd, parametr ti ∈ R pro pi, i=0,
. . . , m, ti < ti+1. Polynomiálńı křivka

p(t) =
m∑
i=0

piL
m
i (t),

kde Lmi (x) jsou Lagrangeovy polynomy stupně m př́ıslušej́ıćı bodu ti, i = 0, . . . ,m,
interpoluje zadanou posloupnost bod̊u. Je jednoznačně určena, tzn. jediná poly-
nomiálńı křivka s touto vlastnost́ı.

Důkaz. p(t) je zřejmě polynomiálńı křivka stupně m. p(t) interpoluje zadanou
posloupnost bod̊u, protože

Lmi (t) = δij =

{
1, i = j,
0, i 6= j

i, j = 0, . . . ,m.

Kdyby tato interpolace nebyla jednoznačná, byl by rozd́ıl dvou polynomiálńıch
křivek polynomiálńı křivka maximálně stupně m. Protože rozd́ıl má alespoň m+1
kořen̊u t0, . . . , tm, je roven identicky 0, tj. odtud plyne jednoznačnost.
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Daľśı práce s takto interpolovanou křivkou v geometrickém modelovaćım systému
vyžaduje obvykle přechod k jiné bázi, např. monomiálńı bázi xi nebo Bernstei-
nově bázi Bn

i (x).

Věta 1.2 Transformace Lagrangeova vyjádřeńı do monomiálńıho vyjádřeńı
Bud’ p(x) :=

∑m
i=0 piL

m
i (x) polynom v Lagrangeově reprezentaci, Lmi (x) jsou

Lagrangeovy polynomy stupně m př́ıslušej́ıćı bodu xi, i = 0, . . . ,m. Pak je p(x) :=∑m
i=0 aix

i, kde
a0

a1

. . .
am

 :=


1 x0 x1

0 . . . xm0
1 x1 x1

1 . . . xm1
. . . . . . . . . . . .
1 xm x1

m . . . xmm


−1

p0

p1

. . .
pm

 .

Důkaz. Plyne bezprostředně z interpolačńı podmı́nky.

U křivek lze tuto transformaci aplikovat na každou souřadnici. Transformačńı
matice v neinvertovaném tvaru se nazývá Vandermondova matice.

Casteljaůuv algoritmus slouž́ı u Bézierovy metody k tomu, abychom vypočetli
k zadané parametrické hodnotě odpov́ıdaj́ıćı křivkový bod. Analogický algoritmus
podobného tvaru plat́ı také pro Lagrangeovo vyjádřeńı:

Algoritmus. (Aitkenova polynomiálńı interpolace)
Vstup: Opěrné body (tj,pj), tj ∈ R, pj ∈ Rd, j = 0, . . . ,m, tj < tj+1, parame-
trická hodnota t∗ ∈ [t0, tm].
Výstup: Bod křivky p(t∗).

BEGIN

FOR i := 0 TO m DO p0
i := pi;

FOR j := 1 TO m DO

FOR i := j TO m DO

pji := ti − t∗
ti − ti−j

· pj−1
i−1 +

t∗ − ti−j
ti − ti−j

· pj−1
i ;

p(t∗) := pmm;

END.

Časová náročnost Aitkenova algoritmu je O(m2). Následuj́ıćı algoritmus podle
Newtona má tu výhodu, že po předzpracovávaj́ıćı době O(m2) lze spoč́ıtat bod
křivky pro libovolnou hodnotu parametru v čase O(m).
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Algoritmus. (Newtonova polynomiálńı interpolace)
Vstup: Opěrné body (tj,pj), tj ∈ R, pj ∈ Rd, j = 0, . . . ,m, tj < tj+1.
Výstup: (m+ 1) koeficient̊u pii, i = 0, . . . ,m, z kterých lze pro libovolnou para-
metrickou hodnotu t∗ ∈ [t0, tm] vypoč́ıst bod křivky p(t∗).
Předzpracováńı:

BEGIN

FOR i := 0 TO m DO p0
i := pi;

FOR j := 1 TO m DO

FOR i := j TO m DO

pji := (pj−1
i − pj−1

i−1 )/(ti − ti−j)

END;

Vyhodnoceńı:

BEGIN

FOR j := m− 1 TO 0 DO
pjj := pj+1

j+1 · (t∗ − tj) + pjj;

p(t∗) := p0
0

END.

Vektory pji se rovněž označuj́ı jako dělené diference.
Častým záměrem při interpolaci je zachyceńı zadané křivky, jej́ıž podoba je

je dána geometricky, ale ne formálńım popisem. Interpolačńı křivka splývá v
kontrolńıch bodech se zadanou křivkou, obecně ne však všude. Následuj́ıćı věta
nám charakterizuje kvalitu aproximace pro polynomiálńı interpolaci:

Věta 1.3 Aproximačńı chováńı polynomiálńı interpolace Bud’te dány body
(xi, pi), i = 0, . . . ,m, pi ∈ R, p(x) =

∑m
i=0 piL

m
i odpov́ıdaj́ıćı interpolačńı poly-

nom. Dále bud’ f ∈ Cn[x0, xn], f(xi) = pi, i = 0, . . . ,m, funkce s omezenou
(n+ 1)-ńı derivaćı:

|fn+1(x)| ≤M pro x ∈ [x0, xn].

Pak plat́ı

|f(x)− p(x)| ≤ M

(n+ 1)!
· |(x− x0) · · · · · (x− xn)|.



1. INTERPOLACE S KŘIVKAMI 107

Důkaz. Jedná se o standardńı tvrzeńı z numerické matematiky.

Zjemněńı děleńı opěrných bod̊u nemuśı nutně vést k lepš́ı aproximaci. Při
neobratné volbě posloupnosti opěrných bod̊u neńı zaručena stejnoměrná kon-
vergence k aproximované funkci. Ke každé dané posloupnosti opěrných bod̊u v
intervalu [a, b] existuje f ∈ [a, b] tak, že př́ıslušná posloupnost {pn} polynomů
nekonverguje stejnoměrně na [a, b] k f .

Opačně lze však dosáhnout při vhodné volbě opěrných bod̊u stejnoměrnou
konvergenci. Ke každé funkci f ∈ C[a, b] existuje posloupnost opěrných bod̊u v
intervalu [a, b] tak, že př́ıslušná posloupnost {pn} interpolačńıch polynomů kon-
verguje stejnoměrně na intervalu [a, b] k f .

Na začátku této kapitoly z̊ustala konkrétńı volba parametru pro opěrné body
otevřená. Křivka vzniklá při interpolaci záviśı na parametrizaci, tj. na volbě hod-
not parametr̊u ti v opěrných bodech pi. Jednou možnost́ı je stejnoměrné rozděleńı
intervalu parametr̊u, tedy pro interval parametr̊u [0, 1] pomoćı hodnot ti = i/m,
i = 0, . . . ,m. Nevýhodné na této volbě je, že části křivek se značně rozd́ılnou
délkou jsou definovány na intervalech parametr̊u stejné délky. To pak může vést
k silně koĺısaj́ıćım křivkám. Proto také je vidět na interpolačńıch polynomech s
větš́ım počtem opěrných bod̊u, tzn. o něco v́ıce než 5, charakter vlněńı. Křivka
pak obsahuje změny, které citem neodpov́ıdaj́ı hladké interpolaci zadaných bod̊u.

Vhodněǰśı je parametrizace vzhledem k délce křivky. To lze od̊uvodnit t́ım, že
ve vzorci

κ =

√
(k′ ∗ k′) (k′′ ∗ k′′)− (k′ ∗ k′′)

2

(k′ ∗ k′)
3
2

pro zakřiveńı je jmenovatel = 1, takže malé nebo velké hodnoty derivace, které
by mohly vyvolat koĺısáńı zakřiveńı, jsou vyloučeny.

Pro odhad délky křivky je obvyklé použ́ıt euklidovskou vzdálenost dvou za
sebou následuj́ıćıch bod̊u. Pak obdrž́ıme

t0 = 0, ti =

∑i−1
j=0 ||pj+1 − pj||∑m−1
j=0 ||pj+1 − pj||

, i > 0.

Na základě takto obdržené vhodněǰśı interpolačńı křivky lze provést odhad
vyšš́ıho řádu, abychom se iterativně ještě lépe přibĺıžili parametrizaci podle délky
křivky.

Daľśı možnost́ı ovládáńı interpolačńıho chováńı je zvážeńı dodatečné infor-
mace. Při Hermiteovské interpolaci máme k dispozici derivace v opěrných bodech,
tedy pro parametrické vyjádřeńı máme tečné vektory:

Věta 1.4 Hermiteovská interpolace Bud’ dáno m + 1 opěrných mı́st p0,
p1, . . . , pm ∈ Rd s derivacemi p′0, p′1, . . . ,p

′
m ∈ Rd, parametr ti ∈ R pro pi,
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i=0, . . . , m, ti < ti+1. Polynomiálńı křivka

p(t) =
m∑
i=0

piA
m
i (t) + p′iB

m
i (t),

kde
Ami (t) := (1− 2 · Lmi ′(ti)(t− ti)) · Lmi (t)2,

Bm
i (t) := (t− ti) · Lmi (t)2,

Lmi (t) jsou Lagrangeovy polynomy stupně m př́ıslušej́ıćı bodu ti, i = 0, . . . ,m,
interpoluje zadanou posloupnost bod̊u a derivaćı.

Důkaz. Viz numerická matematika.

Hermiteovskou interpolaci lze považovat za zobecněńı Lagrangeovy interpo-
lace: v obou př́ıpadech se k interpolované informaci vhodně váženě přič́ıtá. Váhové
funkce se neprojev́ı ve všech opěrných mı́stech a v 0-té a 1-ńı derivaci mimo
př́ıslušné opěrné mı́sto, kde nabývaj́ı hodnotu 1, tedy

Ami (xj) = δij, Bm
i (xj) = 0,

Ami
′(xj) = 0, Bm

i (xj) = δij, 0 ≤ i, j ≤ m.

Při vhodné volbě tečných vektor̊u lze křivku zlepšit. Křivka však reaguje velmi
citlivě.

1.2 Interpolace pomoćı spline-křivek

Abychom zamezili zvlněńı interpolačńıch polynomů, přejdeme k pouze po částech
polynomiálńı interpolaci, přičemž jsou požadovány hladké přechody mezi r̊uznými
polynomy, tzn. použijeme spliny. Dále se snaž́ıme zamezit obt́ıž́ım při numerickém
vyhodnoceńı v př́ıpadě mnoha opěrných bod̊u.

Definice. Otevřená interpoluj́ıćı splinová křivka:
Bud’te dáno n+ 1 bod̊u pi ∈ Rd s hodnotami parametr̊u ti ∈ R, t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
tn, i = 0, . . . , n, t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn. Křivka p(t), t ∈ [t0, tn], p : [t0, tn] → Rd,
se nazývá otevřená interpoluj́ıćı splinová křivka stupně m ∈ N, jsou-li splněny
následuj́ıćı podmı́nky:

1. p(t) je polynom stupně m v každém d́ılč́ım intervalu [ti, ti+1], 0 ≤ i < n.

2. p(t) ∈ C(m−1)[t0, tk].

3. p(ti) = pi, i = 0, . . . , n.
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Uzavřená interpoluj́ıćı splinová křivka:
Bud’te dáno n+ 1 bod̊u pi ∈ Rd s hodnotami parametr̊u ti ∈ R, t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤
tn, i = 0, . . . , n, t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn. Křivka p(t), t ∈ [t0, tn], p : [t0, tn] → Rd,
se nazývá uzavřená interpoluj́ıćı splinová křivka stupně m ∈ N, jsou-li splněny
následuj́ıćı podmı́nky:

1. p(t) je polynom stupně m v každém d́ılč́ım intervalu [ti, ti+1], 0 ≤ i < n.

2. p(t) ∈ C(m−1)[t0, tk].

3. p(ti) = pi, i = 0, . . . , n.

4. p′(t0) = p′(tn), . . . ,p(m−1)(t0) = p(m−1)(tn).

Otevřená interpoluj́ıćı křivka neńı jednoznačná. Pro d · (nm+n) koeficient̊u poly-
nomiálńıch segment̊u spline křivky existuje pouze d · ((n−1)m+n+1) lineárńıch
rovnic, které obdrž́ıme z definic 2 a 3, takže nám zbude ještě d · (m− 1) stupň̊u
volnosti.

Při interpoluj́ıćıch kubických spline-křivkách se použ́ıvaj́ı polynomy stupně 3,
jež interpoluj́ı n+1 opěrných bod̊u (ti,pi). Podle poznámky z posledńıho odstavce
z̊ustanou ještě dva stupně volnosti. Ty jsou obvykle svázány zadáńım hodnot p0

′,
pn
′ pro derivaci v hranićıch intervalu.

Věta 1.5 Koeficienty kubických spline-křivek. Bud’

pi := ai + bi(t− ti) + ci(t− ti)2 + di(t− ti)3, t ∈ [ti, ti+1],

i-tý polynomiálńı křivkový segment interpoluj́ıćı kubické spline-křivky p(t), ∆i :=
ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Pak lze koeficienty ai, bi, ci, di vypoč́ıtat následovně:

1. ai := pi, i = 0, 1, . . . , n.

2. Koeficienty ci źıskáme jako řešeńı lineárńıho systému rovnic

pro otevřené interpoluj́ıćı spline-křivky:

A



c0

c1

c2

. . .

cn−1

cn


=



3
(p1−p2)

∆1
− 3p0

′

3
(p2−p1)

∆2
− 3

p1−p0

∆1

3
(p3−p2)

∆3
− 3

(p2−p2)

∆2

. . .

3
(pn−pn−1)

∆n
− 3

(pn−1−pn−2)

∆n−1

3
(p′ − 3pn − pn−1)

∆n


,
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A =



2∆1 ∆1 0 0

∆1 2(∆1 + ∆2) ∆2

0 ∆2 2(∆2 + ∆3) ∆3

∆n−1 2(∆n−1 + ∆n) ∆n

0 0 ∆n 2∆n


,

pro uzavřené interpoluj́ıćı spline-křivky:

A



c0

c1

c2

. . .

cn−2

cn−1


=



3
(p1−p2)

∆1
− 3

(pn−pn−1)

∆n

3
(p2−p1)

∆2
− 3

p1−p0

∆1

3
(p3−p2)

∆3
− 3

(p2−p2)

∆2

. . .

3
(pn−1−pn−2)

∆n−1
− 3

(pn−2−pn−3)

∆n−2

3
(pn−pn−1)

∆n
− 3

(pn−1−pn−2)

∆n−1


,

A =



2(∆1 + ∆n) ∆1 0 ∆n

∆1 2(∆1 + ∆2) ∆2

0 ∆2 2(∆2 + ∆3) ∆3

0
...

...
...

0 ∆n−2 2(∆n−2 + ∆n−1) ∆n−1

∆n 0 ∆n−1 2(∆n−1 + ∆n)


.

3. bi :=
pi+1−pi

∆i+1
− ∆i+13

(
ci+1 + 2ci), i = 0, . . . , n− 1.

4. di := ci+1−ci

3∆i+1
, i = 0, . . . , n− 1.

Důkaz. Z požadavku interpolace body (ti,pi) a dvojité spojité diferencovatel-
nosti přechod̊u v hraničńıch bodech ti obdrž́ıme

pi(ti) = pi
pi(ti) = pi−1(ti)
p,i(ti) = p,i−1(ti)
p,,i (ti) = p,,i−1(ti)
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Zejména tedy obdrž́ıme

ai = pi(ti) = pi.

Koeficienty ai lze tedy bezprostředně spoč́ıtat, koeficienty bi a di lze určit
jakožto funkci koeficient̊u ci. Koeficienty ci obdrž́ıme řešeńım lineárńıho systému
rovnic s tridiagonálńı matićı. Dosazeńım z výše uvedených rovnost́ı obdrž́ıme

pi = pi−1 + bi−1 ·∆i + ci−1 ·∆2
i + di−1 ·∆3

i .

Zderivujeme-li pi, obdrž́ıme

bi = bi−1 + 2ci−1 ·∆i + 3di−1 ·∆2
i .

Zderivujeme-li pi dvakrát, obdrž́ıme

2ci = 2ci−1 + 6di−1 ·∆i,

di−1 = ci−ci−1

3∆i
,

tj. koeficienty di záviśı na koeficientech ci.
Máme tedy

pi = pi−1 + bi−1 ·∆i + ci−1 ·∆2
i + ci−ci−1

3∆i
·∆3

i .

Výše uvedené lze psát jako

bi =
pi+1−pi

∆i+1
− ∆i+1

3
(ci+1 + 2ci),

a tedy koeficienty bi záviśı na koeficientech ci.
Podobně obdrž́ıme

bi − bi−1 = ∆i · (ci−1 + ci).

Dosad́ıme-li pak do této rovnice za bi a bi−1, obdrž́ıme

∆ici−1 + 2(∆i + ∆i+1)ci + ∆i+1ci+1 = 3
pi+1−pi

∆i+1
− 3

pi−p-1i

∆i
.

V posledńım př́ıpadě se jedná o systém d · (n+ 1) lineárńıch rovnic o d · (n+ 1)
neznámých c0, . . . , cn.

Obě chyběj́ıćı rovnice obdž́ıme z okrajových podmı́nek pro hraničńı body. V
př́ıpadě otevřených spline-křivek plyne z

p,0(t0) = p,0,
p,n−1(tn) = p,n

prvńı výše uvedený systém rovnic.
V př́ıpadě uzavřených spline-křivek plyne z

p0(t0) = pn(tn),
p,0(t0) = p,n(tn),
p,,0(t0) = p,,n(tn)

druhý výše uvedený systém rovnic.
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V obou př́ıpadech je matice systému rovnic pro ci tridiagonálńı a diagonálně
dominantńı. Proto lze tento systém rovnic vyřešit pomoćı Gaussova algoritmu
bez hledáńı pivota se složitost́ı O(n) na spotřebu času a paměti.

Zároveň lze dokázat, že kubické spline-křivky maj́ı požadovaný charakter
zvlněnosti:

Věta 1.6 Interpolačńı chováńı spline-křivek Ze všech křivek k ∈ C2[t0, tn],
jež splňuj́ı interpolačńı podmı́nku

k(tj) = pj, j = 0, 1, . . . , n,k′(t0) = p′0,k
′(tn) = p′n,

kubická spline-křivka minimalizuje hodnotu integrálu

tn∫
t0

k′′(t) ∗ k′′(t)dt.

Důkaz. Plyne bezprostředně zobecněńım odpov́ıdaj́ıćıho tvrzeńı pro jednodi-
menzionálńı př́ıpad z numerické matematiky.

Tato minimalizačńı vlastnost se nazvývá ”Minimum Norm Property”. Při
parametrizaci podle délky oblouku plat́ı pro křivost κ křivky

κ =
√

k′′ ∗ k′′.

Hodnota integrálu v předchoźı větě odpov́ıdá v tomto př́ıpadě středńı kvad-
ratické křivosti, která se minimalizuje kubickou spline-křivkou.

Podobně jako hermiteovská interpolace pomoćı polynomů, lze splinovou in-
terpolaci provést pro předem zadané hodnoty derivaćı:

Definice. Bud’te dáno 2(n+1) bod̊u pi,p
′
i ∈ Rd s hodnotami parametr̊u ti ∈ R,

t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, i = 0, . . . , n.
Interpoluj́ıćı hermiteovská splinová křivka: interpoluje body (ti,pi,p

′
i), je

otevřená nebo uzavřená spline-křivka 5. stupně, pro niž nav́ıc plat́ı
otevřená hermiteovská splinová křivka:

p′′(t0) = 0,p′′(tn) = 0,

uzavřená hermiteovská splinová křivka:

p(t0) = p(tn),p′(t0) = p′(tn),

p′′(t0) = p′′(tn),p′′′(t0) = p′′′(tn).
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Pro výpočet hermiteovských splinových křivek je potřeba určit 6dn koefici-
ent̊u. T́ım, že jsou zadány funkčńı hodnoty a hodnoty prvńıch derivaćıch v bodech
dotyku, obdrž́ıme 2d(n + 1) lineárńıch rovnic s koeficienty jako proměnnými. Z
požadavku spojitého přechodu prvńı až čtvrté derivace ve vnitřńıch bodech do-
tyku t1, . . . , tn−1 obdrž́ıme 4d(n − 1) rovnic, takže nám zbude ještě 2d stupň̊u
volnosti, které je nutno omezit dodatečnými podmı́nkami.

Věta 1.7 Výpočet hermiteovských spline-křivek. Bud’

pi := ai + bi(t− ti) + ci(t− ti)2 + di(t− ti)3 + ei(t− ti)4 + fi(t− ti)5, t ∈ [ti, ti+1],

i-tý polynomiálńı křivkový segment interpoluj́ıćı hermiteovské spline-křivky p(t),
∆i := ti − ti−1, i = 1, . . . , n, ∆n+1 = ∆1. Pak plat́ı:
pro otevřené hermiteovské spline-křivky:

1. ai := pi, i = 0, 1, . . . , n.

2. bi := p′i, i = 0, 1, . . . , n.

3. Koeficienty ci źıskáme jako řešeńı lineárńıho systému rovnic

c0 = cn = 0,

−ci−1

∆i
+ 3(∆−1

i + ∆−1
i+1)ci − ci+1

∆i+1
=

10
(

ai+1−ai

∆3
i+1

− ai−ai−1

∆3
i

)
+4
(

bi−1

∆2
i
− 3

2
(∆−2

i+1 + ∆−2
i )bi − bi+1

∆2
i+1

)
s ∆i = ti − ti−1, i = 1, . . . , n− 1.

4. di := 10ai+1−ai

∆3
i+1

− 22bi+1+3bi

∆2
i+1

+ ci+1−3ci

∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1.

5. ei := bi+1−bi

2∆3
i+1

− ci

∆2
i+1

+ di+1+5di

4∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1.

6. fi := ci+1−ci

10∆3
i+1

− 3di

10∆2
i+1

− 3ei

5∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1.

pro uzavřené hermiteovské spline-křivky:

1. ai := pi, i = 0, 1, . . . , n, an+1 := a1.

2. bi := p′i, i = 0, 1, . . . , n, bn+1 := b1.

3. Koeficienty ci źıskáme jako řešeńı lineárńıho systému rovnic

cn := c0, cn+1 := c1,
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−c2

∆2
+ 3(∆−1

1 + ∆−1
2 )c1 − cn

∆1
=

10
(

a2−a1

∆3
2
− a1−a0

∆3
1

)
+4
(

b0

∆3
1
− 3

2
(∆−2

2 + ∆−2
1 )b1 − b2

∆2
2

)
,

−c1

∆1
+ 3(∆−1

n + ∆−1
1 )cn − cn−1

∆n
=

10
(

a1−an

∆3
1
− an−an−1

∆3
n

)
+4
(

bn−1

∆3
n
− 3

2
(∆−2

1 + ∆−2
n )bn − b1

∆2
1

)
,

−ci−1

∆i
+ 3(∆−1

i + ∆−1
i+1)ci − ci+1

∆i+1
=

10
(

ai+1−ai

∆3
i+1

− ai−ai−1

∆3
i

)
+4
(

bi−1

∆3
i
− 3

2
(∆−2

i+1 + ∆−2
i )bi − bi+1

∆2
i+1

)
,

i = 1, . . . , n− 2.

4. di := 10ai+1−ai

∆3
i+1

− 22bi+1+3bi

∆2
i+1

+ ci+1−3ci

∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1,

dn := dn−1 − 2bn−bn−1

∆2
n

+ 2cn+cn−1

∆1
n

.

5. ei := bi+1−bi

2∆3
i+1

− ci

∆2
i+1

+ di+1+5di

4∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1.

6. fi := ci+1−ci

10∆3
i+1

− 3di

10∆2
i+1

− 3ei

5∆1
i+1

, i = 0, . . . , n− 1.

Důkaz. Engeln-Müllges, Reutter (1990).

1.3 Geometrické spline-křivky

U doposud uvažovaných spline-křivek byla požadována pro hladké přechody mezi
část́ı křivek shoda derivaćı až k jistému řádu n, tedy Cn-spojitost celkové křivky.
Hodnoty derivace jsou závislé na konkrétńı parametrizaci křivky a tedy se nejedná
o geometrické veličiny. Pro charakterizaci hladkosti nab́ıdneme v následuj́ıćım dvě
daľśı možnosti – vizuálńı spojitost n-tého stupně (řádu) a spojitost geometrických
invariant̊u jako jsou zakřiveńı a torze. Ty jsou pak nezávislé na parametrizaci -
jedná se tedy o geometrické veličiny.

Definice. Řekneme, že křivka má vizuálńı spojitost n-tého stupně (řádu),
jestliže existuje Cn-spojitá parametrizace křivky.
Dále řekneme, že křivka má spojitou křivost (spojitou torzi), jestliže κ (τ)
je spojitá funkce.

Plat́ı pak

Věta 1.8 Vizuálńı spojitost, křivost a torze. Pro křivku v R3 je vizuálńı
spojitost stupně n ekvivalentńı s t́ım, že κ ∈ Cn−2 a τ ∈ Cn−3.

Důkaz. Pottmann (1988).
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Geometrické spline-křivky vznikaj́ı složeńım z polynomiálńıch d́ılč́ıch křivek
tak, že výsledná křivka je podle výše definovaných pojmů spojitá. Pro určeńı ge-
ometrických spline-křivek muśıme odvodit stejně jako u obyčejných spline-křivek
podmı́nky v bodech spojeńı.

Uvažujeme-li křivku k ve dvou parametrizaćıch k(t) a k(t) = k(φ(t)) v okoĺı
bodu t0 tak, že k(t0) = k(φ(t0)), pak plat́ı

k(t0) = k(φ(t0)),

k
′
(t0) = φ′(t0)k′(φ(t0)),

k
′′
(t0) = φ′′(t0)k′(φ(t0)) + φ′2(t0)k′′(φ(t0)).

Požadavek vizuálńı spojitosti druhého řádu v bodě spojeńı ti mezi dvěma
d́ılč́ımi polynomy lze psát jako

k(ti−) = k(ti+),
k′(ti−) = β1k

′(ti+),
k′′(ti−) = β2k

′(ti+) + β2
1k′′(ti+).

Tyto vztahy použijeme v následuj́ıćım př́ıkladu interpoluj́ıćı geometrické spline-
křivky – tzv. ν-splinu. Pro ν-spline-křivky požadujeme shodu prvńıch derivaćı v
bodech dotyku mezi d́ılč́ımi polynomy (β1 = 1) a to nám vytvář́ı odpov́ıdaj́ıćı
geometrický požadavek druhého řádu.

Definice. ν-spline-křivka Bud’ dáno n + 1 bod̊u pi ∈ Rd s hodnotami para-
metr̊u ti ∈ R, t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn spolu s hodnotami napět́ı νi, i = 0, . . . , n.
Křivka p(t), t ∈ [t0, tn], p : [t0, tn]→ Rd se nazývá ν-spline-křivka, jestliže plat́ı:

1. p(t) je kubický polynom v každém d́ılč́ım intervalu [ti, ti+1], 0 ≤ i < n.

2. pi(ti+1) = pi+1(ti+1), i = 0, . . . , n− 1.

3. p′i(ti+1) = p′i+1(ti+1), i = 0, . . . , n− 1, tj. p ∈ C1[t0, tn].

4. p′′i (ti+1−) = p′′i+1(ti+1+)− νi+1p
′
i(ti+1), i = 0, . . . , n− 1.

Dále je potřeba, aby byla splněna jedna z následuj́ıćıch okrajových podmı́nek:

• Okrajová podmı́nka pro otevřené ν-spline-křivky:

p′(t0) = p0
′,p′(tn) = pn

′, (1.1)

• Okrajová podmı́nka pro přirozené ν-spline-křivky:

ν0p
′(t0)− p′′(tn+) = 0, νnp

′(tn) + p′(tn−) = 0, (1.2)
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• Okrajová podmı́nka pro uzavřené ν-spline-křivky:

p(t0) = p(tn),p′(t0) = p′(tn),p′′(t0+)− p′′(tn−) = (ν0 + νn)p′(t0) = 0. (1.3)

Poznamenejme, že νi jsou dodatečné stupně volnosti pro ovlivněńı křivky, tzv.
parametry pnut́ı. Jsou-li všechny parametry pnut́ı rovny 0, obdrž́ıme obvyklé ku-
bické interpoluj́ıćı spline-křivky. Necháme-li pnut́ı νi a νi+1 sousedńıch kontrolńıch
bod̊u r̊ust do nekonečna, konverguje pak spline k př́ımkovému segmentu, který
spojuje spolu sousedńı kontrolńı body. Necháme-li pnut́ı všech kontrolńıch bod̊u
r̊ust do nekonečna, konverguje pak spline k polygoniálńımu tahu, který spojuje
kontrolńı body.

Věta 1.9 Spojitost křivosti ν-spline-křivek ν-spline-křivky maj́ı spojitou křivost.

Důkaz. Pro d = 3 plyne tvrzeńı z věty 1.8. Pro libovolné d plyne tvrzeńı, kde

a− := pi
′(ti+1−), b− := pi

′′(ti+1−),
a+ := pi

′(ti+1+), b+ := pi
′′(ti+1+),

(1.4)

z výpočtu

κti+1− =

r
(a−∗a−)

“
b−∗k−

”
−
“
a−∗b−

”2

(a−∗a−)
3
2

=

r
(a+∗a+)

“
(b+
−ν·a+)∗(b+

−ν·a+)
”
−
“
a+∗b+”2

(a−∗a−)
3
2

=

s„
(a+∗a+)

“
b+
∗b+”

−
“
a+∗b+”2

«
(a−∗a−)

3
2

= κti+1+.

(1.5)

Pro výpočet koeficient̊u ν-spline-křivek je účelné reprezentovat d́ılč́ı polynomy
pj(t) nad hermiteovskou báźı. Hermiteovská báze je tvořena Hermiteovými poly-
nomy.

Definice. Hermiteovy polynomy jsou tvaru:

H0(x) := 2x3 − 3x2 + 1, H1(x) := −2x3 + 3x2,
H0(x) := x3 − 2x2 + 1, H1(x) := x3 − x2.

(1.6)

Tyto polynomy maj́ı tu vhodnou vlastnost, že jak polynomy tak jejich derivace
nabývaj́ı v krajńıch bodech intervalu [0, 1] hodnot 0, 1:

H0(0) = 1, H0(1) := 0, H0
′(0) = 0, H0(1) := 0,

H1(0) = 0, H1(1) := 1, H1
′(0) = 0, H1(1) := 0,

H0(0) = 0, H0(1) := 0, H0
′
(0) = 1, H0

′
(1) := 0,

H1(0) = 0, H1(1) := 0, H1
′
(0) = 0, H1

′
(1) := 1.

(1.7)
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Hermiteovy polynomy obdrž́ıme hermiteovskou interpolaćı výše uvedených bod̊u.

Věta 1.10 Výpočet ν-spline-křivek. Bud’ dány body dotyku (ti,pi), pi ∈ Rd

a body pnut́ı νi, i = 0, . . . , n. Dále bud’

∆i := ti − ti−1,
ai := ∆−1

i+1,
di := 3

(
pi−1(−a2

i−1) + pi(a
2
i−1 − a2

i ) + pi+1(a2
i )
)
.

(1.8)

Pak lze j-tý d́ılč́ı polynom pj(t) interpoluj́ıćı ν−spline-křivky reprezentovat
následovně:

pj(t) = H0(s) · pj +H1(s) · pj+1 + hjH0(s) · p′j + hjH1(s) · p′j+1, (1.9)

kde

s :=
t− tj
∆j+1

,

přičemž m̊užeme neznámé p′0, p′1, . . . , p′n źıskat jakožto řešeńı systému lineárńıch
rovnic:

1. Okrajové podmı́nky 1.1:

A



p′1

p′2

. . .

p′n−2

pn−1


=



d1 − a0p
′
1

d2

. . .

dn−2

dn−1 − a0p
′
n


,

A =



a0 + a1 + ν0
2 a1

a1 a1 + a2 + ν1
2 a2

an−3an−3 + an−2 +
νn−2

2 an−2

an−2 an−2 + an−1 +
νn−1

2


,

pro uzavřené interpoluj́ıćı spline-křivky:
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A



c0

c1

c2

. . .

cn−2

cn−1


=



3
(p1−p2)

∆1
− 3

(pn−pn−1)

∆n

3
(p2−p1)

∆2
− 3

p1−p0

∆1

3
(p3−p2)

∆3
− 3

(p2−p2)

∆2

. . .

3
(pn−1−pn−2)

∆n−1
− 3

(pn−2−pn−3)

∆n−2

3
(pn−pn−1)

∆n
− 3

(pn−1−pn−2)

∆n−1


,

A =



2(∆1 + ∆n) ∆1 0 ∆n

∆1 2(∆1 + ∆2) ∆2

0 ∆2 2(∆2 + ∆3) ∆3

0
...

...
...

0 ∆n−2 2(∆n−2 + ∆n−1) ∆n−1

∆n 0 ∆n−1 2(∆n−1 + ∆n)


.

2. bi :=
pi+1−pi

∆i+1
− ∆i+13

(
ci+1 + 2ci), i = 0, . . . , n− 1.

3. di := ci+1−ci

3∆i+1
, i = 0, . . . , n− 1.

Důkaz. Zřejmé.


