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Kapitola 1

MATEMATICKÉ

PROGRAMOVÁNÍ S

APLIKACEMI V EKONOMII

1 Úvod a pøehled

Matematické programování se vztahuje k základnímu matematickému problému ma-

ximalizace funkce

�

. Podstata tohoto problému a zpùsoby jeho øe¹ení jsou diskutovány

v èásti 2. Historicky má tento problém koøeny v rozvoji poèetních metod. Odtud tedy

jeho první vyu¾ití bylo ve zpracování nejednodu¹ího typu matematického programo-

vání, a sice hledání nevázaného extrému (maximalizace), co¾ je probrano v èásti 3.

Základní motivací pro dal¹í rozvoj poèetních metod byla snaha vyøe¹it obecnìj¹í úlohu

mat. programování. To se èasto nazývá úloha klasického programování, ve které se

hledá maximum funkce pøi omezení mno¾inou rovnic. Nìkteré úlohy matematického

programování, které byly ovlivnìny studiem ekonomických problémù se v¹ak nepo-

daøilo vyøe¹it ani ve 20. století. Mezi tyto úlohy napøíklad patøí úlohy nelinearního

matematického programování kde se hledá maximum funkce pøi omezení mno¾inou

nerovnic, viz èást 5. Specialní pøípad, dùle¾itý sám o sobì, a který mìl znaèný vliv

na rozvoj teorie matematického programování, je úloha linearního programování tj.

maximalizace linearní funkce pøi omezení mno¾inou linearních nerovnic, viz èást 6.

Aplikace matematického programování má ¹ir¹í uplatnìní, napø. v ekonomii na¹la

øadu uplatnìní. Vedla také k rùzným srovnávacím analýzám stability, které slou¾ily k

porovnávání jeji úèinnosti. Matematické programování vedlo zejména k hlub¹ímu ná-

hledu do oblasti mikroekonomie , jak je dále diskutováno v èásti 7. Aplikace matema-

tickéh programování jsou rozdìleny do dvou úsekù, na neoklasickou teorii domácností

�

Úlohy jsou zde øe¹eny jakomaximalizace funkce. Pokud chceme funkci minimalizovat, staèí pouze

zmìnit znaménko funkce a jinak postupovat stejnì.
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v èásti 8 a neoklasickou teorii �rmy v èásti 9.

Kromì pou¾ití v základní matematické teorii (èást 2 - 6) a aplikacích v ekonomii

(èást 7 - 8), má také matematické programování vyu¾ití v jiných oblastech (napø.

fyzika, chemie, aj.). O tìch se zde v¹ak nebudeme zmiòovat, odkaz na nì je mo¾né

najít v literatuøe citované na konci. Také opomineme rùzná speci�ka matematického

programování, jako je celoèíselné programování, vícekriterialní programování, odkaz

je opìt uveden v literatuøe.

2 Úloha matematického programování a zpùsoby

jejího øe¹ení

Obecná forma úlohy matematického programování mù¾e být zapsaná ve tvaru:

max

x2X

F (x); (1.1)

kde x je sloupcový vektor n vybraných promìnných,

x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

0

; (1.2)

F (x) je funkce reálných promìnných,

F (x) = F (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

); (1.3)

a X je podmno¾ina n-rozmìrného euklidovského prostoru,

X � E

n

: (1.4)

Obecnì budeme pøedpokládat, ¾eX je neprázdná, tj., ¾e existuje pøípustný vektor

x, kde x je pøípustný pravì tehdy, kdy¾ x 2 X. V ekonomii se vektor x èasto nazývá

vektor nástrojù , funkce F (x) úèelová funkce a mno¾ina X mno¾ina pøíle¾itostí.

Základní ekonomický problém alokace vzácných zdrojù mezi navzájem si konku-

rujícími potøebami mù¾e být interpretován jako problém matematického programo-

vání, kde jednotlivá alokace zdroje je reprezentována pøíslu¹ným výbìrem vektoru

nástrojù; vzácnost zdrojù je reprezentována mno¾inou pøíle¾itostí, odrá¾ející ome-

zenost nástrojù. Potøeby jsou reprezentovány úèelovou funkcí, jejich¾ výsledky jsou

hodnoty pøíslu¹né ke ka¾dé alternativní alokaci. Funkce 1.1 mù¾e být tudi¾ inter-

pretována v ekonomickém jazyku, jako výbìr nástroje v rámci mno¾iny pøíle¾itostí,

tedy jako maximalizace úèelové funkce. Existuje více zpùsobù øe¹ení problému 1.1.

Globální maximum funkce F je vektor x

�

takový, ¾e

x

�

2 X a F (x

�

) � F (x) 8x 2 X (1.5)
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Øe¹ení je tedy vektor nástrojù, získaný jako hodnota úèelové funkce, která je

vìt¹í nebo rovna ne¾ hodnota v libovolném jiném vektoru nástrojù. Ostré globální

maximum je vektor x

�

, který splòuje:

x

�

2 X a F (x

�

) > F (x) 8 x 2 X; x 6= x

�

: (1.6)

2.1 Weierstrassova vìta

Vìta 2.1 Weierstrassova vìta

Je-li funkce F (x) spojitá a mno¾ina X je uzavøená a ohranièená tj. kompaktní a

navíc neprázdná, pak existuje globální maximum.

D�ukaz. Dùkaz této vìty je zalo¾en na faktu, ¾e obraz X v zobrazení F je de�nován

jako

F (X) = fF (x)jx 2 Xg; (1.7)

co¾ je uzavøená a ohranièená mno¾ina na reálné ose, a tedy musí obsahovat i ma-

ximální prvek, co¾ je F (x

�

). Mìli by jsme v¹ak dát pozor na to, ¾e podmínky vìty

jsou dostateèné, ale ne nutné pro existenci maxima. Maximum tedy mù¾e existovat,

ani¾ jsou tyto podmínky splnìny. (Napø. maximalizace x

2

na intervalu 0 < x � 2 má

øe¹ení). Weirstrassova vìta mù¾e být zesílena za pøedpokladu, ¾e F (x) bude shora

polospojitá.

2.2 Vìta o lokálním a globálním maximu

Lokální maximum je vektor x

�

2 X takový, ¾e existuje nìjaké " > 0, pøièem¾

F (x

�

) � F (x) 8 x 2 X \N

"

(x

�

): (1.8)

Zde N

"

(x

�

) je nìjaké "-okolí bodu x

�

. Maximum je lokální, ponìvad¾ vektor nástrojù

získaný jako hodnota úèelové funkce není men¹í ne¾ hodnota v jakémkoliv jiném bodì

nále¾ejícím X a dostateènì blízko (tj. v N

"

(x

�

) pro nìjaké " > 0). Ostré lokální

maximum je vektor x

�

2 X, který splòuje pro nìjaké " > 0

F (x

�

) > F (x) 8x 2 X \ N

"

(x

�

); x 6= x

�

: (1.9)

Zøejmì, globální maximum je zároveò lokální (co¾ v¹ak neplatí obrácenì). Ostré

(globální, resp. lokální) maximum je také (globální resp. lokální) maximum, opìt to

neplatí obrácenì. Ostré lokální maximum je jednoznaènì urèeno.

Vìta 2.2 Vìta o lokálním a globálním maximu Je-li úèelová funkce F (x) kon-

kávní funkce a mno¾ina pøíle¾itostí X konvexní mno¾ina, pak ka¾dé lokální maximum
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je i zároveò globální a mno¾ina v¹ech takovýchto øe¹ení je konvexní. Je-li navíc F (x)

ostøe konkávní funkce, pak øe¹ení je jediné. Je-li F (x) ostøe kvazikonkávní, je lokální

maximum jediné a zároveò globální

y

.

Vìta 2.2 je velice dùle¾itá, nebo» prakticky v¹echny metody øe¹ící úlohu mate-

matického programování spí¹e identi�kují lokální ne¾ globální maximum. S pou¾itím

této vìty je mo¾né usuzovat na základì vlastností konkávnosti a konvexity, ¾e lokální

optimum je také globální.

3 Úloha bez omezení

Úloha maximalizace bez omezení je ta, ¾e vybereme hodnoty z n promìnných tak, ¾e

maximalizujeme funkci F tìchto promìnných:

max

x

F (x) (1.10)

V tomto pøípadì je mno¾ina pøíle¾itostí X (z 1.1) celý prostor E

n

(nebo otevøená

podmno¾ina E

n

).

3.1 Vìta o podmínkách prvního øádu

Vìta 3.1 Vìta o podmínkách prvního øádu Je-li F (x) diferencovatelná funkce,

pak nutné podmínky prvního øádu proto, aby bod x

�

byl bodem lokálního maxima

funkce F (x) jsou, ¾e x

�

je stacionární bod funkce F (x), ve kterém jsou v¹echny

první parcialní derivace nulové.

@F

@x

(x

�

) =

 

@F

@x

1

(x

�

);

@F

@x

2

(x

�

); : : : ;

@F

@x

n

(x

�

)

!

= 0: (1.11)

(@F=@x)(x

�

) je vektor gradientù tj., (1 � n) øádkový vektor v¹ech 1. parcialních

derivací F (x) a 0 je (1� n)-rozmìrný vektor nul. Tedy, je-li x

�

= (x

�

1

; x

�

2

; ::::; x

�

n

)

lokální maximum, pak

@F

@x

j

(x

�

1

; x

�

2

; : : : ; x

�

n

; ) = 0; j = 1; 2; : : : ; n: (1.12)

D�ukaz. Dùkaz této vìty mù¾e být proveden pomocí Taylorova rozvoje pro hodnotu

funkce kolem x

�

.

y

Funkce F (x) je kvazikonkávní funkce právì tehdy, kdy¾ pro x

1

;x

2

2 X, kde F (x

1

) � F (x

2

)

platí F (�x

1

+(1��)x

2

) � F (x

2

) pro v¹echna �; 0 � � � 1: Funkce F je ostøe kvazikonkávní

právì tehdy, kdy¾ pro x

1

;x

2

2 X;x

1

6= x

2

, kde F (x

1

) > F (x

2

) platí stejná nerovnost jako pro

kvazikonkávní funkci, ale ostrá, pro v¹echna �; 0 < � < 1. V¹imnìme si, ¾e konkávní funkce je

kvazikonkávní, ale kvazikonkávní funkce nemusí být konkávní.
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3.2 Vìta o podmínkách 2. øádu

Vìta 3.2 Vìta o podmínkách 2. øádu Je-li F (x) spojitì diferencovatelná do 2.

øádu, pak podmínka nutná proto, aby x

�

byl bodem lokálníha maxima funkce F (x),

je, ¾e pøíslu¹ná Hessova matice typu (n� n) a tvaru

@

2

F

@x

2

(x) =

0

B

B

B

@

@

2

F

@x

2

1

(x)

@

2

F

@x

1

@x

2

(x) : : :

@

2

F

@x

1

@x

n

(x)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@

2

F

@x

n

@x

1

(x)

@

2

F

@x

n

@x

2

(x) : : :

@

2

F

@x

2

n

(x)

1

C

C

C

A

; (1.13)

je v bodì x

�

negativnì semide�nitní.

D�ukaz. Dùkaz mù¾e být opìt proveden pomocí Taylorova rozvoje.

3.3 Vìta o postaèujících podmínkách

Vìta 3.3 Je-li funkce F (x) spojitì diferencovatelná do 2. øádu a podmínky 1. øádu

jsou splnìny pro vektor gradientù 1.11 a navíc platí zesílené podmínky 2. øádu tj. 1.13

je negativnì de�nitní, pak x

�

je (ostré) lokální maximum pro F (x

�

).

D�ukaz. V dùkazu opìt vyu¾ijeme Taylorovu vìtu.

Tyto tøi podmínky uvedené pro úlohu bez omezení jsou analogické pro úlohu s

omezením, která je diskutována v èásti 4 a 5.

3.4 Pøíklad : Kvadratické úèelové funkce

Jako pøíklad úlohy bez omezení si uvedeme maximalizaci kvadratické úèelové funkce

max

x

F (x) = cx+ x

0

Qx =

n

X

j=1

c

j

x

j

+

1

2

n

X

i=1

n

X

j=1

q

ij

x

i

x

j

; (1.14)

kde c je n-rozmìrný vektor a Q je symetrická matice øádu (n�n). První èást úèelové

funkce je linearní cx, druhá èást je kvadratická x

0

Qx (vydìlená dvìma pro pozdìj¹í

snadnìj¹í úpravy). Z nutné podmínky 2. øádu pro existenci lokálního maxima 1.11

dostaneme

@F

@x

(x

�

) = c+ x

�

0

Q = 0; (1.15)

Z nutných podmínek 2. øádu 1.13 dostáváme, ¾e Q je negativnì semide�nitní. Z

vìty o postaèujících podmínkách víme, ¾e je-li Q negativnì de�nitní, pak x

�

je ostré

lokální maximum. Tedy Q je negativnì de�nitní, pak F (x) je ostøe konkávní a x

�

je

globální maximum. Mimo to, je-li Q regulární, pak pro x

�

dostáváme
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x

�

= �Q

�1

c

0

: (1.16)

Maximum úèelové funkce potom je

F (x

�

) = �cQ

�1

c

0

+

1

2

(cQ

�1

)Q(Q

�1

c

0

) = �

1

2

cQ

�1

c

0

> 0; (1.17)

proto¾e Q je negativnì de�nitní.

4 Klasické programování: Lagrangeovy multipliká-

tory

Úloha klasického programování je ta, ¾e vybereme hodnoty z n promìnných tak, ¾e

maximalizujeme funkci tìchto promìnných na mno¾inì stejných omezení.

max

x

F (x) pro g(x) = b: (1.18)

Tento vektor nástrojù x a hlavní (cílová, úèelová) funkce F (x) jsou stejné, jako

v 1.1, kde F (x) je reálná funkce de�nována na E

n

. Vektor reálných funkcí g(x) je

zobrazení z E

n

do E

m

, znázoròující m-omezené fce a sloupcový vektor b je m � 1

rozmìrný vektor omezujících konstant,

g(x) =

0

B

B

B

B

@

g

1

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

g

2

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

.

.

.

g

m

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

1

C

C

C

C

A

; b =

0

B

B

B

B

@

b

1

b

2

.

.

.

b

m

1

C

C

C

C

A

: (1.19)

V termínech primárního (základního) problému 1.1 klasický problém matematic-

kého programování koresponduje s pøípadem, ve kterém mno¾ina pøíle¾itostí mù¾e

být zapsána jako

X = fx 2 E

n

jg(x) = bg

= f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

0

j g

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = b

i

; i = 1; 2; : : : ;mg:

(1.20)

4.1 Vìta o Lagrangeových multiplikátorech

Popis øe¹ení klasického problému programování, který je analogický s Vìtou o podmín-

kách 1. øádu pro neomezené úlohy, je získán pomocí Vìty o Lagrangeových multipli-

kátorech. Pro tuto vìtu zavedeme øádkový vektorm-dodateèných nových promìnných

nazývaných Lagrangeovy multiplikátory,
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y = (y

1

; y

2

; : : : ; y

m

); (1.21)

a to jeden pro ka¾dé dané omezení, Lagrangeova funkce je pak de�nována jako ná-

sledující reálná funkce n-pùvodních a m-pøidaných promìnných,

L(x;y) = F (x) + y(b� g(x))

= F (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) +

P

m

i=1

y

i

(b

i

� g

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

));

(1.22)

kde poslední výraz je skalárním souèinem øádkového vektoru Lagrangeových multipli-

kátorù a sloupcového vektoru slo¾eného z rozdílu omezujících konstant a omezujících

funkcí. Potom, v souladu s vìtou o Lagrangeových multiplikátorech, pøedpokládáme,

¾e n > m (kde n �m je stupeò volnosti), F (x) a g(x) je m + 1 funkcí se spojitými

prvními parciálními derivacemi a omezující podmínky jsou lineárnì nezávislé v øe¹ení,

tj. jestli¾e x

�

je lokální maximum úlohy,

�

 

@g

@x

(x

�

)

!

= �

0

B

B

@

@g

1

@x

1

(x

�

) : : :

@g

1

@x

n

(x

�

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@g

m

@x

1

(x

�

) : : :

@g

m

@x

n

(x

�

)

1

C

C

A

= m; (1.23)

(tj. Jacobiho matice slo¾ená z 1. parciálních derivací omezujících funkcí rozmìrum�n

má plnou øádkovou hodnost), nutné podmínky 1. øádu tvoøí pak m + n nulovacích

podmínek prvních parciálních derivací Lagrangeovy funkce L(x;y),

@L

@x

(x

�

;y

�

) =

@F

@x

(x

�

)� y

�

@g

@x

(x

�

) = 0 (n podmínek ); (1.24)

@L

@y

(x

�

;y

�

) = b� g(x

�

) = 0 (m podmínek ); (1.25)

kde posledních m podmínek vy¾aduje, aby omezení bylo nalezeno právì v x

�

.

Vìta 4.1 Vìta o Lagrangeových multiplikátorech Je-li x

�

bod lokálního ma-

xima (extrému), pak existuje m-rozmìrný vektor Lagrangeových multiplikátorù y

�

ta-

kový, ¾e dle 1.24 je gradient F (x) v x

�

je lineární kombinací gradientù funkcí g

i

(x) v

tomto bodì, pøièem¾ Lagrangeovy multiplikátory budou koe�cienty této lineární kom-

binace, a to

@F

@x

(x

�

) = y

�

@g

@x

(x) tj.

@F

@x

j

(x

�

) =

m

X

i=1

y

�

i

@g

i

@x

j

(x

�

); j = 1; 2; : : : ; n: (1.26)

D�ukaz. Tato vìta je obvykle dokazována u¾itím vìty o implicitní funkci.
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Tìchto n podmínek je analogických s podmínkami 1. øádu 1.11 nulování vektoru

gradientu. Ve skuteènosti proto vìta redukuje na Vìtu o podmínkách 1. øádu v pøí-

padì, ¾e m = 0, co¾ je právì neomezený pøípad.

Druhá èást vìty o Lagrangeových multiplikátorech nám dává interpretaci tìchto

m dodateèných promìnných. Nezahrnuje jednu úlohu klasického programování, ale

celou mno¾inu takových úloh, které jsou charakterizovány omezujícími konstantami

b. Jestli¾e se nìkterá z tìchto konstant zmìní, zmìní se i hodnota maximalizující

úèelové funkce. Maximální hodnotu dostaneme jako

F

�

= F (x

�

) = L(x

�

;y

�

); (1.27)

kde druhá rovnost vychází z faktu, ¾e omezení vyhovují øe¹ení 1.25. Lagrangeovy mul-

tiplikátory v jejich optimálních hodnotách y

�

mìøí stupeò pøírùstku maximalizované

hodnoty F

�

, podle toho, jak se pøíslu¹né omezující konstanty mìní,

y

�

= @F

�

=@b i:e: y

�

i

= @F

�

=@b

i

; i = 1; 2; : : : ;m: (1.28)

Tedy ka¾dý Lagrangeùv multiplikátor mìøí citlivost maximalizované hodnoty úèe-

lové funkce na zmìny pøíslu¹ných omezujících konstant, pøièem¾ celá dal¹í èást úlohy

zùstává stejná. V ekonomických úlohách, ve kterých F má rozmìr hodnoty (cena x

mno¾ství) zisku èi dùchodu a b má rozmìr mno¾ství jako vstup èi výstup, Lagran-

geovy multiplikátory b

�

interpretujeme jako cena, nazýváme ji stínová cena, z toho

dùvodu, abychom ji odli¹ili od tr¾ní ceny. Mìøí pøitom pøírùstek hodnoty v pøípadì

zmìny omezení.

Geometrickou interpretaci a charakter øe¹ení mù¾eme pro klasické programování

získat pøes Lagrangeovy multiplikátory. Rovnost omezení de�nuje mno¾inu pøíle¾itostí

X v 1.20, které za pøedpokladu 1.23 má rozmìr n � m. Nezávislost pøedpokladu v

1.23 implikuje, ¾e v øe¹ení x

�

, ka¾dá smìrnice dx vyhovující

@g

@x

(x

�

) dx = 0 tj.

n

X

j=1

@g

i

@x

j

(x

�

) d x

j

= 0; i = 1; 2; : : : ;m; (1.29)

le¾í v teèném nadrovinì k X v bodì x

�

. Gradienty vektorù omezujících funkcí

@g

i

@x

j

(x

�

)

jsou ortogonální k této teènému nadrovinì v bodì x

�

. Podmínky 1. øádu 1.26 zname-

nají geometricky, ¾e gradient vektoru úèelové funkce (@F=@x)(x

�

), pro kterou funkèní

hodnoty bodù F (x) ve smìru gradientu zvìt¹í smìrem k x

�

, je vá¾ená kombinací gra-

dientù vektorù omezujících funkcí, váhy jsou Lagrangeovy multiplikátory y

�

. Tedy

(@F=@x)(x

�

) je také ortogonální k teèné nadrovinì k X v bodì x

�

a to ve smìru dx

v teèné nadrovinì,

@F

@x

(x

�

) dx = y

�

@g

@x

(x

�

) dx = 0: (1.30)
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4.2 Vìta o ohranièené Hessovì matici

Analogií v pøípadì klasického programování k vìtì o podmínkách 2.øádu pro neome-

zené problémy je vìta o ohranièené Hessovì matici. Podle této vìty Hessova matice

druhých parciálních derivací Lagrangeovy funkce

@

2

L

@x

2

=

0

B

B

B

@

@

2

L

@x

2

1

: : :

@

2

L

@x

1

@x

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@

2

L

@x

n

@x

1

: : :

@

2

L

@x

2

n

1

C

C

C

A

; (1.31)

musí být negativnì semide�nitní na mno¾inì vektorù dx urèené splnìnímm podmínek

dg =

@g

@x

(x

�

) dx = 0; (1.32)

kde (x

�

; y

�

) je bod lokálního maxima.

4.3 Vìta o postaèujících podmínkách pro klasické programo-

vání

Poslední analogií je vìta o postaèujících podmínkách. Podle vìty o postaèujících pod-

mínkách pro klasické programování, jestli¾e je splnìno n+m podmínek 1.øádu 1.24 a

1.25 pro bod x

�

, potom zesílené podmínky ohranièené Hessovy matice, které zaruèí,

¾e Hessova matice v 1.31 je negativnì de�nitní na mno¾inì urèené 1.32, nám zajistí,

¾e x

�

je bod lokálního maxima pro funkci F (x) s m omezujícími podmínkami.

Ekvivalentnì, podmínky vy¾adují aby ohranièená Hessova matice, de�novaná jako

Hessova matice funkce L(x;y) na v¹ech promìnných

 

0

@g

@x

@g

0

@x

@

2

L

@x

2

!

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 : : : 0

@g

1

@x

1

: : :

@g

1

@x

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0

@g

m

@x

1

: : :

@g

m

@x

n

@g

1

@x

1

: : :

@g

m

@x

1

@

2

L

@x

2

1

: : :

@

2

L

@x

1

@x

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@g

1

@x

n

: : :

@g

m

@x

n

@

2

L

@x

n

@x

1

@

2

L

@x

2

n

: : :

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

; (1.33)

kde @g=@x je Jacobiho matice z 1.23, splní n�m podmínek tak, ¾e v posledních n�m

hlavních minorech se støídají znaménka, pøièem¾ znaménko prvního bude (�1)

m+1

.

Poznamenejme, ¾e obì tyto vìty, tato i pøedcházející, se redukují na odpovídající vìty

pro neomezený pøípad, kdy m = 0.
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4.4 Pøíklad: Kvadraticko-lineární úloha

Pøíklad klasického programování, který vychází z oddílu 3.4, je kvadraticko-lineární

úloha:

max

x

F (x) = cx+

1

2

x

0

Qx pro Ax = b: (1.34)

Zde je úèelová funkce stejná jako v 1.14, a omezení je m linearních rovnic,

Ax = b i:e:

n

X

j=1

a

ij

x

j

= b

i

; i = 1; 2; : : : ;m; (1.35)

urèených maticí A typu m � n a sloupcovým vektorem b typu m � 1. Lagrangeova

funkce je pak

L(x;y) = cx+

1

2

x

0

Qx+ y(b�Ax); (1.36)

kde y je vektor Lagrangeových multiplikátorù. Pou¾itím n+m podmínek 1.øádu 1.24,

1.25,

@L

@x

= c+ x

�

0

Q� y

�

A = 0; (1.37)

@L

@y

= b�Ax

�

= 0: (1.38)

Tìchto n+m podmínek vy¾aduje, aby platilo

x

�

= �Q

�1

(c

0

�A

0

y

�

0

): (1.39)

Lagrangeùv multiplikátormù¾e být získán vynásobením maticí A a u¾itím omezení

Ax

�

= �AQ

�1

c

0

+ (AQ

�1

A

0

)y

�

0

= b: (1.40)

Najdìme tedy øe¹ení pro vektor Lagrangeových multiplikátorù

y

�

= (b

0

+ cQ

�1

A

0

)(AQ

�1

A

0

)

�1

; (1.41)

a dosazením tohoto øe¹ení do 1.39 obdr¾íme

x

�

= �Q

�1

[c

0

�A

0

(AQ

�1

A

0

)

�1

(b

0

+AQ

�1

c

0

)]: (1.42)

Oznaèíme-li x

�

øe¹ení úlohy bez omezení v 1.10 dané 1.16, øe¹ení omezeného pro-

blému mù¾e být psát jako

x

�

= �x

�

+Q

�1

A

0

(AQ

�1

A

0

)

�1

(b

0

�A�x

�

): (1.43)



5. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ - KUHN-TUCKEROVY PODMÍNKY 17

Tedy, jestli¾e x

�

odpovídá omezujícím podmínkám, potom to je také øe¹ení úlohy

s omezením. Mimo to rozdíl mezi øe¹ením úlohy s omezením a bez omezení, x

�

� x

�

je lineární funkcí mno¾ství, pro která øe¹ení úlohy bez omezení nevyhovuje omezující

podmínce b�Ax

�

.

5 Nelineární programování - Kuhn-Tuckerovy pod-

mínky

Úloha nelineárního programování spoèívá ve volbì nezáporných hodnot n promìnných

tak, aby maximalizovaly funkci tìchto n promìnných, které splòují m nerovností,

max

x

F (x) pro g(x) � b; x � 0: (1.44)

Zde vektor nástrojù x a úèelová funkce F (x) jsou stejné jako v 1.1, kde F (x) je

reálná spojitì diferencovatelná funkce de�novaná na E

n

. Hodnoty vektorové ome-

zující funkce g(x) a vektor omezení b jsou stejné jako v 1.10, kde g(x) je spojité

diferencovatelné zobrazení z E

n

do E

m

. Z hlediska základního problému 1.1, úloha

nelineárního programování koresponduje s pøípadem, ve které mno¾ina pøíle¾itostí

mù¾e být zapsaná jako:

X = fx 2 E

n

jg(x) � b; x � 0g

= f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

0

jg

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) � b

i

; i = 1; 2; : : : ;m;

x

j

� 0; j = 1; 2; : : : ; ng:

(1.45)

Tato úloha je zev¹eobecnìní úlohy klasického programování 1.18, proto¾e rovnosti

jsou specialním pøípadem nerovností.

5.1 Vìta o Kuhn-Tuckerových podmínkách

Charakteristika øe¹ení úlohy nelineárního programování, která je analogická jak s

Vìtou o podmínkách 1.øádu pro úlohy bez omezení a s Vìtou o Lagrangeových mul-

tiplikátorech pro klasické programování, je zaji¹tìna Vìtou o Kuhn-Tuckerových pod-

mínách. Stejnì jako v pøípadì klasického programování zavedeme øádkový vektor m

dodateèných nových promìnných, nazývaných Lagrangeovy multiplikátory,

y = (y

1

; y

2

; : : : ; y

m

); (1.46)

a to pro ka¾dé omezení. Lagrangeova funkce mù¾e být de�nována jako následující

reálná funkce o n pùvodních a m pøidaných promìnných:
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l(x;y) = F (x) + y(b� g(x))

= F (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) +

P

m

i=1

y

i

(b

i

� g

i

(x

1

; x

2

; : : : x

n

));

(1.47)

stejnì jako v 1.22. Kuhn-Tuckerovy podmínky jsou potom de�novány v bodech x

�

,y

�

,

jako 2n+ 2m nerovností a 2 rovnosti:

@L

@x

(x

�

;y

�

) � 0;

@L

@y

(x

�

;y

�

) � 0 (n+m podmínek);

@L

@x

(x

�

;y

�

)x

�

= 0; y

�

@L

@y

(x

�

;y

�

) = 0 (2 podmínky);

x

�

� 0 y

�

� 0 (n+m podmínek):

(1.48)

Z toho n+m nerovností reprezentuje omezení pùvodního problému:

@L

@y

(x

�

;y

�

) = b � g(x

�

) � 0 (m podmínek); (1.49)

x

�

� 0 (n podmínek); (1.50)

zatímco pøidaných n +m nerovností vy¾aduje

@L

@y

(x

�

;y

�

) =

@F

@x

(x

�

)� y

�

@g

@x

(x

�

) � 0 (n podmínek); (1.51)

y

�

� 0 (m podmínek); (1.52)

Pøitom n podmínek v 1.51 je napsáno radìji jako nerovnosti ne¾ rovnosti ve 1.24,

kvùli nezáporným omezením na x v 1.50, nebo, více v¹eobecnì, proto¾e hranièní

øe¹ení jsou pøípustné. Dal¹ích m podmínek v 1.52 vy¾aduje nezápornost Lagrangeova

multiplikátoru, je to z toho dùvodu, ¾e omezení v 1.49 jsou psaná radìji jako nerovnosti

ne¾ rovnosti: jestli¾e omezení je rovnost, potom pøíslu¹ný element y

�

je neomezený

stejnì jako v klasickém pøípadu programování.

Dvì podmínky rovnosti Kuhna-Tuckera:

@L

@x

(x

�

;y

�

)x

�

=

n

X

j=1

 

@F

@x

j

(x

�

)� y

�

@g

@x

j

(x

�

)

!

x

�

j

= 0; (1.53)

y

�

@L

@y

(x

�

;y

�

) =

m

X

i=1

y

�

i

(b

i

� g

i

(x

�

)) = 0; (1.54)

dohromady s ostatními podmínkami, je vy¾adováno, aby v¹echny výrazy v obou tìchto

sumách byly nulové. Tedy jestli¾e jedna z nerovností vyhovuje øe¹ení i v pøípadì, ¾e

je ostrá, potom je odpovídající (duální) promìnná rovna nule.

@F

@x

j

(x

�

)� y

�

@g

@x

j

(x

�

) < 0 implikuje x

�

j

= 0; j = 1; 2; : : : ; n; (1.55)
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g

i

(x

�

) < b

i

implikuje y

�

i

= 0; i = 1; 2; : : : ;m; (1.56)

Tyto podmínky jsou známé jako slabé doplòující podmínky nelineárního progra-

mování. Podmínka 1.54 také implikuje, ¾e pro øe¹ení je hodnota Lagrangiánu zároveò

maximalní hodnota úèelové funkce.

L(x

�

;y

�

) = F (x

�

) = F

�

: (1.57)

Podle podmínek Vìty Kuhna-Tuckera platí, ¾e jestli¾e je splnìno vhodné silné

omezení, pak Kuhn-Tuckerovy podmínky jsou nutné podmínky pro úlohy nelineárního

programování, tak¾e kdy¾ x

�

je øe¹ením 1.44, pak zde existuje vektor Lagrangeových

multiplikátorù y

�

splòující 1.48.

Stejnì jako v pøípadì klasického programování, øe¹ení metodou Lagrangeových

multiplikátoru interpretujeme jako citlivosti maximalizované hodnoty úèelové funkce

na zmìny omezujících konstant,

y

�

=

@F

�

@b

i:e: y

�

i

=

@F

�

@b

i

; i = 1; 2; : : : ;m; (1.58)

kde F

�

je de�nována jako

F

�

= F (x

�

) = L(x

�

;y

�

): (1.59)

Pøesnìji, z doplòujících podmínek 1.56 vyplýva, ¾e kdy¾ v øe¹ení je ostrá nerovnost,

pak pøíslu¹ný Lagrangeùv multiplikátor je roven nule a tedy rùst omezující konstanty

o vhodnì malou hodnotu nezmìní maximalizovanou hodnotu úèelové funkce.

5.2 Vìta Kuhn-Tuckera o sedlovém bodì

Vìta, která je analogická Vìtì o postaèujících podmínkách pro úlohy bez omezení a

Vìtì o postaèujících podmínkách úlohy klasického programování, je reprezentována

Kuhn-Tuckerovou vìtou o sedlovém bodu. Vezmeme-li Lagrangeovu funkci de�nova-

nou v 1.47, pak sedlový bod je de�nován jako:

max

x

min

y

L(x;y) pro x � 0; y � 0: (1.60)

Tudí¾ x

�

, y

�

øe¹í úlohu o sedlovém bodì právì tehdy, kdy¾ pro v¹echna x � 0,

y � 0 platí,

L(x;y

�

) � L(x

�

;y

�

) � L(x

�

;y) (1.61)

Podle Kuhna-Tuckerovy vìty o sedlovém bodu, postaèující podmínka pro x

�

, øe¹ící

úlohu nelineárního programování 1.44 je, kdy¾ existuje y

�

takové, ¾e x

�

, y

�

splòuje

podmínku 1.60. Tedy jestli¾e x

�

, y

�

splòuje podmínky sedlového bodu v 1.61, potom
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x

�

øe¹í úlohu nelineárního programování. Zatímco tato èást vìty nevy¾aduje ¾ádnou

konvexnost nebo omezující pøedpoklady, obrácení vìty takové pøedpoklady vy¾aduje.

Podle druhé èásti vìty platí, ¾e kdy¾ x

�

øe¹í úlohu nelineárního programování a

pøedpokládá se, ¾e podmínka vhodné kvali�kace omezení je splnìna a ¾e se jedná o

úlohu konkávního programování, ve které F (x) je konkávní funkce a ka¾dá omezující

funkce g

i

(x) je konvexní funkce, potom zde existuje nenulový vektor y

�

takový, ¾e x

�

,

y

�

je øe¹ením problému nalezení sedlového bodu.

Tudí¾ za tìchto pøedpokladù jsou obì úlohy shodné. Mìli bychom dávat pozor na

to, ¾e ¾ádná èást vìty o sedlovém bodì nevy¾aduje pøedpoklad diferencovatelnosti

F (x) nebo g(x).

Bude-li diferencovatelná, pak se jedná o úlohu konkávního programování, Kuhn-

Tuckerovy podmínky jsou dostaèujícími podmínkami tak, ¾e kdy¾ x

�

, y

�

vyhovují

1.48, pak x

�

je øe¹ení 1.44.

Tudí¾, pro úlohu konkávního programování, ve kterém vhodná omezující podmínka

je splnìna, Kuhn-Tuckerovy podmínky jsou nutné a postaèující pro x

�

øe¹ící úlohu

nelineárního programování.

Napøíklad je-li úloha úlohou konkávního programování, potom za pøedpokladu, ¾e

x

�

, y

�

splòuje Kuhn-Tuckerovy podmínky, x

�

, y

�

také øe¹í úlohu o sedlovém bodì

a x

�

øe¹í úlohu nelineárního programování. Kdy¾ je navíc splnìna vhodná omezující

podmínka, potom v¹echny tøi úlohy jsou shodné.

Jako v pøípadì klasického programování, geometrická interpretace mù¾e být dána

pro úlohu nelineárního programování a jeho øe¹ení pomocí dvou vìt Kuhna-Tuckera.

Z podmínek Kuhna-Tuckera 1.51 a 1.52, ve vnitøním øe¹ení, kde v¹echna x

�

> 0

(nebo kdy¾ nezápornost x není èástí úlohy), podmínky 1.51 a 1.52, kdy¾ v¹echna

x

�

> 0 (nebo kdy¾ nezápornost x není èást problému).

@F

@x

(x

�

) = y

�

@g

@x

; y

�

� 0: (1.62)

Tudí¾ gradient úèelové funkce musí být v øe¹ení nezáporná vá¾ená kombinace

gradientù omezující funkce. Vektor gradientu úèelové funkce musí proto le¾et v ku¾elu

generovaném normálami k mno¾inì pøíle¾itostí v bodì x

�

.

5.3 Pøíklad: Úloha kvadratického programování

Pøíkladem úlohy nelineárního programování je úloha kvadratického programování

(jako v 1.34, kde omezení jsou ve formì mno¾iny nerovností)

(5.20)

max

x

F (x) = cx+

1

2

x

0

Qx pro Ax � b; x � 0: (1.63)
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Zde c je daný 1 � n øádkový vektor, Q je daná n � n negativnì semide�nitní

symetrická matice, A je daná m � n matice a b je daný m � 1 sloupcový vektor.

Lagrangián (Lagrangeho polynom) je daný v 1.36 a Kuhn - Tuckerovy podmínky jsou

@L

@x

= c+ x

�

0

Q � y

�

A � 0;

@L

@y

= b�Qx

�

� 0;

@L

@x

x

�

= (c+ x

�

0

Q� y

�

A)x

�

= 0; y

�
@L

@y

= y

�

(b�Qx

�

) = 0;

x

�

� 0; y

�

� 0:

(1.64)

Tyto podmínky charakterizují øe¹ení úlohy. Proto¾e Q je negativnì semide�nitní,

úèelová funkce F (x) je konkávní a lineární transformace Ax je konvexní. Mimoto

jsou splnìny omezující kvali�kované podmínky. Úloha je jedna z úloh konkávního

programování, ve které Kuhn - Tuckerovy podmínky 1.64 jsou obì nutné a dostaèující.

Vektor x

�

tak øe¹í úlohu kvadratického programování 1.63 právì tehdy, kdy¾ y

�

je

takové, ¾e x

�

, y

�

vyhovují Kuhn - Tuckerovým podmínkám 1.64.

6 Lineární programování

Úloha lineárního programování je to, ¾e vybereme nezáporné hodnoty n promìnných

tak, ¾e maximalizujeme lineární tvar tìchto promìnných, za podmínek omezení m

lineárními nerovnicemi.

max

x

cx pro Ax � b; x � 0: (1.65)

x je vektor nástrojù stejnì jako v 1.1, 1.10 a 1.18; A je daná m� n matice (a

ij

); b je

daný sloupcový vektor s m prvky jako v 1.18 a 1.44; a c je daný øádkový n-rozmìrný

vektor. Z pohledu úlohy nelineárního programování 1.44 lineární úloha odpovídá pøí-

padu, ve kterém je úèelová funkce v lineárním tvaru.

F (x) = cx =

n

X

j=1

c

j

x

j

; (1.66)

a ka¾dá z omezujících funkcí je rovnì¾ v lineárním tvaru

g(x) = Ax tj. g

i

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

n

X

j=1

a

ij

x

j

; i = 1; 2; : : : ;m: (1.67)

Úloha je tedy speciálním pøípadem úlohy nelineárního programování a je dvojná-

sobnì lineární proto, ¾e je lineární jak v úèelové funkci, tak i v omezujících podmín-

kách. Ponìvad¾ lineární tvar je jak konkávní, tak i konvexní, úloha, uva¾ovaná jako

speciální pøípad úlohy nelineárního programování, je ekvivalentní s úlohou sedlového

bodu
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max

x

min

y

L(x;y) = cx+ y(b�Ax) pro x � 0; y � 0: (1.68)

S ka¾dou úlohou lineárního programování souvisí duální úloha. Jestli¾e primární

úloha je daná jako v 1.65, pak duální úloha je

min

y

yb pro yA � c; y � 0: (1.69)

Tato úloha je rovnì¾ hledáním extrémù lineární formy s omezujícími podmínkami

mno¾iny lineárních nerovností omezené výbìrem nezáporných hodnot promìnných.

Promìnné duální úlohy, y, jsou Lagrangeovými multiplikátory primární úlohy. Duální

úloha duální úlohy je primární úloha, duální úlohou minimalizaèní úlohy je maxima-

lizaèní úloha, v duální úloze omezující konstanty se stávají koe�cienty úèelové funkce,

zatímco koe�cienty úèelové funkce se stávají omezujícími konstantami.

Úloha sedlového bodu pro duální úlohu je

min

y

max

x

L(y;x) = yb+ (c� yA)x pro y � 0; x � 0: (1.70)

a tedy Lagrangeova funkce je stejná jak pro primární, tak pro duální úlohu

L(x;y) = L(y;x) = cx+ yb� yAx: (1.71)

Kuhn - Tuckerovy podmínky, které jsou stejné jak pro primární, tak pro duální

úlohu, jsou

@L

@x

= c� y

�

A � 0;

@L

@y

= b�Ax

�

� 0;

@L

@x

x

�

= (c� y

�

A)x

�

= 0; y

�
@L

@y

= y

�

(b�Ax

�

) = 0;

x

�

� 0; y

�

� 0

(1.72)

Tøi hlavní vìty lineárního programování - vìta o existenci, vìta o dualitì a slabá

doplòující vìta { mohou být dokázány na základì tìchto Kuhn-Tuckerových podmí-

nek.

6.1 Vìta o existenci

Podle vìty o existenci platí, ¾e kdy¾ pøípustné body existují jak pro primární, tak pro

duální úlohu, pak optimální øe¹ení existují pro obì úlohy. Tedy jestli¾e existují x

0

, y

0

takové, ¾e

Ax

0

� b; x

0

� 0; y

0

A � c; y

0

� 0; (1.73)

pak existují x

�

, y

�

øe¹ící jak primární, tak i duální úlohu.
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6.2 Vìta o dualitì

Z vìty o dualitì vyplývá ¾e, pro ka¾dé pøípustné vektory x

0

, y

0

jak pro primární, tak

duální úlohu platí

cx

0

� y

0

b: (1.74)

Mimoto pøípustné vektory, které vyhovují tìmto nerovnostem a rovnostem, po-

skytují øe¹ení x

�

, y

�

duální úlohy, kde

cx

�

= y

�

b: (1.75)

6.3 Slabá doplòující vìta

Podle této vìty x

�

, y

�

, které jsou pøípustnými vektory duální úlohy, jsou øe¹ením

této úlohu tehdy a jen tehdy, kdy¾ vyhovují dvìma podmínkám rovnosti Kuhn -

Tuckerových podmínek 1.72, dané jako

(c� y

�

A)x

�

= 0; y

�

(b�Ax

�

) = 0: (1.76)

Z tìchto podmínek optimalizované hodnoty duální úèelové funkce jsou si rovny

navzájem a rovnì¾ hodnotám obou Lagrangeových funkcí v tomto øe¹ení

cx

�

= y

�

Ax

�

= y

�

b = L(x

�

;y

�

) = L(y

�

;x

�

): (1.77)

Spolu s ostatními Kuhn - Tuckerovými podmínkami podmínky v 1.76 znamenají,

¾e kdy¾ jedna z omezujících nerovností je vyhovující v øe¹ení jako ostrá nerovnost,

pak odpovídající duální promìnné jsou nulové, tj.

(c

j

�

P

y

�

i

a

ij

) < 0 implikuje x

�

j

= 0; j = 1; 2; : : : ; n;

(b

i

�

P

a

ij

x

�

j

) > 0 implikuje y

�

i

= 0; i = 1; 2; : : : ;m:

(1.78)

Tyto podmínky jsou známé jako slabé doplòující podmínky lineárního programo-

vání.

Stejnì jako v posledních dvou sekcích, mù¾eme úlohu lineárního programování a

její øe¹ení interpretovat i geometricky. Mno¾ina pøíle¾itostí je polyedr - uzavøená kon-

vexní mno¾ina, ponìvad¾ to je prùseèíkm+n poloprostorù de�novaným nerovnostmi

a n nezápornými omezeními. Vrstevnice úèelové funkce jsou nadroviny a problém je

øe¹en nejvy¹¹í nadrovinou uvnitø polyedru. Toto øe¹ení nemù¾e být ve vnitøním bodì.

Øe¹ení se musí nacházet ve vrcholu (v tomto pøípadì je jednoznaèné) nebo podél

hranièní plochy (v tom pøípadì je nejednoznaèné).
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7 Mikroekonomie: matematické programování

a teorie srovnávací stability

Mikroekonomické úlohy jsou typicky formulované pro ekonomické subjekty (jako jsou

napø. domácnosti, �rmy), které se pokou¹ejí maximalizovat úèelovou funkci pøi jistých

omezeních. Proto jsou formulované jako úlohy matematického programování. Teorie

matematického programování je pak pou¾ívána pro analýzu tìchto problémù - tj.,

speci�cky charakterizovat rovnová¾né øe¹ení a urèit jak se øe¹ení mìní pøi zmìnì

parametrù úlohy. Poslednì zmínìné vymezení - tj., jak zmìny v parametrech ovlivòují

øe¹ení - je nazýváno srovnávací stabilita, proto¾e porovnává dvì rovnová¾né situace -

poèáteèní rovnováhu a rovnováhu po jedné nebo více zmìnách v parametrech.

Charakteristika øe¹ení je obyèejnì zalo¾ena na podmínkách 1. øádu úlohy matema-

tického programování a analýza srovnávací statistikyje zalo¾ena na rozdílu podmínek

1. øádu. Výsledek kvalitativního nebo kvantitativního urèení o tom, jak parametry

ovlivòují øe¹ení, dává jisté omezení v øe¹ení.

7.1 Vìta srovnávací stability

Pøedpokládaná úloha jistého ekonomického subjektu mù¾e být charakterizována jako

výbìr jistých promìnných x stejnì jako v úloze klasického programování 1.18 s jedno-

duchým omezením. Úèelová funkce a omezení mohou záviset na q-rozmìrném sloup-

covém vektoru parametrù a, a tedy úloha mù¾e být vyjádøena jako

max

x

F (x;a) pro g(x;a) = b: (1.79)

Øe¹ení této úlohy je charakterizováno podmínkami 1. øádu 1.24 a 1.25, které zde

jsou ve tvaru

b� g(x;a) = 0; (1.80)

@F

@x

(x;a)� y

@g

@x

(x;a) = 0; (1.81)

kde y je jednoduchý Lagrangeùv multiplikátor odpovídající jednoduchému omezení.

Øe¹ení x

�

, y

�

závisejí celkovì na q + 1 parametrech úlohy (a; b)

x

�

= x

�

(a; b); (1.82)

y

�

= y

�

(a; b): (1.83)

Vlo¾ením tohoto øe¹ení do podmínek 1. øádu dostáváme n+ 1 identit
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b� g(x(a; b);a) � 0; (1.84)

@F

@x

(x(a; b);a)� y(a; b)

@g

@x

(x(a; b);a) � 0: (1.85)

Pøedpokládané funkce F (x) a g(x) jsou spojitì diferencovatelné, identity 1.84 a

1.85 mù¾eme diferencovat do tvaru

d b�

@g

@x

dx�

@g

@a

da = 0; (1.86)

@

2

F

@x

2

dx+

@

2

F

@x@a

d a�

 

@g

@x

!

0

d y � y

@

2

g

@x

2

dx� y

@

2

g

@x@a

da = 0; (1.87)

kde

@g

@a

=

 

@g

@a

1

;

@g

@a

2

; : : : ;

@g

@a

q

!

; (1.88)

dx = (d x

1

;d x

2

; : : : ;d x

n

)

0

; (1.89)

d a = (d a

1

;d a

2

; : : : ;d a

n

)

0

; (1.90)

Øe¹ení pro dx a dy dává, v maticovém zápisu,

 

d y

d x

!

=

0

@

0 �

�

@g

@x

�

�

�

@g

@x

�

0

@

2

L

@x

2

1

A

�1

 

@g

@a

da � db

�

�

@

2

L

@x@a

�

da

!

; (1.91)

kde pøedpokládáme, ¾e ohranièená Hessova matice je regulární.

S u¾itím tohoto výsledku a s pøedpoklady, ¾e F (x) a g(x) jsou spojitì diferenco-

vatelné, je zde pøípustný bod a ohranièená Hessova matice je regulární, srovnávací

statická vìta udává, ¾e existuje témìø v¾dy zobecnìná Slutského rovnice ve formì

@x

@a

=

 

@x

@a

!

comp

+

1

y

 

@x

@b

! 

@L

@a

!

: (1.92)

Zde "comp" znaèí, ¾e je kompenzována parciální derivace podle a b tak, ¾e F je

konstantní. Tuto zobecnìnou rovnici lze pøepsat do tvaru

@x

@a

+

@x

@b

@g

@a

=

 

@x

@a

!

comp

+

1

y

@x

@b

@F

@a

= S(a; b): (1.93)
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Zde jsou výrazy vlevo "pozorovatelné", derivace vybraných promìných podle q+1

parametrù, derivace podle b, vá¾ená derivací g dle a. Výrazy vpravo jsou "nepozo-

rovatelné", první je matice kompenzované parciální derivace a druhá je nepozorova-

telná, kdy¾ je úèelová funkce jedineèná pouze na monotóní transformaci. Matice n�q

vpravo, S(a; b), je zobecnìná matice substituèního efektu. Druhá èást vìty dává, ¾e

pokud q = n, tedy S(a; b) je ètvercová, potom je symetrická tehdy a jen tehdy, kdy¾

obì funkce, úèelová funkce F (x;a) a omezující funkce g(x;a) mohou být zapsány jako

F (x;a) = A

F

a

0

x+ �

F

(x) + 


F

(x); (1.94)

g(x;a) = A

g

a

0

x+ �

g

(x) + 


g

(x); (1.95)

kde A

F

a A

g

jsou konstanty. Koneènì, kvadratická forma S(a; b) je negativnì semi-

de�nitní, pokud platí

A

F

� yA

g

� 0 (1.96)

8 Neoklasická teorie domácnosti

Domácnost a �rma jsou dva velmi dùle¾ité mikroekonomické subjekty. Stejnì jako

u ekonomického subjektu, je u domácnosti pøedpokládáno chování vedoucí k maxi-

malizaci u¾iteènosti podøízené rozpoètovému omezení. Pøedpokládejme n dostupných

druhù zbo¾í (a slu¾eb), oznaème x sloupcový vektor mno¾ství zbo¾í nakupovaného a

spotøebovávaného domácností

x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

0

; (1.97)

U(x) oznaème funkci u¾iteènosti pro domácnost,

U(x) = U(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

); (1.98)

udávající u¾iteènost jako funkci spotøebovaného mno¾ství; p buï øádkový vektor

(kladných) daných cen zbo¾í,

p = (p

1

; p

2

; : : : ; p

n

); (1.99)

a I buï (kladný) daný dostupný pøíjem domácnosti. Problém domácnosti pak lze

zapsat

max

x

U(x) pro px � I; x � 0 (1.100)

Domácnost vybírá nezáporná mno¾ství zbo¾í x tak, aby maximalizovala funkci

u¾iteènosti pøi respektování rozpoètového omezení
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px =

n

X

j=1

p

j

x

j

� I (1.101)

co¾ øíká, ¾e celkové výdaje na n druhù zbo¾í nemohou pøekroèit pøíjem domácnosti.

Jde o úlohu nelineárního programování, která vede k zavedení Lagrangeova multipli-

kátoru y a de�nuje Lagrangian jako

L(x; y) = U(x) + y(I � px): (1.102)

Kuhn-Tuckerovy podmínky dávají pro øe¹ení x

�

a y

�

@L

@x

=

@U

@x

� yp � 0;

@L

@y

= I � px � 0;

@L

@x

x =

�

@U

@x

� yp

�

x = 0; y

@L

@y

= y(I � px) = 0

x � 0; y � 0: (1.103)

Navíc y

�

má interpretacimarginální u¾iteènosti penìz (nebo marginální u¾iteènosti

pøíjmu),MU

m

,

y

�

= @U

�

=@I =MU

m

; (1.104)

kde U

�

je maximalizovaná hodnota u¾iteènosti

U

�

= U(x

�

): (1.105)

Jsou-li ceny a pøíjem kladné a u¾iteènost je monotónì rostoucí ve v¹ech spotøebních

úrovních

@U=@x

j

=MU

j

> 0; (1.106)

kdeMU

j

je (kladná) marginální u¾iteènost zbo¾í j, mù¾eme pak odvodit, ¾e rùst pøí-

jmu umo¾ní domácnosti nakoupit více zbo¾í a tak zvý¹it u¾itek. Tak¾e y

�

, marginální

u¾iteènost zvý¹ení pøíjmu, je kladná a, ze slabé doplòující podmínky

px

�

= I (1.107)

plyne, ¾e celý pøíjem je utracen.

Z Kuhn-Tuckerových podmínek plyne, ¾e produkt marginální u¾iteènosti pøíjmu

a cena zbo¾í urèují horní hranici pro marginální u¾iteènost ka¾dého zbo¾í

MU

j

� y

�

p

j

; j = 1; 2; : : : ; n: (1.108)

Ze slabé doplòující podmínky plyne, ¾e pokud je zbo¾í nakupováno (x

�

j

> 0),

podmínka 1.108 pøechází v rovnost. Tak¾e je-li j-té zbo¾í nakupováno

MU

j

=p

j

= y

�

=MU

m

; (1.109)
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tak¾e pomìr marginální u¾iteènosti k cenì je tentý¾ pro v¹echny druhy zbo¾í, které

jsou aktuálnì nakupovány, tento pomìr nazveme marginální u¾iteèností penìz. Pokud

1.108 dává ostrou nerovnost, pak dle komplementární podmínky není dané zbo¾í

nakupováno (x

�

j

= 0).

8.1 Vìta o poptávce

V souladu s vìtou o poptávce zde existuje øe¹ení pro po¾adované nakupované zbo¾í x

�

a marginální u¾iteènost penìz y

�

, je¾ mohou být pova¾ovány za funkci n+1 parametrù,

jmenovitì n cen a pøíjmù, p a I,

x

�

= x

�

(p; I); (1.110)

y

�

= y

�

(p; I); (1.111)

pøedpokládáme x

�

> 0, U(x) spojitì diferencovatelná do druhého øádu vèetnì v nej-

bli¾¹ím okolí x

�

, px

�

= I (nenasycení) a Hessova matice

H =

@

2

U

@x

2

=

@

@x

 

@U

@x

!

(1.112)

je regulární. Funkce 1.110 je poptávková funkce pro n druhù zbo¾í, její existence plyne

z teori implicitní funkce. Omezíme-li pozornost na zbo¾í, které je aktuálnì poptáváno,

podmínka prvního øádu, u¾ívaje øe¹ení, mù¾e být zapsána jako n+ 1 identit

@U

@x

(x

�

(p; I)) � y

�

(p; I)p; (1.113)

px

�

(p; I) � I: (1.114)

(Omezení pozornosti na zbo¾í, které je aktuálnì poptáváno, nepøipou¹tí situaci, ve

které pøi zmìnì parametru zbo¾í, je¾ není poptáváno, mù¾e toto ji¾ být poptáváno). V

souladu s teorii, podmínky charakterizují rovnová¾ný stav domácnosti. Pokud poptáv-

ková funkce U(x) je ostøe konkávní, jsou obì nutnými a dostaèujícími podmínkami pro

rovnováhu. Dále podle teorie je n poptávkových funkcí v 1.110 pozitivnì homogenních

stupnì nula v cenách a pøíjmu,

x

�

(�p; �I) = x

�

(p; I); 8 �; � > 0 (1.115)

jestli¾e zmìna p; I na � � p, � � I nezmìní úlohu pokud � > 0. (Pouze donucení je

ovlivnìno, a � � p � x � � � I je ekvivalentní k p � x � I pøi � > 0.) Zvolíme-li � = 1=I,

poptávková funkce mù¾e být psána
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x

�

= x

�

�

1

I

p

�

= x

�

(p

�

); (1.116)

kde p

�

je vektor cen relativnì vzta¾ených k dùchodu,

p

�

= (p

1

=I; p

2

=I; : : : ; p

n

=I) (1.117)

Zde poptávka závisí pouze na cenách relativnì vzta¾ených k dùchodu. Teorie po-

ptávky potom charakterizuje poptávkové funkce, urèuje jejich homogenitu a indikuje

jejich závislost na relativních cenách.

8.2 Slutského vìta

Slutského vìta sumarizuje porovnávací statiku domácnosti, obdr¾enou jako diferenci-

aci podmínek 1.113 a 1.114 podle cen a dùchodu. Dle kapitoly 7 dostáváme základní

maticovou rovnici teorie domácnosti

0

B

B

B

@

@y

�

@I

@y

�

@p

�

@y

�

@p

�

comp

@x

�

@I

@x

�

@p

�

@x

�

@p

�

comp

1

C

C

C

A

=

 

0 �p

�p

0

H

!

�1

 

�1 x

�

0

0

0 y

�

I

n

y

�

I

n

!

; (1.118)

kde výsledky porovnávací stability jsou sumarizovány dle zmìn v øe¹ení y

�

, x

�

jako

parametrù zmìn I a p,

@y

�

@I

=

@

2

U

�

@I

2

;

@x

�

@I

=

�

@x

�

1

@I

;

@x

�

2

@I

; : : : ;

@x

�

n

@I

�

;

@y

�

@p

=

�

@y

�

@p

1

;

@y

�

@p

2

; : : : ;

@y

�

@p

n

�

;

@x

�

@p

=

0

B

B

B

B

B

B

B

@

@x

�

1

@p

1

@x

�

1

@p

2

: : :

@x

�

1

@p

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@x

�

n

@p

1

@x

�

n

@p

2

: : :

@x

�

n

@p

n

1

C

C

C

C

C

C

C

A

;

(1.119)

a v¹echny promìnné a derivace jsou poèítány pro hodnoty øe¹ení y

�

, x

�

. Zde "comp"

znaèí, ¾e je kompenzována parciální derivace podle cen, kde dùchod je kompenzován

tak, ¾e poptávka je konstantní; H je Hessova matice dle 1.112, u ní¾ je pøedpoklá-

dána negativní de�nitnost a invertibilita, hranièní Hessova matice je regulární a I

n
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je identická matice typu n� n. Øe¹ení základní rovnosti, pøi invertování rozlo¾ených

matic, dává Slutského rovnost,

@x

�

@p

=

�

@x

�

@p

�

comp

�

�

@x

�

@I

�

x

�

tj.

@x

�

j

@p

k

=

�

@x

�

j

@p

k

�

comp

�

�

@x

�

j

@I

�

x

�

k

8 j; k;

(1.120)

vyjadøující, ¾e celkový efekt zmìny ceny na poptávku je souètem substituèního efektu

kompenzované zmìny na poptávku a dùchodového efektu zmìny dùchodu na po-

ptávku, kde dùchodový efekt postihuje vá¾ené �x

�

. Tato rovnice je první èástí Slut-

ského vìty. Druhá èást teorie uvádí, ¾e matice substituèního efektu je symetrická a

negativnì semide�nitní,

 

@x

�

@p

!

comp

je symetrická tj.

@x

�

j

@p

k

+

@x

�

j

@I

x

�

k

=

@x

�

k

@p

j

+

@x

�

k

@I

x

�

j

8 j; k; (1.121)

z

 

@x

�

@p

!

comp

z

0

� 0 a = 0 pro z = �p: (1.122)

Poslední èást vìty je Engelova podmínka agregace

p

 

@x

�

@I

!

= 1 tj.

n

X

j=1

p

j

@x

�

j

@I

= 1; (1.123)

Cournotova podmínka agregace

p

 

@x

�

@p

!

+ x

�

0

= 0 tj.

n

X

j=1

p

j

 

@x

�

j

@p

l

!

+ x

�

l

= 0; 8l; (1.124)

a podmínka homogenity

@x

�

@p

p

0

+

@x

�

@I

I = 0 tj.

n

X

k=1

@x

�

j

@p

k

p

k

+

@x

�

j

@I

I = 0; 8j: (1.125)

9 Neoklasická teorie �rmy

O �rmì jako ekonomickém subjektu pøedpokládáme, ¾e se chová tak, aby maximalizo-

vala zisk za pøedpokladu technologických omezení produkèní funkce. Za pøedpokladu,

¾e �rma pou¾ívá n vstupù na produkci jediného výstupu, nech» x je sloupcový vektor

vstupù

x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

0

; (1.126)
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q je výstup, f(x) je produkèní funkce �rmy

q = f(x) = f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

); (1.127)

kde výstup je funkcí vstupù. w je øádkový vektor kladných vah vstupù

w = (w

1

; w

2

; : : : ; w

n

); (1.128)

a p je kladná cena výstupu. Problém konkurenèní �rmy je pak

max

q; x

� = pq �wx pro q = f(x); x � 0: (1.129)

Firma zvolí odpovídající hodnotu vstupù a výstupu tak, aby maximalizovala zisk

�, uvedený ve vztahu 1.129 jako rozdíl mezi pøíjmy pq a náklady, které jsou dané jako

celkové výdaje za v¹echny vstupy

wx =

n

X

j=1

w

j

x

j

: (1.130)

Produkèní funkce mù¾e být dosazena pøímo do úèelové funkce, tak¾e problémmù¾e

být zapsán

max

x

�(x) = pf(x)�wx pro x � 0: (1.131)

Kuhn - Tuckerovy podmínky pak vyjadøují øe¹ení x

�

@�

@x

= p

@f

@x

�w � 0;

@�

@x

x =

�

p

@f

@x

�w

�

x = 0;

x � 0:

(1.132)

Pak pomìr vstupní hodnoty k výstupní udává horní limit marginální (mezní)

produkce ka¾dého vstupu

MP

j

� @f=@x

j

� w

j

=p; j = 1; 2; : : : ; n: (1.133)

Ze slabé doplòkové podmínky vyplývá, ¾e pokud je vstup j nakoupen (tj. x

j

> 0),

podmínka 1.133 se stává rovností, tedy je-li vstup j nakoupen, platí

MP

j

= w

j

=p; (1.134)

a tedy pomìr marginální produkce k bohatství (hodnota vstupu) je stejný pro v¹echny

aktuálnì nakoupené vstupy, bì¾ný pomìr bývá pøevrácená hodnota výstupní hodnoty

(ceny).
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9.1 Vìta o nabídce

Podle vìty o nabídce existuje øe¹ení pro nakoupené vstupy x

�

, které mohou obsahovat

funkce z n+ 1 parametrù, tedy n vah w a výstupní cena p

x

�

= x

�

(w; p); (1.135)

za pøedpokladu x

�

> 0, f(x) je dvojnásobnì spojitì diferencovatelná funkce v okolí

x

�

a Hessova matice

H =

@

2

f

@x

2

=

@

@x

 

@f

@x

!

(1.136)

je regulární. Funkce v 1.135 jsou vstupní poptávkové funkce, jejich¾ existence je za-

ruèena. Výstupní nabídková funkce je pak

q

�

= q

�

(w; p) = f(x

�

): (1.137)

Omezeníme-li pozornost na vstupy, které jsou aktuálnì nakoupeny, podmínky 1.

øádu, pou¾ité pøi øe¹ení, jsou identity

p

@f

@x

(x

�

(w; p)) � w; (1.138)

q

�

(w; p) � f(x

�

(w; p)): (1.139)

(Je to podobné jako u domácnosti. Omezená pozornost vstupù, které jsou aktu-

álnì nakoupeny, vylouèí pøípad, ve kterém díky zmìnì parametrù vstup, který nebyl

nakoupen, mù¾e být nakoupen.)

Podle vìty o nabídce tyto podmínky charakterizují rovnováhu �rmy. Jestli pro-

dukèní funkce f(x) je ostøe konkávní, jsou obì podmínky nutné a postaèující pro

rovnováhu. Navíc podle teorie n vstupní poptávková funkce 1.135 a výstupní nabíd-

ková funkce 1.137 jsou positivní homogenní stupnì 0 pro v¹echny hodnoty vstupu a

výstupní ceny

x

�

(�w; �p) = x

�

(w; p);

8 � > 0;

q

�

(�w; �p) = q

�

(w; p);

(1.140)

proto¾e zmìna w; p na �w, �p zmìní pouze � ve vztahu 1.129 a maximalizací ��

dostáváme stejné øe¹ení jako maximalizací � za pøedpokladu � > 0. Výbìrem � = 1=p

pak vstupní poptávkové funkce a výstupní nabídková funkce mohou být zapsány

x

�

= x

�

�

1

p

w

�

= x

�

(w

�

);

q

�

= q

�

�

1

p

w

�

= q

�

(w

�

);

(1.141)
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kde w

�

je vektor reálných hodnot vstupu (bohatství), tj. relativní hodnoty k výstupní

cenì

w

�

= (w

1

=p;w

2

=p; : : : ; w

n

=p): (1.142)

Pak vstupní poptávka závisí pouze na n reálných vahách. Vìta o nabídce proto

charakterizuje jak vstupní poptávkovou tak i výstupní nabídkovou funkci, udává jejich

homogenitu a ukazuje jejich závislost na reálných vahách.

9.2 Teorie srovnávací stability �rmy

Teorie srovnávací stability �rmy je získaná pomocí rozdílù podmínek první nabídky

1.138 a 1.139 s ohledem na vstupní ceny w a výstupní cenu p. Sledujíce pøístup z

odstavce 7 obdr¾íme základní maticovou rovnici teorie �rmy

0

B

B

@

@q

�

@p

�

@q

�

@w

�

0

@x

�

@p

@x

�
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; (1.143)

kde srovnávací stabilita øe¹ení je shrnuta pomocí zmìny na øe¹ení q

�

, x

�

takté¾ s

parametry p a w.

@q

�

@p

@x

�

@p

=

�
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�

1
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;

@x

�

2

@p

; : : : ;
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;
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=

�
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;
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@q

�

@w

n

�

0

;

@x

�

@w

=
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(1.144)

a v¹echny promìnné a derivace jsou vypoèteny v hodnotách øe¹ení q

�

, x

�

. Derivací

@f=@x je zde vektor marginálních produktù, H je Hessova matice 1.136, o které

pøedpokládáme, ¾e je negativnì de�nitní a I

n

je identická matice typu n� n. Øe¹ení

základní rovnice vede na vztah

q

�

=@w = �@x

�

=@p tj. @q

�

=@w

j

= �@x

�

j

=@p; 8j; (1.145)

co¾ nám øíká, ¾e efekt jakékoliv hodnoty na výstupu je identický, ale s opaèným

znaménkem ne¾ efekt výstupu ceny na stejný vstup. Tato rovnice je první èástí vìty.
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Druhá èást vìty uvádí, ¾e matice efektù vah vstupních poptávek je symetrická a

negativnì de�nitní

@x

�

=@w je symetrická t.j. @x

�

j

=@w

k

= @x

�

k

=@w

j

; 8j; k; (1.146)

z(@x

�

=@w)z

0

� 0 a = 0 pro z = �w: (1.147)

Poslední èást vìty tvrdí, ¾e vzrùst výstupní ceny bude zvy¹ovat nabídku výstupu

@q

�

=@p > 0: (1.148)

Firma mù¾e pou¾ít teorii lineárního programování. V takovém pøípadì �rma pro-

dukuje n výstupù x

1

; : : : ; x

n

s vyu¾itímm vstupù b

1

; : : : ; b

m

. Produkce jedné jednotky

výstupu j po¾aduje a

ij

jednotek na vstupu i. Pøedpokládejme, ¾e krátkodobì v¹echny

vstupy jsou �xní, potom výbìr �rmy pouze je rozhodnout, jaký mix výstupù produkce

je dán tìmito vstupy. Úloha je pak úloha klasického lineární programování

max

x

cx pro Ax � b; x � 0; (1.149)

jako v 1.65. Úèelová funkce maximalizace je celkový pøíjem, daný vztahem

cx = c

1

x

1

+ c

2

x

2

+ � � �+ c

n

x

n

; (1.150)

kde c

j

je daná cena a x

j

je vybraná úroveò výstupu j. Pak m omezení je ve formì

a

i1

x

1

+ a

i2

x

2

+ � � �+ a

in

x

n

� b

i

; i = 1; 2; : : : ;m; (1.151)

co¾ nám øíká, ¾e celkové mno¾ství vstupu i pou¾ité k produkci výstupového vektoru

x nemù¾e pøesáhnout úroveò dostupného vstupu i, co¾ je b

i

. Úloha je pak vybìr

nezáporných výstupù tak, aby maximalizoval zisk, v dané technologií a dostupnými

vstupy.

Duální úloha je

min

y

yb pro yA � c; y � 0; (1.152)

jako v 1.69. Tato úloha mù¾e být interpretován jako výbìr nezáporných hodnot (stí-

nové ceny) pro vstupy y

1

; y

2

; : : : y

m

tak, aby minimalizoval náklady vstupù

yb = y

1

b

1

+ y

2

b

2

+ � � �+ y

m

b

m

; (1.153)

kde y

i

je vybraná hodnota a b

i

je daná úroveò vstupu i. Pak n omezení je ve tvaru

y

1

a

1j

+ y

2

a

2j

+ � � �+ y

m

a

mj

� c

j

; j = 1; 2; : : : ; n; (1.154)
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který nám øíká, ¾e jednotkové náklady na zbo¾í j, získáné seètením nákladù produkce

jedné jednotky ze v¹ech vstupù, není men¹í ne¾ cena tohoto zbo¾í. Duální problém k

problému rozdìlení, primární úloha 1.149 je proto problém ohodnocení, duální úloha

k 1.152. Podle doplòující podmínky 1.78, jestli¾e pro nìjaký výstup j je nerovnost

1.154 ostrou nerovností, tak nákladová jednotka pøekroèí cenu ( výstup je produkován

se ztrátou), pak tento výstup není produkován (x

�

j

= 0). Podobnì, jestli¾e pro nìjaký

vstup i je nerovnost 1.151 ostrá nerovnost, tak není celý vstup vyu¾it (pøeroste nám

nabídka), pak tento vstup je zbo¾í zdarma (y

�

i

= 0). A navíc z 1.77

cx

�

= y

�

b; (1.155)

pak pøi øe¹ení duální úlohy celkové pøíjmy z výstupu se rovnají celkovým nákladùm

vstupù, tj. �rma vyrábí s nulovým ziskem.

10 Závìry

Z tohoto shrnutí matematického programování s aplikací na ekonomii nám vyjdou

dva závìry.

1. Rùzné problémy matematického programování, které zde jsou zpracována -

úloha bez omezení, klasické programování, nelineární programování a lineární

programování - v¹echny jsou vzájemnì uzavøeny, s analogickými teoriemi ve

v¹ech pøípadech.

2. Stejné problémy matematického programování jsou dùle¾ité pøi aplikaci v eko-

nomii, zvlá¹tì v mikroekonomické teorii domácností a �rem. Øe¹ení matematic-

kého programování vede u obou k charakteristice rovnováhy ka¾dého z tìchto

subjektù a analýza jejich srovnávací statistiky odpovídá zmìnì parametrù, jako

jsou ceny a dùchod.
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Kapitola 2

Dualita v mikroekonomii

1 Úvod

Co se myslí tím, kdy¾ se øekne, ¾e existuje þdualitaÿ mezi nákladovou a produkèní

funkcí? Pøedpokládejme, ¾e je dána produkèní funkce F a ¾e u = F (x), kde u je

maximální mno¾ství výroby (produkce), které mù¾e být vyrobeno technologií bìhem

urèitého období, jestli¾e vektor vlo¾eného (vstupního) mno¾ství x � (x

1

;x

2

; : : : ;x

N

)

je u¾it bìhem období. Tudí¾ produkèní funkce F popisuje technologii dané �rmy. Na

druhou stranu minimální celkové náklady �remní výroby na nejmen¹í výstup (pro-

dukci) úrovnì u dané vstupními cenami (p

1

; p

2

; : : : ; p

N

) � p jsou de�novány jako

C(u;p) ) a to je samozøejmì funkce u, p a dané produkèní funkce F . To co není tak

samozøejmé, je to, ¾e (za urèitých podmínek regularity) nákladová funkce C(u;p) rov-

nì¾ zcela popisuje technologii dané �rmy, tj. daná �remní nákladová funkce C mù¾e

být pou¾ita k de�nování �remní produkèní funkce F . Tudí¾ se jedná o dualitu mezi

nákladovou a produkèní funkcí v tom smyslu, ¾e ka¾dá z tìchto funkcí mù¾e popisovat

technologii �rmy stejnì dobøe.

V první èásti této kapitoly rozvineme tuto dualitu mezi nákladovou a produkèní

funkcí podrobnìji. V druhé èásti odvodíme podmínky regularity, je¾ nákladová funkce

C musí mít (bez ohledu na tvar funkce nebo zvlá¹tních regulárních vlastností pro-

dukèní funkce F ), a uká¾eme, jak mù¾e být produkèní funkce zkonstruována z dané

nákladové funkce. Ve tøetí èásti rozvineme tuto dualitu mezi nákladovou a produkèní

funkcí vícero formálnìj¹ím zpùsobem.

Ve ètvrté èásti budeme uva¾ovat o dualitì mezi (pøímou) produkèní funkcí F a

vzájemnì si odpovídající nepøímou produkèní funkcí G. Daná produkèní funkce F ,

vstupní ceny p � (p

1

; p

2

; : : : ; p

N

) a vstupní rozpoèet y dolarù, nepøímé produkèní

funkce G(y;p) je de�nována jako maximální výstup (produkt) u = F (x), který

mù¾e být vyroben (vyprodukován) daným rozpoètem vynuceným vstupními náklady

p

T

x �

P

N

i=1

p

i

x

i

� y. Tudí¾ nepøímá produkèní funkce G(y;p) je funkcí maximál-

ního pøípustného rozpoètu y, vstupních cen p, se kterými výrobce poèítá a produkèní
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funkci F výrobce. Za urèitých regulárních podmínek se uká¾e, ¾e G mù¾e také zcela

popisovat technologii a tudí¾ je tu dualita mezi pøímou a nepøímou produkèní funkcí.

Vý¹e uvedené duality mezi náklady, produkcí (výrobou) a nepøímou produkèní

funkcí se také mù¾e interpretovat v kontextu teorie spotøeby: prostì nechat (dovolit)

F být u¾itkovou funkcí spotøebitele, x vektorem nakoupeného zbo¾í (nebo nájemné), u

u¾itkovým stupnìm spotøebitele a y þpøíjmemÿ spotøebitele nebo výdaji (náklady) na

N komodit. Potom C(u;p) je minimální náklad (výdaj) dosahující u¾itkový stupeò

u daný tak, ¾e spotøebitel poèítá s cenami p za zbo¾í a to je dualita mezi u¾itkovou

funkcí F spotøebitele a funkcí C, která je èasto nazývána nákladovou (výdajovou)

funkcí v kontextu teorie spotøebitele. Podobnì G(y;p) mù¾e být nyní de�nována

jako maximální u¾itek, který spotøebitel mù¾e dosáhnout tak, ¾e poèítá s cenami p

a pøíjem y vydá na N komodit. V souvislosti se spotøebitelem je G nazývána jako

nepøímá u¾itková funkce spotøebitele.

Tudí¾ ka¾dá z na¹ich duálních teorií má dvì interpretace: jednak v souvislosti

s výrobou a jednak v souvislosti se spotøebitelem. V èásti 2 chceme vyu¾ít výrobní

teoretickou terminologii kvùli konkrétnosti. Nicménì v následující èásti budeme pou-

¾ívat více neutrální terminologii, která bude zahrnovat jak produkèní tak i spotøební

interpretaci. Produkèní nebo-li u¾itkovou funkci F budeme nazývat agregaèní funkce,

nákladovou nebo-li výdajovou funkci C nákladová funkce a nepøímou produkèní nebo-

li u¾itkovou funkci G nepøímá agregaèní funkce.

V páté èásti je zavedena funkce vzdálenosti D(u;x). Vzdáleností funkce poskytuje

je¹tì dal¹í zpùsob charakteristiky technologie. Hlavní pou¾ití vzdálenostní funkce je

v konstrukci Malmquistova (1953) mno¾stevního indexu.

V èásti 6 prodiskutujeme nìkolik dal¹ích teorií duality: tj. prodiskutujeme dal¹í

metody pro ekvivalentní popis technologie, buï lokálnì nebo globálnì, v jednovstupém

nebo v N -vstupém kontextu. Ètenáø, který se zajímá o aplikaci, mù¾e pøeskoèit èásti

3 { 6.

Matematické teorie prezentované v èásti 2 { 6 mohou vypadat jen jako èistì te-

oretické výsledky (pro matematické úèely) bez praktického vyu¾ití. Av¹ak toto není

ten pøípad. V èásti 7 { 10 pøedvedeme nìkteré aplikace døíve rozvinutých teorií. Tyto

aplikace spadají do dvou hlavních kategorií: 1)mìøení technologií nebo preferencí (èást

9 a 10) 2)odvození srovnatelných statistických výsledkù (èást 7 a 8).

V èásti 10 se zamìøíme na �rmy, které mohou produkovat mnoho výstupù, zatímco

zpracovávají mnoho vstupù (kde¾to pøedtím jsme se zabývali pouze jedním vstupem).

Uvedeme nìkteré teorie duality a pov¹imneme si jejich nìkterých aplikací.

Nakonec v èásti 11 a 12 se krátce zmíníme o nìkterých dal¹ích oblastech ekono-

miky, kde mohou být duální teorie aplikovány.

Dùkazy jsou v nìkterých èástech vynechány : dùkazy mohou být nalezeny v od-

kazované literatuøe nebo v Diewertovi (1982).
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2 Dualita mezi nákladovou (výdajovou)

a produkèní (u¾itkovou) funkcí: Zjednodu¹ený

pohled

Pøedpokládejme, ¾e máme dánu N -rozmìrnou vstupní produkèní funkci F : u = F (x),

kde u je mno¾ství vyprodukovaného výstupu za urèitou dobu a x � (x

1

; : : : ;x

N

) �

0

N

je nezáporný vektor vstupu zpracovaného za tuto dobu. Dále pøedpokládejme,

¾e výrobce mù¾e nakoupit mno¾ství zpracovávaných vstupù za pevné kladné ceny

p � (x

1

; : : : ;x

N

) >> 0

N

a ¾e se výrobce nepokusí mít monopolní sílu na trhu vstupù.

�

Nákladová funkce výrobce C je de�nována jako výsledek problému minimalizace

ceny výroby pøi zachování výstupní úrovnì u, za podmínky, ¾e výrobce poèítá se

vstupním vektorem cen p:

C(u;p) � min

x

fp

T

x : F (x) � ug: (2.1)

V této èásti je ukázáno, ¾e nákladová funkce C vyhovuje pøekvapivému poètu

podmínek regularity, bez ohledu na funkcionální tvar produkèní funkce F , poskytující

jen øe¹ení cenového minimalizaèního problému 2.1. V následující èásti je ukázáno,

jak tyto podmínky regularity nákladové funkce mohou být pu¾ity v pøípadì dùkazu

komparativních statistických teorií o odvození poptávkové funkce pro vstupy ([20]).

Døíve ne¾ zavedeme vlastnosti nákladové funkce C, je vhodné dát prostor násle-

dujícím minimalizaèním podmínkám regularity produkèní funkce F :

Pøedpoklad 1 pro F

F je spojitá shora, tj. pro v¹echna u 2 rangeF je L(u) � x : x � 0

N

; F (x) � u

uzavøená mno¾ina.

Jestli¾e F je spojitá funkce, pak samozøejmì F bude rovnì¾ spojitá shora. Pøed-

poklad 1 je dostateèný k implikaci toho, ¾e øe¹ení cenového (nákladového) minimali-

zaèního problému 2.1 existuje.

Následujících sedm vlastností pro nákladovou funkci C mù¾e být nyní odvozeno

jen za pøedpokladu, ¾e produkèní funkce F vyhovuje pøedpokladu 1.

Vlastnost 1 pro C

Pro ka¾dé u 2 range(F ) a p � 0

N

; C(u;p) � 0, tj. C je nezáporná funkce.

Dùkaz.

C(u;p) � min

x

fp

T

x : x � 0

N

; F (x) � ug

= p

T

x

�

; kde x

�

� 0

N

a F (x

�

) � u

� 0; nebo» p� 0

N

a x

�

� 0

N

:

�

V èásti 11 je tato podmínka zmírnìna.
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Vlastnost 2 pro C

Jestli¾e p � 0

N

a k > 0, potom C(u; kp) = kC(u;p) pro ka¾dé u 2 range(F ), tj.

nákladová funkce je (jednoznaènì) lineárnì homogenní ve vstupních cenách pro �xní

výstupní úroveò.

Dùkaz. Nech» p� 0

N

; k > 0 a u 2 rangeF . Pak

C(u; kp) � min

x

f(kp)

T

x : F (x) � ug

= k min

x

fp

T

x : F (x) � ug = k C(u;p):

Vlastnost 3 pro C

Jestli¾e nìjaká kombinace vstupních cen roste, pak minimální produkèní náklady

reálného výstupu úrovnì u se sní¾í, tj. jestli¾e u 2 range(F ) a p

1

> p

0

, pak C(u;p

1

) �

C(u;p

0

):

Dùkaz.

C(u;p

1

) � min

x

fp

1T

x : F (x) � ug

= p

1T

; kde x

1

� 0

N

a F (x

1

) � u

� p

0T

x

1

; nebo» p

1

> p

0

a x

1

� 0

N

� min

x

fp

0T

x : F (x) � ug;nebo» x

1

je

pøípustný pro minimalizaci nákladù,

ale není nutnì optimální

� C(u;p

0

):

Vlastnosti nákladové funkce byly intuitivnì zøejmé z ekonomického pohledu. Ale

následující dùle¾ité vlastnosti nejsou tak intuitivnì zøejmé.

Vlastnost 4 pro C

Pro v¹echna u 2 range(F ), C(u;p) je konkávní funkce p.

Dùkaz: Nech» u 2 rangeF , p

0

� 0

N

;p

1

� 0

N

a 0 � � � 1. Pak

C(u;p

0

) � min

x

fp

0T

x : F (x) � ug = p

0T

x

0

a

C(u;p

1

) � min

x

fp

1T

x : F (x) � ug = p

1T

x

1

:Nyní

C(u; �p

0

+ (1 � �)p

1

) � min

x

f(�p

0

+ (1� �)p

1

)

T

x : F (x) � ug

= (�p

0

+ (1� �)p

1

)

T

x

�

= �p

0T

x

�

+ (1� �)p

1T

x

�

� �p

0T

x

0

+ (1� �)p

1T

x

1

; nebo» x

�

je pøípustné pro
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minimalizaci nákladù ve spojitosti s cenovým

vektorem vstupù p

0

a p

1

; ale není nutnì

optimální pro tyto úlohy

= �C(u;p

0

) + (1� �)C(u;p

1

):

Základní idea ve vý¹e uvedeném dùkazu je opakovanì pou¾ita v duální teorii.

Vzhledem k neintuitivní povaze vlastnosti 4 je asi výhodné poskytnout geometrickou

interpretaci ve 2{vstupovém pøípadì (tj. N = 2).

Pøedpokládejme, ¾e výrobce produkuje výstup úrovnì u. De�nujme mno¾inu S

0

jako mno¾inu nezáporných kombinací vstupù, které jsou buï na nebo pod optimální

nákladovou èárou (izokvantou), kdy výrobce poèítá s cenami p

0

; tj. S

0

� fx : p

0T

x �

C(u;p

0

);x � 0

N

g, kde C

0

� C(u;p

0

) = p

0T

x

0

je minimum produkèních nákladù vý-

stupu u daných tak, ¾e výrobce poèítá s cenami p

0

� 0

N

: V¹imnìme si, ¾e vektor

vstupù x

0

øe¹í nákladovou minimalizaèní úlohu v tomto pøípadì. Nyní pøedpoklá-

dejme, ¾e výrobce poèítá se vstupními cenami p

1

� 0

N

a de�nujme S

1

; C

1

; a x

1

analogicky, tj. S

1

� fx : p

1T

x � C(u;p

1

);x � 0

N

g; C

1

� C(u;p

1

) = P

1T

x

1

; kde

vektor vstupù x

1

øe¹í nákladový minimalizaèní problém, kdy výrobce poèítá s cenami

p

1

:

Nech» 0 < � < 1 a nyní pøedpokládejme, ¾e výrobce poèítá s prùmìrnými ceno-

vými vstupy �p

0

+ (1� �)p

1

: De�nujme S

�

; C

�

a x

�

jako pøedtím:

S

�

� fx : (�p

0

+ (1 � �)p

1

)

T

x � C(u; �p

0

+ (1� �)p

1

);x � 0

N

g;

C

�

� C(u; �p

0

+ (1� �)p

1

) = (�p

0

+ (1� �)p

1

)

T

x

�

;

kde x

�

øe¹í nákladový minimalizaèní problém, kdy výrobce poèítá s prùmìrnými ce-

nami �p

0

+(1��)p

1

: Nakonec uva¾ujme nákladovou izokvantu, která by byla výsled-

kem, jestli¾e výrobce spotøebovává prùmìr ze dvou poèáteèních nákladù �C

0

+ (1�

�)C

1

; odpovídajících prùmìru cen vstupù �p

0

+(1��)p

1

:Mno¾ina nezáporných kom-

binací vstupù, která je buï na nebo pod nákladovou linií, je de�nována jako mno¾ina

S

�

� fx : (�p

0

+(1��)p

1

)

T

x � �C

0

+(1��)C

1

;x � 0

N

g: K ukázání konkávnosti C

potøebujeme ukázat, ¾e C

�

� �C

0

+(1��)C

1

nebo (ekvivalentnì) potøebujeme uká-

zat, ¾e S

�

obsahuje mno¾inu S

�

. To mù¾e být dokázáno tak, ¾e nákladová izokvanta

pøíslu¹ící mno¾inì S

�

; L

�

� fx : (�p

0

+ (1 � �)p

1

)

T

x = �C

0

+ (1 � �)C

1

g protíná

prùnik nákladových izokvant pøíslu¹ících mno¾inám S

0

a S

1

. Nákladová izokvanta

pøíslu¹ící mno¾inì S

�

; L

�

� fx : (�p

0

+ (1 � �)p

1

)

T

x = C

�

g je zøejmì soubì¾ná

(paralelní) s L

�

: A koneènì L

�

musí být buï shodná s L

�

nebo le¾et nad ní, proto¾e

kdyby L

�

byla pod L

�

, tak by existoval bod na u izokvantì, který by le¾el pod alespoò

jednou z nákladových izokvant L

0

� fx : p

0T

x = C

0

g nebo L

1

� fx : p

1T

x = C

1

g,

co¾ by odporovalo minimalizaci nákladù v x

0

nebo x

1

.

Vlastnost 5 pro C
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Pro v¹echna u 2 range(F ); C(u;p) je spojitá v p pro p � 0

N

: [Dùkaz této vlast-

nosti je zalo¾en na výsledcích ve [10], str. 75 a [19] str. 82.]

Vlastnost 6 pro C

C(u;p) je neklesající v u pro pevné p, tj. jestli¾e p � 0

N

; u

0

; u

1

2 range(F ); a

u

0

� u

1

, pak C(u

0

;p) � C(u

1

;p):

Dùkaz:

Nech» p � 0

N

; u

0

; u

1

2 range(F ) a u

0

� u

1

: Pak

C(u

1

;p) � min

x

fp

T

x : F (x) � u

1

g

� min

x

fp

T

x : F (x) � u

0

g; nebo» kdybyu

0

� u

1

; pak

fx : F (x) � u

1

g � fx : F (x) � u

0

g aminimum

p

T

xnad vìt¹ímno¾inou nemù¾e rùst

� C(u

0

;p):

V porovnání s pøedcházejícími vlastnostmi nákladové funkce vy¾aduje následující

vlastnost silný matematický aparát. Proto¾e tyto matematické závìry jsou u¾iteèné

nejenom v tomto odstavci, ale i v odtsvcích následujících, na chvíli odboèíme a uve-

deme je.

V následujících de�nicích nech» S znaèí podmno¾inu R

M

, T je podmno¾inou R

K

,

fx

n

g je posloupnost bodù z mno¾iny S a fy

n

g posloupnost bodù z mno¾iny T . Pro

úplnìj¹í diskusi o následujících de�nicích a teoriích | viz. [11].

De�nice. � je korespondence (mnohoznaèné zobrazení) z S do T , jestli¾e pro ka¾dé

x 2 S existuje neprázdná mno¾ina obrazù �(x), která je podmno¾inou T .

De�nice. Korespondence � je shora semispojitá (nebo jinak shora hemispojitá) v bodì

x

0

2 S, jestli¾e lim

n

x

n

= x

0

, y

n

2 �(x

n

) lim

n

y

n

= y

0

, implikuje y

0

2 �(x

0

). Ko-

respondence � je zdola semispojitá v bodì x

0

2 S, jestli¾e lim

n

x

n

= x

0

, y

0

2 �(x

0

)

implikuje, ¾e existuje posloupnost fy

n

g, tak ¾e y

n

2 �(x

n

) a lim

n

y

n

= y

0

. Korespon-

dence � je spojitá v x

0

2 S, jestli¾e je shora a zdola semispojitá v bodì x

0

.

Lemma 2.1 ([4], str. 111-112) � je shora semispojitá korespondence na S právì

tehdy, kdy¾ graf � � f(x; y) : x 2 S; y 2 �(x)g je uzavøená mno¾ina v S � T .
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Vìta 2.2 Vìta o existenci maxima shora spojité funkce ([4], str. 116) Nech» f je

shora spojitá funkce

y

de�novaná na S�T , kde T je kompaktní (uzavøená, ohranièená)

podmno¾ina R

K

. Pøedpokládejme, ¾e � je korespondence z S do T a ¾e � je shora

semispojitá na S. Pak funkce g de�novaná g(x) � max

V

ff(x; y) : y 2 �(x)g je

jednoznaènì de�nována a je shora semispojitá na S.

Vìta 2.3 Vìta o maximu ([6], str. 19, [4], str. 116)

Nech» f je spojitá funkce reálných hodnot de�novaná na S�T , kde T je kompaktní

podmno¾ina R

K

. Nech» � je korespondence z S do T a nech» � je spojitá na S. De-

�nujme (maximum) funkci g jako g(x) � max

y

ff(x; y) : y 2 �(x)g a korespondenci

� jako �(x) � fy : y 2 �(x) a f(x; y) = g(x)g. Potom funkce g je spojitá na S a

korespondence � je shora semispojitá na S.

Vlastnost 7 pro C

Pro ka¾dé p � 0

N

; C(u; p) je zdola spojitá v u; tj. jestli¾e p

�

� 0

N

; u

�

2 prosto-

ru F; u

n

2 prostoru F pro v¹echna n, u

1

� u

2

� : : : a limu

n

= u

�

, pak platí, ¾e

lim

n

C(u

n

; p

�

) = C(u

�

; p

�

).

Dùkaz vlastnosti 7 se nachází v [8].

Za úèelem pøiblí¾ení této vlastnosti v C, ètenáø mù¾e zjistit, ¾e je výhodné zvolit

N = 1 a nechat produkèní funkce F (x) jako následující þkrokovacíÿ funkci (shora

spojitá) [Shepard (1970, str. 89)]:

F (x) � f0; jestli¾e 0 � x <; 1; jestli¾e 1 � x < 2; 2; jestli¾e 2 � x < 3; : : :g:

Pro p > 0 je odpovídající nákladová funkce C(u; p) následující (zdola spojitá) þkro-

kovacíÿ funkce:

C(u; p) � f0; jestli¾e 0 = u; p; jestli¾e 0 < u � 1; 2p; jestli¾e 1 < u � 2; : : :g:

Vý¹e uvedené vlastnosti nákladové funkce mají empirické dùsledky, jak si uká¾eme

pozdìji. Nicménì, jeden dùsledek mù¾e být uveden na tomto místì. Pøedpokládejme,

¾e mù¾eme sledovat náklady, vstupní ceny a výstup (zisk) pro �rmu a pøedpokládejme

dále, ¾e máme ekonometricky odhadnutou následující lineární nákladovou funkci:

C(u; p) = �+ �

T

p+ 
u

kde � a 
 jsou konstanty a � je vektor konstant. Mù¾e být (2.2) skuteènou nákladovou

funkcí �rmy ? Odpovìdí je ne, jestli¾e �rma konkurenènì minimalizuje náklady a

y

Reálná funkce de�novaná na S � T se nazývá spojitá shora neboli shora semispojitá v bodì

z

0

2 S � T , pokud je splnìna nìkterá z následujících podmínek: (i) Pro v¹echna " > 0 existuje okolí

bodu z

0

tak, ¾e z 2 N (z

0

) implikuje f(z) < f(z

0

) + " nebo z

n

2 S � T , lim

n

z

n

= z

0

, f(z

n

) � f(z

0

)
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jestli¾e jedna ze dvou konstant � a 
 je nenulová, v tomto pøípadì C nevyhovuje

Vlastnosti 2 (lineární homogenita cen vstupù).

Nyní pøedpokládejme, ¾e máme urèenou nìjakou skuteènou nákladovou funkci

C �rmy, ale ¾e neznáme produkèní funkci F �rmy (s výjimkou toho, ¾e F splòuje

Pøedpoklad 1). Jak mù¾eme pou¾ít danou nákladovou funkci C(u; p) (splòující vý¹e

uvedené vlastnosti 1 { 7) k vytvoøení pøíslu¹né produkèní funkce F (x) �rmy ?

Odpovídající k produkèní funkci u = F (x) je skupina produkèních isoploch fx :

F (x) = ug nebo skupina rovinných mno¾in L(u) � fx : F (x) � ug. Pro ka¾dé

u 2 range(F ) mù¾e být nákladová funkce pou¾ita k vytvoøení þkrajníÿ aproximace

mno¾iny L(u) následujícím zpùsobem. Vyberte ceny vstupù p

1

� 0

N

a nakreslete

povrch izokvanty fx : p

1T

x = C(u; p

1

)g. Mno¾ina L(u) musí le¾et nad (a protínat)

touto mno¾inou, proto¾e C(u; p

1

) � min

x

fp

1T

x : x 2 L(u)g; tj. L(u) � fx : p

1T

x �

C(u; p

1

)g. Vyberme dal¹í dodateèné vstupní cenové vektory p

2

� 0

N

; p

3

� 0

N

; : : :

a graf povrchù izokvanty fx : p

1T

x = C(u; p

1

)g. Je lehce vidìt, ¾e L(u) musí být

podmno¾inou v¹ech mno¾in fx : p

1T

x � C(u; p

1

)g. Tedy:

L(u) �

\

p�0

N

fx : p

T

x � C(u; p)g � L

�

(u);

tj. L(u) mno¾ina skuteèných produkèních mo¾ností musí být obsa¾ena v mno¾inì

L

�

(u) þkrajníchÿ aproximovaných produkèních mo¾ností, která je obdr¾ena jako prù-

nik v¹ech opìrných celkových nákladových poloprostorù na skuteèné mno¾inì tech-

nologií L(u).

Na obrázku (2.1) je L

�

(u) oznaèena pøeru¹ovanou èarou. Pov¹imnìte si, ¾e okraj

(hranici) této mno¾iny vytváøí aproximace skuteèných isokvant u a ¾e tyto aproximo-

vané isokvanty se kryjí se skuteènými jen zèásti, nemají zpìtné zakøivení a nekonvexní

èásti skuteèných isokvant.

Jestli¾e ji¾ byla skuteèná skupina mno¾in L

�

(u) aproximovaných produkèních mo¾-

ností vytvoøena, aproximované produkèní funkce mù¾e být de�nována jako

F

�

(x) � max

n

u : x 2 L

�

(u)g = maxfu : p

T

x � C(u; p) pro ka¾dé p� 0

N

o

(2.2)

pro x � 0

N

. V¹imnìme si, ¾e maximalizaèní problém de�novaný ve 2.2 má neko-

neèný poèet omezení (jedno omezení pro ka¾dé p� 0

N

). Tedy 2.2 mù¾e být pou¾ito

k de�nování aproximované produkèní funkce F

�

, máme-li pouze nákladovou funkci

C.

Je jasné (viz. obrázek 2.1), ¾e aproximovaná produkèní funkce F

�

se nebude obecnì

pøekrývat se skuteènou funkcí F . Je tedy také jasné, ¾e z hlediska sledovaného tr¾-

ního chování, jestli¾e výrobce konkurenènì minimalizuje náklady, potom nezále¾í, zda

výrobce minimalizující náklady podléhá omezení produkèní funkce dané jako F nebo

F

�

: pozorovaná tr¾ní data nás nikdy nepøivedou ke zji¹tìní, zda výrobce má výrobní

funkci F nebo aproximovanou funkci F

�

.
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Je také jasné, ¾e jestli¾e chceme, aby se aproximovaná produkèní funkce F

�

kryla

se skuteènou funkcí F , pak je nezbytné, aby F splòovala následující dva pøedpoklady:

Pøedpoklad 2 pro F

F je neklesající, tj. jestli¾e x

2

� x

1

� 0

N

, pak F (x

2

) � F (x

1

).

Pøedpoklad 3 pro F

F je kvazikonkávní funkce, tj. pro ka¾dé u 2 range(F ), L(u) � fx : F (x) � ug je

konvexní mno¾ina.

Jestli¾e F splòuje Pøedpoklad 2, potom zpìtné zakøivení izokvant nemù¾e nastat.

Jestli¾e F splòuje Pøedpoklad 3, pak nekonvexní izokvanty modelu znázornìného na

obrázku 2.1, nemohou nastat.

Není pøíli¹ obtí¾né si v¹imnout, ¾e F splòuje Pøedpoklady 1{3 a nákladová funkce

C se poèítá podle 2.1, potom aproximovaná produkèní funkce F

�

(spoèítaná podle

2.2) se bude krýt se skuteènou produkèní funkcí F , tj. je zde dualita mezi náklado-

vými funkcemi splòujícími Vlastnosti 1{7 a produkèními funkcemi splòujícími Pøed-

poklady 1{3. První osoba, která dokázala Vìtu o dualitì v tomto tvaru byl R.W. She-

phard ([21]).

V následující èásti si uvedeme podobnou Vìtu o dualitì po zavedení nìkterých

silnìj¹ích podmínek na pøíslu¹nou produkèní funkci F .

Následující výsledek je podklad pro mnoho teoretických a empirických aplikací

teorie duality.

Lemma 2.4 ([12], str. 331; [20], str. 68; [14], str. 272)

Pøedpokládejme, ¾e produkèní funkce F splòuje Pøedpoklad 1 a ¾e nákladová funkce

C je de�nována pomocí 2.1. Nech» u

�

2 rangeF , p

�

� 0

N

a pøedpokládejme, ¾e x

�

je

øe¹ení problému minimalizace nákladù pøi produkèní úrovni u

�

, kdy¾ ceny vstupù p

�

existují, tj.

C(u

�

; p

�

) � min

x

fp

�T

x : F (x) � u

�

g = p

�T

x

�

: (2.3)

Jestli¾e navíc je C derivovatelná podle cen vstupù v bodì (u

�

; p

�

), pak:

x

�

= r

p

C(u

�

; p

�

); (2.4)

kde

r

p

C(u

�

; p

�

) � [@C(u

�

; p

�

1

; : : : ; p

�

N

=@p

1

; : : : ; @C(u

�

; p

�

1

; : : : ; p

�

N

)=@p

N

]

T

je vektor prvních parciálních derivací C podle slo¾ek cenového vektoru vstupù p.

Dùkaz: Pro libovolný vektor vhodných vstupních cen p � 0

N

je x

�

pøípustný pro

problém minimalizace nákladù de�novaný pomocí C(u

�

; p), ale není nutnì optimální,

tj. pro ka¾dý p� 0

N

máme následující nerovnost:

p

T

x

�

� C (u

�

; p) : (2.5)
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Pro p � 0

N

de�nujme funkci g(p) � p

T

x

�

� C(u

�

; p). Z 2.5 plyne, ¾e g(p) � 0 pro

p � 0

N

a z 2.3 g(p

�

) = 0. Tedy, g(p) nabývá globálního minima v p = p

�

. Proto¾e

g je diferencovatelná v p

�

, musí být splnìna první nutná podmínka 2.6 pro lokální

minimum:

r

p

g(p

�

) = x

�

�r

p

C(u

�

; p

�

) = 0

N

; (2.6)

která implikuje 2.4.

Tedy derivace nákladové funkce výrobce C(u; p) podle cen vstupù p dává výrobcùv

systém funkcí poptávky po vstupech, který minimalizuje náklady x(u; p) = r

p

C(u; p).

Vý¹e uvedená lemma by mìla být peèlivì srovnána s následujícím závìrem.

Lemma 4 ([21], str. 11)

Jestli¾e nákladová funkceC(u; p) splòuje Vlastnosti 1{7 a navíc je diferencovatelná

podle cen vstupù v bodì (u

�

; p

�

), pak

x(u

�

; p

�

) = r

p

C(u

�

; p

�

);

kde x(u

�

; p

�

) � [x

1

(u

�

; p

�

); : : : ; x

N

(u

�

; p

�

)]

T

je vektor mno¾ství vstupù minimalizující

náklady potøebných k vytvoøení u

�

jednotek výstupu, máme-li ceny p

�

, kde pøíslu¹ná

produkèní funkce F

�

je de�nována pomocí (2.4), u

�

2 range(F

�

) a p

�

� 0

N

.

Rozdíl mezi Lemma 3 a Lemma 4 je, ¾e Lemma 3 pøedpokládá existenci produkèní

funkce F a nestanovuje vlastnosti nákladové funkce, kromì derivovatelnosti, zatímco

Lemma 4 pøedpokládá pouze existenci nákladové funkce splòující pøíslu¹né podmínky

regularity a odpovídající produkèní funkce F

�

je de�nována za pou¾ití dané nákladové

funkce. Tedy, z ekonometrického pohledu, Lemma 4 je u¾iteènìj¹í ne¾ Lemma 3: za

úèelem získání podobného systému vstupních poptávkových funkcí, v¹e, co musíme

udìlat je pøedpokládat funkèní tvar C, který splòuje pøíslu¹né podmínky regularity

a derivovat C podle slo¾ek cenového vektoru vstupù p. Není nutné odhadnout od-

povídající produkèní funkci a také není nutné trvat na nìkdy obtí¾né algebøe pøi

derivování funkcí poptávky po vstupech prostøednictvím Lagrangeových technik.

Historické poznámky

Tvrzení, ¾e existují dva nebo více ekvivalentní zpùsoby popisující výkony a tech-

nologii, tvoøí jádro teorie duality. Matematickým základem pro ekonomickou teorii

duality je Minkowského vìta ([16]), uvedená v ([10], str. 48-50) a ([19], str. 95-99):

ka¾dá uzavøená konvexní mno¾ina mù¾e být reprezentována jako prùnik svých opìr-

ných podprostorù. Tedy, za jistých podmínek, uzavøená konvexní mno¾ina L(u) �

fx : F (x) � u; x � 0

N

g mù¾e být reprezentována jako prùnik podprostorù generova-

ných nákladovými izoplochami dotýkajícími se mno¾iny produkèních mo¾ností L(u),

\

p

n

x : p

T

x � C(u; p)

o

: (2.7)
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Jestli¾e spotøebitel (výrobce) má rozpoèet y > 0, který spotøebuje na N komodit,

pak maximální u¾itek (nebo výstup) pøi cenách p � 0

N

mù¾e obdr¾et jako øe¹ení

rovnosti y = C(u; p) nebo øe¹ením

1 = C(u; p=y) (2.8)

(kde pou¾ijeme lineární homogenitu C v p) pro u jako funkci normalizovaných cen,

p=y-. Nazvìme výslednou funkci G, tak ¾e u = G(p=y). Alternativnì, G mù¾e být

de�nována pøímo z produkèní funkce F následujícím zpùsobem pro p� 0

N

, y > 0:

G

�

(p; y) � max

n

F (x) : p

T

x � y; x � 0

N

o

(2.9)

nebo

G

 

p

y

!

� max

8

<

:

F (x) :

 

p

y

!

T

x � 1; x � 0

N

9

=

;

:

Houthakker (1951-52, str. 157) nazval funkciG nepøímou u¾itkovou funkcí a, stejnì

jako nákladovou funkci C, také mù¾e charakterizovat preference nebo technologické

zvlá¹tnosti za jistých podmínek (Èást 4 dále). Dùvod pro uvedení tohoto u této èásti

oddílu je, ¾e historicky to bylo zavedeno do ekonomické literatury pøed nákladovou

funkcí od Antonelliho (1971, str. 349) v 1886 a potom Konüsem (Konyus) (1924).

Tedy, první èlánek, který pøipustil, ¾e preference mohou být ekvivalentnì popsány

pøímou nebo nepøímou funkcí u¾itku ukázal Konyus a Byushgens (1926, str. 157),

kteøí si v¹imli, ¾e rovnice u = F (x) a u = G(p=y) jsou ekvivalentní pro stejné body,

ale v odli¹ných souøadnicích: první rovnice je v bodových souøadnicích, zatímco druhá

v rovinných a teèných souøadnicích. Konyus a Byushgens (1926, str. 159) také zavedli

minimalizaèní problém, který dovoluje odvodit pøímou u¾itkovou funkci z nepøímé

u¾itkové funkce a, koneènì, znázornili do grafu rùzné preference v cenovém prostoru

pro pøípad dvou druhù zbo¾í.

Teorie duality v anglicky psané literatuøe pravdìpodobnì zaèala dvìma èlánky od

Hotellinga (1932, 1935), který asi jako první ekonom u¾il slovo þdualitaÿ:

Stejnì tak jako máme u¾itkovou funkci u spotøebních velièin,

jejich¾ derivací jsou ceny, tak máme duálnì funkci cen, její¾ de-

rivací jsou spotøební velièiny. [Hotelling (1932,str. 594)].

Hotteling (1932, str. 594) také pøipustil, ¾e nákladová funkce mù¾e být zobrazo-

vána køivkami, které jsou konkávní shora, tj. poznal, ¾e nákladová funkce C(u; p) by

mìla vyhovovat þdoplnìnéÿ podmínce køivisti v p.

Hotelling (1932, str. 590; 1935, str. 68) také zavedl ziskovou funkci �, která posky-

tuje je¹tì dal¹í zpùsob jak mù¾e být popsána technologie klesajících výnosù z rozsahu.

S pou¾itím na¹eho zápisu je funkce � de�nována jako

�(p) � max

n

F (x)� p

T

x

o

(2.10)
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Hotelling urèil, ¾e poptávkové funkce,maximalizující zisk x(p) � [x

1

(p); : : : ; x

N

(p)]

T

,

mohou být obdr¾eny diferencováním ziskové funkce, tj. x(p) = �r

p

�(p). Tedy, jestli¾e

je � tøídy C

2

, tak lze snadno odvodit Hotellingovy podmínky symetrie (1935, str. 69):

�

@x

i

@p

j

(p) =

@

2

�

@p

i

@p

j

(p) = �

@x

j

@p

l

(p): (2.11)

Roy (1942, str. 20) de�noval nepøímou u¾itkovou funkci G

�

jako v (2.10) vý¹e a

potom odvodil analogii Lemma 3, vý¹e uvedené, která je nazvána Royova identita

(1942, str. 18-19),

x

 

p

y

!

=

�r

p

G

�

(p; y)

r

y

G

�

(p; y)

:

kde x(p=y) � [x

1

(p=y); : : : ; x

n

(p=y)]

T

je vektor poptávkových funkcí maximalizujících

u¾itek získaných tak, ¾e spotøebitel (výrobce) má ceny p � 0

N

a dùchod y > 0

na spotøebu. Roy (1942, str. 24-27) ukázal, ¾e G

�

se sni¾uje v cenì p, v dùchodu a

homogenní stupnì 0 v (p; y); tj. G

�

(�p; �y) = G

�

(p; y) pro � > 0. Tedy G

�

(p; y) =

G

�

(p=y; 1) � G(p=y) = G(v), kde v � p=y je vektor normalizovaných cen. V èlánku

z roku 1947 Roy odvodil následující verzi Royovy identity (1947, str. 219), kde nepøímá

u¾itková funkce G je pou¾ita místo G

�

:

x

i

(v) =

@G(v)

@v

i

,

N

X

j=1

v

j

@G(v)

@v

j

; i = 1; 2; : : : ; N:

Francouzský matematik Ville (1951, str. 125) také odvodil u¾iteèné vztahy (2.14)

v roce 1946. Snad proto by mìla (2.14) být nazývána Villeho identita. Ville (1951,

str. 126) si v¹iml, ¾e jestli¾e pøímá u¾itková funkce F (x) je lineárnì homogenní, potom

nepøímá funkce G(v) � max

x

fF (x) v

T

x � 1; x � 0

N

g je homogenní stupnì �1,

tj. G(�v) = �

�1

G(v) pro � > 0; v � 0

n

a tedy �G(v) =

P

N

j=1

v

j

(@G(v)=@v

j

).

Substituce poslední identity do (2.14) dává jednodu¹¹í rovnici (viz. také Samuelson

(1972)]:

x

i

(v) = �@ lnG(v)=@v

i

; i = 1; 2; : : : ; N:

V tomto oddíle by mìl být také uveden Antonelli (1971, str. 349), který získal Roy-

ovu verzi identity v 1886 a Konyus a Byushgens (1926, str. 159) témìø odvodili toto

v roce 1926 následujícím zpùsobem: vzali v úvahu problém minimalizovaného nepøí-

mého u¾itku G(v) s normalizovanou cenou v pøi omezení v

T

x = 1. Jak si Houthakker

(1951-52, str. 157-158) pozdìji v¹iml, tento minimalizaèní problém s omezením gene-

ruje pøímou u¾itkovou funkci, tj. pro x� 0

N

máme:

F (x) = min

v

fG(v) : v

>

x � 1; v � 0

N

g: (2.12)
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Konyus a Byushgens získali podmínky prvního øádu pro problém (2.16): r

v

G(v) =

�x. Jestli¾e vylouèíme Lagrangeùv multiplikátor � z tohoto posledního systému rovnic

u¾itím v

>

x = 1, získáme vztah x = r

v

G(v)=v

>

r

v

G(v), který je v (2.14) zapsán ve

vektorovém tvaru. Konyus a Byushgens v¹ak tento poslední krok pøesnì neprovedli.

Jiné pozoruhodné pojednání napsal Wold (1943{44). De�noval zde nepøímou u¾it-

kovou funkci G(v) (nazval ji þfunkce cenové preference\) a ukázal, ¾e plochy indife-

rence cenového prostoru jsou konvexní k poèátku nebo lineární,tj. ukázal, ¾e G(v) je

kvazikonvexní funkce

z

pøi normalizovaných cenách v. Woldova raná práce je shrnuta

v Wold (1953, str. 145{148).

Malmquist (1953, str. 212) také de�nuje nepøímou u¾itkovou funkci G(v) a uka-

zuje, ¾e je to kvazikonvexní funkce ve v.

Jestli¾e produkèní funkce F vyjadøuje konstantní výnosy z rozsahu produkce (tj.

F (�x) = �F (x) pro v¹echna � � 0; x � 0

N

) a je spojitá, potom se odpovídající

nákladová funkce rozkládá následujícím zpùsobem:

Nech» u > 0; p� 0

N

; potom

C(u; p) � min

x

fp

>

x : F (x) � ug

= min

x

fup

>

(x=u) : F (x=u) � 1g

= u min

z

fp

>

z : F (z) � 1g

� u C(1; p): (2.13)

(Vý¹e uvedený dùkaz pøedpokládá, ¾e existuje alespoò jedno x

�

> 0 takové, ¾e

F (x

�

) > 0

N

, tak¾e mno¾ina fz : F (z) � 1g je neprázdná.) Samuelson (1953{54)

pøedpokládá, ¾e produkèní funkce F je lineárnì homogenní a podléhá þzobecnìnému

zákonu klesajících výnosùÿ, F (x

0

+x") � F (x

0

)+F (x") (který je ekvivalentní konkáv-

nosti F , pokud je F lineárnì homogenní). De�nuje (str. 15) jednotkovou nákladovou

funkci C(1; p) a zji¹»uje, ¾e C(1; p) má stejné vlastnosti v p jako F v x. Také po-

znamenává (str. 15), ¾e rovina na plo¹e odpovídající jednotkovému výstupu (oblast

nekoneèné substituènosti) bude odpovídat rohu na jednotkové nákladové plo¹e. Tuto

poznámku uèinil ji¾ Shephard ] ([21], str. 27{28).

Shephardova monogra�e z roku 1953 je první moderním pøesné pojednání o teo-

rii duality. Shephard ([21], str. 13{14) uvádí, ¾e nákladovou funkci C(u; p) mù¾eme

interpretovat jako opìrnou funkci pro mno¾inu fx : F (x) � ug, a u¾ívá tohoto faktu

k urèení vlastností C(u; p) vzhledem k p. Shephard také zmiòuje Minkowského vìtu

([16]) o konvexních mno¾inách a Bonnesenovu a Fenchelovu monogra�i o konvexních

mno¾inách. Musíme poznamenat, ¾e Shephard neobjevil pøímo dualitu mezi produkè-

ními a nákladovými funkcemi, ale objevil dualitu mezi produkèními a distanèními

funkcemi, kterou budeme de�novat v dal¹í èásti, a pak mezi distanèními a náklado-

vými funkcemi.

z

Funkce G je kvazikonvexní právì tehdy, kdy¾ (�G) je kvazikonkávní.



50 KAPITOLA 2. DUALITA V MIKROEKONOMII

Shephard ([21], str. 4) de�nuje homotetickou produkèní funkci. Je to taková funkce,

kterou lze napsat ve tvaru

F (x) = �[f(x)];

kde f je homogenní funkce stupnì jedna a � je spojitá, rostoucí funkce f . Seznámíme

se s následujícími dodateènými pøedpoklady o F (nebo f):

Pøedpoklad 4 o F

F je (nezápornì) lineárnì homogenní; tj. jestli¾e x � 0

N

; � � 0, pak F (�x) = �F (x).

Pøedpoklad 5 o F

F je slabì pozitivní; tj. pro ka¾dé x � 0

N

; F (x) � 0; ale F (x

�

) > 0 pro alespoò jedno

x

�

> 0

N

.

Nyní mù¾eme usuzovat, ¾e �(f) je spojitá, rostoucí funkce jedné promìnné pro

f � 0 a �(0) = 0. Za tìchto podmínek existuje inverzní funkce �

�1

, která má stejné

vlastnosti jako �. Pro v¹echna f � 0 platí �

�1

[�(f)] = f . Jestli¾e f(x) splòuje vý¹e

uvedené pøedpoklady 1, 4 a 5, potom se nákladová funkce odpovídající F (x) � �[f(x)]

rozkládá následovnì:

nech» u > 0; p � 0

N

; pak

C(u; p) � min

x

fp

>

x : �[f(x)] � ug

= min

x

fp

>

: f(x) � �

�1

[u]g

= �

�1

[u]min

x

fp

>

(x=�

�1

[u]) : f(x=�

�1

[u]) � 1g;

kde �

�1

[u] > 0 pro u > 0;

= �

�1

[u]c(p); (2.14)

kde c(p) � min

z

fp

>

z : f(z) � 1g je funkce jednotkových nákladù, která odpovídá

lineárnì homogenní funkci f , nezápornì (kladnì) lineárnì homogenní, neklesající,

konkávní a spojité funkci p (viz vý¹e vlastnosti 1{5). Nebudeme, jako obvykle, schopni

odvodit pùvodní produkèní funkci �[f(x)] z nákladové funkce (2.18), leda¾e by f také

splòovala vý¹e uvedené pøedpoklady 2 a 3. Shephard ([21], str.43) obdr¾el faktorizaci

(2.18) pro nákladové funkce odpovídající homotetickým produkèním funkcím.

Shephard ([21], str.28{29) uvádí rùzná praktická vyu¾ití teorie duality:

(i) jako pomùcka pøi agregaci promìnných,

(ii) v ekonometrických studiích produkce v pøípadì, ¾e nejsou dostupná vstupní

data, ale náklady, vstupní ceny a výstupní data dostupná jsou,
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(iii) jako pomùcka pøi odvozování srovnávacích nemìnných výsledkù.

Shephard odvodil, nebo pøedpovìdìl mnoho teoretických výsledkù a praktických apli-

kací teorie duality.

Vìnujme se nyní urèitým výsledkùm odvozeným v této kapitole. McFadden (1966)

ukázal, ¾e minimum z de�nice (2.1) existuje, pokud F splòuje pøedpoklad 1. Vlast-

nost 1 obdr¾el Shephard ([21], str. 14), vlastnost 2 Shephard ([21], str. 14) a Samuelson

(1953-54, str. 15), vlastnost 3 Shephard ([21], str. 14), vlastnost 4 Shephard ([21], str.

15) [na¹i metodu dùkazu pou¾il McKenzie (1956-57, str. 185)], vlastnosti 5 a 6 Uzawa

(1964, str. 217) a koneènì vlastnost 7 získal Shephard ([22] str. 83).

Metodu konstrukce mno¾in pøibli¾ných produkèních mo¾ností L

�

(u) pomocí ná-

kladové funkce odvodil Uzawa (1964).

Velmi dùle¾itá je skuteènost, ¾e pøibli¾né izokvanty neobsahují zpìtné zahnutí,

nebo nekonvexní èásti pravých izokvant. V souvislosti s teorií spotøebitele na to upo-

zoròuje Hotelling (1935, str. 74), Wold (1943, str. 231; 1953, str. 146) a Samuel-

son (1950b, str. 359{360) a v souvislosti teorie produkce McFadden (1966, 1978a).

Abychom tuto skuteènost zdùraznili, budeme citovat Hotellinga a Samuelsona.

Jestli¾e bude mít indiferenèní køivka pro nákupy vlnitý charakter, na nì-

kterých èástech bude konvexní k poèátku a na ostatních èástech konkávní.

Musíme uèinit závìr, ¾e mù¾eme pova¾ovat za podstatné pouze ty èásti,

které jsou konvexní k poèátku. Ostatní jsou v podstatì nepozorovatelné.

Mù¾eme je objevit pouze v nespojitostech, které mohou nastat v poptávce

s nestálými cenovými pomìry, které vedou k neèekaným zmìnám smìru

teèny ke grafu poptávky v místì nespojitosti, pokud je pøímka pooto-

èena. Ale zatímco takovéto nespojitosti mohou odhalit existenci mezery,

nemohou nikdy zmìøit její hloubku. Pokud existují konkávní èásti indi-

ferenèních køivek a jejich vícerozmìrné zobecnìní, musejí nav¾dy zùstat

v nemìøitelné temnotì. [Hotelling(1935, str.74), vlastní pøeklad]

Musíme poznamenat, ¾e na konkurenèním trhu nemù¾emepozorovat body,

kde jsou indiferenèní køivky spí¹e konvexní ne¾ konkávní. Takové body

jsou navìky zahaleny v temnotì { pokud neuèiníme na¹eho spotøebitele

monopolistou, který si vybírá mezi zbo¾ím le¾ícím na velmi konvexní þroz-

poètové køivceÿ, (která zohledòuje cenu zbo¾í, které spotøebitel nakupuje).

V monopsonním pøípadì mù¾eme v bodì rovnováhy klidnì odvodit sklon

spotøebitelovy indiferenèní køivky od sklonu pozorovaného omezení. [Sa-

muelson (1950b, str. 359{360), vlastní pøeklad]

Ná¹ dùkaz lemmatu 3 sleduje dùkaz pøipsaný Diamondem a McFaddenem (1974,

str. 4) M. W. Gormanovi, nicménì stejná metoda dùkazu byla pou¾ita také Karlinem
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(1959, str. 272). Hicksùv a Samuelsonùv dùkaz lemmatu 3 pøedpokládá diferencovatel-

nost produkèních funkcí a u¾ívá podmínku prvního øádu pro nákladovou minimalizaci

souèasnì s vlastnostmi omezení. V na¹í citaci uvedené vý¹e Hotelling (1932, str. 594)

naznaèuje, ¾e také obdr¾el Hicksovy (1946, str. 331) a Samuelsonovy (1947, str. 68;

1953{54, str. 15{16) výsledky v nepatrnì odli¹ném kontextu.

3 Dualita mezi nákladovými a agregaèními (pro-

dukèními nebo u¾itkovými) funkcemi

V této èásti pøedpokládejme, ¾e agregaèní funkce F splòuje následující vlastnosti:

Podmínky I pro F

(i) F je reálná funkce N promìnných de�novaná na nezáporném ortantu 
 � fx :

x � 0

N

g a spojitá na svém de�nièním oboru.

(ii) F je rostoucí, t.j. x

00

� x

0

� 0

N

implikuje F (x

00

) > F (x

0

).

(iii) F je kvazikonkávní funkce.

Poznamenejme, ¾e uvedené vlastnosti (i) a (ii) jsou silnìj¹í ne¾ pøedpoklady 1

a 2 o F uèinìné v pøedchozí èásti. To znamená, ¾e mù¾eme odvodit o nìco silnìj¹í

podmínky pro nákladovou funkci C(u; p), která odpovídá F (x) splòující podmínky I.

Nech» U je obor hodnot funkce F . Z (i) a (ii) je vidìt, ¾e U � fu : �u � u <

�

�ug,

kde �u � F (0

N

) <

�

�u. Poznamenejme, ¾e nejmen¹í horní závora

�

�u mù¾e být koneèné

èíslo nebo +1. Pøi aplikaci teorie spotøebitele nemáme dùvod pøedpokládat, ¾e �u je

koneèné èíslo (tj. �u mù¾e být rovno �1), ale to jenom mírnì ubírá na obecnosti.

De�nujme mno¾inu kladných cen P � fp : p � 0

N

g.

Vìta 1

Jestli¾e F splòuje podmínky I, pak C(u; p) � min

x

fp

>

x : F (x) � ug je de�no-

vaná pro v¹echna u 2 U a p 2 P splòující podmínky II uvedené ní¾e.

Dùkaz viz Diewert(1982).

Podmínky II pro C

(i) C(u; p) je reálná funkce N +1 promìnných de�novaná na U �P bodovì spojitá

v (u; p) v de�nièním oboru.

(ii) C(�u; p) = 0 pro ka¾dé p 2 P .
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(iii) C(u; p) je rostoucí v u pro ka¾dé p 2 P ; t.j. pokud p 2 P; u

0

; u

00

2 U pøi u

0

< u

00

,

potom C(u

0

; p) < C(u

00

; p).

(iv) C(

�

�u; p) = +1 pro ka¾dé p 2 P ; tj. jestli¾e p 2 P; u

n

2 U; lim

n

u

n

=

�

�u, potom

lim

n

C(u

n

; p) = +1.

(v) C(u; p) je (pozitivnì) lineárnì homogenní v p pro v¹echna u 2 U ; tj. u 2 U; � >

0; p 2 P implikuje C(u; �p) = �C(u; p).

(vi) C(u; p) je konkávní v p pro v¹echna u 2 U .

(vii) C(u; p) je rostoucí v p pro u > �u a u 2 U .

(viii) C je taková, ¾e funkce F

�

(x) � max

u

fu : p

>

x � C(u; p) pro ka¾dé p 2 P; u 2 Ug

je spojitá pro x � 0

N

.

Dùsledek 1.1

Jestli¾e C(u; p) splòuje podmínky II uvedené vý¹e, potom de�nièní obor C mù¾e být

roz¹íøen z U�P na U�
. Roz¹íøená funkce C je spojitá v p pro p 2 
 � fp : p � 0

N

g

pro v¹echna u 2 U .

x

Dùsledek 1.2

Pro ka¾dé x � 0

N

; F

�

(x) = F (x), kde F

�

je funkce de�novaná nákladovou funkcí C

v bodì (viii) podmínek II.

Dùsledek 1.2 ukazuje, ¾e nákladová funkce doká¾e kompletnì popsat produkèní

funkci, která splòuje podmínky I; tj. u¾ijeme-li McFaddenovu (1966) terminologii,

nákladová funkce je postaèující statistika pro produkèní funkci.

Dùkaz vìty 1 je pøímý s výjimkou bodù (i) a (viii), které obsahují vlastnost spo-

jitosti produkèní nebo nákladové funkce. Spojitost se jeví jako obtí¾ný pojem teorie

duality. Proto se sna¾íme této vlastnosti v pøedchozí èásti vyhnout tak, jak je to jen

mo¾né. O problému spojitosti ji¾ døíve diskutovali Shephard (1970), Friedman (1972),

Diewert (1974a), Blackorby, Primont a Russell (1978) a Blackorby a Diewert (1979).

Abychom dokázali vztah mezi spojitostí L(u) a tím, ¾e C(u; p) je spojitá na U�P ,

po¾adujeme, aby byla funkce F rostoucí (vlastnost I(ii)).

{

Pokud je vlastnost I(ii)

x

C(u; p) nemusí být striktnì rostoucí v u, pokud p le¾í na hranici 
. Napø. uva¾me funkci

f(x

1

; x

2

) � x

1

, která má duální nákladovou funkci C(u; p

1

; p

2

) � p

1

u, která není rostoucí v u,

pokud p

1

= 0.

{

Friedman (1972) ukazuje, ¾e I(ii) a spojitost shora (pøedpoklad I o F v pøedchozí èásti) postaèují

k implikaci joint spojitosti C na U �P . Nicménì, pokud nebudeme pøedpokládat vlastnost aditivity
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nahrazena pøedpokladem slabé monotonie (tak, jako ná¹ starý pøedpoklad 2 o F

z pøedchozí èásti), pak náhorní rovina na grafu F (þtlusté\ indiferenèní plochy v jazyce

teorie u¾itku) zpùsobí nesouvislosti v C vzhledemk u [srov. Friedman (1972, str. 169)].

Poznamenejme, ¾e II(ii) a II(iii) implikují, ¾e C(u; p) > 0 pro u > �u a p � 0

N

a ¾e

II(iv) není nezávislá vlastnost C, proto¾e plyne z II(ii), (iii), (v) a (vi). poznamenejme

také, ¾e F není ryze kvazikonkávní, tj. ¾e mno¾ina produkèních mo¾ností L(u) � fx :

F (x) � ug je ryze konvexní.

Koneènì, je zøejmé, ¾e máme-li danou pouze nákladovou funkci podniku C, mù-

¾eme pou¾ít funkci F

�

de�novanou ve smyslu nákladové funkce v II(viii), abychom

vytvoøili produkèní funkci podniku. Tato skuteènost je formálnì zapsána v následující

vìtì.

Vìta 2

Jestli¾e C splòuje podmínky II uvedené vý¹e, potom F

�

de�novaná II(viii) splòuje

podmínky I. Navíc, pokud C

�

(u; p) � min

x

fp

>

x : F

�

(x) � ug je nákladová funkce

de�novaná F

�

, potom C

�

= C.

Dùsledek 2.1

Mno¾ina supergradientù C vzhledem k p v bodì (u

�

; p

�

) 2 U � P; @C(u

�

; p

�

) je mno-

¾inou øe¹ení problému nákladové minimalizace min

x

fp

�>

x : F

�

(x) � u

�

g, kde F

�

je

agregaèní funkce odpovídající dané nákladové funkci, která splòuje podmínky II. [Su-

pergradienty splòují x

�

2 @C(u

�

; p

�

) právì tehdy, kdy¾ C(u

�

; p) � C(u

�

; p

�

)+x

�>

(p�

p

�

) pro v¹echna p � 0

N

.]

Dùsledek 2.2 ([21], str. 11) lemma]

Jestli¾e C splòuje podmínky II a kromì toho je diferencovatelná vzhledem k cenám

vstupù v bodì (u

�

; p

�

) 2 U � P , potom øe¹ení x

�

problému nákladové minimalizace

min

x

fp

�>

x : F (x) � u

�

g je jediné a je rovno vektoru parciálních derivací funkce

C(u

�

; p

�

) podle prvkù vektoru cen p; tj.

x

�

= r

p

C(u

�

; p

�

): (2.1)

Pøedchozí dvì vìty poskytly verzi Shephardovy (1953, 1970) vìty o dualitì mezi

nákladovými a agergaèními funkcemi. Podmínky pro C, které odpovídají na¹im pod-

mínkám I pro F , se zdají být zøejmé kromì bodu II(viii), který nezbytnì zaruèuje spo-

jitost agregaèní funkce F

�

odpovídající dané nákladové funkci C. Podmínku II(viii)

F , ze spojitosti zdola nemù¾eme vyvodit, ¾e C(u; p) je rostoucí v u pro p 2 P (vlastnost, která plyne

z I(i) a¾ I(ii)).
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mù¾eme vynechat, jestli¾e zesílíme podmínku II(iii): C(u; p) je rostoucí v u pro ka¾dé

p nále¾ející do S � fp : p � 0

N

; 1

>

N

p = 1g. Lze ukázat, ¾e výsledné F

�

je spojité [srov.

Blackorby, Primont a Russell (1978)]. Mnoho u¾iteèných funkcionálních tvarù v¹ak

nesplòuje zesílení podmínky II(iii).

k

Alternativní metoda, jak se zbavit podmínky

II(viii), krerá zachovává spojitost pøímé agregaèní funkce F

�

odpovídající dané ná-

kladové funkci C, je objevit lokální vìty o dualitì, tj. pøedpokládejme, ¾e C splòuje

podmínky II(i){II(vii) pro (u; p) 2 U � P , kde P je nyní omezeno na kompaktní,

konvexní podmno¾inu kladného ortantu. Lokálnì spojitá funkce F

�

mù¾e být de�no-

vaná pomocí C a naopak má C jako svou nákladovou funkci na U �P . Tento pøístup

provozují Blackorby a Diewert (1979).

Historické poznámky

Vìty o dualitì mezi F a C dokázali za rùzných podmínek Shephard (1953, 1970),

McFadden (1962), Chipman (1970), Hanoch (1978), Diewert (1971a, 1974a), Afriat

(1973a) a Blackorby, Primont a Russel (1978).

Vìty o dualitì mezi C a úrovòovými mno¾inami F;L(u) � fx : F (x) � ug

dokázali Uzawa (1964), McFadden (1966, 1978a), Shephard (1970), Jacobsen (1970,

1972), Diewert (1971a), Friedman (1972) a Sakai (1973).

4 Dualita mezi pøímými a nepøímými agregaèními

funkcemi

Pøedpokládejme, ¾e pøímé agregaèní (u¾itkové nebo produkèní) funkce F splòují Pod-

mínky I vypsané v pøedchozí èásti. Základní optimalizaèní problém, o kterém budeme

v této èásti uva¾ovat, je problém maximalizace u¾itku (nebo výstupu) F (x), který

podléhá rozpoètovému omezení p

>

x � y, kde p � 0

N

je vektor cen komodit (nebo

vstupù) a y > 0 je mno¾ství penìz, které mù¾e spotøebitel (výrobce) utratit. Proto¾e

y > 0, mù¾eme rozpoètové omezení p

>

x � y nahradit v

>

x � 1, kde v � p=y je vektor

normalizovaných cen. Nepøímá agregaèní funkce G(v) je de�novaná pro v � 0

N

jako

G(v) � max

x

fF (x) : v

>

x � 1; x � 0

N

g: (2.1)

Vìta 3

Jestli¾e pøímá agregaèní funkce F splòuje podmínky I, potom nepøímá agregaèní

funkce G splòuje následující podmínky:

k

Napø. uva¾me funkci C(u; p) � b

>

pu, kde b > 0

N

, ale b není � 0

N

. Tato funkce odpovídá

Leontiefovì agregaèní funkci nebo agregaèní funkci s pevnými koe�cienty.
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Podmínky III pro G

(i) G(v) je reálná funkce N promìnných de�novaná na mno¾inì kladných norma-

lizovaných cen V � fv : v � 0

N

g a na tomto de�nièním oboru je spojitá.

(ii) G je klesající; tj. jestli¾e v

00

� v

0

� 0

N

, pak G(v

00

) < G(v

0

).

(iii) G je kvazikonvexní na V .

(iv) G

��

je taková, ¾e funkce

^

F (x) � min

v

fG(v) : v

>

x � 1; v � 0

N

g de�novaná

pro x � 0

N

je spojitá na tomto de�nièním oboru a má spojité roz¹íøení

yy

na

nezáporný výsek 
 � fx : x � 0

N

g.

Dùsledek 3.1

Pøímá agregaèní funkce F mù¾e být opìt získána z nepøímé agregaèní funkce G; tj.

pro x� 0

N

; F (x) = min

v

fG(v) : v

>

x � 1; v � 0

N

g.

Dùsledek 3.2

Nech» F splòuje podmínky I a nech» x

�

� 0

N

. De�nujme uzavøenou konvexní mno-

¾inu normalizovaných opìrných nadrovin v bodì x

�

jako uzavøenou konvexní mno¾inu

H(x

�

) = fx : F (x) � F (x

�

); x � 0

N

g.

zz

Pak (i) H(x

�

) je mno¾ina øe¹ení nepøímého

u¾itkového (nebo produkèního) minimalizaèního problému min

v

fG(v) : v

>

x

�

� 1; v �

0

N

g, kde G je nepøímá funkce, která odpovídá F podle de�nice (7.4) a (ii) pokud

v

�

2 H(x

�

), pak x

�

je øe¹ením pøímého u¾itkového (nebo produkèního) maximalizaè-

ního problému max

x

fF (x) : v

�>

x � 1; x � 0

N

g.

Dùsledek 3.3 [Hotellingova (1935, str. 71); Woldova (1944, str. 69{71; 1953, str. 45)

��

G zde je roz¹íøení G na nezáporný výsek, které je de�nováno Fenchelovou (1953) uzávìrovou

operací; tj. de�nujme nadgraf pùvodního G jako � � f(u; v) : v � 0

N

; u � G(v)g, de�nujme uzávìr

� jako

�

� a de�nujme roz¹íøené G jako G(v) � inf

u

fu : (u; v) 2

�

�g pro v � 0

N

. Výsledné roz¹íøené

G je zdola spojité (mno¾iny fv : G(v) � u; v � 0

N

g jsou uzavøené pro v¹echna u). Pokud je oborem

hodnot funkce F mno¾ina U � fu : �u � u <

�

�ug, kde �u <

�

�u, potom obor hodnot neroz¹íøeného G

je fu : �u < u <

�

�ug a obor hodnot roz¹íøeného G je fu : �u < u �

�

�ug, tak¾e pokud

�

�u = +1, potom

G(v) = +1 pro v = 0

N

a de�novaná pro ostatní body v na hranici nezáporného ortantu.

yy

F je roz¹íøená na nezáporný výsek Fenchelovou uzávìrovou operací: de�nujme podgraf pùvodního

^

F jako � � f(u; x) : x� 0

N

; u �

^

F (x)g, de�nujme uzávìr � jako

�

� a de�nujme roz¹íøenou

^

F jako

F (x) � sup

u

fu : (u; x) 2

�

�g pro x � 0

N

Jestli¾e je neroz¹íøená funkce

^

F spojitá pro x � 0

N

, lze

dokázat, ¾e roz¹íøená funkce

^

F je spojitá shora pro x � 0

N

. Podmínka III(iv) implikuje, ¾e roz¹íøená

funkce F je spojitá zdola pro x � 0

N

.

zz

Jestli¾e v

�

2 H(x

�

), pak v

�>

x

�

= 1; x

�

� 0

N

a F (x) � F (x

�

) implikuje v

�>

x � v

�>

x

�

= 1.

Uzavøenost a konvexnost H(x

�

) ukázal Rockafellar (1970, str. 215).
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identita]

Jestli¾e F splòuje podmínky I a navíc je diferencovatelná pro x

�

� 0

N

s nenulo-

vým vektorem gradientu rF (x

�

) > 0

N

, potom x

�

je øe¹ením pøímého u¾itkového

(nebo produkèního) maximalizaèního problému max

x

fF (x) : v

�>

x � 1; x � 0

N

g, kde

v

�

�

rF (x

�

)

x

�>

rF (x

�

)

: (2.2)

Systém rovnic (4.2) známe pod pojmem systém inverzních poptávkových funkcí;

i-tá rovnice

p

i

=y � v

�

i

= [@F (x

�

)=@x

i

]/

2

4

N

X

j=1

x

�

j

@F (x

�

)=@x

j

3

5

vyjadøuje cenu i-té komodity p

i

podìlenou výdaji y jako funkci vektoru mno¾ství

x

�

, které si spotøebitel nebo výrobce vybere, pokud bude maximalizovat F (x) pøi

rozpoètovém omezení v

�>

x = 1.

Nyní budeme pøedpokládat, ¾e máme dánu dobøe se chovající nepøímou agregaèní

funkci G a uká¾eme, ¾e pomocí této funkce lze de�novat dobøe se chovající funkci

^

F

takovou, ¾e G je její nepøímá funkce.

Vìta 4

Pøedpokládejme, ¾e G splòuje podmínky III. Potom

^

F (x), která je de�novaná pro

x� 0

N

^

F (x) = min

v

fG(v) : v

>

x � 1; v � 0

N

g (2.3)

má roz¹íøení na x � 0

N

, které splòuje podmínky I. Navíc, jestli¾e de�nujeme G

�

(x) �

max

x

f

^

F (x) : v

>

x � 1; x � 0

N

g pro v � 0

N

, potom G

�

(v) = G(v) pro v¹echna

v � 0

N

.

Dùsledek 4.1

Nech» G splòuje podmínky III a nech» v

�

� 0

N

. De�nujme uzavøenou konvexní mno-

¾inu normalizovaných opìrných nadrovin v bodì v

�

jako uzavøenou konvexní mno¾inu

H

�

(v

�

) = fv : G(v) � G(v

�

); v � 0

N

g. Pak (i) H

�

(v

�

) je mno¾ina øe¹ení pøímého u¾it-

kového (nebo produkèního) maximalizaèního problému max

x

f

^

F (x) : v

�>

x � 1; x �

0

N

g kde

^

F je pøímá funkce, která odpovídá dané nepøímé funkci G podle de�nice(4.3)

a (ii) pokud x

�

2 H(v

�

) , pak v

�

je øe¹ením pøímého u¾itkového (nebo produkèního)

minimalizaèního problému min

v

fG(v) : v

>

x

�

� 1; v � 0

N

g.

Dùsledek 4.2 [Villeova (1946, str. 35); Royova (1947, str. 222) identita]
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Jestli¾e G splòuje podmínky III a navíc je diferencovatelná pro v

�

� 0

N

s nenulovým

vektorem gradientu rG(v

�

) < 0

N

, potom x

�

je jediným øe¹ením pøímého u¾itkového

(nebo produkèního) maximalizaèního problému max

x

fF (x) : v

�>

x � 1; x � 0

N

g, kde

x

�

�

rG(v

�

)

v

�>

rG(v

�

)

: (2.4)

Vidíme, ¾e (4.4) poskytuje protìj¹ek Shephardovu lemmatu v pøedchozí èásti. Jak

uvidíme pozdìji, Shephardovo lemma a Royova identita jsou základem pro mnoho

teoretických i empirických aplikací.

Závìrem poznamenejme, ¾e podmínka III(iv) se zdá být také trochu divná. Umo¾-

òuje nám odvodit pøímou agregaèní funkci z dané nepøímé funkce splòující podmínky

III.

Historické poznámky

Vìty o dualitì mezi pøímými a nepøímými agregaèními funkcemi dokázali Samuel-

son (1965, 1969, 1972); Newman (1965, str. 138{165); Lau (1969); Shephard (1970,

str. 105{113); Hanoch (1978); Weddepohl (1970, kastr. 5); Katzner (1970 str. 59{62);

Afriat (1972a, 1973c) a Diewert (1974a).

Práce, které uvádìjí do souvislostí pøedpoklady na systém poptávkových funkcí

spotøebitele a pøímou agregaèní funkci F (problém integrovatelnosti) napsali Samu-

elson (1950b); Hurwicz a Uzawa (1971); Hurwicz (1971) a Afriat (1973a, b).

Geometrickou interpretaci Royovy identity najdeme v Darrough a Southey (1977),

nìkterá roz¹íøení viz Weymark (1980).

5 Dualita mezi pøímými agregaèními a distanèními

nebo de
aèními funkcemi

V této èásti budeme uva¾ovat o ètvrté alternativní metodì charakterizace preferencí

spotøebitelù nebo technologií. Tato metoda je zvlá¹tì u¾iteèná pro de�nici jisté tøídy

indexních èísel podle Malmquista (1953, str. 232).

Jako obvykle, nech» F (x) je agregaèní funkce splòující podmínky I uvedené vý¹e

v èásti 3. Pro u nále¾ející do vnitøku oboru hodnot F (tj. u 2 int U , kde U � fu :

Bez podmínky III(iv) mù¾eme stále vyvozovat spjitost

^

F (x) pøes x� 0

N

, ale výsledná F nemusí

nutnì mít spojité roz¹íøení na x � 0

N

. (Pokud

^

F není nutnì konkávní, ale je pouze kvazikonkávní

pro x � 0

N

, její roz¹íøení nemusí být nutnì spojité.) Diskuse a pøíklady k problému spojitosti viz

Diewert (1974a, str. 121{123).
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�u � u <

�

�ug) a x� 0

N

, de�nujme distanèní nebo de
aèní funkci D jako

D(u; x) � max

k

�

k : F

�

x

k

�

� u; k > 0

�

: (2.1)

Tak¾e D(u

�

; x

�

) je nejvìt¹í èíslo, které bude sni¾ovat (zvy¹ovat pokud F (x

�

) < u

�

)

bod x

�

� 0

N

na hranici mno¾iny u¾itkových (nebo produkèních) mo¾ností L(u

�

) �

fx : F (x) � u

�

g. Pokud D(u

�

; x

�

) > 1, pak x

�

� 0

N

produkuje vy¹¹í stupeò u¾itku,

nebo produkce ne¾ stupeò oznaèený u

�

.

Ukázalo se, ¾e matematické vlastnosti D(u;x) podle x jsou ty samé jako vlastnosti

C(u;p) podle p, ale vlastnosti D podle u jsou pøevrácené vlastnostem C podle u, jak

ukazuje následující vìta.

Vìta 5

Pokud F splòuje podmínku I, potom D de�nované v (5.1) splòuje Podmínku IV

ní¾e.

Podmínka IV pro D

(i) D(u;x) je funkce nabývající reálných hodnot s N + 1 promìnnými de�novanými

na intU � int
 = fu : u < u < ug � fx : x� 0

N

g a je spojitá na této oblasti.

(ii) D(u;x) = +1 pro ka¾dé x 2 int
; tj. u

n

2 intU; limu

n

= u;x 2 int
 implikuje

lim

n

D(u

n

;x) = +1

(iii) D(u;x) je klesající v u pro ka¾dé x 2 int
; tj. jestli¾e x 2 int
; u

0

; u

00

2 intU s

u

0

< u

00

; potom D(u

0

;x) > D(u

00

;x):

(iv) D(u;x) = 0 pro ka¾dé x 2 int
; tj. u

n

2 intU; limu

n

= u;x 2 int
 implikuje

lim

n

D(u

n

;x) = 0

(v) D(u;x) je (pozitivnì) lineárnì homogenní v x pro v¹echna u 2 intU ; tj. u 2

intU; � > 0;x 2 int
 implikuje D(u; �x) = �D(u;x):

(vi) D(u;x) je konkávní v x pro v¹echna u 2 intU

(vii) D(u;x) je rostoucí v x pro v¹echna u 2 intU ; tj. u 2 intU , x

0

;x

00

2 int


implikuje D(u;x

0

+ x

00

) > D(u;x

0

):

(viii) D je taková, ¾e funkce

~

F (x) � fu : u 2 intU;D(u;x) = 1g (2.2)

de�novaná pro x� 0

N

má spojité roz¹íøení na x � 0

N

.

Shephard (1953, str. 6; 1970, str. 65) zavedl distanèní funkci do ekonomické literatury. U¾il mírnì

odli¹né, ale ekvivalentní de�nice D(u; x) � 1=min

�

f� : F (�x) � u; � > 0g. McFadden (1978a) a

Blackorby, Primont a Russell (1978) nazvaliD transformaèní funkcí. V matematické literatuøe [napø.

Rockafellar (1970, str. 28)] je D nazýváno jako mìrná (kontrolní) funkce. Pojem de
aèní funkce pro

D je výsti¾nìj¹í z ekonomického pohledu.
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Dùsledek 5.1

~

F (x) � fu : u 2 intU;D(u;x) = 1g = F (x) pro ka¾dé x � 0

N

a tudí¾

~

F = F ;

tj. pùvodní agregaèní funkce F je získána z distanèní funkce D podle de�nice (5.2)

pokud F splòuje Podmínku I.

Stejnì tak jako pro nákladovou funkci C(u;p) popisovanou v Sekci 3, D splòující

Podmínky IV na intU � int
 mù¾e být jednoznaènì roz¹íøena na intU �
 pou¾itím

Fenchelovy uzávìrové operace. Mù¾e být ovìøeno, ¾e roz¹íøená D splòuje Podmínky

IV (v), (vi) a (vii) na intU � 
, ale spoleèná Podmínka spojitosti IV(i) a podmínky

monotónnosti v u nemusí být splnìny. Mìlo by být také poznamenáno, ¾e jestli¾e

Podmínka I (iii) (kvazi-konkávnost F ) by byla vynechána, platnost Vìty 5 by byla

zachována s tím rozdílem,¾e by musela být vynechána Podmínka IV(vi) (konkávnost

D v x).

Následující vìta ukazuje, ¾e de
aèní funkce D mù¾e být také pou¾ita pro de�nici

spojité agregaèní funkce

~

F .

Vìta 6

Jestli¾e D splòuje Podmínky IV, má

~

F de�novaná v (5.2) pro x 2 int
 roz¹í-

øení na 
, které splòuje Podmínky I. Navíc, jestli¾e de�nujeme de
aèní funkci D

�

korespondující s

~

F jako

D

�

(u;x) � fk :

~

F (

x

k

) = u; k > 0g; (2.3)

potom D

�

(u;x) = D(u;x) pro (u;x) 2 intU � int
.

Dùsledek 6.1

Pokud D splòuje Podmínky IV a navíc je spojitì diferencovatelná v (u

�

;x

�

) 2

intU � int
 s D(u

�

;x

�

) = 1 a

@D(u�;x�)

@u

< 0, potom x

�

je øe¹ení pøímé maximalizaèní

úlohy max

x

f

~

F (x) : v

�?

x � 1;x � 0

N

g, kde

~

F je de�nováno v (5.2) a v

�

> 0

N

je

de�nováno jako

v

�

� r

x

D(u

�

;x

�

): (2.4)

Navíc,

~

F je spojitì diferencovatelná v x

�

s

r

x

~

F (x

�

) =

�r

x

D(u

�

;x

�

)

@D(u

�

;x

�

)=@u

: (2.5)

Tudí¾ spotøebitelský systém inverzních poptávkových funkcí mù¾e být získán dife-

rencováním de
aèní funkce D splòující Podmínky IV ( plus diferencovatelnost) podle

slo¾ek vektoru x.
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Historické poznámky

Vìty o dualitì mezi distanèními nebo de
aèními funkcemi D a agregaèními funk-

cemi

~

F byly dokázány Shephardem (1953,1970), Hanochem (1978), McFaddenem

(1978a) a Blackorbyem, Primontem a Russellem (1978).

Je zde øada zajímavých souvislostí (a vìt o dualitì) mezi pøímou a nepøímou

agregaèní, nákladovou a de
aèní funkcí. Napøíklad Malmquist (1953, str. 214) a She-

phard (1953, str. 18) ukazují, ¾e se de
aèní funkce pro nepøímou agregaèní funkci,

max

k

fk : G(

v

k

) � u; k > 0g; rovná nákladové funkci , C(u; v). Úplný popis tìchto

vzájemných vazeb a dal¹ích vìt o dualitì s rùznými podmínkami regularity mohou

být nalezeny v dílech Hanocha (1980) a Blackorbyho, Primonta a Russella (1978).

Nìkteré aplikace jsou v Deatonovi (1979).

Lokální vìty o dualitì mezi de
aèní a agregaèní funkcí jsou v dílech Blackorbyho

a Diewerta (1979).

6 Dal¹í vìty o dualitì

Konkávní funkce mohou být také popsány pomocí konjungovaných funkcí. Navíc se

ukázalo, ¾e uzavøené konvexní mno¾iny mohou také být za urèitých podmínek (viz

Rockafellar (1970, str. 102-105) a Karlin (1959. str. 226-227)) popsány pomocí konju-

gované funkce. Tudí¾ pøímá agregaèní funkce F , mající mno¾iny na konvexní úrovni

L(u) � fx : F (x) � ug; mù¾e být také popsána svojí konjugovanou funkcí stejnì tak

jako svojí nákladovou , de
aèní èi nepøímou agregaèní funkcí. Tento pøístup pomocí

konjugovaných funkcí byl zapoèat Hotellingem (1932, str. 36-39; 1960; 1972) a roz-

¹íøen Samuelsonem (1947, str. 36-39; 1960; 1972), atd. Nebudeme se zabývat tímto

pøístupem detailnì, i kdy¾ v dal¹í èásti si zopakujeme tìsnou spojitost vìt o dualitì

mezi u¾itkovou a transformovanou funkcí.

Dal¹í tøída vìt o dualitì ( které také zaèal Hotelling (1935, str. 75) a Samuel-

son(1960)) je získána rozdìlením komoditního vektoru x � 0

N

na dva vektory x

1

a

x

2

a potom de�nováním spotøebitelskou promìnnou agregátní funkcí ( alternativnì

je nazvána podmínkovou nepøímou funkcí u¾itku) g jako

g(x

1

;p

2

; y

2

) � max

x

2
fF (x

1

;x

2

) : p

2T

x

2

� y

2

;x

2

� 0

N

2

; (2.1)

kde p

2

� 0

N

je pozitivní spotøebitelský cenový vektor zbo¾í x

2

, a y

2

> 0 je spo-

tøebitelský rozpoèet, který byl urèený na utracení za zbo¾í x

2

. Mno¾ina øe¹ení (6.1),

x

2

(x

1

;p

2

; y

2

), je spotøebitelská podmínìná (na x

1

) poptávková korespondence. Po-

kud g splòuje nále¾itosti podmínek regularity, podmínìné poptávkové funkce mohou

být generovány aplikováním Royovy identity (4.4) na funkci G(v

2

) � g(x

1

; v

2

; 1), kde

v

2

� p

2

=y

2

: Pro formální vìty o dualitì mezi pøímou a variabilnì nepøímou agregaèní

funkcí viz. Epstein, Diewert a Blackorby, Primont a Russell. Pro dal¹í aplikace této
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duality viz. Epstein ( pro aplikace spotøebitelské volby v nejistotì) a Pollak a Diewert

(estimace preferencí pro veøejné zbo¾í pou¾itím tr¾ních poptávkových funkcí). Ko-

neènì, variabilnì nepøímá funkce u¾itku mù¾e být pou¾ita pro dùkaz Hicksovy verze

vìty o slo¾eném zbo¾í - skupina zbo¾í se chová stejnì jako jedna komodita, pokud

se ceny ve skupinì zbo¾í mìní ve stejném pomìru - pro aplikace pøi ménì striktních

podmínkách ne¾ u Hickse viz. Pollak, Diewert a Blackorby, Primont a Russell.

Nyní struènì pojednáme o rozsáhlé literatuøe, tj. o dùsledcích rùzných speci-

álních struktur jedné z mnoha ekvivalentních reprezentací technologie (jako tøeba

pøímá èi nepøímá agregaèní funkce nebo nákladová funkce). Napøíklad Shephard uká-

zal, ¾e homoteticita pøímé funkce implikuje, ¾e nákladová funkce je faktorovaná do

�

�1

(u)c(p)( viz rovnice (2.18)). Jiným pøíkladem speciální struktury je separabilita.

Reference, které se zabývají implikacemi separability a/nebo homoteticity zahrnují

Shephard, Samuelson, Gorman, Lau, McFadden, Hanoch, Pollak, Diewert, Jorgenson

a Lau, Blackorby, Primont a Russell a Blackorby a Russell. Pro implikace separability

a/nebo homoteticity na Slutského koe�cientech nebo na parciálních elasticitách sub-

stituce viz Sono, Pearce, Goldman a Uzawa, Geary a Morishima, Berndt, Blackorby a

Russell, Diewert a Blackorby a Russell. Pro implikace Hicksovy Vìty o agregovaných

elasticitách substituce viz. Diewert.

Pro empirické testy pøedpokladu separability viz. Berndt a Christensen, Burgess a

Jorgenson a Lau; pro teoretické diskuse o tìchto testových procedurách viz. Blackorby,

Primont a Russell a Jorgenson a Lau, Lau, Woodland a Denny a Fuss.

Pro implikace pøedpokladu konkávnosti pøímé agregaèní funkce nebo pøedpokladu

konvexity nepøímé agregaèní funkce viz. Diewert.

Vý¹e zmínìné vìty o dualitì jsou v podstatì "globální". "Lokální" pøístup uvedl ve

své práci Blackorby a Kiewer, kde je pøedpokládáno, ¾e daná nákladová funkce C(u;p)

splòuje Podmínky II na U � P , kde U je koneèný interval a P je uzavøená, konvexní

a ohranièená podmno¾ina pozitivních cen. Potom zkonstruovali odpovídající pøímou

agregaèní, nepøímou agregaèní a de
aèní funkci, které jsou duální k dané "lokálnì"

platné nákladové funkci C. Dùkazy tìchto "lokálních" vìt o dualitì se ukázaly být

mnohem jednodu¹¹í ne¾ odpovídající "globální" vìty o dualitì presentované v tomto

èlánku ( a jinde), a to z toho dùvodu, proto¾e problém spojitosti se neobjevuje díky

pøedpokladu, ¾e U � P je kompaktní. Tyto "lokální" vìty o dualitì jsou prospì¹né

v empirických aplikacích, proto¾e ekonometrické estimace nákladových funkcí èasto

nesplòují pøíslu¹né podmínky regulariy pro v¹echny ceny, ale podmínky mohou být

splnìny na men¹í podmno¾inì cen, která je empiricky relevantní mno¾inou cen.

Epstein roz¹íøil teorii duality tak, aby pokrývala více obecných maximalizaèních

úloh. V Epsteinovi je uva¾ována následující úloha maximalizace u¾itku, která se ob-

jevila v kontextu teorii volby v podmínkách nejistoty:

max

x;x

1

;x

2
fF (x;x

1

;x

2

) : x � 0

N

;x

1

� 0

N

1

;x

2

� 0

N

2

; (2.2)

p

>

x+ p

1>

x

1

� y

1

;p

>

x+ p

2>

x

2

� y

2

g; (2.3)
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kde x pøedstavuje souèasnou spotøebu, x

i

pøedstavuje spotøebu ve stavu i(i = 1; 2),

p je souèasný cenový vektor, p

i

je diskontní budoucí cenový vektor, který nastane

jestli¾e nastane stav i a y

i

> 0 je spotøebitelský diskontní pøíjem jestli¾e nastane stav

i. V Epsteinovi je uva¾ována následující maximalizaèní úloha:

max

x

fF (x) : x � 0

N

; c(x; �) � 0g; (2.4)

kde c je daná omezovací funkce, která závisí na vektoru parametrù �.

Nebudeme se sna¾it provést detailní analýzu Epsteinových výsledkù, ale radìji

budeme prezentovat více abstraktní verzi jeho základní techniky, která snad za-

chytí základ teorie duality. Základní maximalizaèní úloha, kterou jsme studovali je

max

x

fF (x) : x 2 B(v)g, kde F je funkce N reálných promìnných x de�novaných na

nìjaké mno¾inì S a B(v) je omezující mno¾ina , která závisí na vektoru o M para-

metrech v, které se mìní na mno¾inì V . Na¹e pøedpoklady o mno¾inách S a V a o

omezující mno¾inì odpovídající B jsou:

(i) S a V jsou neprázdné kompaktní mno¾iny v R

N

a R

M

.

(ii) Pro ka¾dé v 2 V , je B(v) neprázdná a B(v) � S.

(iii) Pro ka¾dé x 2 S, je inverzní korespondence B

�1

(x) neprázdná a

B

�1

(x) � V: (2.5)

(iv) Korespondence B je spojitá na V .

(v) Korespondence B

�1

je spojitá na S.

Na¹e pøedpoklady na základní funkci F jsou:

(i) F je reálná funkce N promìnných de�novaná na S a je na S spojitá.

(2.6)

(ii) Pro ka¾dé x

�

2 S, existuje v

�

2 V takové, ¾e F (x

�

) = max

x

fF (x) : x 2 B(v

�

)g:

Funkce G duální k F je de�novaná pro v 2 V takto:

G(v) � max

x

fF (x) : x 2 B(v)g: (2.7)

Vìta 7

Jestli¾e S; V a B splòují (6.4) a F splòuje (6.5), potom G de�novaná v (6.6)

splòuje následující podmínky:
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(i) G je reálná funkce M promìnných de�novaná na V a je na V spojitá.

(2.8)

(ii) Pro ka¾dé v

�

2 V , existuje x

�

2 S takové, ¾e G(v

�

) = min

v

fG(v) : v 2 B

�1

(x

�

)g:

Navíc, defnujeme-li funkci F

�

duální k G pro x 2 S takto:

F

�

(x) � min

v

fG(v) : v 2 B

�1

(x); (2.9)

potom F

�

(x) = F (x) pro ka¾dé x 2 S.

Dùsledek 7.1

Nech» x

�

2 S a de�nujeme H(x

�

) jako mno¾inu v

�

2 V takových, ¾e F (x

�

) =

max

x

fF (x) : x 2 B(v

�

)g: Jestli¾e v

�

2 H(x

�

), potom x

�

je øe¹enímmax

x

fF (x) : x 2

B(v

�

)g a v

�

je øe¹ením min

v

fG(v) : v 2 B

�1

(x

�

)g:

Dùkaz viz. Diewert (1982).

V¹imnìte si, ¾e pøedpoklad na F (6.5) (ii) je náhra¾ka na¹eho starého pøedpokladu

kvazi-konkávnosti v Sekci 4 a mno¾ina H(x

�

) de�novaná v dùsledku 7.1. nahrazuje

mno¾inu normalizovaných pomocných nadrovin, které se objevují v dùsledku 3.2.

Díky symetrické podstatì na¹ich pøedpokladù, je zøejmé, ¾e dùkaz následující vìty

je stejný jako dùkaz vìty 7 a¾ na to, ¾e nerovnosti jsou pøevrácené.

Vìta 8

Jestli¾e S; V a B splòují (6.4) a G splòuje (6.7), potom F

�

de�novaná v (6.8)

splòuje (6.5). Navíc, de�nujeme-li funkci G

�

jako duální k F

�

pro v 2 V takto:

G

�

(v) � max

x

fF

�

(x) : x 2 B(v)g; (2.10)

potom G

�

(v) = G(v) pro ka¾dé v 2 V .

Dùsledek 8.1

Nech» v

�

2 V a de�nujeme H

�

(v

�

) jako mno¾inu x

�

2 S takových, ¾e G(v

�

) =

min

v

fG(v) : v 2 B

�1

(x

�

)g: Jestli¾e x

�

2 H

�

(v

�

); potom v

�

je øe¹ení min

v

fG(v) : v 2

B

�1

(x

�

)g a x

�

je øe¹ením max

x

fF

�

(x) : x 2 B(v

�

)g:

V¹imnìme si, ¾e Podmínka (6.7) (ii) pro G nahrazuje na¹i starou podmínku kvazi-

konvexity pro G v Sekci 4, a mno¾ina H

�

(v

�

) de�novaná v dùsledku 8.1 nahrazuje

mno¾inu normalizovaných pomocných nadrovin, které se objevují v dùsledku 4.1.

Nemù¾eme stanovit doplnìk k dùsledku 3.3 (identita Hotelling-Woldova) a dù-

sledku 4.2 (Ville-Royova identita), proto¾e bylo nutné v tìchto dùsledcích pou¾ít dife-

rencovatelnost F a G a pøíslu¹nou omezující funkci. Tudí¾, abychom odvodili doplòky
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k dùsledkùm 3.3 a 4.2 v souèasném kontextu, museli bychom pøidat pøedpoklady pro

F (nebo G) a pro omezující korespondenci B. Pøesto vý¹e zmínìné vìty ilustrují pod-

statu struktury teorie duality. Mohou být také interpretovány jako pøíklady lokálních

vìt o dualitì.

7 Minimalizace nákladù a derivovaná poptávka po

vstupech

Pøedpokládejme, ¾e technologie �rmy mù¾e být popsána její produkèní funkcí F , kde

u = F (x) je maximální výstup, která mù¾e být vyprodukován pou¾itím nezáporného

vektoru vstupù x � 0

N

: Pøedpokládejme, ¾e F splòuje Pøedpoklad 1 Sekce 2 (tj.

produkèní funkce je spojitá shora). Jestli¾e si �rma vezme ceny vstupù p � 0

N

jako

dané (tj. �rma se nechová jako vstupní monopol), potom v Sekci 2 uvidíme, ¾e funkce

celkových nákladù �rmy C(u;p) � min

x

fp

>

x : F (x) � ug byla korektnì de�novaná

pro v¹echna p � 0

N

a u 2 R(F ), kde R(F ) je obor hodnot F . Navíc C(u;p) byla

lineárnì homogenní a konkávní v cenách p pro ka¾dé u a byla neklesající v u pro

ka¾dé pevné p.

Nyní pøedpokládejme ¾e C má druhou spojitou derivaci podle jeho argumentù v

bodì (u

�

;p

�

), kde u

�

2 R(F ) a p

�

� (p

�

1

; : : : ;p

�

N

) � 0

N

: Z Lemmatu 3 v Sekci 2

nákladové funkce minimalizující poptávku po vstupech x

1

(u;p); :::;x

N

(u;p) existují

v (u

�

;p

�

) a jsou rovny parciálním derivacím nákladové funkce podle N vstupních cen:

x

i

(u

�

;p

�

) =

@C(u

�

;p

�

)

@p

i

; i = 1; : : : ; N: (2.1)

Tudí¾, pøedpoklad ¾e C má spojité druhé derivace v (u

�

;p

�

) zaji¹»uje, aby nákladové

funkce minimalizující poptávku po vstupech x

i

(u;p) existovaly a mìly první spojitou

derivaci v bodì (u

�

;p

�

).

De�nujeme [@x

i

=@p

j

] � [@x

i

(u

�

;p

�

)=@p

j

] jako matici typu N � N derivací N -

vstupních funkcí x

i

(u

�

;p

�

) podle N cen p

�

j

; i; j = 1; 2; :::; N: Z

Proto¾e je C konkávní v p a má druhou spojitou derivaci podle p v okolí bodu

(u

�

;p

�

), plyne z toho podle [10] nebo [19], ¾e r

C

(u

�

;p

�

) je negativnì semide�nitní

matice. Tak¾e podle ,

z

>

[

@x

i

@p

j

]z � 0pro v¹echny vektory

z:(2.2)Tak¾e pro z = e

i

, i-tý jednotkový vektor, 7 implikuje

@x

i

(u

�

;p

�

)

@p

i

� 0; i = 1; 2; :::; N; (2.3)
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tj. i-tá nákladová funkce minimalizující poptávku po vstupech nemù¾e mít pozitivní

sklon vzhledem k i-té vstupní cenì pro i = 1; 2; :::; N:

Proto¾e je C lineárnì homogenní v p, máme C(u

�

; �p

�

) = �C(u�;p�) pro v¹echna

� > 0. Budeme-li derivovat tuto poslední rovnici podle p

i

pro � blízké 1, získáme rov-

nici C

i

(u

�

; �p

�

)� = �C

i

(u

�

;p

�

), kde C

i

(u

�

;p

�

) � C(u

�

;p

�

)=@p

i

. Tudí¾ C

i

(u

�

; �p

�

) =

C

i

(u

�

;p

�

) a derivováním této poslední rovnice podle � dostaneme (pokud se � = 1)

N

X

j=1

p

�

j

@

2

C(u

�

;p

�

)=@p

i

@p

j

= 0; (2.4)

pro i = 1; 2; : : : ; N: Tak¾e, pou¾itím 7 najdeme vstupní poptávkové funkce x

i

(u

�

;p

�

)

splòující následujících N omezení:

[

@x

i

@p

j

]p

�

= r

2

pp

C(u

�

;p

�

)p

�

= 0

N

; (2.5)

kde p

�

= [p

�

1

;p

�

; :::;p

�

N

]

>

:

Závìreèné obecné omezení pro derivování vstupní poptávkové funkce mù¾eme zís-

kat následovnì: pro � blízké 1, derivujme obì strany C(u

�

; �p

�

) = �C(u

�

;p

�

) podle u

a potom výslednou rovnici derivujme podle �. Pro � = 1 dostaneme poslední rovnici

ve tvaru:

N

X

i=1

p

�

j

@

2

C(u

�

;p

�

)=@u@p

j

= @C(u

�

;p

�

)=@u:

V¹imnìme si, ¾e druhá parciální diferencovanost C a (7.1) implikují, ¾e

@

2

C(u

�

;p

�

)=@u@p

j

= @

2

C(u

�

;p

�

)=@p

j

@u =

= @[@C(u

�

;p

�

)=@p

j

]=@u = @x

j

(u

�

;p

�

)=@u:

Tak¾e

N

X

j=1

p

�

j

@

2

C(u

�

;p

�

)

@u@p

j

=

N

X

j=1

p

�

j

@x

j

(u

�

;p

�

)

@u

=

=

@C(u

�

;p

�

)

@u

� 0: (2.6)

Nerovnost @C(u

�

;p

�

)=@u � 0 plyne z vlastnosti, ¾e C neklesá v u. Nerovnost (7.7)

nám øíká, ¾e zmìny v nákladové funkci minimalizující poptávku po vstupech induko-

vané roz¹íøením výstupu nemù¾ou být v¹echny záporné, tj. ne v¹echny vstupy mohou

být nevýznamné. S dodateèným pøedpokladem, ¾e F je lineárnì homogenní (a tedy

existuje x > 0

N

takové, ¾e F (x) > 0), mù¾eme vyvodit (Sekce 2), ¾e C(u;p) = uc(p),

kde c(p) � C(1;p). Tedy, kdy¾ je F lineárnì homogenní,

x

i

(u

�

;p

�

) = u

�

@c(p

�

)

@p

i

; i = 1; :::; N; (2.7)
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a @x

i

(u

�

;p

�

)=@u = @c(p

�

)=@p

i

. Tedy jestli¾e x

�

i

� x

i

(u

�

;p

�

) > 0 pro i = 1; 2; : : : ; N;

u¾itím (7.8) dostaneme dodateèné omezení

@x

i

(u

�

;p

�

)

@u

u

�

x

�

i

=

u

�

[@c(p

�

)=@p

i

]

x

�

i

= 1; (2.8)

jestli¾e je F lineárnì homogenní, tj. vèechny elasticity vstupu k výstupu jsou jednot-

kové.

Pro obecný pøípad dvou vstupù nám obecné omezení (7.3)-(7.7) umo¾ní dostat se

k následujícím omezením ¹esti parciálních derivací poptávkové funkce pro dva vstupy

x

1

(u

�

;p

�

1

;p

�

2

) a x

2

(u

�

;p

�

1

;p

�

2

): @x

1

=@p

1

� 0; @x

2

=@p

2

� 0; @x

1

=@p

2

� 0; @x

2

=@p

1

� 0

(a jestli¾e je jedna z nerovností ostrá, potom jsou ostré v¹echny, proto¾e p

�

1

@x

1

=@p

1

=

�p

�

2

@x

1

=@p

2

= �p

�

2

@x

2

=@p

1

= (p

�

2

)

2

(p

�

1

)

�1

@x

2

=@p

2

) a p

�

1

@x

1

=@u+p

�

2

@x

2

=@u � 0. Tedy,

znaménka u @x

1

=@u a u @x

2

=@u jsou neznámé, ale pokud je jedno záporné, druhé

musí být kladné. Pro konstatní výnosy z rozsahu výroby nejasnost ohlednì znamének

vymizí:máme @x

i

(u

�

;p

�

)=@u � 0; @x

2

(u

�

;p

�

)=@u � 0 a alespoò jedna nerovnost musí

být ostrá pokud je u

�

> F (0

2

).

Výhoda derivování tìchto dobøe známých komparativních statických výsledkù po-

u¾íváním teorie duality je ta, ¾e omezení (7.2)-(7.7) jsou platná i v pøípadech, kdy

pøímá produkèní funkce F není diferencovatelná. Napøíklad Leontiefova produkèní

funkce má lineární nákladovou funkci C(u;p) = ua

>

p, kde a

>

� (a

1

; a

2

; :::; a

N

) > 0

>

N

je konstantní vektor. Mù¾e být ovìøeno, ¾e omezení (7.2) jsou platná pro tuto nedife-

rencovatelnou produkèní funkci.

Historické poznámky

Analogie k (7.3) a (7.4) v kontextu ziskových funkcí byly získány Hotellingem.

Hicks a Samuelson dostali vztahy (7.2)-(7.6) a Samuelson získal také (7.7). V¹ichni

tito autoøi pøedpokládali, ¾e primární funkce F byla diferencovatelná a jejich dùkazy

pou¾ívaly podmínku prvního øádu pro úlohu minimalizace nákladù (nebo maximali-

zace u¾itku) a vlastnosti determinantù pro dùkaz svých výsledkù.

Na¹e dùkazy vztahù ?? { ?? pouze pomocí diferencovatelnosti nákladové funkce

plus Lemmatu 3 v èásti 2 vyplývají z McKenzieho (1956 { 57, str. 188 { 89) a Karlina

(??, str. 273). Jiné dùkazy uvádí i McFadden (1978a).

Je-li F pouze homotetická, ne¾ aby byla lineárnì homogenní, pak neplatí vztahy

??. Je-li F homotetická, pak podle ?? platí C(u; p) = �

�1

(u)c(p), kde �

�1

je mono-

tónnì rostoucí funkce jedné promìnné. Tedy podle na¹ich pøedpokladù diferencova-

telnosti je x

i

(u

�

; p

�

) = �

�1

(u

�

)@c(p

�

)=@p

i

a @x

i

(u

�

; p

�

)=@u

= [d�

�1

(u

�

)=du][@c(p

�

)=@p

i

], tak¾e pro x

�

i

� x

i

(u

�

; p

�

) > 0;

@x

i

(u

�

; p

�

)

@u

u

�

x

�

i

=

u

�

[d�

�1

(u

�

)]=du

�

�1

(u

�

)

� �(u

�

) � 0; pro i = 1; 2; : : : ; N: (2.9)
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Proto v pøípadì homotetické produkèní funkce se elasticity vstupù vzhledem k vý-

stupu v¹echny rovnají stejnému nezápornému èíslu, které nezávisí na cenách vstupù,

ale obecnì závisí na úrovni výstupu u

�

. Za pøedpokladu homoteticity F mù¾eme øe¹it

rovnici C(u; p) = �

�1

(u)c(p) = y pro u = �[y=c(p)] = �[1=c(p=y)] � G(p=y), kde

y > 0 jsou výdaje, které si mù¾e výrobce dovolit pou¾ít na vstupy. Pokud v systému

funkcí poptávek po vstupech x

i

(u

�

; p

�

) za u

�

dosadíme �(y

�

=c(p

�

)), získáme systém

þtr¾níchÿ poptávkových funkcí

x

i

(�[y

�

=c(p

�

)]; p

�

) = �

�1

[(y

�

=c(p

�

)]@c(p

�

)=@p

i

= [y

�

=c(p

�

)]@c(p

�

)=@p

i

; i = 1; 2; : : : ; N:

Proto pokud x

�

i

� x

i

(u

�

; p

�

) > 0, tak

@x

i

@y

�

�

�

y

�

c

(p

�

)

�

; p

�

�

y

�

x

�

i

= 1; i = 1; 2; : : : ; N; (2.10)

tzn. v¹echny vstupy mají jednotkovou þpøíjmovouÿ (nebo výdajovou) elasticitu po-

ptávky, je-li daná agregaèní funkce F homotetická. V¹imnìme si blízké podobnosti

?? a ??. Skuteènost, ¾e homoteticita F dává vztahy ??, se datuje alespoò k Frischovi

(1936, str. 25). Dal¹í odkazy najdeme v Chipmanovi (1974a, str. 27).

8 Slutského podmínky pro funkce spotøebitelské

poptávky

Pøedpokládejme, ¾e spotøebitel má funkci u¾itku F (x) de�novanou pro x � 0

N

, která

je spojitá shora. V èásti 2 jsme vidìli, ¾e C(u; p) � min

x

fp

T

x : F (x) � ug je dobøe

de�novaná pro u 2 rangeF a p � 0

N

. Nákladová funkce C má nicménì øadu vlast-

ností vèetnì toho, ¾e je neklesající v u pro v¹echna p � 0

N

a lineárnì homogenní a

konkávní v p pro v¹echny u 2 rangeF .

Pøedpokládejme, ¾e spotøebitel èelí cenám p

�

� 0

N

a má pøíjem y

�

> 0, který

mù¾e utratit za komodity. Spotøebitel si bude chtít vybrat nejvìt¹í u takové, ¾e jeho

výdaje za zbo¾í minimalizují náklady a jsou men¹í nebo rovny jeho disponibilnímu

pøíjmu. Tedy rovnová¾ná úroveò u¾itku spotøebitele bude u

�

de�novaná vztahem

u

�

� max

u

fu : C(u; p

�

) � y

�

; u 2 rangeFg:

Nyní pøedpokládejme, ¾e C je tøídy C

2

(spojitì diferencovatelná do øádu 2) podle

svých argumentù v bodì (u

�

; p

�

) a

@C(u

�

; p

�

)

@u

> 0: (2.11)
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Skuteènost, ¾e C je neklesající v u, dává @C(u

�

; p

�

)=@u � 0. Nicménì o trochu

silnìj¹í pøedpoklad 2.11 nám umo¾ní odvodit, ¾e spotøebitel utratí celý pøíjem za

nákup (nebo vypùjèení) komodit, tzn. 2.11 implikuje

C(u

�

; p

�

) = y

�

: (2.12)

Proto¾e C je lineárnì homogenní v p, tak 2.12 dává

C

 

u

�

;

p

�

y

�

!

= 1: (2.13)

Z na¹ich pøedpokladù diferencovatelnosti plus 2.11 a 2.13 plyne (za pou¾ití vìty

o implicitní funkci), ¾e (8.3) lze vyøe¹it pro u jako funkci p=y v okolí p

�

=y

�

. Výsledná

funkce G(p=y) je nepøímá u¾itková funkce spotøebitele, která dává maximální úroveò

u¾itku, jí¾ mù¾e spotøebitel dosáhnout za situace, kdy ceny komodit jsou p a za

komodity mù¾e utratit pøíjem y. Z vìty o implicitní funkci také plyne, ¾e G je spojitì

diferencovatelná do øádu 2 podle svých argumentù v p

�

=y

�

. V¹imnìme si, ¾e

u

�

= G

 

p

�

y

�

!

: (2.14)

Spotøebitelùv systém hicksiánských funkcí ([12], str. 33) neboli poptávkových funkcí

pøi konstantním reálném pøíjmu f

1

(u; p); : : : ; f

N

(u; p) je de�nován jako øe¹ení pro-

blému minimalizace výdajù min

x

fp

T

x : F (x) � u g. Proto¾e jsme pøedpokládali, ¾e

C je diferencovatelná vzhledem k p v bodì (u

�

; p

�

), tak podle Lemmatu 3 v èásti 2

f

i

(u

�

; p

�

) =

@C(u

�

; p

�

)

@p

i

; i = 1; : : : ; N; (2.15)

tzn. hicksiánské funkce poptávky získáme derivací nákladové funkce podle cen komo-

dit. Na druhé stranì spotøebitelùv systém funkcí bì¾né tr¾ní poptávky x

1

(y; p); : : : ; x

N

(y; p)

získáme z hicksiánského systému 2.15, kdy¾ za u v 2.15 dosadíme G(p=y), maximální

u¾itek, kterého mù¾e spotøebitel dosáhnout pøi pøíjmu y a cenách p. Proto

x

i

(y

�

; p

�

) � f

i

 

G

 

p

�

y

�

!

; p

�

!

: i = 1; : : : ; N: (2.16)

Spotøebitelùv systém tr¾ních poptávkových funkcí lze tedy získat z nákladové

funkce nebo pou¾itím Ville-Royovy indentity ??. Nakonec je vidìt, ¾e kdy¾ za y ve

spotøebitelovì systému tr¾ních poptávkových funkcí dosadíme C(u; p), mìli bychom

pøesnì dostat systém hicksiánských poptávkových funkcí 2.15, tzn. máme

x

i

(C(u

�

; p

�

); p

�

) =

@C(u

�

; p

�

)

@p

i

; i = 1; : : : ; N: (2.17)

V pøedchozí èásti jsme tyto funkce oznaèovali jako x

1

(u; p); : : : ; x

N

(u; p).
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Derivace obou stran 2.17 dává:

@

2

C(u

�

; p

�

)

@p

i

@p

j

=

@x

i

(y

�

; p

�

)

@p

j

+

@x

i

(y

�

; p

�

)

@y

@C(u

�

; p

�

)

@p

j

; pou¾itím 2.12

=

@x

i

(y

�

; p

�

)

@p

j

+ f

j

(u

�

; p

�

)

@x

i

(y

�

; p

�

)

@y

; pou¾itím 2.15

=

@x

i

(y

�

; p

�

)

@p

j

+ x

j

(y

�

; p

�

)

@x

i

(y

�

; p

�

)

@y

; pou¾itím 2.14 a 2.16

� k

�

ij

; i; j = 1; 2; : : : ; N; (2.18)

kde k

�

ij

je známo jako ij-tý Slutského koe�cient. V¹imnìte si, ¾e maticiN�N Slutského

koe�cientù, K

�

� [k

�

ij

], lze spoèítat ze znalosti tr¾ních poptávkových funkcí, x

i

(y; p),

a jejich derivací prvního øádu v bodì (y

�

; p

�

). 2.18 ukazuje, ¾e K

�

� r

2

pp

C(u

�

; p

�

)

a tedy [vzpomeòte si na rovnice ??, 7 a ?? v pøede¹lé èásti] K

�

splòuje následující

Slutského-Samuelsonovy-Hicksovy podmínky:

1. K

�

= K

�T

,

2. z

T

K

�

z � 0;pro ka¾dé z;

(2.19)

3. K

�

p

�

= 0

N

.

Historické poznámky

Slutský (1915) odvodil 2.19 (1) a èást 2.19 (2), tzn. ¾e k

�

ii

� 0. Samuelson (1938, str.

348) a Hicks (1946, str. 311) odvodili celou sadu omezení 2.19 za pøedpokladu, ¾e F je

tøídy C

2

v rovnová¾ném bodì x

�

> 0

N

a F splòuje dal¹í vlastnost, ¾e �

T

r

2

xx

F (x

�

)� <

0 pro v¹echna � 6= 0

N

taková, ¾e � 6= k rF (x

�

) pro libovolný skalár k. Z tìchto hypotéz

dokázali Samuelson a Hicks odvodit následující silnìj¹í verzi 2.19 (2): z

T

K

�

z < 0 pro

v¹echna z 6= 0

N

taková, ¾e z 6= k p

�

pro libovolný skalár k.

Ná¹ dùkaz podmínek ??

D(8.9) je podle McKenzieho (1956 - 57) a Karlina (??, str. 267 - 273).Viz také

Arrow a Hahn (1971, str. 105). Tato metoda dùkazu má opìt tu výhodu, ¾e nemusíme

pøedpokládat diferencovatelnost F : v podstatì je tøeba pouze pøedpoklad diferenco-

vatelnosti poptávkových funkcí. K tomuto závìru do¹el Afrait (1972a).

Derivaci podmínek 2.19, která vyu¾ívá pouze vlastností nepøímé u¾itkové funkce

G, najdete v práci Diewerta (1977a, str. 356).

þTradièníÿ derivaci 2.19 najdete v kapitole 2 této knihy Handbook by Intriligator.



9. EMPIRICKÉ APLIKACE POU®ÍVAJÍCÍ NÁKLADOVÉ NEBO NEPØÍMÉ

FUNKCE U®ITKU 71

9 Empirické aplikace pou¾ívající nákladové nebo

nepøímé funkce u¾itku

Pøedpokládejme, ¾e technologii prùmyslu lze vyjádøit produkèní funkcí f konstantních

pøíjmù z rozsahu, která má následující vlastnosti:

f je (i) kladná, (ii) lineárnì homogenní a (iii) konkávní funkce de�novanána kladném ortantu R

N

:

(2.20)

Samuelson (1953 - 54) a Diewert (1974a, str. 110 - 112) ukázali, ¾e nákladová

funkce, která odpovídá f je následujícího tvaru: pro u � 0; p � 0

N

,

C(u; p) � min

x

fp

T

x : f(x) � u; x � 0

N

g = u c(p); (2.21)

kde c(p) � C(1; p) je funkce jednotkových nákladù a také splòuje tøi vlastnosti uve-

dené v 2.20.

Výrobcùv systém funkcí poptávky po vstupech, x(u; p) � [x

1

(u; p); : : : ; x

N

(u; p)]

T

,

se dostane jako mno¾ina øe¹ení problému matematického programování 2.21, máme-li

funkèní formu produkèní funkce f . Jedna metoda, jak získat systém derivovaných

funkcí poptávky po vstupech, který je konzistentní s hypotézou minimalizace ná-

kladù, je zavést (diferencovatelnou) funkèní formu f a pak obvyklými Lagrangeovými

metodami vyøe¹it úlohu 2.21.

Problém s první metodou výpoètu systému funkcí poptávky po vstupech x(u; p) je,

¾e obyèejnì je velice obtí¾né algebraicky vyjádøit x(u; p) v závislosti na (neznámých)

parametrech, které urèují produkèní funkci f , zvlá¹tì kdy¾ pøedpokládáme, ¾e f je

pru¾ná, lineárnì homogenní funkèní forma.

Druhá metoda výpoètu systému funkcí poptávky po vstupech x(u; p) pou¾ívá

Lemma 4 (Shephardovo Lemma): jednodu¹e zaveïme funkèní formu nákladové funkce

C(u; p), která splòuje patøièné podmínky regularity a navíc je diferencovatelná podle

cen vstupù. Pak x(u; p) = r

p

C(u; p) a systém derivovaných poptávkových funkcí

dostaneme derivací nákladové funkce podle cen vstupù.

Napøíklad pøedpokládejme, ¾e funkce jednotkových nákladù je de�novaná pøedpi-

sem

f lze jednoznaènì roz¹íøit na nezáporný ortant pomocí Fenchelovy operace uzávìru.

f je pru¾ná funkèní forma, pokud poskytuje (diferenciální) aproximaci druhého øádu libovolné

funkci f

�

tøídy C

2

v bodì x

�

. f diferenciálnì aproximuje f

�

v x

�

, jestli¾e (i) f(x

�

) = f

�

(x

�

),

(ii) rf(x

�

) = rf

�

(x

�

) a (iii) r

2

f(x

�

) = r

2

f

�

(x

�

), kde pøedpokládáme, ¾e existují spojité druhé

derivace f a f

�

v bodì x

�

(a proto budou oba Hesiány v (iii) symetrické). Tedy obecná pru¾ná

funkèní forma musí mít nejménì 1+N +N (N +1)=2 volných parametrù. Pokud jsou f a f

�

lineárnì

homogenní, pak x

�T

rf

�

(x

�

) = f

�

(x

�

) a r

2

f

�

(x

�

)x

�

= 0

N

a proto pru¾né lineárnì homogenní

funkèní formì f staèí jenom N + N (N � 1)=2 = N (N + 1)=2 volných parametrù. Termín þpru¾náÿ

je podle Diewerta (1974a, str. 113), zatímco termín þdiferenciálnì aproximovatÿ je od Laua (1947a,

str. 183).
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c(p) =

N

X

i=1

N

X

j=1

b

ij

p

1

2

i

p

1

2

j

; s b

ij

= b

ji

� 0 pro v¹echna i; j:

Tedy kdy¾ aspoò jedno b

ij

> 0, tak výsledná funkce c splòuje 2.20 a funkce

poptávky po vstupech jsou tvaru

x

i

(u; p) =

N

X

j=1

b

ij

 

p

j

p

i

!

1

2

u; i = 1; 2; : : : ; N: (2.22)

V¹imnìte si, ¾e systém rovnic poptávek po vstupech 1.128 je lineární v neznámých

parametrech a tedy k odhadu b

ij

mù¾eme pou¾ít lineární regresi, pokud máme údaje

o výstupech, vstupech a cenách vstupù. V¹imnìte si také, ¾e b

ij

v i-té rovnici poptávky

po vstupech by se mìlo rovnat b

ji

v j-té rovnici pro j 6= i. To jsou symetrická omezení

(7.3) Hotellinga (1932, str. 594), Hickse ([12], str. 311, 331) a Samuelsona (1947,

str. 64), kde mù¾eme statisticky testovat jejich platnost. Je-li nìkteré b

ij

záporné,

pak systém rovnic poptávek po vstupech mù¾e být poøád lokálnì platný, jak ukazují

Blackorby a Diewert (1979) a Diewert (1974a, str. 113-114). Nakonec si v¹imnìme, ¾e

kdy¾ b

ij

= 0 pro i 6= j, pak se z ?? stává x

i

(u; p) = b

ii

u, i = 1; 2; : : : ; N , co¾ je systém

funkcí poptávky po vstupech, který odpovídá Leontiefovì (1941) produkèní funkci,

f(x

1

; x

2

; : : : ; x

N

) � minfx

i

=b

ii

: i = 1; 2; : : : ; Ng. U Diewerta (1971a) se v obecném

pøípadì mluví o produkèní funkci, která odpovídá ??, jako o þzobecnìné Leontiefovì

produkèní funkciÿ. Lze dokázat (Diewert (1974a, str. 115)), ¾e odpovídající funkce

jednotkových nákladù

P

i

P

j

b

ij

p

1

2

i

p

1

2

j

je pru¾ná, lineárnì homogenní funkèní forma.

Jako dal¹í pøíklad druhé metody výpoètu funkcí poptávky po vstupech uva¾ujme

následující zlogaritmovanou nákladovou funkci:

lnC(u; p) � �

0

+

N

X

i=1

�

i

ln p

i

+

1

2

N

X

i=1

N

X

j=1




ij

ln p

i

ln p

j

+ �

0

lnu +

N

X

i=1

�

i

ln p

i

lnu +

1

2

�

0

(lnu)

2

; (2.23)

kde parametry splòují následující omezení:

N

X

i=1

�

i

= 1; 


ij

= 


ji

; pro v¹echna i; j;

N

X

j=1




ij

= 0; pro i = 1; 2; : : : ; N ; a

N

X

i=1

�

i

= 0: (2.24)
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Omezení 2.24 zaji¹»ují, aby C de�novaná podle 2.23 byla lineárnì homogenní v p.

Dal¹í omezení

�

0

= 1; �

i

= 0; pro i = 1; 2; : : : ; N ; a �

0

= 0 (2.25)

zaji¹»ují, ¾e C(u; p) = u C(1; p), tak¾e odpovídající produkèní funkce je lineárnì

homogenní. Koneènì s dal¹ími omezeními 


ij

= 0 pro v¹echna i; j a �

i

� 0 pro v¹echna

i = 1; 2; : : : ; N; se C de�novaná v 2.23 redukuje na Cobb-Douglasovu produkèní

funkci.

þZlogaritmovanouÿ funkèní formu de�novanou vztahem 1.129 pou¾ívají Christen-

sen, Jorgenson a Lau (1971), Griliches a Ringstad (1971) (pro dva vstupy) a Sargan

(1971, str. 154 - 156) (nazývá ji logaritmická kvadratická produkèní funkce).

Funkce C de�novaná vztahem 2.23 obecnì nesplòuje pøíslu¹né podmínky regula-

rity (tzn. Podmínky II v èásti 3) globálnì, ale Lau (1974, str. 186) ukazuje, ¾e mù¾e

poskytovat dobrou lokální aproximaci nákladové funkci tøídy C

2

, lineárnì homogenní

v p, napø. zlogaritmovaná funkèní forma 2.23 je pru¾ná.

Funkce poptávky po vstupech minimalizující náklady x

i

(u; p), které 2.23 generuje

pomocí Shephardova lemmatu nejsou lineární v neznámých parametrech. Nicménì je

jednoduché ovìøit, ¾e funkce podílu sdílení

s

i

(u; p) � p

i

x

i

(u; p)

.

N

X

k=1

p

k

x

k

(u; p) =

p

i

x

i

(u; p)

C(u; p)

=

@ lnC(u; p)

@ ln p

i

jsou lineární v neznámých parametrech:

s

i

(u; p) = �

i

+

N

X

j=1




ij

ln p

j

+ �

i

lnu; i = 1; : : : ; N: (2.26)

Proto¾e se podíly sèítají na jednièku, jenom N � 1 z N rovnic de�novaných 2.26

mù¾e být statisticky nezávislých. V¹imnìme si také, ¾e parametry �

0

; �

0

a �

0

se v 2.26

neopakují. Nicménì v¹echny parametry lze statisticky urèit, máme-li údaje o výstu-

pech, vstupech a cenách vstupù, kdy¾ pøidáme rovnici 2.23 (která je taky lineární

v neznámých parametrech) k N � 1 z N rovnic v 2.26.

Oba uvedené pøíklady ilustrují, jak jednodu¹e se pou¾ívá druhá metoda pro vý-

poèet systémù funkcí poptávky po vstupech, které jsou konzistentní s hypotézou mi-

nimalizace nákladù.

Stejnì jako lze pou¾ít Shepardovo lemma (3.1) k odvození systémù funkcí poptávky

po vstupech minimalizujících náklady, tak Royovu identitu (4.4) lze pou¾ít k odvození

systémù funkcí poptávky po komoditách maximalizujících u¾itek v kontextu teorie

spotøebitele. Napøíklad uva¾ujme následující zlogaritmovanou nepøímou funkci u¾itku:

pro � � p=y � 0

N

de�nujeme
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G(�) � �

0

+

N

X

i=1

�

i

ln �

i

+

1

2

N

X

i=1

N

X

j=1




ij

ln �

i

ln �

j

; 


ij

= 


ji

: (2.27)

Royova identita (4.4) aplikovaná na G de�novanou v (9.8) dává následující systém

poptávkových funkcí spotøebitele, kde � � (�

1

; : : : ; �

N

)

T

= p

T

=y; p

T

� (p

1

; : : : ; p

N

)

je vektor kladných cen komodit a y > 0 jsou výdaje spotøebitele na N zbo¾í:

x

i

 

p

y

!

=

p

�1

i

y

�

�

i

+

P

N

j=1




ij

ln p

j

�

P

N

j=1




ij

ln y

�

P

N

k=1

�

k

+

P

N

k=1

P

N

m=1




km

ln p

m

�

P

N

k=1

P

N

m=1




km

lny

;

i = 1; 2; : : : ; N: (2.28)

V¹imnìme si, ¾e poptávkové funkce jsou homogenní stupnì 0 ve v¹ech parametrech

vzatých dohromady. Proto, chceme-li urèit parametry, musíme k rovnicím (9.9) pøidat

je¹tì normalizaci

N

X

i=1

�

i

= �1: (2.29)

V¹imnìme si také, ¾e parametr �

0

, který je z 2.27, nelze spoèítat, pokud máme

data pouze o nákupech spotøebitele (výpùjèky v tomto pøípadì trvanlivého zbo¾í)

x, cenách p a celkových výdajích y. Pouze N � 1 z N rovnic v 2.28 je nezávislých

a rovnici 2.27 nelze pøidat k nezávislým rovnicím v (9.9), abychom mìli N nezávis-

lých estimaèních rovnic, proto¾e levá strana 2.27 je nemìøitelná promìnná, u¾itek

u. Proto nejsou ekonometrické procedury pou¾ívané k odhadu preferencí spotøebitele

zcela analogické s procedurami, které se pou¾ívají k odhadu produkèních funkcí, i

kdy¾ z teoretického hlediska je dualita mezi nákladovými a produkèními funkcemi

zcela izomorfní s dualitou mezi výdajovými a u¾itkovými funkcemi.

Systém funkcí poptávky po komoditách de�novaný v 2.28 není lineární v nezná-

mých parametrech a proto bude tøeba pou¾ít nelineární regrese, abychom ekonome-

tricky odhadli neznámé parametry. Obecnì získáme nelineární poptávkové rovnice

pomocí Royovy identity, pokud pøedpokládáme, ¾e G je de�novaná pru¾nou funkèní

formou.

Systém poptávkových rovnic de�novaný v 2.28 by mohl být vyu¾it pøi daných mi-

kroekonomických datech o jediném spotøebiteli maximalizujícím u¾itek (s nemìnnými

preferencemi) nebo pøi daných datech o nìkolika spotøebitelích, za pøedpokladu, ¾e ve

vzorku budou mít v¹ichni spotøebitelé maximalizující u¾itek stejné preference. Mohli

bychom aplikovat systém 2.28 na data z trhu, tzn. pøedpokládat, ¾e x

i

pøedstavuje cel-

kovou tr¾ní poptávku po komoditì i vydìlenou poètem nezávislých spotøebovávajících

jednotek, p

i

je cena komodity i a y jsou celkové tr¾ní výdaje na v¹echna zbo¾í vy-

dìlené poètem spotøebovávajících jednotek? Odpovìï zní obecnì ne. Nicménì kdy¾
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máme informace o distribuci �(y) výdajù y z rùzných domácností na trhu a jsme

ochotni pøedpokládat, ¾e v¹echny domácnosti mají stejný vkus, pak lze spoèítat tr¾ní

poptávkové funkce X

i

integrací pøes jednotlivé poptávkové funkce x

i

(p=y):

X

i

(p) = N

�

Z

1

0

x

i

 

p

y

!

�(y) dy; i = 1; : : : ; N; (2.30)

kde N

�

je poèet domácností na trhu a

R

1

0

�(y) dy = 1. Integrace v 2.30 lze provést

pou¾itím x

i

(p=y) de�novaných v 2.28, pokud polo¾íme následující normalizace na pa-

rametry zlogaritmované nepøímé u¾itkové funkce de�nované v 2.27: (i) �

0

= 0, (ii)

P

N

i=1

�

i

= �1 a iii)

P

N

i=1

P

N

j=1




ij

= 0. Po tìchto normalizacích bude G homogenní

stupnì �1 podél paprsku stejných cen, tzn. G(�1

N

) = �

�1

G(1

N

) pro v¹echna � > 0,

co¾ je jednodu¹e ne¹kodné (z teoretického hlediska, ale ne nutnì z ekonometrického

pohledu) vyèíslení u¾itku tak, ¾e u¾itek je proporcionální k pøíjmu, jsou-li ceny pro

spotøebitele stejné. Tento pøístup k výpoètu systémù funkcí tr¾ní poptávky konzis-

tentní s mikroekonomickou teorií byl popsán u Diewerta (1974a, str. 127 - 130) a

Berndta, Darrougha a Diewerta (1977).

Podle Gormana (1953) existuje jednodu¹¹í metoda výpoètu systémù funkcí tr¾ní

poptávky, které jsou konzistentní s maximalizaci u¾itku jednotlivce: pøedpokládejme,

¾e preference v¹ech domácností lze vyjádøit nákladovou funkcí ve tvaru

C(u; p) = b(p) + u c(p); (2.31)

kde b a c jsou funkce jednotkových nákladù, které splòují podmínky 2.20, p � 0

N

a

c(p)u � y�b(p) � 0, kde y jsou výdaje domácnosti. Blackorby, Boyce a Russell (1978)

nazývají funkèní formu C, která má strukturu 2.31 Gormanovou polární formou.

Pokud y � b(p) � 0, tak nepøímá u¾itková funkce, která odpovídá (9.12), je G(�) �

[1=c(�)] � [b(�)=c(�)] = [y=c(p)] � [b(p)=c(p)], kde � � p=y a Royova identita (4.4)

dává následující systém poptávkových funkcí jednotlivých domácností, jsou-li funkce

jednotkových nákladù b a c diferencovatelné:

x

 

p

y

!

= r

p

b(p) + [c(p)]

�1

[y � b(p)]r

p

c(p); y � b(p): (2.32)

Na systému poptávkových funkcí spotøebitele de�novaném v 2.32 je zajímavé, ¾e

jsou lineární v pøíjmu domácností nebo výdajích y. Tedy mají-li v¹echny uva¾ované

domácnosti na trhu stejné preference, které jsou duální k C de�nované v 2.31, a

v¹echny domácnosti mají pøíjem y � b(p), tak systém tr¾ních poptávkových funkcí

X(p) de�novaný v 2.30 je nezávislý na distribuci pøíjmu:

X(p)

N

�

= r

p

b(p) + [c(p)]

�1

[y

�

� b(p)]r

p

c(p); (2.33)

kde X(p)=N

�

je vektor tr¾ní poptávky na hlavu a y

�

�

R

y �(y) dy jsou prùmìrné

výdaje (na hlavu). Porovnáním 2.33 a 2.32 vidíme, ¾e systém tr¾ní poptávky na
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hlavu má stejnou funkèní formu jako jediný poptávkový vektor pro jednu rozhodovací

jednotku. Výhodou tohoto pøístupu oproti pøedchozímu je, ¾e nevy¾aduje informace

o distribuci výdajù: jsou potøeba pouze údaje o tr¾ních výdajích na komoditu, cenách

komodit a poètu spotøebitelù nebo domácností.

Empirickybylo odhadnuto nìkolik pru¾ných funkèních forem pro nákladové funkce.

Pomocí Shephardova Lemmatu se odvodily systémy funkcí poptávky po vstupech: viz

Parks (1971), Denny (1972, 1974), Binswanger (1974), Hudson a Jorgenson (1974),

Woodland (1975), Berndt a Wood (1975), Burgess (1974, 1975) a Khaled (1978). Kha-

led také odvodil velice obecnou tøídu funkèních forem, která obsahuje vìt¹inu bì¾nì

pou¾ívaných funkèních forem jako zvlá¹tní pøípady.

Vý¹e uvedená teorie poskytuje mnoho aplikací k øe¹ení problému odhadu prefe-

rencí spotøebitele. Empirické pøíklady viz Lau a Mitchell (1970), Diewert (1974d),

Christensen, Jorgenson a Lau (1975), Jorgenson a Lau (1975), Boyce (1975), Boyce

a Primont (1976a), Christensen a Manser a dal¹í.

10 Funkce zisku

Doposud jsme se zabývali problémem �rmy, která pou¾ívá mnoho rùzných vstupù

na výrobu jednoho výrobku. Av¹ak ve skuteèném svìtì chrlí pøevá¾ná vìt¹ina �rem

mnoho druhù rùzných výrobkù. Proto bude nezbytné zamyslet se nad problémem

modelování �rmy s mnoha vstupy a výstupy.

Pro ekonomické aplikace bude u¾iteèné zavést tzv.variabilní funkci zisku �(p;x),

která oznaèuje maximum tr¾eb mínus variabilní platby za vstupy, které mù¾e být do-

sa¾eno pøi daných cenách p� 0

I

variabilních vstupù a výstupù a pøi daném vektoru

pevnì daných vstupù x � 0

J

. Oznaème variabilní vstupy a výstupy I-rozmìrným

vektorem u � (u

1

; u

2

; :::; u

I

), �xní vstupy nech» jsou oznaèeny J -rozmìrným vekto-

rem �x � (�x

1

;�x

2

; :::;�x

J

). Dále oznaème T mno¾inu v¹ech mo¾ných kombinací

vstupù a výstupù, které øíkáme mno¾ina produkèních mo¾ností. Výstupy jsou zachy-

ceny kladnými èísly, vstupy zápornými, tak¾e je-li u

i

> 0, pak i-té variabilní zbo¾í

jest výstup produkovaný na¹í �rmou. Formálnì se de�nuje � pro p� 0

I

a �x� 0

J

jako:

�(p;x) � max

u

fp

>

u : (u;�x) 2 Tg: (2.1)

Je-li T uzavøený, neprázdný konvexní ku¾el v Euklidovském I+J rozmìrném prostoru

s následujícími vlastnostmi: (i) pokud (u;�x) 2 T , potom x � 0

J

(posledních J

zbo¾í jsou v¾dy vstupy); (ii) pokud (u

0

;�x

0

) 2 T; u

0

� u

00

a �x

0

� �x

00

, potom

(u

00

;�x

00

) 2 T (volná dispozice); (iii) pokud (u;�x) 2 T , potom jsou komponenty

vektoru u ohranièené shora (hranice mo¾ností pøi pevných vstupech). Potom má �

následující vlastnosti: (i) �(p;x) je nezáporná reálná funkce de�novaná pro ka¾dé

p � 0

I

a x � 0

J

taková, ¾e: �(p;x) � p

>

b(x) pro ka¾dé p � 0

J

. (ii) pro ka¾dé

x � 0

J

je �(p;x) (pozitivnø) lineárnì homogenní, konvexní a spojitá v p a (iii) pro
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ka¾dé p � 0

I

je �(p;x) (pozitivnì) lineárnì homogenní, konkávní spojitá a neklesající

v x. Navíc, Gorman (1968), McFadden (1966) a Diewert (1973a) ukázali, ¾e mno¾ina

T mù¾e být zkonstruována pomocí � následujícím zpùsobem:

T = f(u;�x) : p

>

u � �(p;x);8p� 0

I

;x � 0

J

g: (2.2)

Tudí¾, existuje dualita mezi mno¾inami produkèních mo¾ností T a funkcemi va-

riabilního zisku �, pokud jsou splnìny vý¹e uvedené podmínky regularity. Pomocí

Shephardova lematu (3.1) a Royovy identity (4.4) mù¾eme dokázat následující tvr-

zení:

Holellingovo lemma (1932, str. 594) Splòuje-li funkce variabilního zisku �

podmínky regularity (10.1) a navíc je diferencovatelná vzhledem k cenám variabil-

ního mno¾ství v bodì p

�

� 0

I

a x

�

� 0

J

, potom @�(p

�

;x

�

)=@p

i

= u

i

(p

�

;x

�

) pro

i = 1; 2; :::; I, kde u

i

(p

�

;x

�

) je takové mno¾ství èistého výstupu i, které maximalizuje

zisk pøièem¾ je dán vektor variabilních cen p

�

a vektor �xních vstupù x

�

, které jsou

k dispozici.

Hotellingovo lema lze pou¾ít k odvození funkce nabídky variabilního výstupu a

poptávky po variabilních vstupech. Potøebujeme pouze, aby byl zaruèen funkcionální

tvar �(p;x) konzistentní s podmínkami regularity pro � a diferencovatelnost vzhle-

dem ke komponentám vektoru p. Napøíklad uva¾me funkci translogaritmického vari-

abilního zisku � de�novanou:

ln�(p;x) � �

0

+

I

X

i=1

�

i

lnp

i

+

1

2

I

X

i=1

I

X

h=1




ih

lnp

i

lnp

h

+

+

I

X

i=1

J

X

j=1

�

ij

lnp

i

lnx

j

+

J

X

j=1

�

j

lnx

j

+

1

2

J

X

j=1

J

X

k=1

�

jk

lnx

j

lnx

k

; (2.3)

kde 


ih

= 


hi

a �

jk

= �kj. Lehce nahlédneme, ¾e � de�novaná vztahem (2.3) je

homogenní stupnì jedna v p tehdy a jen tehdy, pokud:

I

X

i=1

�

i

= 1;

I

X

i=1

�

ij

= 0; j = 1; 2; : : : ; J ;

I

X

h=1




ih

= 0; i = 1; 2; : : : ; I: (2.4)

Podobnì, �(p;x) je homogenní stupnì jedna v x tehdy a jen tehdy, kdy¾:

J

X

j=1

�

j

= 1;

J

X

j=1

�

ij

= 0; i = 1; 2; : : : ; I;

J

X

k=1

�

jk

= 0; j = 1; 2; : : : ; J: (2.5)
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Je-li �(p;x) > 0, de�nujeme podíl nabídky i-té promìnné jako: s

i

(p;x) � p

i

u

i

(p;x)=�(p;x).

Hotellingovo lemma pou¾ité na translogaritmickou funkci de�novanou v (2.3) dává

následující systém funkcí podílu èisté nabídky:

s

i

(p;x) = �

i

+

I

X

h=1




ih

lnp

h

+

J

X

j=1

�

ij

lnx

j

; i = 1; 2; : : : ; I: (2.6)

Nebo» je suma v¹ech podílù jednièka, jenom I � 1 rovnic v (2.6) je nezávislých.

Rovnice (2.3) a I � 1 rovnic z (2.6) lze pou¾ít k odhadu parametrù funkce translo-

garitmického variabilního zisku. Pov¹imnìme si pøitom, ¾e tyto rovnice jsou lineární

v neznámých parametrech stejnì jako omezení (2.4) a ¾e mù¾eme pou¾ít modi�kace

lineárních regresních technik.

Alternativní funkcionální tvary funkcí variabilního zisku jsou navr¾ené v McFad-

den (1978b), Diewert (1973a) a Lau (1974a). Empirické poznatky vypracoval Kohli

(1978), Woodland (1977c), Harris(Appelbaum (1977) a Epstein (1977).

Velice pøíbuzný je pøístup tzv. sdru¾ené nákladové funkce C(u;w) � min

x

fw

?

x :

(u;�x) 2 Tg, kde T je mno¾ina produkèních mo¾ností stejnì jako døíve, w � 0

J

je

kladný vektor cen vstupù. Jako obyèejnì, pokud je C(u;w) diferencovatelná vzhledem

k cenám vstupù w (a splòující pøíslu¹né podmínky regularity), potom mù¾eme z She-

phardova lemmatu odvodit systém poptávkových funkcí x(u;w), které minimalizují

náklady. Dostáváme pak:

x(u; v) = r

w

C(u;w): (2.7)

Sdru¾ené nákladové funkce empiricky odhadoval Burgess (1976a) (který vyu¾íval

funkcionální tvar Halla (1973)), Brown, Caves, Christensen (1975) a Christensen,

Greene (1976) (který vyu¾íval translogaritmický funkcionální tvar pro C(u,w), co¾ je

analogicky jako u transabilního zisku de�nované v (2.3).

Historické poznámky Samuelson (1953-54, str.20) nás obeznámil s funkcí národní

produkce, co¾ je pøístup zmínìné funkce variabilního zisku. Zároveò upozornil na

nìkteré vlastnosti. Gorman (1968) a McFadden (1966, 1978a) vynesl na svìtlo svìta

tvrzení o dualitì mezi mno¾inou produkèních mo¾ností (splòující rùzné podmínky

regularity) a korespondující funkcí variabilního zisku. Alternativní tvrzení o dualitì

jsou v Shephard (1970), Diewert (1973a, 1974b), Sakai (1974) a Lau (1976). Pro

speciální pøípad jediného �xního vstupu se lze pouèit z Shephard (1970, str.248-250)

nebo Diewert (1974b).

McFadden (1966, 1978a) zavedl funkci sdru¾ené nákladové funkce, sepsal její vlast-

nosti a dokázal tvrzení o formální dualitì mezi sdru¾enou nákladovou funkcí a mno-

¾inou produkèních mo¾ností T , stejnì jako je to i v Shephard (1970) a Sakai (1974).

Existují také mnohem jednodu¹¹í tvrzení o mno¾inì produkèních mo¾ností a trans-

formaèních funkcí, které dávají maximálnímno¾ství jednoho výstupu, jen¾ daná �rma

mù¾e vyrobit (nebo optimální mno¾ství po¾adovaného vstupu) pøi pevnì daných
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mno¾stvích ostatních vstupù a výstupù. To nalezneme napøíklad v Diewert (1973),

Jorgenson; Lau (1974a, 1974b) a Lau (1976).

Hotellingovo lemma lze zobecnit tak, abychom postihli i pøípad nediferencovatelné

funkce variabilního zisku: gradient funkce � vzhledem k p je nahrazen mno¾inou

subgradientù. Toto zobecnìní bylo poprvé uveøejnìno v Gorman (1968, str.150-151) a

McFadden (1966, str.11) a opakováno v Diewert (1973a, str.313) a Lau (1976, str.142).

Je-li �(p;x) diferencovatelná vzhledem ke komponentám vektoru �xních vstupù,

potom w

j

= @�(p;x)=@x

j

lze interpretovat jako hodnotu, kterou �rma pøisuzuje

jedné dodateèné jednotce j-tého �xního výrobního faktoru. Neboli je to "stínová

cena" j-tého vstupu (Lau (1976, str.142)). Pokud je navíc �rma vystavena vektoru

cen w� 0

J

výrobních faktorù pro "�xní" vstupy a bìhem urèitého období lze mìnit

mno¾ství tìchto "�xních" faktorù, pak pokud �rma minimalizuje náklady na dosa¾ení

daného mno¾ství variabilního zisku, dostaneme ( Diewert (1974a, str. 140))

w = r

x

�(p;x); (2.8)

A tyto vztahy mohou být rovnì¾ vyu¾ity v ekonometrických aplikacích.

Translogaritmický varibalní zisk byl nezávisle navr¾en v Russel(Boyce (1974) a

Diewert (1974a, str.139). Jde zjevnì o pøímou modi�kaci translogaritmického funkci-

onálního tvaru podle Christen, Jorgenson(Lau (1971) a Saragan (1971).

Vlastnosti porovnávacích statistik �(p;x) nebo C(u;w) byly popsány v Samuelson

(1953-54), McFadden (1966, 1978a), Diewert (1974, str. 142-146) a Sakai (1974).

V teorii mezinárodního obchodu se v¹eobecnì pøedpokládá existence sektorových

produkèních funkcí, �xní domácí zdroje x a pevné ceny p mezinárodnì obchodo-

vatelného zboØí. Pokou¹íme-li se v takovém pøípadì maximalizovat èistou hodnotu

mezinárodnì obchodovatelného zbo¾í vyrábìného ekonomikou, dostáváme variabilní

funkci zisku ekonomiky, �(p;x) nebo Samuelsonovu funkci národního produktu. Po-

kud jsou sektorové produkèní funkce "vystaveny" konstantním výnosùm z rozsahu,

bude mít �(p;x) obvyklé vlastnosti zmínìné vý¹e. Av¹ak existence sektorových tech-

nologií implikuje dodateèná omezení na porovnávací statistiky národní produkèní

funkce �: viz. Chipman (1966,1972, 1974b), Samuelson (1966), Ethier (1974), Wood-

land (1977a, 1977b), Diewert and Woodland (1977), Jones, Schienkman (1977) a dal¹í

v odkazech tìchto prací. Závìrem poznamenejme, ¾e vlastnosti �(p;x) vzhledem k x

jsou pøesnì ty vlastnosti, které má neoklasická produkèní funkce. Kdy¾ je x vektor

primárních vstupù, potom mù¾eme �(p;x) interpretovat jako funkci pøidané hodnoty.

Pokud se mìní ceny p (prùmìrnì) proporcionálnì v èase, mù¾e být �(p;x) oèi¹tìna

od in
ace trendem v¹eobecných cen, èím¾ dostáváme funkci reálné pøidané hodnoty,

která má vlastnosti neoklasické produkèní funkce; viz. Khang (1971), Bruno (1971) a

Diewert (1978c, 1980).
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11 Dualita a nesoutì¾ivé pøístupy k mikroekono-

mické teorii

Doposud jsme pøedpokládali, ¾e výrobci a spotøebitelé berou ceny jako dané a opti-

malizují mno¾ství promìnných, které mají pod kontrolou. V této kapitole naznaèíme,

jak mù¾e být teorie duality vyu¾ito v pøípadì monopsonického èi monopolistického

chování na stranì spotøebitelù nebo výrobcù. Nebudeme se to pokou¹et pøesnì vy-

svìtlovat, toliko ilustrujeme pou¾ívané techniky na 4 pøíkladech.

11.1 První pøístup: Problém monopolu

Pøedpokládejme, ¾e monopolista produkuje výstup x

0

pøi produkèní funkci F (x), kde

x � 0

N

je vektor variabilních vstupù Nech» je dále monopolista vystaven (inverzní)

poptávkové funkci p

0

= wD(x

0

), tzn. p

0

� 0 je cena, pøi které se prodá x

0

jedno-

tek výstupu, D je spojitá, kladná funkce v x

0

, promìnná w > 0 reprezentuje vliv

"dal¹ích promìnných" na poptávku. Dlu¾no dodat, ¾e pokud prodává monopolista

spotøebitelùm, w mù¾e vyrovnat disponibilní dùchod uva¾ovaného èasového období.

Pokud monopolista prodává výrobcùm, w mù¾e být lineárnì homogenní funkce cen,

kterým jsou vystaveni ostatní výrobci. A koneènì, pøedpokládejme, ¾e monopolista

chová "soutì¾nì" na trhu vstupù, kdy¾ cenový vektor cen vstupù je dán pevnì. Potom

lze problém maximalizace monopolistova zisku zapsat takto:

max

p

0

;x

0

;x

fp

0

x

0

� p

>

x : x

0

= F (x); p

0

= wD(x

0

);x � 0

N

g =

= max

x

fwD[F (x)]F (x)� p

>

x : x � 0

N

g =

= max

x

fwF

�

(x)� p

>

x : x � 0

N

g � �

�

(w;p); (2.1)

kde F

�

(x) � D = [F (x)]F (x) = p

0

x

0

=w je funkce tr¾eb oèi¹tìná od in
ace w nebo

pseudoprodukèní funkce a �

�

je pøíslu¹ná funkce pseudozisku (vzpomeòme kapitolu

10), která korespondující s F

�

. Pov¹imnìme si, ¾e w hraje roli ceny pro F

�

(x): Pokud

je F

�

konkávní funkce, potom bude �

�

(l; p=w) funkce konjugovaná k F

�

[vzpomeòme

na: Samuelson (1960), Lau (1969, 1978) a Jorgenson, Lau (1974a, 1974b) konjugované

pøístupy k teorii duality] a �

�

bude duální k F

�

(tzn. F

�

mù¾e být dopoètena z �

�

). I

kdy¾ není F

�

konkávní, existuje-li maximum v (11.1) v relevantním okolí cen (w;p),

potom mù¾e být �

�

vyu¾ito k reprezentaci relevantní èásti F

�

(tzn. "volný dostupný"

obal F

�

dostaneme z �

�

). Pokud je navíc �

�

diferencovatelná v (w

�

;p

�

) a x

�

0

; p

�

0

;x

�

øe¹» (11.1), pak Hotellingovo lemma dává:

u

�

0

�

p

�

0

x

�

0

w

�

= r

w

�

�

(w

�

;p

�

)a � x

�

= r

p

�

�

(w

�

;p

�

): (2.2)
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Pokud je k tomu �

�

spojitì diferencovatelná druhého øádu v (w

�

;p

�

), pak mù-

¾eme odvodit obvyklé výsledky pro porovnávací statistiky funkcí prodeje oèi¹tìných

od in
ace, u

0

(w

�

;p

�

) � r

w

�

�

(w

�

;p

�

) a funkce poptávky�x(w

�

;p

�

) � r

p

�

�

(w

�

;p

�

);

zejménar

2

�

�

(w

�

;p

�

) je pozitivnì semide�nitní symetrickámatice a [w

�

;p

�>

]r

2

�

�

(w

�

;p

�

) =

0

>

N+1

.

Vztah (2.2) lze vyu¾ít k odhadu ekonometrických parametrù �

�

a tudí¾ nepøímo

k odhadu F

�

: jednodu¹e øeèeno, postulujeme funkcionální tvar �

�

, diferencujeme �

�

,

co¾ "napasujeme" na (2.2) pro danou èasovou øedu pozorovaných hodnot p

0

; p; w;x

0

a x. Nevýhodou metody jsou: (i) nelze vyjádøit D z F ; (ii) nelze testovat, zda-li se

vlastnì výrobce chová "tr¾nì" na trhu výrobkù; (iii) nemù¾emepou¾ít na¹e odhadnuté

rovnice k predikci výroby x

0

nebo prodejní ceny p

0

oddìlenì.

11.2 Druhý pøístup: Problém monopsonu

Uva¾me problém spotøebitele, který maximalizuje funkci u¾itku F (x), která splòuje

"Podmínky I", ale odtud ji¾ dále pro spotøebitele nepøedpokládáme �xní ceny na-

kupovaných komodit. Tak¾e je spotøebitel schopen monopsonicky vyu¾ít jednoho èi

více svých dodavatelù. Pak v období r nech» je vystaven nelineárnímu rozpoètovému

omezení ve tvaru: h

r

(x) = 0, kde x � 0

N

je vektor jeho nákupu (nebo rent). Nech»

x

r

� 0

N

je øe¹ení pro období r problému maximalizace "omezeného" u¾itku, tzn.:

max

x

fF (x) : h

r

(x) = 0;x � 0

N

g = F (x

r

); r = 1; : : : ; T: (2.3)

Dále nech» r-tá funkce rozpoètového omezení h

r

je diferencovatelná v x

r

s r

x

h(x

r

)�

0

N

pro ka¾dé r. Pak mù¾eme linearizovat r-té rozpoètové omezení okolo x = x

r

tak,

¾e vezmeme rozvoj Taylorovy øady prvního øádu. Linearizované rozpoètové omezení

je h

r

(x

r

) + [r

x

h

r

(x

r

)]

>

(x� x

r

) = 0 nebo [r

x

h

r

(x

r

)]

>

(x�x

r

) = 0, nebo» h

r

(x

r

) = 0

pou¾itím (2.3). Lehce se nahlédne, ¾e povrch u¾itku: fx : F (x) = F (x

r

);x � 0

N

g

je teèná nejenom k pùvodnímu nelineárnímu rozpoètovému povrchu fx : h

r

(x) =

0;x � 0

N

g v x = x

r

, ale také k povrchu linearizovaného rozpoètového omezení fx :

[rh

r

(x

r

)]

>

(x � x

r

) = 0;x � 0

N

g v x = x

r

. Nebo» se pøedpokládá F kvazikonkávní,

je mno¾ina fx : F (x) � F (x

r

);x � 0

N

g konvexní a linearizované rozpoètové omezení

je opìrnou nadrovinou k této mno¾inì, tzn.:

max

x

fF (x) : p

r>

x � p

r>

x

r

;x � 0

N

g = F (x

r

); r = 1; : : : ; T; (2.4)

kde p

r

� rh

r

(x

r

) pro r = 1; 2; :::; T . Nyní je (2.4) pouhou øadou "agregátorových"

maximalizaèních úloh typu, který jsme studovali v kapitole 4 (r-tý vektor norma-

lizovaných cen se de�nuje jako v

r

� p

r

=p

r>

x

r

) a odhadovací techniky nastínìné v

kapitole 9 (vzpomeòme napøíklad vztah (9.9)) mohou být pou¾ity k odhadu parame-

trù pøímých u¾itkových funkcí duálních k F .
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Kapitola 4 se zabývá lineárními rozpoètovými omezeními a proto je irelevantní,

jestli je F kvazikonkávní nebo ne (vzpomeòme na¹i diskusi a diagram v kapitole

2). Av¹ak nyní po¾adujeme dodateèné pøedpoklady, ¾e F je kvazikonkávní, aby se

rigoróznì ospravedlnila zámìna (2.3) za (2.4). Pov¹imnìte si také, ¾e abychom mohli

pou¾ít tuto proceduru, je nezbytné znát vektor derivací r

x

h

r

(x

r

) pro ka¾dé r; tzn.

musíme znát derivace nabídkových funkcí, které spotøebitel vyu¾ívá v ka¾dém období

- informace, kterou první pøístup nepo¾aduje.

Model monopsonu zde prezentovaný je ve skuteènosti mnohem ¹ir¹í ne¾ klasický

model monopsonistického vyu¾ívání: ceny, kterým je spotøebitel vystaven se mohou

mìnit s nakupovaným mno¾stvím kvùli nepøebernému mno¾ství dùvodù, zahrnujíce

v to i náklady transakce, mno¾stevní slevy a existenci progresivního zdanìní. Vìt¹ina

daòových systémù vede k rozpoètovým omezením se skoky nebo nediferencovatelnými

body. To nezpùsobuje ¾ádné problémy s vý¹e uvedenou procedurou, jestli¾e pózoro-

vaná spotøebitelova volba mezi spotøebou a volným èasem nepadne pøesnì do bodu

skoku v tomto rozpoètovém omezení.

11.3 Tøetí pøístup: Problém monopolu jinak

Znovu se vìnujme problému monopolu vylo¾enému vý¹e. Nech» x

r

0

> 0;x

r

> 0

N

je

øe¹ením problému maximalizace zisku monopolu pro r-té období, co¾ lze zapsat:

max

x

fw

r

D(x

0

)x

0

� p

r>

x : x

0

= F (x);x � 0

N

g =

= w

r

D(x

r

0

)x

r

0

� p

r>

x

r

; r = 1; 2; :::; T; (2.5)

kde p

r

0

� w

r

D(x

r

0

) > 0 je pozorovaná prodejní cena výstupu bìhem r-tého období,

w

r

D(x

0

) je inverzní poptávková funkce pro období r, p � 0

N

je vektor cen vstupù

pro období r. Pokud je funkce F spojitá a konkávní (tak, ¾e mno¾ina produkèních

mo¾ností f(x

0

;x) : x

0

� F (x);x � 0

N

g je uzavøená a konvexní) a kdy¾ inverzní

poptávková funkce D je diferencovatelná v x

r

0

pro r = 1; 2; :::; T , pak je cílová funkce

r-tého maximalizaèního problému v (2.5) mù¾e být linearizován v okolí (x

r

0

;x

r

) a

tato linearizovaná cílová funkce bude teèná k povrchu produkce x

0

= F (x) v (x

r

0

;x

r

).

Tudí¾:

max

x

0

;x

f~p

r

0

x

0

� p

r>

x : x

0

= F (x);x � 0

N

g � �(~p

r

0

;p

r

) =

= ~p

r

0

x

r

0

� p

r>

x

r

; r = 1; : : : ; T; (2.6)

kde ~p

r

0

� w

r

D(x

r

0

) +w

r

D

0

(x

r

0

)x

r

0

= p

r

0

+w

r

D

0

(x

r

0

)x

r

0

> 0 je stínová neboli mezní cena

výstupu r-tého období (~p

r

0

< p

r

0

jestli¾e w

r

> 0 a D

0

(x

r

0

) < 0 a � je "pravdivá" funkce

�remního zisku, která je duální k produkèní funkci F (vzpomeòme �

�

de�novanou v

prvním pøístupu, která je duální ke konvexnímu obalu D[F (x)]F (x)� F

�

(x)). Tak¾e

problém maximalizace pravdivé nelineární funkce monopolistického zisku (2.6), který
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má obvyklou strukturu jakmile mezní ceny výstupu ~p

r

0

byly vypoèteny tak, aby mohly

být pou¾ity obvyklé ekonometrické techniky [vzpomeòmevztah (10.5) v Kapitole 10].ÿ

Porovnáním tøetího pøístupu s prvním zjistíme, ¾e tøetí pøístup vy¾aduje extra

pøedpoklad o konkávnosti produkèní funkce (konvexní technologie) a dodateèné infor-

mace, jako napøíklad znalost sklonu poptávkové funkce, kterou monopolista vyu¾ívá,

se po¾aduje pro ka¾dé období.

Lehce se nahlédne, ¾e tento pøístup lze zobecnit na �rmu vyrábìjící víc výrobkù,

která souèasnì vyu¾ívá trh se vstupy i výstupy: v¹echno co potøebueme je pøedpoklad

konvexnosti technologií a (lokální) znalosti poptávkových a nabídkových funkcí, které

�rma vyu¾ívá, aby mohly být spoèítány pøíslu¹né stínové ceny.

Vý¹e uvedené techniky mohou nýt zøejmì pou¾ity v situacích, kdy se �rma ne-

chová monopolisticky ani monopsonisticky ve smyslu vyu¾ívání trhù, ale je vystavena

cenám jejích vstupù a výstupù, které závisí na poøízeném nebo prodaném mno¾ství,

zahrnujíce náklady na transakce a mno¾stevní slevy.

11.4 Ètvrtý pøístup: Problém monopolu je¹tì jednou

Pøedpokládejme nyní, ¾e produkèní funkce splòuje, jako obyèejnì, "Podmínky I" a

nech» x

r

0

> 0;x

r

> 0

N

je øe¹ení maximalizaèní úlohy monopolistického zisku pro

období r (2.5), které lze pøepsat jako

max

x

0

fw

r

D(x

0

)x

0

� C(x

0

;p

r

) : x

0

� 0g = w

r

D(x

r

0

)x

r

0

� p

r>

x

r

; r = 1; : : : ; T; (2.7)

kde C znaèí nákladovou funkci duální k F . Pokud je inverzní poptávková funkce D

diferencovatelná v x

r

0

> 0 a @C(x

r

0

;p

r

)=@x

0

existují, pak podmínky prvního øádu

pro r-tý maximalizaèní problém v (2.7 dávají podmínku w

r

D(x

r

0

) + w

r

D

0

(x

r

0

)x

r

0

�

@C(x

r

0

;p

r

)=@x

0

= 0 nebo, s pou¾itím pozorované prodejní ceny výstupu v r-tém

období p

r

0

� w

r

D(x

r

0

),

p

r

0

= �w

r

D

0

(x

r

0

)x

r

0

+

@C(x

r

0

;p

r

)

@x

0

; r = 1; : : : ; T: (2.8)

Jestli¾e je nákladová funkce C diferencovatelná v cenách vstupù v bodì (x

r

0

;p

r

)

pro ka¾dé období r, pak dává Shephardovo lemma dodateèné rovnice

x

r

= r

p

C(x

r

0

;p

r

); r = 1; : : : ; T: (2.9)

Pøedpokládejme, ¾e èást inverzní poptávkové funkce, která zále¾í na x

0

, lze D(x

0

)

adekvátnì aproximovat v relevantním okolí x

0

následující funkcí:

D(x

0

) = �� �lnx

0

; label11:10 (2.10)
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kde � > 0; � � 0 jsou konstanty. Substituce (??) do (2.8) dává rovnice

p

r

0

= w

r

� +

@C(x

r

0

;p

r

)

@x

0

; r = 1; : : : ; T: (2.11)

Pøi daných pozorovaných rozhodováních dané �rmy o cenách a mno¾stvích p

r

0

;p

r

;x

r

0

;x

a pøi informaci o w (vìt¹inou lze pøedpokládat, ¾e w � 1) mù¾e být systém rovnic

(2.9) a (2.11) naráz ekonometricky odhadnut jakmile známe diferenciální funkcio-

nální tvar nákladové funkce C(x

0

;p). Pokud je � = 0 v (2.11), pak se producent

chová tr¾nì, prodává-li výstup za cenu p rovnou mezním nákladùm, @C(x

r

0

;p

r

)=@x

0

.

Rovnice (2.11) je zároveò konzistentní s chováním producenta jako monopolisty, který

tvoøí cenu "naivní pøirá¾kou", neboli "naivní markup", (zále¾í na hodnotì w). Máme

tak základ pro statistické testování tr¾ní struktury: (i) kdy¾ � = 0, pak je chování

producenta v souladu s tr¾ní situací známou jako "price taking"; (ii) kdyØ je � > 0 a

�w

r

=p

r

0

< 1 pro v¹ecna r = 1; 2; :::; T , pak dostáváme chování klasického monopolisty;

(iii) pokud je � > 0, ale �w

r

=p

r

0

� 1 pro nìjaké r, potom máme chování "markup"

monopolisty; (iv) kdy¾ � < 0, pak nebude chování �rmy v souladu s ¾ádným ze tøí

popsaných zpùsobù.

Tento pøístup nabízí oproti pøedchozím pøístupùm nìkolik výhod: (i) mù¾eme nyní

statisticky testovat soutì¾ní chování; (ii) po¾adavky na informace jsou nízké - nepo-

tøebujeme exogenní informaci o poptávkové elasticitì; (iii) nemusíme pøedpokládat,

¾e produkèní funkce F je je konkávní, tak¾e model je konsistentní s rostoucími vý-

nosy z rozsahu produkce; a nakonec (iv) postup je velmi jednoduchý - jen vlo¾íme

podmínku �w

r

do rovnice soutì¾e, cena se rovná mezním nákladùm.

11.5 Historické poznámky

Základ prvního pøístupu je v Lau (1974a, str. 193-4; 1978), ale své koøeny má u¾

v Hotelling (1932, str. 609). Druhý pøístup je v Diewert (1971b), ale koøeny jsou

v práci Fisch (1936, str. 14). Tøetí pøístup (izomorfní ke druhému pøístupu) je po-

psán v Diewert (1974a, str. 155). Ètvrtý pøístup je od Appelbaum (1975), který

po¾aduje trochu jiné pøedpoklady pro funkcionální tvar inverzní popávkové funkce.

Appelbaum(1975, 1979) také naznaèuje, jak by bylo mo¾né jeho pøístup roz¹íøit na nì-

kolik monopolistických nabídkových výstupù nebo monopsonistických poptávkových

vstupù a ukazuje pøíklad empirického testování zalo¾eného na datech o amerického

odvìtví zpracovávající naftu a zemní plyn. Dal¹í empirický pøíklad této techniky je

zalo¾en na obchodu mezi USA a Kanadou v Appelbaum(1979). Ètvrtý pøístup byl

pou¾it v Schworm (1980) v kontextu investièní teorie, kde se ceny investièního zbo¾í

odvíjí od nakupovaného mno¾ství.
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12 Závìr

Vìnovali jsme velkou pozornost duálnímu pøístupu k mikroekonomické teorii v Sek-

cích 2-6 této kapitoly. V Sekcích 7 a 8 jsme ukázali, jak mù¾e být teorie duality

vyu¾ito k odvození obvyklých porovnávacích statistických tvrzení pro teorii výrobcù

a spotøebitelù.

Bohu¾el, poèet dìl, vyu¾ívajících teorii duality je tak veliký, ¾e nejsme schopni je

v¹echny uvést.
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Kapitola 3

Teorie spotøebitele

Hlavním úèelem teorie spotøebitele je urèení vlivu pozorovatelných komoditních po-

¾adavkù pøi alternativních pøedpokladech na cíle a pravidla chování u¾ivatele a na

omezení, která pøijímá pøi tvorbì rozhodnutí. Tradièní model spotøebitele je zalo-

¾en na preferencích pøi mo¾ných výbìrech, které popisují cíle spotøebitele. Pøitom

jeho pravidla chování jsou urèena maximalizací tìchto preferencí pøi omezení danými

rozpoètem, která urèují smìnné mo¾nosti. Hlavní výsledek na¹í teorie sestává z kva-

litativních aspektù pozorovaných po¾adavkù pøi zmìnì jejich parametrù, které urèují

rozhodnutí spotøebitele.

Historický vývoj teorie spotøebitele vyjadøuje dlouhou tradici zájmu ekonomù v

tomto pøedmìtu zkoumání, který pro¹el podstatnými koncepèními zmìnami a¾ do

jeho souèasné podoby.

1 Komodity a ceny

Komodity lze rozdìlit na zbo¾í a slu¾by. Ka¾dá komodita je zcela popsána svými

fyzikálními charakteristikami, svým umístìním a èasem, ve kterém je dostupná. V

pøípadì, ¾e uva¾ujeme chování komodit pøi jistém stupni nejasnosti, lze pak pøidat

je¹tì dodateèné upøesnìní. Tradièní teorie obvykle pøedpokládá, ¾e existuje l komo-

dit, pøièem¾ pro zkoumaný problém staèí koneèný poèet fyzikálních charakteristik,

umístìní atd. Komoditní svazek je posloupnost reálných èísel (x

h

); h = 1; : : : ; l vy-

jadøujích mno¾ství ka¾dé komodity, lze jej tedy popsat jako l-dimenzionální vektor

x = (x

1

; : : : ; x

l

), tj. jako bod l-dimenzionálního euklidovského prostoru R

l

, tzv. ko-

moditního prostoru. Za pøedpokladu dokonalé dìlitelnosti v¹ech komodit je mo¾né

vzít ka¾dé reálné èíslo jako mno¾ství ka¾dé komodity, tj. ka¾dý bod komoditního pro-

storu R

l

je mo¾ným komoditním svazkem. Koneèná speci�kace poètu komodit pøitom

vyluèuje aplikaci situací, ve kterých se charakteristika mù¾e mìnit spojitì. Pøitom ta-

kovéto situace vznikají pøirozeným zpùsobem v kontextu výbìru komodit na základì
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kvality resp. v teorii umístìní, kdy je vhodným kritériem skuteèná vzdálenost na po-

vrchu. Cena p

h

komodity h, h = 1; : : : ; l je reálné èíslo, které nám vyjadøuje mno¾ství

placené pøi výmìnì jedné jednotky této komodity. Lze tedy cenový systém (cenový

vektor) p = (p

1

; : : : ; p

l

) reprezentovat jako bod v euklidovském prostoru R

l

. Hodnota

komoditního svazku x pøi daném cenovém vektoru p je pak p � x =

P

l

h=1

p

h

x

h

.

2 Spotøebitelé

Nìkteré svazky komodit jsou spotøebitelem vylouèeny na základì fyzikálních nebo

logických omezeních. Mno¾ina v¹ech mo¾ný spotøebních svazkù, které jsou mo¾né, se

nazývá spotøební mno¾ina. To je pak neprázdná podmno¾ina komoditního prostoru,

kterou budeme oznaèovat jako X. Obvykle jsou vstupy spotøeby popsány pozitivními

mno¾stvími a výstupy negativními. To pak zejména implikuje, ¾e v¹echny slo¾ky

práce spotøebního svazku x jsou nekladné. Obvykle budeme pøedpokládat, ¾e spo-

tøební mno¾in X je uzavøená, konvexní a omezená zdola. Pøitom omezení zdola je

odùvodnìno koneènými omezeními na mno¾ství práce, kterou je spotøebitel schopen

vykonat. Spotøebitel si musí vybrat svazek ze své spotøební mno¾iny, aby si zajistil

existenci.

Je-li dán cenový vektor p, hodnota p �x pro x 2 X nám oznaèuje èisté náklady, tj.

pøíjmy spojené se svazkem x odeètené od pøíslu¹ných výdajù. Proto¾e navíc spotøe-

bitel obchoduje na trhu, jsou jeho mo¾né výbìry omezeny po¾adavkem, ¾e hodnota

jeho spotøeby by nemìla pøevý¹it jeho poèáteèní bohatství (pøíjem). To lze zadat ve

tvaru pevného nezáporného èísla w. Navíc mù¾e mít spotøebitel k dispozici pevný

vektor ! 2 R

l

poèáteèních zdrojù. Nutnì pak w = p � !. Mno¾ina mo¾ných spotøeb-

ních svazkù, jejich¾ hodnota nepøevý¹í poèáteèní bohatství spotøebitele se nazývá

rozpoètová mno¾ina a je urèena vztahem

�(p;w) = fx 2 X : p � x � wg: (3.1)

Koneèné rozhodnutí spotøebitele pro výbìr svazku ze spotøební mno¾iny závisí na

jeho zálibách a pøáních. Ty jsou pak reprezentovány jeho relací preference �, co¾ je

binární relace na X . Pro ka¾dé dva svazky x a y, x; y 2 X, x � y znamená, ¾e x je

alespoò tak dobré jako y. Vzhledem k tìmto preferncím si spotøebitel vybere nejvíce

preferovaný svazek v rozpoètové mno¾inì jako svùj po¾adavek (poptávku). Ten je pak

de�nován jako

'(p;w) = fx 2 �(p;w) : x

0

2 �(p;w) =) (x � x

0

nebo neplatí x

0

� x)g: (3.2)

Vìt¹í èást teorie spotøebitele je zalo¾ena spí¹e na popisu chování spotøebitele po-

mocí maximalizace funkcí u¾iteènosti ne¾ maximalizací preferencí. Pøitom pojem re-

lace preference je základnìj¹í pojem v teorii spotøebitele a je tedy brán jako výchozí
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bod ka¾dé analýzy chování spotøebitele. Vztah mezi relací preference a funkcí u¾iteè-

nosti je hlavní kámen základù teorie spotøebitele. Následující analýza je proto zalo-

¾ena na dvou èástech. V první èásti se budeme vìnovat axiomatickýmzákladùm teorie

preferencí a teorie u¾itku spolu se základním poznatky o spotøebitelových po¾adav-

cích. V následující èásti se budeme spí¹e vìnovat klasiètìj¹ím výsledkùm v kontextu

diferencovatelnosti funkcí po¾adavkù.

3 Preference

Mezi alternativními svazky komodit ze spotøební mno¾iny máme vztah urèený relací

preference � na X. Pro dva svazky x a y z X budeme èíst výrok x � y jako sva-

zek komodit x je alespoò tak dobrý jako svazek komodit y. Obvykle pøedpokládáme

tøi základní axiomy vlo¾ené na relaci preference, které èasto pova¾ujeme za de�nici

racionálního spotøebitele.

Axiom 1 (Re
exivita)

Pro v¹echna x 2 X platí x � x, tj. ka¾dý svazek je alespoò tak dobrý jako on sám.

Axiom 2 (Tranzitivita)

Pro ka¾dé tøi svazky x; y; z 2 X takové, ¾e x � y, y � z platí x � z.

Axiom 3 (Úplnost)

Pro ka¾dé dva svazky x; y 2 X platí buï x � y nebo y � x.

Relace preference �, která splòuje vý¹e uvedené tøi axiomy, se nazývá úplné pøe-

duspoøádání a my budeme mluvit o preferenèním uspoøádání. Pøitom lze z preferenè-

ního uspoøádání odvodit dva jiné vztahy { relaci silné preference� a relaci indiference

�.

De�nice. Svazek x je ostøe preferován pøed svazkem y, tj. x�y právì tehdy, kdy¾

x�y a neplatí y�x. Svazek x je indiferentní se svazkem y, tj. x�y právì tehdy, kdy¾

x�y a y�x.

Proto¾e je preferenèní uspoøádání re
exivní a tranzitivní, je nutnì relace ostré

preference ire
exivní a tranzitivní. Budeme dále pøedpokládat, ¾e existují alespoò

dva svazky x

0

a x

00

tak, ¾e x

0

�x

00

. Relace indiference de�nuje na X relaci ekvivalence,

tj. je re
exivní, symetrická a tranzitivní.

Platnost tìchto tøí axiómù není zpochybòována ve vìt¹inì teorií spotøebitele. Tyto

axiomy nám pøedstavují pøedpoklady, které vìt¹inou odpovídají empirickým pozo-

rováním. Obèas ale nìkteré chování spotøebitele vykazuje nekonzistenci zejména s

tranzitiviou a úplností. Toti¾, nìkteøí ekonomové argumentují tím, ¾e je pøíli¹ moc
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po¾adovat po spotøebiteli porovnat v¹echny mo¾né svazky, kdy¾ jeho skuteèná roz-

hodnutí budou realizována pouze na jisté podmno¾inì spotøební mno¾iny. Empirická

pozorování nebo experimentální výsledky èasto indikují netranzitivitu výbìru. To

mù¾e nastat v dùsledku jednoduchých chyb, které jednotlivci dìlají v reálném ¾ivotì.

Z druhé strany, tranzitivita mù¾e být naru¹ena jako dùsledek jistých teoretických

pøíèin. Napøíklad, jestli¾e mno¾ina spotøebitelù tvoøí domácnost, kde se rozhoduje

podle pravidla vìt¹iny, relace preference mù¾e být netranzitivní. Pøitom lze místo

tranzitivity pou¾ít slab¹í axiomy, abychom dostali smysluplnou teorii.

Mo¾nost de�nování ostré preference � ze slab¹ího preferenèního uspoøádání a ob-

rácenì, indikuje v principu mo¾ný alternativní pøístup vyjití z relace ostré preference

a odvození � a �. To lze pova¾ovat za vhodný pøístup v nìkterých situacích, který

je o nìco obecnìj¹í, proto¾e axiom úplnosti nemá takovou roli jako pro preferenèní

uspoøádání. Pøitom v¹ak odvozená relace indiference nemusí být tranzitivní. Z em-

pirického pohledu je v¹ak pojem preferenèního uspoøádání pøirozenìj¹í. Pozorovaný

výbìr svazku x pøed svazkem y lze interpretovat ve smyslu preferenèního uspoøádání

a ne ve smyslu ostré preference.

Axiomy 1-3 popisují vlastnosti uspoøádání relace preference, které mají intuitivní

význam v teorii výbìru. Pøitom je nutno pøedpokládat jisté topologické vlastnosti

relace �.

Nejvíce pou¾íváný je následující:

Axiom 4 (Spojitost)

Pro v¹echna x 2 X jsou mno¾iny "(x) = fy 2 X : y�xg a #(x) = fy 2 X : x�yg

uzavøené vzhledem k mno¾inì X.

Mno¾ina "(x) se nazývá hlavní �ltr a mno¾ina #(x) se nazývá hlavní ideál. Intui-

tivnì axiom 4 po¾aduje, aby se spotøebitel choval konzistentnì v malém okolí tj. je-li

dána nìjaká posloupnost y

n

! y, y

n

2 #(x) pro v¹echna n, je i y 2 #(x). Podobnì i

duálnì. Zároveò dostáváme, ¾e pro preferenèní uspoøádání � je prùnik hlavního �ltru

a hlavního ideálu tøída indiference I(x) = fy 2 X : y�xg uzavøená mno¾ina na

základì axiomu 4. Alternativní svazky indiferentní s x tvoøí známé køivky indiference

pro pøípad, kdy X � R

2

. Mimo to okam¾itì z axiómù 1-4 dostáváme, ¾e mno¾iny

"

s

(x) = fy 2 X : y�xg a #

s

(x) = fy 2 X : x�yg jsou otevøené vzhledem k mno¾inì

X. Mluvíme pak o ostrém hlavním �ltru a ostrém hlavním ideálu.

Pøipomeòme, ¾e mnoho známých relací preference nemá vlastnost spojitosti. Nej-

známìj¹ím pøíkladem je lexikogra�cké uspoøádání, co¾ je ve skuteènosti relace ostré

preference, její¾ tøídy indiference jsou jednoprvkové.

De�nice. Buïte x = (x

1

; : : : ; x

l

), y = (y

1

; : : : ; y

l

) 2 R

l

. Pak øíkáme, ¾e x je le-

xikogra�cky vìt¹í ne¾ y a pí¹eme xLexy, jestli¾e existuje k, 1 � k � l tak, ¾e

x

j

= y

j

pro j < k

x

k

> y

k

.
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Snadno se pak ovìøí, ¾e �ltr "(x) není ani uzavøený ani otevøený.

Vìta 3.1 [Schmeidler (1971)] Buï � tranzitivní binární relace na souvislém topolo-

gickém prostoru X. De�nujme sdru¾enou relace ostré preference � pøedpisem x�y

právì tehdy, kdy¾ x�y a neplatí y�x. Zároveò pøedpokládejme, ¾e relace ostré prefe-

rence je neprázdná tj. existuje alespoò jedna dvojice x, y tak, ¾e x�y. Jsou-li navíc

v¹echny hlavní �ltry a hlavní ideály uzavøené a v¹echny ostré hlavní �ltry a ostré hlavní

ideály otevøené, je relace � úplná.

Dùkaz. Dùkaz zásadnì vyu¾ívá tu skuteènost, ¾e jediná neprázdná obojetná mno¾ina

(tj. zároveò uzavøená i otevøená) je celý topologický prostor X. Uka¾me tedy nejprve,

¾e máme-li dva prvky x a y tak, ¾e x�y, je nutnì

X = fz : z�yg [ fz : x�zg:

Evidentnì,

fz : z�yg [ fz : x�zg � fz : z�yg [ fz : x�zg:

Zejména pak levá strana inkluze je otevøená mno¾ina a pravá strana je uzavøená

mno¾ina. Staèí tedy dokázat jejich rovnost. Pøedpokládejme, ¾e prvek u 2 "(y), u =2

"

s

(y). Tedy nutnì y�u tj. y�u. Proto¾e x�y, je i x�u tj. u 2 #

s

(x). Analogicky,

nech» prvek u 2 #(x), u =2 #

s

(x) tj. u�x. Pak i u�y tj. u 2 "

s

(y).

Pøedpokládejme nyní, ¾e existují dva nesrovnatelné prvky v X, øeknìme v a w.

Proto¾e existuje alespoò jedna dvojice prvkù x, y tak, ¾e x�y, je nutnì

X = fz : z�yg [ fz : x�zg:

Nutnì tedy buï v�y nebo x�v. Pøedpokládejme nejprve, ¾e v�y. Odtud pak

X = fz : z�yg [ fz : v�zg:

Proto¾e v a w nejsou srovnatelné, je w�y a v�y. Pøitom mno¾iny #

s

(v) a #

s

(w)

jso otevøené, tedy i jejich prùnik je otevøená mno¾ina. Proto¾e y 2 #

s

(v) \ #

s

(w), je

prùnik neprázdný a proto¾e v a w jsou nesrovnatelné, nemohou oba prvky le¾et v

prùniku.

Uka¾me, ¾e

fz : v�zg \ fz : w�zg = fz : v�zg [ fz : w�zg:

Nech» v�z, w�z a z nele¾í v prùniku tj. napø. nele¾í v fs : v�sg. Tedy z�v. Z

tranzitivity pak w�v, co¾ je spor. Podobnì, nele¾í-li zv fs : w�sg, je z�w a tedy

v�w, co¾ je opìt spor. Celkem je pak fz : v�zg\fz : w�zg uzavøená, neprázdná. Je

tedy rovna X, co¾ je opìt spor. Jsou tedy v a w srovnatelné.
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4 Funkce u¾iteènosti

Problém reprezentace relace preference pomocí èíselné funkce byl vyøe¹en v publika-

cích Eilenberga (1941), Debreua (1954, 1959 a 1964), Radera (1963) a Bowena (1968).

Z historického pohledu pojem funkce u¾iteènosti je základní pojem pro míru spotøe-

bitelovy spokojenosti. Pareto (1896) byl první, který rozpoznal, ¾e libovolná rostoucí

transformace dané funkce u¾iteènosti zajistí identické maximalizaèní chování spotøe-

bitele. Jejich dùle¾itost a metodologické dùsledky rozpoznali Slutsky (1915) a Wold

(1943-1944), kteøí provedli první vá¾nou studii problému reprezentace.

De�nice. Buï X mno¾ina a � binární relace na X. Pak funkce u : X ! R je repre-

zentace relace � tj. funkce u¾iteènosti pro preferenèní relaci �, jestli¾e pro v¹echny

prvky x; y 2 X platí:

u(x) � u(y) právì tehdy, kdy¾ x�y:

Je jasné, ¾e pro ka¾dou funkci u¾iteènosti u a ka¾dou rostoucí transformaci f :

R ! R je slo¾ení v = f � u také funkce u¾iteènosti pro tuté¾ relaci preference �.

Poznamenejme pro úplnost, ¾e v literatuøe byly zavedeny zobecnìní vý¹e uvedené

de�nice. Jejich pou¾ití v teorii spotøebitele se v¹ak neukázalo u¾iteèné.

Základní po¾adavek na funkci u¾iteènosti pro aplikace v teorii spotøebitele je, ¾e

funkce u¾iteènosti má být spojitá. Snadno je pak vidìt, ¾e axiomy 1-4 jsou nutné

podmínky pro existenci spojité funkce u¾itku.

Toti¾ axiomy 1-3 pøímo plynou z de�nice reprezentace. Abychom dokázali nutnost

axiomu 4 o spojitosti funkce u, staèí pozorovat, ¾e pro ka¾dý bod x 2 X platí

"x = fz 2 X : u(z) � u(x)g a #x = fz 2 X : u(z) � u(x)g;

co¾ jsou uzavøené mno¾iny ze spojitosti funkce u.

Základní výsledek teorie u¾iteènosti je, ¾e axiom 4 kombinovaný s nìjakými sla-

bými pøedpoklady na mno¾inu X je dostateènou podmínkou pro spojitost funkce u.

Pøitom platí následující tvrzení dokázané Debreuem (1964). Pøipomeòme, ¾e dírou

mno¾iny S � [�1;1] je maximální nedegenerovaný interval obsa¾ený v doplòku

mno¾iny S, který má horní a dolní závoru obsa¾ené v mno¾inì S.

Vìta 4.1 Je-li S � [�1;1], pak existuje rostoucí funkce g : S ! [�1;1] tak, ¾e

v¹echny díry mno¾iny g(S) jsou otevøené.

Vìta 4.2 Buï X topologický prostor se spoèetnou bazí (resp. souvislý nebo separa-

bilní topologický prostor). Dále buï � spojité preferenèní uspoøádání de�nované na

X. Pak existuje spojitá funkce u¾iteènosti pro relaci �.
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Dùkaz. Doka¾me tvrzení pro pøípad, kdy X má spoèetnou bázi. Nejprve najdìme

vhodnou funkci u¾iteènosti. Nech» tedy O

1

; O

2

; : : : jsou otevøené mno¾iny obsa¾ené ve

spoèetné bázi. Pro ka¾dé x uva¾me mno¾inu N(x) = fn : x�z pro v¹echnaz 2 O

n

g a

de�nujme

v(x) =

X

n2N(x)

1

2

n

:

Je-li y�x, pak je i N(x) � N(y) a tedy i v(x) � v(y). Obrácenì, je -li y�x, pak

existuje n 2 N(y) tak, ¾e x 2 O

n

, ale neplatí n 2 N(x). Proto je i N(x) 6� N(y). Je

tedy v funkce u¾iteènosti.

De�nujme nyní novou funkci u = g � v, kde g je funkce z vìty 4.1. Pak jsou dle

této vìty v¹echny díry mno¾iny u(X) = g(v(X)) otevøené.

Abychom ovìøili spojitost funkce u, staèí ukázat, ¾e pro v¹echna t 2 [�1;1] jsou

mno¾iny u

�1

([t;1]) a u

�1

([�1; t]) uzavøené.

Je-li t 2 u(X), pak existuje y 2 X tak, ¾e u(y) = t. Pak zejména u

�1

([t;1]) =

fx 2 X : x�yg a u

�1

([�1; t]) = fx 2 X : y�xg. Obì tyto mno¾iny jsou uzavøené na

základì spojitosti relace �.

Pokud t =2 u(X) a není-li t obsa¾eno v nìjaké díøe, nutnì platí

(a) t � inffu(x) : x 2 Xg;nebo

(b) t � supfu(x) : x 2 Xg;nebo

(c) [t;1] =

T

f[�;1] : � 2 u(X); � <1g

[�1; t] =

T

f[�1; �] : � 2 u(X); � <1g:

Platí-li (a), je nutnì u

�1

([t;1]) = X a u

�1

([�1; t]) = ;. Platí-li (b), je zøejmì

u

�1

([t;1]) = ; a u

�1

([�1; t]) = X. Pøitom jak X tak ; jsou uzavøené mno¾iny.

Platí-li (c), je

u

�1

([t;1]) =

T

u

�1

(f[�;1] : � 2 u(X); � <1g)

u

�1

([�1; t]) =

T

u

�1

(f[�1; �] : � 2 u(X); � <1g):

Pøitom mno¾iny na pravé stranì jsou evidentnì uzavøené, je tedy uzavøený i jejich

prùnik.

Nech» tedy t le¾í v otevøené díøe, tj. t 2]a; b[, kde a; b 2 u(X). Pak

u

�1

([t;1]) = u

�1

([b;1])

u

�1

([�1; t]) = u

�1

([�1; a]):

Opìtovnì, mno¾iny na pravé stranì jsou nutnì uzavøené.

5 Vlastností preferencí a funkcí u¾iteènosti

V aplikacích se èasto pøidávají dodateèné pøedpoklady na relace preference a funkce

u¾iteènosti. Budeme v dal¹ím diskutovat ty nejvíce roz¹íøené.

5.1 Monotonie, nenasycenost a konvexnost
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De�nice. Relace preference � na R

l

se nazývá monotonní, jestli¾e x � y a x 6= y

implikuje x�y.

Tato vlastnost vyjadøuje, ¾e je preferované vice zbo¾í pøed ménì zbo¾ím tj. v¹echna

zbo¾í jsou ¾ádaná. Sdru¾ená funkce u¾iteènosti monotonního preferenèního uspoøá-

dání je rostoucí funkce na R

l

.

De�nice. Bod x 2 X se nazývá bod nasycenosti pro preferenèní uspoøádání �,

jestli¾e x�y pro v¹echna y 2 X.

Je tedy bod nasycenosti maximální prvek vzhledem k relaci preference. Vìt¹í díl

teorie spotøebitele se vìnuje situacím, ve kterých takováto globální maxima neexistují

nebo alespoò diskusím o problémech poptávky, pokud zlep¹ení situace spotøebitele

mù¾e být dosa¾eno zmìnou jeho spotøebitelského svazku. Jinak øeèeno, situace, které

budou diskutovány, budou nenasycené body.

Mù¾eme-li pro jistý bod x najít v jeho blízkém okolí zlep¹ení situace spotøebitele,

øekneme, ¾e spotøebitel je lokálnì neuspokojený v bodì x. Pøesnìji:

De�nice. Øekneme, ¾e spotøebitel je lokálnì neuspokojený v bodì x 2 X, jestli¾e

pro ka¾dé okolí V bodu x existuje bod z 2 V tak, ¾e z�x.

Z této vlastnosti vyplývá, ¾e je vylouèena existence tøídy indiference bodu x s

neprázdným vnitøkem a ¾e je tedy funkce u¾iteènosti nekonstantní v okolí bodu x.

De�nice. Relace preference � na mno¾inì X � R

l

se nazývá konvexní, jestli¾e je

mno¾ina fy 2 X : y�xg konvexní pro v¹echny body x 2 X.

Pøipomeòme, ¾e funkce u : X ! R se nazývá kvazikonkávní, jestli¾e platí minfu(x); u(y)g �

u(�x + (1 � �)y) pro v¹echna x; y 2 X a v¹echna �; 0 � � � 1. Evidentnì pak je

funkce u¾iteènosti u pro preferenèní uspoøádání � kvazikonkávní právì tehdy, kdy¾

je preferenèní uspoøádání konvexní. Je tedy kvazikonkávnost vlastnost pøímo spo-

jená s uspoøádáním a je zachovávána pøi rostoucích transformacích. O takovýchto

vlastnostech funkce u¾iteènosti mluvíme jako o ordinálních vlastnostech na rozdíl od

kardinálních vlastností, které jsou spojené s urèitou reprezentací u. Konkávnost je pak

takováto kardinální vlastnost.

De�nice. Relace prefernce se nazývá ostøe konvexní, jestli¾e pro v¹echna x; x

0

2

X, x 6= x

0

, x�x

0

, 0 < � < 1 implikuje �x + (1 � �)x

0

> x

0

. Pøidru¾ená funkce

u¾iteènosti ostøe konvexní relace preference je v¾dy ostøe kvazikonkávní. Pøitom ostrá

konvexnost nám zaruèuje neexistenci takových relací preference, pro které pøíslu¹ná

relace preference a tøída indiference nemá vnitøní body.
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Je lehce vidìt, ¾e hlavní �ltry kvazikonkávní funkce jsou konvexní. Je proto funkce

u¾iteènosti pro preferenèní uspoøádání � kvazikonkávní právì tehdy, kdy¾ je prefe-

renèní uspoøádání konvexní. Je proto kvazikonkávnost zachovávána pøi rostoucích

transformací. Takové vlastnosti jako kvazikonkávnost jsou nazývány ordinální na roz-

díl od kardinálních vlastností, které jsou vzta¾eny ke speci�cké funkci u¾iteènosti u.

Takovou vlastností je napøíklad konkávnost.

De�nice. Preferenèní uspoøádání se nazývá ostøe konvexní, jestli¾e pro ka¾dé dva

svazky x a x

0

, x 6= x

0

, x�x

0

a pro 0 < � < 1, �x+ (1 � �)x

0

�x

0

.

5.2 Separabilita

Buï N = fN

j

g

k

j=1

rozklad mno¾iny f1; : : : ; lg a pøedpokládejme, ¾e spotøební mno-

¾ina X má tvar X = �

k

j=1

X

j

. Takovéto rozklady vznikají pøirozeným zpùsobem,

pokud uva¾ujeme spotøebu vzhledem k rùzné dobì, místì apod. Øeèeno jednodu¹e,

separabilita pak implikuje, ¾e preference pro svazky v ka¾dém èlenu rozkladu (tj. pro

ka¾dou dobu, místo apod.) jdou nezávislé na spotøebních úrovních mimo tento èlen

rozkladu.

Buï J = f1; : : : ; kg a pro v¹echna j 2 J , x 2 X de�nujme

x

^

j

= (x

1

; : : : ; x

j�1

; x

j+1

; : : : ; x

k

):

Pro ka¾dé pevné x

0

^

j

preferenèní uspoøádání � na X indukuje preferenèní uspoøá-

dání �

x

0

^

j

tak, ¾e x

j

�

x

0

^

j

x

0

j

právì tehdy, kdy¾ (x

0

^

j

; x

j

)�(x

0

^

j

; x

0

j

) pro v¹echna x

j

; x

0

j

2 S

j

.

Pøitom takovéto indukované uspoøádání bude záviset na speciálním výbìru x

^

j

.

První pojem separability tvrdí, ¾e tato uspoøádání pro pevnì zvolený index j nezávisí

na výbìru x

^

j

.

De�nice. Preferenèní uspoøádání � na mno¾inì X = �

k

j=1

X

j

se nazývá slabì se-

parabilní, jestli¾e pro v¹echna j 2 J , x

0

^

j

; y

0

^

j

2 X = �

i 6=j

X

i

, �

x

0

^

j

= �

y

0

^

j

. Indukované

uspoøádání budeme znaèit jako �

j

.

Podobnì, funkce u¾iteènosti u : �

k

j=1

X

j

! R se nazývá slabì separabilní, jestli¾e

existují spojité funkce v

j

: S

j

! R, j 2 J a V : R

k

! R tak, ¾e u(x) = V (v

1

(x

1

); : : : ; v

k

(x

k

)).

Vìta 5.1 Buï � spojité uspoøádání preference. Pak je � slabì separabilní právì

tehdy, kdy¾ je ka¾dá spojitá reprezentace � slabì separabilní.

De�nice. Funkce u¾iteènosti u : �

k

j=1

X

j

! R se nazývá silnì separabilní, jestli¾e

existují spojité funkce v

j

: S

j

! R, j 2 J a V : R ! R, V rostoucí tak, ¾e u(x) =

V

�

P

j2J

v

j

(x

j

)

�

.
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Proto¾e je funkce V rostoucí a spojitá, je funkce V

�1

� u aditivní a reprezentuje

stejnou relaci preference. Je tedy problém nalezení podmínek na relaci preference, aby

byla silnì separabilní, ekvivalentní k nalezení podmínek, za nich¾ existuje aditivní

reprezentace.

Nech» tedy u(x) =

P

j2J

v

j

(x

j

) oznaèuje aditivní funkci u¾iteènosti vzhledem k

rozkladu N . Uva¾ujme nìjakou neprázdnou vlastní podmno¾inu I � J a dva svazky

x a x

0

takové, ¾e v¹echny jejich komponenty x

j

a x

0

j

mají stejnou hodnotu x

0

j

pro

j 2 J � I. Mù¾eme proto psát x = (x

I

; x

0

J�I

) a x

0

= (x

0

I

; x

0

J�I

). Je-li u aditivní, je

bezprostøednì zøejmé, ¾e indukovaná funkce na souèinu �

j2I

S

j

je nezávislá na spe-

ciálním výbìru hodnot x

0

J�I

a tedy je indukované preferenèní uspoøádání nezávislé

na výbìru x

0

J�I

. Tato vlastnost evidentnì platí pro ka¾dou neprázdnou vlastní pod-

mno¾inu I � J a je zároveò motivujícím prvkem pro de�nici silnì separabilní relace

uspoøádání.

De�nice. Preferenèní uspoøádání � na mno¾inìX = �

k

j=1

X

j

se nazývá silnì separa-

bilní, jestli¾e je slabì separabilní vzhledem ke v¹em vlastním rozkladù v¹ech mo¾ných

sjednocení mno¾in N

1

; : : : ; N

k

. To je ekvivalentní s tím, ¾e preferenèní uspoøádání

je silnì separabilní, jestli¾e pro ka¾dou neprázdnou vlastní podmno¾inu I � J je

indukované preferenèní uspoøádání nezávislé na zvlá¹tním výbìru hodnot x

0

J�I

.

Vìta 5.2 Buï � spojité uspoøádání preference. Pak je � silnì separabilní právì

tehdy, kdy¾ je ka¾dá spojitá reprezentace � silnì separabilní.

5.3 Spojitá poptávka

Je-li dán cenový vektor p 6= 0 a poèáteèní bohatství w, spotøebitel si vybírá nejlep¹í

svazek ze své rozpoètové mno¾iny jako svou poptávku. Pro preferenèní uspoøádání

splòující axiomy 1-3 evidentnì ka¾dý maximální prvek vzhledem k relaci preference

zároveò maximalizuje odpovídající funkci u¾iteènosti a obrácenì, ka¾dý bod maxima

funkce u¾iteènosti maximalizuje relaci preference. Zejména tedy oba pøístupy vedou

ke stejným svazkùm poptávky. Budeme nyní studovat závislost poptávky na dvou

vnìj¹ích parametrech, cenì a bohatství.

Rozpoètová mno¾ina spotøebitele byla de�nována jako¾to �(p;w) = fx 2 X :

p � x � wg. Nech» S � R

l+1

oznaèuje mno¾inu dvojic cena-bohatství, pro které je

pøíslu¹ná rozpoètová mno¾ina neprázdná. Pak � popisuje korespondenci z S do R

l

(tj. mno¾inovou funkci z S do P(R

l

)).

De�nice. Korespondence  z S do T , kde T je kompaktní podmno¾ina z R

l

, se

nazývá horní hemispojitá v bodì y 2 S, jestli¾e pro v¹echny posloupnosti z

n

! z,

y

n

! y takové, ¾e z

n

2  (y

n

) platí, ¾e z 2  (y).
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Vý¹e uvedená de�nice je ekvivalentní s tím, ¾e funkce  má uzavøený graf. Pøitom

evidentnì ka¾dá horní hemispojitá korespondence  taková, ¾e  (y) je jednoprvková

mno¾ina, je ve skuteènosti spojitá funkce.

De�nice. Korespondence  z S do T , kde T je podmno¾ina z R

l

, se nazývá dolní

hemispojitá v bodì y 2 S, jestli¾e pro ka¾dý bod z

0

2  (y) a pro ka¾dou posloupnost

y

n

! y existuje posloupnost z

n

! z

0

tak, ¾e z

n

2  (y

n

) pro v¹echna n.

Korespondence se nazývá spojitá, je-li jak horní hemispojitá tak dolní hemispojitá.

Snadno lze pøitom dokázat následující dvì lemmata.

Lemma 5.3 Korespondence rozpoètové mno¾iny � : S ! P(X) má uzavøený graf a

její dolní hemispojitá v ka¾dém bodì (p;w), pro který platí minfp � x : x 2 Xg < w.

Pøitom podmínka minfp � x : x 2 Xg < w se obvykle nazývá podmínka minimál-

ního bohatství.

Ji¾ døíve bylo poznamenáno, ¾e maximalizace pomocí preferenèní relace èi funkce

u¾iteènosti vedou ke stejné mno¾inì poptávkových svazkù, je-li preferenèní relace

re
exivní, tranzitivní a úplná. Je-li tedy u : X ! R funkce u¾iteènosti, lze de�novat

poptávku u¾ivatele jako

'(p;w) = fx 2 �(p;w) : u(x) � u(x

0

); x

0

2 �(p;w)g; (3.3)

co¾ je ekvivalentní de�nici 3.2. Pokud navíc bude funkce u¾iteènosti spojitá a roz-

poètová mno¾ina �(p;w) kompaktní, bude poptávková mno¾ina '(p;w) neprázdná.

Pak, aplikujeme-li Bergeho vìtu, obdr¾íme následující lemma.

Lemma 5.4 Pro ka¾dou spojitou funkci u¾iteènosti u : X ! R je poptávková kore-

spondence ' : S ! P(X) tak, ¾e '(p;w) 6= ; a � je horní hemispojitá v ka¾dém bodì

(p;w) 2 S takovém, ¾e �(p;w) je kompaktní a minfp � x : x 2 Xg < w.

Z de�nice rozpoètové a poptávkové korespondence bezprostøednì plyne, ¾e '(�p; �w) =

'(p;w) pro ka¾dé � > 0 a pro ka¾dou dvojici cena-bohatství (p;w). Toti¾, x 2 �(p;w)

() p � x � w () (�p) � x � (�w) () x 2 �(�p; �w). Podobnì, x 2 '(p;w) ()

x 2 �(p;w) a zároveò u(x) � u(x

0

) pro v¹echna

0

x 2 �(p;w) () x 2 �(�p; �w) a

zároveò u(x) � u(x

0

) pro v¹echna

0

x 2 �(�p; �w) () x 2 '(�p; �w).

Pro konvexní preferenèní uspoøádání bude korespondence poptávky bude pak

'(p;w) konvexní mno¾ina, co¾ je vlastnost, která hraje podstatnou roli v existenèních

dùkazech rovnová¾ného stavu. Je-li navíc preferenèní uspoøádání ostøe konvexní, je

pak korespondence poptávky '(p;w) jednoprvková mno¾ina tj. získáme funkci po-

ptávky. Horní hemispojitost pak implikuje obvyklou spojitost.
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Lemma 5.5 Buï � ostøe konvexní a spojité preferenèní uspoøádání. Pak je korespon-

dence poptávky ' : S ! P(X) spojitá funkce v ka¾dém bodì (p;w) 2 S, pro který je

mno¾ina �(p;w) kompaktní a platí minfp �x : x 2 Xg < w. Navíc, pro v¹echna � > 0,

platí '(�p; �w) = '(p;w) tj. ' je homogenní funkce stupnì nula.

Pro zbývající èást tohoto pøehledu budeme znaèit jako f funkci poptávky.

5.4 Poptávka bez tranzitivity

Empirické studie chování poptávky èasto prokázaly, ¾e ne v¾dy se spotøebitelé chovají

v souladu s po¾adavkem tranzitivity. Tato skuteènost byla èasto pou¾ívána jako¾to ar-

gument proti obecnému pøedpokladu, ¾e zkoumání maximalizace preferencí je vhodný

zpùsob pro studium teorie poptávky.

Sonnenschein (1971) ukázal, ¾e axiom tranzitivity není nutný pro dùkaz existence

a spojitosti poptávkové koresponence. Podobnou situaci studoval i Katzner (1971),

kde jsou preference de�novány lokálnì a tedy jsou získány þlokální výsledkyÿ pro

funkci poptávky.

De�nice. Korespondence poptávky ' : S ! P(X) je de�nována jako '(p;w) =

fx 2 �(p;w) : x�x

0

pro v¹echna x

0

2 �(p;w)g.

Vìta 5.6 (Sonnenschein) Nech» '(p;w) 6= ; pro v¹echna (p;w) 2 S a pøedpoklá-

dejme, ¾e korespondence � je spojitá v bodì (p

0

; w

0

) 2 S. Je-li relace prefernce spojitá,

je i korespondence poptávky ' horní hemispojitá v bodì (p

0

; w

0

).

Pøedpoklad, ¾e mno¾ina '(p;w) 6= ; pro v¹echna (p;w) 2 S, je implikován jistými

modi�kovanými pøedpoklady na ostrou relaci preference, jak plyne z následující vìty.

Vìta 5.7 (Sonnenschein) Nech» � oznaèuje spojitou relaci preference na mno¾inì X

tak, ¾e mno¾ina fx

0

: x

0

�xg je konvexní pro v¹echna x 2 X. Jestli¾e navíc �(p;w) 6= ;,

pak i '(p;w) 6= ;.

Z vý¹e uvedených dvou Sonnenscheinových výsledkù plyne, ¾e mù¾eme získat spo-

jitou funkci poptávky, pokud nahradíme tranzitivitu relace preference její konvexitou.

Dal¹í výsledky v teorii netranzitivního spotøebitele byly získány Shaferem (1974).

Tento pøístup formuluje chování spotøebitele jako¾to maximalizace spojité èíselné

funkce vzhledem k rozpoètovým omezením. Tato funkce, její¾ existence a spojitost

nezávisí na tranzitivitì, mù¾e být pova¾ována za alternativní pøístup k reprezentaci

relace preference.

Vìta 5.8 (Shafer (1974)) Nech» � oznaèuje spojitou, úplnou a ostøe konvexní relaci

preference na R

l

+

. Pak existuje spojitá funkce k : R

l

+

�R

l

+

! R tak, ¾e
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1. k(x; y) > 0 () x 2 "

s

(y),

2. k(x; y) < 0 () x 2 #

s

(y),

3. k(x; y) = 0 () x�y a y�x,

4. k(x; y) = �k(y; x).

Pøedpoklady vìty jsou obvyklé a¾ na to, ¾e je vynechán axiom tranzitivity. Za

jeho pøedpokladu pak existuje funkce u¾itku a funkce k mù¾e být de�nována, ¾e

k(x; y) = u(x)� u(y).

Stejnì jako pøedtím, nech» �(p;w) oznaèuje rozpoètovou mno¾inu spotøebitele.

Pak poptávka spotøebitele sestává ze v¹ech bodù v rozpoètové mno¾inì, která maxi-

malizují funkci k. Pøesnìji, poptávka je de�nována jako

'(p;w) = fx 2 �(p;w) : k(x; y) � 0 pro v¹echna y 2 �(p;w)g

nebo ekvivalentnì

'(p;w) = fx 2 �(p;w) : x�y pro v¹echna y 2 �(p;w)g:

Pøedpoklad ostré konvexity garantuje, ¾e existuje jediný maximální prvek. Násle-

dující vìta precizuje maximalizaèní argument.

Vìta 5.9 (Shafer) Za pøedpokladù vìty 5.7 a pro ka¾dý kladný cenový vektor p a

kladné bohatství w je poptávka x = f(p;w) = fx 2 �(p;w) : k(x; y) � 0 pro v¹echna y 2

�(p;w)g a tato funkce f je spojitá v bodì (p;w).

5.5 Poptávka za pøedpokladù separability

Separabilita preferenèního uspoøádání a funkce u¾itku, a» u¾ slabá nebo silná, má

dùle¾ité dùsledky pro funkci poptávky. Za pou¾ití oznaèení a de�nic z odstavce 5.2 a

za pøedpokladu separability funkce u¾itku mù¾eme psát

u(x) = V (v

1

(x

1

); : : : ; v

k

(x

k

)); (3.4)

kde x

j

, j = 1; : : : ; k jsou vektory mno¾ství komodit v S

j

a X = S

1

� : : : � S

k

.

Pak v

j

(x

j

) jsou funkce u¾itku de�nované na S

j

. Budeme pou¾ívat vektor p

j

pro ceny

komodit v tøídì rozkladu N

j

.

De�nice. Pro v¹echny w

j

2 R

l

+

de�nujme podrozpoètovou mno¾inu

�

j

(p

j

; w

j

) � fx

j

2 S

j

: p

j

� x

j

� w

j

g: (3.5)
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Nyní mù¾eme zavést pojem podmínìné poptávky f

j

j

(p

j

; w

j

) jako¾to to x

j

, které

maximalizuje funkci v

j

(x

j

) pøes podrozpoètovou mno¾inu �

j

(p

j

; w

j

).

De�nice. Podmínìná funkce poptávky je de�nována jako

f

j

j

(p

j

; w

j

) � fx

j

2 �

j

(p

j

; w

j

) : v

j

(x

j

) > v

j

(x

0

j

); x

0

j

6= x

j

; x

0

j

2 �

j

(p

j

; w

j

)g: (3.6)

Tyto podmínìné funkce poptávky sdílí v¹echny vlastnosti obvyklých funkcí po-

ptávky a¾ na to, ¾e jejich de�nièní obor a obor hodnot jsou omezeny promìnnými

p

j

; w

j

a S

j

. Jsou-li dány v

j

(x

j

), p

j

a w

j

, je i poptávka x

j

známa. Pøitom promìnná

w

j

není dána vnìj¹nì, ale jako¾to èást obecného optimalizaèního problému. Buï dále

f

j

(p;w) j-podvektor funkce poptávky f(p;w). Pak je w

j

dáno jako¾to

w

�

j

(p;w) = p

j

� f

j

(p;w): (3.7)

Poznamenejme, ¾e v obecnosti je potøeba celého cenového vektoru, abychom urèili

w

�

j

. Kdy¾ pou¾íváme w

�

j

vzniklé pomocí w

j

(p;w), lze oèekávat ¾e z podmínìných

funkcí poptávky získáme tentý¾ vektor poptávky jako f

j

(p;w).

Vìta 5.10 Za pøedpokladu separability funkce u¾itku platí

f

j

(p;w) = f

j

j

(p

j

; w

�

j

(p;w)) pro v¹echna j: (3.8)

Dùkaz. Uva¾me libovolnì, ale pevnì vektor (p

0

; w

0

). Nech» x

�

j

= f

j

j

(p

0

j

; w

�

j

(p

0

; w

0

))

pro jisté j a nech» x

0

= f(p

0

; w

0

). Evidentnì, x

0

j

2 �

j

(p

0

j

; w

�

j

(p

0

; w

0

)). Pøedpoklá-

dejme, ¾e x

�

j

6= x

0

j

. Pak v

j

(x

�

j

) > v

j

(x

0

j

) a

u(x

0

) = V (v

1

(x

0

1

); : : : ; v

j

(x

0

j

); : : : ; v

k

(x

0

k

))

< V (v

1

(x

0

1

); : : : ; v

j

(x

�

j

); : : : ; v

k

(x

0

k

));

(3.9)

proto¾e je funkce V monotonì rostoucí v promìnné v

j

(x

j

). Evidentnì je prvek (x

0

^

j

; x

�

j

)

v rozpoètové mno¾inì �(p;w) a tedy pøedpoklad v

j

(x

�

j

) > v

j

(x

0

j

) neplatí. Tedy nutnì

v

j

(x

�

j

) = v

j

(x

0

j

) tj. x

�

j

= x

0

j

, proto¾e x

j

je jediný vektor maximalizující v

j

(x

j

) pøes

v¹echna x

j

2 �

j

(p

0

j

; w

�

j

(p

0

; w

0

)). Proto podmínka 3.8 platí pro (p

0

; w

0

). Proto¾e

(p

0

; w

0

) bylo vybráno libovolnì, platí pro v¹echny pøípustné (p;w) a vìta je tímto

dokázána.

Význam vìty 5.10 je dvojí. Nejprve je zøejmé, ¾e ostatní ceny ovlivòují poptávku

pro x

j

pouze pomocí skalární funkce w

�

j

(p;w), co¾ je podstatné omezení na p

j

. Dále,

pokud je mo¾né pozorovat a urèit bohatství w

j

empirickou cestou, mù¾eme se kon-

centrovat na podmínìnou funkci poptávky, pro kterou pouze potøebujeme znát pouze

cenu p

j

. Jako pøíklad lze uvá¾it chování poptávky v jistém èasovém období, øeknìme

jednom roce. Za obvyklého (implicitního) pøedpokladu separability bìhem rùzných

èasových období je pak pouze nutné znát úplné náklady pro tuto periodu (w

j

) a od-

povídající cenový vektor (p

j

). V tomto kontextu mù¾emeuva¾ovat (3.7) jako spotøební

funkci spjatou s celkovými spotøebními náklady vzhledem k celkovému bohatství a

cenami pro v¹echny periody.
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6 Funkce nákladù a nepøímé funkce u¾itku

Alternativní pøístup v analýze poptávky byl proveden Samuelsonem v roce 1947.

V souèasnosti mluvíme o tzv. dualitì v analýze poptávky. V jistých pøípadech do-

sáhneme tímto zpùsobem pøímìj¹í analýzy senzitivity cen a dovoluje nám krat¹í a

transparentnìj¹í pøehled jistých klasických vlastností funkce poptávky. Popi¹me v

krátkosti základní vlastnosti a výsledky pro podstatnì omezenìj¹í situace ne¾ byly

vý¹e uvedené. Tato omezení budou pou¾ita v následujících paragrafech.

Od doposud budeme pøedpokládat, ¾e spotøební mno¾ina X bude kladný ortant

R

l

+

a ¾e v¹echny ceny a bohatství jsou kladné. Toto implikuje, ¾e rozpoètová mno-

¾ina je kompaktní a ¾e podmínka minimálního bohatství je splnìna. Zejména je pro

spojitou funkci u¾itku korespondence poptávky ' horní hemi-spojitá. Dále budeme

pøedpokladát nenasycenost buï relace preference nebo funkce u¾itku. To pak impli-

kuje, ¾e spotøebitel pou¾ije v¹echno své bohatství za maximalizace preferencí.

Je-li dána dosa¾itelná úroveò funkce u¾itku v = u(x); x 2 X, je nákladová funkce

minimální mno¾ství nutné k získání úrovnì u¾itku alespoò takové jako v pro danou

cenu p. Je tudí¾ nákladová funkce E : R

l

+

�R ! R de�novaná jako

E(p; v) = minfp � x : u(x) � vg: (3.10)

Pøitom lze snadno dokázat následující vlastnosti nákladové funkce.

Lemma 6.1 Pokud spojitá funkce u¾itku splòuje axiom lokální nenasycenosti, je pak

nákladová funkce:

1. rostoucí a spojitá v promìnné v pro ka¾dý cenový vektor p,

2. neklesající, pozitivnì lineárnì homogenní a konkávní v promìnné p pro ka¾dou

úroveò u¾itku v.

Nech» nyní y = E(p; v) oznaèuje minimální úroveò nákladù. Proto¾e je funkce E

rostoucí a spojitá v promìnné v, existuje její inverzní funkce v = g(p; y), která vyjádøí

u¾itek v jako¾to funkci nákladù a cen, která se nazývá nepøímou funkcí u¾itku. Je

snadné vidìt, ¾e

g(p; y) = maxfu(x) : p � x = yg: (3.11)

Vzhledem k vlastnostem nákladové funkce je nutnì nepøímá funkce u¾itku

1. rostoucí a spojitá v promìnné y pro ka¾dý cenový vektor p,

2. neklesající v cenách a homogenní stupnì 0 v pøíjmech a cenách.
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Zejména tedy z de�nice E a g obdr¾íme následující identity:

v � g(p;E(p; v)) a y � E(p; g(p; y)): (3.12)

Je-li dán cenový vektor p a úroveò u¾itku v, je nákladové minimumE(p; v) získáno

na jisté podmno¾inì urèené E(p; v) a p. Jsou-li preference ostøe konvexní, existuje

jediný bod x 2 X minimalizující náklady a oznaème minimalizaèní funkci jako x =

h(p; v).

Nutnì pak z de�nice

E(p; v) = p � h(p; v): (3.13)

Funkce h se nazývá Hicksova funkce poptávky kompenzovaná pøíjmem, h je spojitá

v obou argumentech a homogenní stupnì nula v cenách.

Uva¾me nyní ná¹ pùvodní problém maximalizace funkce u¾itku vzhledem k roz-

poètovým omezením p � x � w. Pak ná¹ pøedpoklad lokální nenasycenosti a ostré

konvexity implikuje existenci spojité maximalizaèní funkce f(p;w). Tato funkce se

nazývá Marshallova tr¾ní funkce poptávky a splòuje vlastnost

p � f(p;w) = w: (3.14)

Z tìchto de�nic získáme druhou dvojici identit, které popisují základní vztah mezi

Hicksovou funkcí poptávky kompenzované pøíjmem a Marshallovou tr¾ní funkcí po-

ptávky:

f(p;w) = h(p; g(p;w))

h(p;w) = f(p;E(p;w)):

(3.15)

Jednu z dùle¾itých vlastností Hicksovy funkce poptávky lze obdr¾et bezprostøednì.

Pro pevnou úroveò u¾itku v, uva¾ujme dva cenové vektory p a p

0

, dále asociacované

vektory poptávky x = h(p; v) a x

0

= h(p

0

; v). Z toho, ¾e x a x

0

minimalizují náklady,

obdr¾íme

(p � p

0

) � (x� x

0

) � 0: (3.16)

Pro zmìnu �p

k

= p

k

�p

0

k

ceny jednotlivé komodity k tak, ¾e v¹echny ostatní ceny

zùstanou konstantní tj. �p

h

= p

h

� p

0

h

= 0, h 6= k implikuje

�p

k

��x

k

� 0: (3.17)

Jinak øeèeno, nárùst ceny jedné komodity nezpùsobí nárùst poptávky pro tuto

komoditu. Hicksova funkce poptávky není tedy rostoucí funkcí ceny. Tato vlastnost

se obèas nazývá jako nekladnost vlastního substituèního efektu. Detailní diskuse pro

diferencovatelné funkce bude provedena v dal¹ích paragrafech.
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7 Vlastnosti diferencovatelné funkce u¾itku

Následující paragrafy se vìnují funkcím u¾itku a poptávky za pøedpokladu diferenco-

vatelnosti, kteý je standardním pøedpoklad v teorii spotøebitelské poptávky.

Buï tedy u : X ! R funkce u¾itku, která je tøídy C

2

bez kritických bodù

�

reprezentující úplnou a spojitou relaci preference tøídy C

2

na X, která je monotonní

a ostøe konvexní. Pak je tato funkce

1. spojitá,

2. rostoucí tj. u(x) > u(y) pro x � y, x 6= y,

3. ostøe kvazikonkávní tj. u(�x+ (1 � �)y) > u(y) pro � 2 (0; 1) a u(x) � u(y).

4. dvojnásobnì spojitì diferencovatelná tj. její druhé parciální derivace existují a

jsou spojitými funkcemi v promìnné x.

Dále budeme pøedpokládat, ¾e derivace prvního øádu, tj.

@u

@x

i

, i = 1; : : : ; l, jsou

kladné. Mluvíme o tzv. marginálních (mezních) u¾itcích. Speciálnì pak vektor délky l

marginálních u¾itkù budem oznaèovat u

x

. Proto¾e derivace druhého øádu jsou spojité

funkce jejich argumentù, máme nutnì

u

ij

=

@

2

u

@x

i

@x

j

=

@

2

u

@x

j

@x

i

= u

ji

:

Buï tedy U

xx

Hessova matice øádu l funkce u¾itku u tj. matice druhých parciálních

derivací funkce u s prvky u

ij

. Ze symetrie druhých parciálních derivací pak máme, ¾e

U

xx

je symetrická matice tj. U

xx

= U

T

xx

.

Vlastnost ostré kvazikonkávnosti, kterou má funkce u¾itku, pak implikuje dal¹í

omezení na první a druhé derivace funkce u¾itku.

Vìta 7.1 Buï u ostøe kvazikonkávní funkce u¾itku. Pak pro v¹echny prvky x 2 X

platí

z

T

U

xx

z � 0 pro v¹echna z 2 fy 2 R

l

: u

x

� y = 0g: (3.18)

Dùkaz. Buï x 2 X libovolný. Nech» z 2 R

l

: u

x

� z = 0. Pak z Taylorova vzorce

máme

u(y) = u(x) + �

u

x

� z

1

+ �

2

z

T

U

xx

z

2

+ %(y); (3.19)

�

Pro prvek x 2 U je derivace Df(x) v bodì x lineární zobrazení z R

k

do R

n

(tj. matice parciálních

derivací). Pak øíkáme, ¾e x se nazývá singulární (kritický) bod zobrazení f , pokud tato derivace není

surjektivní zobrazení. Poznamenejme, ¾e pokud k < n, jsou v¹echny prvky z U singulární. Singulární

hodnoty jsou jednodu¹e obrazy vzhledem k f v¹ech singulárních bodù; prvek y 2 R

n

se nazývá

regulární hodnota, pokud není singulární hodnota.
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kde y = x + �z a % je reálná funkce spojitá v okolí x tak, ¾e

%(y)

jjy � xjj

2

= 0. Tedy

u(y) = u(x)+�

2

z

T

U

xx

z

2

+ %(y). Pøedpokládejme, ¾e

z

T

U

xx

z

2

> 0. Nutnì pak existuje

�

0

> 0 tak, ¾e pro v¹echna � 2 (��

0

; �

0

) platí f(�) = f(0) +

1

2

�

2

f

00

(0) + �(�), kde

f(�) = u(x+ �z), f

0

(�) = u

x+�z

� z, f

00

(�) = z

T

U

x+�z;x+�z

z > 0, �(�) =

%(x+ �z)

jjzjj

2

.

Pøitom lim

�!0

�(�)

�

2

= 0. Pøedpokládejme, ¾e � > 0. Pak z ostré kvazikonkávnosti

minff(��); f(�)g < f(0) a z pøedchozího f(�) � f(0) > 0 a f(��) � f(0) > 0, co¾

je spor. Tedy

z

T

U

xx

z

2

� 0.

Vlastnost ostré kvazikonkávnosti funkce u¾itku není dostateèná, abychom obdr¾eli

v¹ude diferencovatelnou funkci poptávky. Proto zavedeme následující pojem.

De�nice. Ostøe kvazikonkávní funkce u¾itku se nazývá silnì kvazikonkávní, jestli¾e

z

T

U

xx

z < 0 pro v¹echna z 2 fy 2 R

l

: u

x

� y = 0; y 6= 0g: (3.20)

Tato dodateèná vlastnost je ekvivalentní regularitì tzv. hranièní Hessova matice

H =

"

U

xx

u

x

u

T

x

0

#

: (3.21)

Vìta 7.2 Hranièní Hessova matice H ostøe kvazikonkávní monotonní rostoucí funkce

u¾itku u je regulární právì tehdy, kdy¾ je funkce u¾itku silnì kvazikonkávní.

Dùkaz.Doka¾me nejprve dostateènost. Pøedpokládejme tedy, ¾e matice H je singu-

lární. Pak existuje l-rozmìrný vektor z a skalár r tak, ¾e platí

U

xx

z + u

x

r = 0; u

x

� z = 0; (z

T

; r) 6= 0: (3.22)

Nech» z = 0. Pak r 6= 0. Tedy nutnì z u

x

r = 0 vyplývá, ¾e u

x

= 0, ale to je

spor s monotonií funkce u¾itku. Nech» tedy z 6= 0. Pak 0 = z

T

0 = z

T

U

xx

z + z

T

u

x

r =

z

T

U

xx

z < 0, spor se silnou kvazikonkávností. Odtud pak dostáváme, ¾e nemù¾eme

najít nenulový vektor (z

T

; r) tak, ¾e (z

T

; r)H = 0 a tedy je H regulární.

Doka¾me nyní nutnost. Budeme postupovat ve tøech krocích. Nejprve uká¾eme,

¾e je-li H regulární, mù¾eme najít reálné èíslo �

�

tak, ¾e je pro v¹echna � < �

�

matice A(�) = U

xx

+ �u

T

x

� u

x

regulární. Dále uká¾eme, ¾e za pøedpokladu ostré

kvazikonkávnosti existuje reálné èíslo �

�

tak, ¾e maticeA(�) je negativnì semide�nitní

matice. Poslední krok je kombinací tìchto dvou krokù.

Krok 1. Regularita matice H znamená, ¾e pro v¹echny nenulové l-rozmìrné vektory

c

1

takové, ¾e u

x

� c

1

= 0, A(�)c

1

6= 0 pro v¹echna �. Uva¾me dále v¹echny vektory
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c

2

tak, ¾e u

T

x

c

2

6= 0 a normalizujme c

2

tak, ¾e u

T

x

c

2

= 1. A(�)c

2

= 0 znamená, ¾e

� = �c

T

2

U

xx

c

2

. Nech» �

�

= minf�c

T

2

U

xx

c

2

: u

T

x

c

2

= 1g. Pro � < �

�

, A(�)c

2

6= 0 a

A(�) je tedy regulární.

Krok 2. Je-li A(�) negativnì semide�nitní matice pro nìjaké � tj. c

T

A(�)c � 0 pro

v¹echna c. Odtud pak pro v¹echna � platí z

T

U

xx

z � 0 pro v¹echna z taková, ¾e u

T

x

z =

0. Speciálnì, c

T

A(�)c � 0 pro v¹echna � a pro v¹echna z taková, ¾e u

T

x

z = 0. Uva¾me

dále v¹echny takové vektory c, ¾e u

T

x

c 6= 0 a normujme je tak, ¾e u

T

x

c = 1. Pokud pak

c

T

A(�)c � 0, je nutnì � � �c

T

U

xx

c. Polo¾me proto �

�

= minfc

T

U

xx

c : c

T

u

x

= 1g.

Proto je pak A(�) negativnì semide�nitní, jestli¾e � � �

�

.

Krok 3. Z krokù 1-2 plyne, ¾e existuje reálné èíslo 
 tak, ¾e A(�) je regulární a

negativnì semide�nitní pro v¹echna � � 
, pøitom 
 � minf�

�

; �

�

g. Pøitom z lineární

algebry víme, ¾e negativnì semide�nitní matice, která je regulární, je nutnì negativnì

de�nitní. Je proto z

T

A(
)z = z

T

U

xx

z < 0 pro v¹echna nenulová z taková, ¾e u

T

x

z = 0

tj. u je silnì kvazikonkávní.

To, co bylo øeèeno o vlastnosti derivací funkce u¾itku u, platí i pro ka¾dou di-

ferencovatelnou rostoucí transformaci funkce u. To je zøejmé v pøípadì, ¾e kladné

znaménko marginálních u¾itkù a dùsledky silné kvazikonkávnosti jsou zalo¾eny pøímo

na vlastnostech preferenèního uspoøádání tj. na monotonii a konvexitì.

Popi¹me explicitnì dùsledky takovýchto transformací pro derivace. Buï tedy F

dvakrát spojitì diferencovatelná rostoucí transformace F : R! R tj. F

0

> 0 (F

0

a F

00

jsou skaláry) a F

00

je spojitá. Polo¾me v(x) = F (u(x)). Pak mezi prvními a druhými

derivacemi funkcí u(x) a v(x) platí následující vztahy:

@v

@x

i

= F

0

@u

@x

i

neboli v

x

= F

0

u

x

;

@

2

v

@x

i

@x

j

= F

0

@

2

u

@x

i

@x

j

+ F

00

�

@u

@x

i

��

@u

@x

j

�

tj. V

xx

= F

0

U

xx

+ F

00

u

x

u

T

x

:

(3.23)

Proto¾e je F

0

kladné, má v

x

stejné znaménko jako u

x

. Naproti tomu prvky matice

V

xx

nemusí mít stejné znaménka jako prvky matice U

xx

. Máme v¹ak, ¾e z

T

U

xx

z < 0

pro ka¾dý vektor z 2 fy 2 R

l

: u

x

� y = 0; y 6= 0g implikuje z

T

V

xx

z < 0 pro

ka¾dý vektor z 2 fy 2 R

l

: v

x

� y = 0; y 6= 0g. Skuteènì, v

T

x

z = F

0

u

T

x

z = 0 a tedy

z

T

V

xx

z = z

T

F

0

U

xx

z + z

T

F

00

u

x

u

T

x

z = F

0

z

T

U

xx

z + F

00

z

T

u

x

u

T

x

z = F

0

z

T

U

xx

z tj. oba

výrazy z

T

U

xx

z a z

T

V

xx

z mají stejné znaménko z kladnosti F

0

. Poznamenejme, ¾e se

nejedná o nový výsledek ale jiný zpùsob dùkazu, ¾e ostrá a silná kvazikonkávnost

odrá¾ejí vlastnosti relace preference.

Proto¾e ale marginální (mezní) u¾itky

@u

@x

i

nejsou invariantní vzhledem monoton-

ním rostoucím transformacím, budou nás zajímat pomìry dvojic marginálních u¾itkù,
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napø.

@u

@x

i

@u

@x

j

=

u

i

u

j

: (3.24)

Nutnì pak je výraz 3.24 invariantní vzhledem k monotonním rostoucím transfor-

macím (F

0

, které je jak ve jmenovateli tak èitateli, se pokrátí.). Zachováme-li nyní

úroveò funkce u¾itku konstantní a mìníme-li pouze promìnné x

i

a x

j

, obdr¾íme lo-

kálnì:

 

@u

@x

i

!

dx

�

i

+

 

@u

@x

j

!

dx

�

j

= 0: (3.25)

Tedy máme

R

ij

=

u

i

u

j

= �

dx

�

j

dx

�

i

: (3.26)

R

ij

se nazývá marginální (mezní) míra substituce i-té komodity za j-tou komo-

ditu. Pøitom R

ij

reprezentuje mno¾ství komodity j vìnované na výmìnu za zvý¹ení

komodity i, pøièem¾ míra u¾itku zùstává konstantní.

O R

ij

budeme pøedpokládat, ¾e je klesající funkcí x

i

tj. pøi stejné míøe u¾itku bude

mno¾ství komodity x

j

men¹í vìnované na výmìnu za zvý¹ení komodity pøi vìt¹ím x

i

ne¾ kdy¾ je x

i

men¹í. Pøedpoklad o DMRS pro ka¾dou dvojici (i; j) plyne ze silné

kvazikonkávnosti funkce u¾itku.

Klesající marginální míra substituce znamená, ¾e

@R

ij

@x

i

�R

ij

@R

ij

@x

j

< 0; (3.27)

co¾ nám dává

1

u

j

�

u

ii

u

2

j

� 2u

i

u

j

u

ij

+ u

jj

u

2

i

�

< 0: (3.28)

Výraz v závorkách je roven z

T

U

xx

z pro z

k

= 0, k 6= i; j a z

i

= �u

j

a z

j

= u

i

.

Proto¾e je výraz u

j

> 0 a u

T

x

= 0, máme ze silné kvazikonkávnosti, ¾e výraz 3.27 je

záporný. Pøitom obrácená implikace plyne pøi jistých dodateèných pøedpokladech.

Pojem marginální míry substituce byl tradiènì pou¾íván ve spojitosti se slabou a

silnou separabilitou.

Ne¾ se budeme této spojitosti vìnovat, bude pro nás u¾iteèné si v¹imnout dù-

sledkù diferencovatelnosti funkce u(x) v pøípadì (slabé) separability. Za pøedpokladu

separability víme, ¾e

u(x) = V (v

1

(x

1

); : : : ; v

k

(x

k

)): (3.29)

Z diferencovatelnosti pro v¹echna i 2 N

j

, 1 � j � k dostaneme, ¾e

@u

@x

i

=

@V

@v

j

@v

j

@x

i

(3.30)
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existuje a tedy existují i

@V

@v

j

a

@v

j

@x

i

. Proto¾e v

j

(x

j

) má v¹echny vlastnosti funkce u¾itku,

je nutnì

@v

j

@x

i

> 0. Je tedy i

@V

@v

j

> 0, proto¾e

@u

@x

i

> 0.

Nech» nyní i; k 2 N

j

. Pak

@

2

u

@x

i

@x

k

=

@V

@v

j

@

2

v

j

@x

i

@x

k

+

@V

2

@v

2

j

@v

j

@x

i

@v

j

@x

k

; (3.31)

a pro v¹echna i 2 N

j

, k 2 N

g

, j 6= g máme

@

2

u

@x

i

@x

k

=

@V

2

@v

j

@v

g

@v

j

@x

i

@v

g

@x

k

: (3.32)

Zejména odtud obdr¾íme, ¾e existence a symetrie matice U

xx

implikuje existenci

a symetrii Hessovy matice V

vv

. V pøípadì silné separability je

@V

@v

j

= V

0

tj. stejná pro

v¹echna j. Nutnì tedy

@u(x)

@x

i

= V

0

@v

j

(x

j

)

@x

i

; (3.33)

pøièem¾ Hessova matice V

vv

má v¹echny prvky stejné.

Vìta 7.3 Marginální míra substituce mezi dvìma komoditami i a k le¾ícími v mno-

¾inì N

j

je nezávislá na úrovni spotøeby vnì mno¾iny N

j

tehdy a jen tehdy, kdy¾ je

funkce u¾itku slabì separabilní.

To znamená, ¾e pro v¹echna i 2 N

j

je

@u

@x

i

souèinem spoleèného faktoru �

j

(x) a

speci�ckého faktoru �

ji

(x

j

) tj.

@u

@x

i

= �

j

(x)�

ji

(x

j

): (3.34)

To ale odpovídá tomu (viz 3.30), ¾e �

j

(x) =

@V

@v

j

a �

ji

(x

j

) =

@v

j

@x

i

.

Vìta 7.4 Marginální míra substituce mezi dvìma komoditami i a k le¾ícími po øadì

v mno¾inì N

j

a v mno¾inì N

g

, g 6= j lze psát jako podíl dvou funkcí �

ji

(x

l

) a �

gf

(x

g

)

právì tehdy, kdy¾ funkce u(x) u¾itku je silnì separabilní. nezávislá na úrovni spotøeby

vnì mno¾iny N

j

tehdy a jen tehdy, kdy¾ je funkce u¾itku slabì separabilní.

7.1 Diferencovatelná poptávka

V lemmatu 5.5 jsou vysloveny podmínky pro zaji¹tìní existence spojité funkce po-

ptávky f(p;w), která je navíc homogenní stupnì 0 jak v cenách tak i v bohatství.

V této èásti se budeme vìnovat dùsledkùm pøedpokladù diferencovatelnosti funkce

u¾iteènosti pro funkci poptávky. Zejména bude studována diferencovatelnost funkce

poptávky.
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Omezíme se pøitom na ten pøípad, kdy bude spotøební mno¾inaX otevøený kladný

ku¾el P � R

l

. Abychom obdr¾eli poptávkové svazky v P , budeme dále pøedpokládat,

¾e preferenèní uspoøádání je monotonní a tøídy C

2

a ¾e uzávìry køivek indiference jsou

celé obsa¾eny v P . Pak je za pøedpokladu pozitivních cen a pozitivního bohatství po-

ptávková funkce korektnì de�nována a její obor hodnot je podmno¾inou otevøeného

kladného ku¾ele P � R

l

. Navíc pøedpokládejme, ¾e spotøebitel vyu¾ije zcela své ma-

ximalizaèní preference. Lze tedy jeho výbìr omezit na ty svazky x 2 P , pro které

platí p

T

x = w.

Je-li funkce u¾itku spojitì diferencovatelná 2. stupnì, je pak funkce poptávky x =

f(p;w) de�novaná v 3.2 nebo v 3.3 urèená jako¾to øe¹ení maximalizaèního problému:

maximalizujme funkci u(x) za omezujících podmínek p

T

x = w. Staèí pak utvoøit

Lagrangián

L(x; �; p; w) = u(x)� �(p

T

x� w); (3.35)

kde � je Lagrangeùv multiplikátor.

Podmínky prvního stupnì pro nalezení stacionárních bodù funkce u(x) nám pak

dávají

@L

@x

= u

x

� �p = 0; (3.36)

@L

@�

= w � p

T

x = 0: (3.37)

Stejnì jako v pøedchozím paragrafu budeme pøedpokládat, ¾e parciální derivace

u

i

> 0, i = 1; : : : ; n. Jsou tedy nutnì jak u

x

tak i p kladné vektory tj. prvky P ,

zejména tedy z 3.36 dostáváme, ¾e Lagrangeùv multiplikátor � je kladné reálné èíslo.

Nutná podmínka druhého øádu pro nabývání maxima je pak

z

T

L

xx

z � 0 pro v¹echna z 2 R

l

taková, ¾e p

T

z = 0: (3.38)

Pøitom L

xx

=

@

2

L

@x@x

0

vyèísleno v bodì øe¹ení systému 3.36 a 3.37. Za pøedpokladu

ostré kvazikonkávnosti funkce u¾itku (viz 7.1) je tato podmínka splnìna, proto¾e

L

xx

= U

xx

a dále p

T

z = 0 implikuje u

T

x

z = 0 na základì 3.36 a kladnosti �.

Systém 3.36 a 3.37 je systém l+1 rovnic v 2(l+1) promìnných { vektory x; p 2 R

l

a

skaláry � a w. Pro ná¹ úèel budeme p a w pova¾ovat za libovolné, pevné a x a � budou

þneznáméÿ promìnné. Lemma 5.5 nám zaruèuje existenci jediného øe¹ení x = f(p;w).

Zejména tedy existuje jediné øe¹ení pro �, toti¾ �w = �p

T

x = u

T

x

x = u

T

x

f(p;w) tj.

� = �(p;w) =

u

T

x

f(p;w)

w

.

Snadno se ovìøí, ¾e øe¹ení systému 3.36 a 3.37 je v promìnné x invariantní vzhledem

k monotonním rostoucím transformacím funkce u(x), ale promìnná � u¾ ne. Pro

takovouto transformaci F jsou podmínky 3.36 a 3.37 pøevedeny na

F

0

u

x

� �

�

p = 0; (3.39)
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a

w � p

T

x = 0: (3.40)

Podìlíme-li 3.39 výrazem F

0

> 0 a polo¾íme-li � =

�

�

F

0

, obdr¾íme rovnici 3.36.

Evidentnì je tedy øe¹ení pro x invariantní, zatímco �

�

je Lagrangeùv multiplikátor

pro transformovaný problém.

Vìnujme se nyní diferencovatelnosti funkcí f(p;w) a �(p;w) v bodì (x

0

; �

0

; p; w),

kde x

0

= f(p;w), �

0

= �(p;w). Máme

dp = d

u

x

�

=

(U

xx

dx)�� u

x

d�

�

2

(p;w) (3.41)

tj.

U

0

xx

dx� pd� � �

0

dp = 0: (3.42)

Podobnì,

dw = d(p

T

x) = p

T

dx+ x

T

dp(p;w); (3.43)

tj.

dw � p

T

dx� x

0

T

dp = 0: (3.44)

Pøitom U

0

xx

= U

xx

(x

0

) Po snadné úpravì pak obdr¾íme tzv. základní maticovou

rovnici poptávky spotøebitele:

"

U

0

xx

p

p

T

0

# "

dx

�d�

#

=

"

�

0

E 0

�x

0

T

1

# "

dp

dw

#

; (3.45)

kde E je identická matice typu l � l. Mù¾eme pøitom formálnì psát
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Kapitola 4

Globální analýza a ekonomie

V této èásti uká¾eme, ¾e existence rovnová¾ných stavù mù¾e být dokázána pomocí

Sardovy vìty. Pøitom dùkaz bude v jistém smyslu konstruktivní. Zároveò jsou doká-

zány optimizaèní vìty pro ekonomii blahobytu.

1 Existence rovnová¾ného stavu

Základní idea rovnová¾ného stavu je studium øe¹ení rovnosti mezi poptávkou a na-

bídkou: S(p) = D(p). Pro jednoduchý pøípad jednoho trhu, kde jsou ceny hodnoceny

v termínech nìjakého tr¾ního standardu, podává následující graf 4.1 oprávnìní pro

existenci rovnová¾né ceny p

�

.

Obrázek 4.1: Rovnová¾ný stav

Teorie obecné rovnováhy se tímto problémem zabývá pro vícero trhù. Pøesnìji:

pøedpokládejme ekonomiku s l druhy zbo¾í. Pak poloprostor R

l

+

= f(x

1

; : : : ; x

l

) :

(8i)(x

i

� 0)g bude pro nás hrát dvojí roli: nejprve jako¾to tzv. komoditní prostor,

pøièem¾ komodita je produkt nebo slu¾ba urèená k výmìnì; prvek x 2 R

l

+

se nazývá

komoditní svazek. Tedy x je l-tice (x

1

; : : : ; x

l

) tak, ¾e první souøadnice mìøí mno¾ství

komodity èíslo jedna, atd. Ale zároveò je R

l

+

bez poèátku prostor cenových systémù;

reprezentuje-li tedy p 2 R

l

+

� f0g; p = (p

1

; : : : ; p

l

) mno¾inu cen l komodit, je p

1

cena

jednotky první komodity, atd.
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Pøedpokládejme, ¾e studovaná ekonomika má (axiomaticky) zavedené funkce po-

ptávky a nabídky D;S : R

l

+

� f0g ! R

l

+

z mno¾iny cenových systémù do prostoru

komodit. Pak D(p) je komoditní svazek po¾adovaný ekonomikou (nebo jejími úèast-

níky celkovì) za ceny p. Jinak øeèeno, za ceny p = (p

1

; : : : ; p

l

) lze koupit komodity v

mno¾stvíD(p). Problém nalezení rovnová¾ného stavu je nalezení a studium (za vhod-

ných podmínek na D;S) cenového systému p

�

2 R

l

+

� f0g tak, ¾e D(p

�

) = S(p

�

).

Polo¾me Z(p) = D(p)�S(p). Pak Z : R

l

+

�f0g ! R

l

se nazývá nadbytek poptávky

a budeme tedy hledat øe¹ení p

�

2 R

l

+

� f0g tak, ¾e

Z(p

�

) = 0: (4.1)

V této èásti vlo¾íme na Z podmínky, které jsou pøimìøené z hlediska ekonomie a

pak uká¾eme existenci øe¹ení rovnice 4.1 pomocí konstruktivního postupu aparátem

diferenciálního poètu. To v¹e provedeme, ani¾ bychom pøe¹li k mikroekonomickým zá-

kladùm nadbytku poptávky. V dal¹í èásti podáme klasický mikroekonomický pøístup

k nadbytku poptávky pomocí agregace poptávkových funkcí individuálních úèastníkù

ekonomiky pro pøípad ekonomiky úplné smìny.

Podmínky na funkci nadbytku poptávky jsou

Z : R

l

+

� f0g ! R

l

je spojitá funkce, (4.2)

Z(�p) = Z(p) pro v¹echna � > 0: (4.3)

Tedy Z je homogenní funkce; jestli¾e se ceny ka¾dé komodity úmìrnì zvìt¹ují èi

zmen¹ují, funkce nadbytku poptávky se nemìní. To ov¹em pøedpokládá, ¾e se pohy-

bujeme uvnitø úplné nebo uzavøené ekonomiky tak, ¾e ceny komodit nejsou závislé

na komoditì le¾ící mimo systém.

p � Z(p) = 0 tj.

l

X

i=1

p

i

Z

i

(p) = 0: (4.4)

Vý¹e uvedená rovnost tvrdí, ¾e hodnota funkce nadbytku poptávky je nula a rov-

nost 4.4 se nazývá Walrasùv zákon. Tuto rovnost mù¾eme chápat tak, ¾e poptávka

v na¹í ekonomice je v souladu se zdroji ekonomiky. Jedná se o omezený rozpoèet

spotøeby. Celková hodnota poptávky je rovna celkové hodnotì nabídky úèastníky

ekonomiky. Bezpochyby je Walrasùv zákon nejpropracovanìj¹í ze v¹ech podmínek,

které jsme vlo¾ili na funkci Z. Mikroekonomické opodstatnìní podáme pozdìji.

Ne¾ zavedeme na¹í poslední podmínku na funkci nadbytku poptávky, podáme

geometrickou interpretaci pøedchozích podmínek. Buï S

l�1

+

= fp 2 R

l

+

: jjpjj

2

=

P

l

i=1

(p

i

)

2

= 1g prostor normalizovaných cenových systémù. Na základì homogenity

funkce Z se staèí omezit na její restrikci na mno¾inu S

l�1

+

. Podle Walrasova zákona

je funkce Z kolmá k prostoru S

l�1

+

v ka¾dém bodì; jinak øeèeno p � Z(p) = 0 neøíká

nic jiného, ne¾ ¾e vektor p je kolmý k vektoru Z(p). Mù¾eme tedy pova¾ovat Z za
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pole teèných vektorù na mno¾inì S

l�1

+

. Dále de�nujeme S

l�1

= fp 2 R

l

: jjpjj

2

=

P

l

i=1

(p

i

)

2

= 1g

Poslední podmínka na funkci nadbytku poptávky je hranièní podmínka:

Z

i

� 0; jestli¾e p

i

= 0: (4.5)

Pøipomeòme, ¾e Z(p) = (Z

1

(p); : : : ; Z

l

(p)) a p = (p

1

; : : : ; p

l

). Podmínka 4.5 mù-

¾eme být jednodu¹e interpretována následovnì: je-li i-tá komodita volná (je volnì k

dispozici, proto¾e její cena je nulová), pak zaruèenì pro ni bude funkce nadbytku

poptávky nezáporná. V na¹em modelu mají komodity pozitivní hodnotu.

Vìta 1.1 Jestli¾e je funkce nadbytku poptávky Z : R

l

+

� f0g ! R

l

spojitá, homo-

genní, splòuje Walrasùv zákon a hranièní podmínku tj. podmínky 4.2, 4.3, 4.4 a 4.5,

pak existuje cenový systém p

�

2 R

l

+

� f0g tak, ¾e Z(p

�

) = 0. Nalezení cenového

systému p

�

bude provedeno konstruktivnì.

Dùkaz vìty 1.1 bude proveden pomocí vìt 1.2 a 1.7.

Vìta 1.2 Buï f : D

l

! R

l

spojité zobrazení splòující následující hranièní podmínku

(B

D

) Pokud je x 2 �D

l

, pak f(x) není ve tvaru �x pro ¾ádné � > 0.

Pak existuje prvek x

�

2 D

l

tak, ¾e platí f(x

�

) = 0. Pøitom D

l

= fx 2 R

l

: jjxjj

2

=

P

l

i=1

(x

i

)

2

� 1g a �D

l

= S

l�1

= fx 2 R

l

: jjxjj

2

=

P

l

i=1

(x

i

)

2

= 1g.

Obecnì pak D

l

r

= fx 2 R

l

: jjxjj

2

=

P

l

i=1

(x

i

)

2

� r

2

g a �D

l

r

= fx 2 R

l

: jjxjj

2

=

P

l

i=1

(x

i

)

2

= r

2

g pro v¹echna r kladná. Pøitom speciálnì máme hladké zobrazení

j

l�1

: S

l�1

! D

l�1

� R

l�1

de�nované pøedpisem j

l�1

(x

1

; : : : ; x

l

) = (x

1

; : : : ; x

l�1

).

Pro dùkaz vìty 1.2 pou¾ijeme dva hlavní výsledky globální analýzy a jejich aplikace

pro ekonomii { tj. Sardovu vìta a vìta o implicitní funkci (vìta o inverzním zobrazení).

Abychommohli vyslovit tyto vìty, je nutno vyu¾ít ideu singulárního bodu (kritického

bodu) diferenciovatelného zobrazení f : U ! R

n

, kde U je otevøená podmno¾ina

kartézského prostoru R

k

. Øekneme, ¾e f je tøídy C

r

, jestli¾e v¹echny derivace do øádu

r vèetnì existují a jsou spojité. Pro prvek x 2 U je derivace Df(x) v bodì x lineární

zobrazení z R

k

do R

n

(tj. matice parciálních derivací). Pak øíkáme, ¾e x se nazývá

singulární (kritický) bod zobrazení f , , pokud tato derivace není surjektivní zobra-

zení. Poznamenejme, ¾e pokud k < n, jsou v¹echny prvky z U singulární. Singulární

hodnoty jsou jednodu¹e obrazy vzhledem k f v¹ech singulárních bodù; prvek y 2 R

n

se nazývá regulární hodnota, pokud není singulární hodnota.

Vìta 1.3 Vìta o implicitní funkci. Je-li y 2 R

n

regulární hodnota zobrazení f :

U ! R

n

, které je tøídy C

1

, U otevøená v R

k

, pak buï f

�1

(y) je prázdná mno¾ina nebo

f

�1

(y) = V , V je podvarieta U dimenze k � n.
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Pøitom V je podvarieta U dimenze k � n, pokud pro ka¾dé x 2 V mù¾eme najít

diferencovatelné zobrazení h : N(x)! O s následujícími vlastnostmi:

1. h má diferencovatelnou inverzi,

2. N(x) je otevøené okolí bodu x 2 U ,

3. O je otevøená mno¾ina obsahující bod 0 2 R

k

,

4. h(N(x) \ V ) = O \ C, kde C je systém souøadnic v R

k

dimenze m.

Vìta 1.4 Vìta o inverzní funkci. Nech» G

i

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

), i = 1; : : : ; k

jsou funkce tøídy C

r

, r � 1, de�nované na okolí W bodu (a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k

) 2

R

n+k

, které splòují G

i

(a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k

) = 0 a

det

 

�G

i

�y

j

(a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k

)

!

1�i;j�k

6= 0: (4.6)

Pak existují okolí U bodu (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

a okolí V bodu (b

1

; : : : ; b

k

) 2 R

k

tak, ¾e

U�V � W a ke ka¾dému bodu (x

1

; : : : ; x

n

) 2 U existuje právì jeden bod (y

1

; : : : ; y

k

) 2

V , pro nìj¾ platí G

i

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0. Takto urèené funkce y

i

= f

i

(x

1

; : : : ; x

n

)

jsou rovnì¾ tøídy C

r

. Obèas o nich mluvíme jako¾to o øe¹eních soustavy rovnic G

i

= 0.

Vìta 1.5 Sardova vìta. Je-li zobrazení f : U ! R

n

, U otevøená v R

k

, dostateènì

diferencovatelné (tøídy C

r

, r > 0 a r > k � n), pak mno¾ina singulárních hodnot má

míru nula.

Pøipomínáme, ¾e mno¾ina S � R

n

má (Lebesgueovu) míru nula, jestli¾e pro ka¾dé

" > 0 existuje taková posloupnost krychlí Z

i

, i = 1; 2; : : :, ¾e S �

S

1

i=1

Z

i

a pro objemy

volZ

i

tìchto krychlí platí

P

1

i=1

volZ

i

� ". Sjednocení spoèetnì mnoha mno¾in míry

nula má opìt míru nula.

Poznamenejme, ¾e Sardova vìta má sice jednotnou formulaci, ale z obsahového

hlediska se dìlí na tøi významovì odli¹né pøípady. Pøi k < n celá mno¾ina f(U) sestává

z kritických hodnot { zde vkládáme prostor men¹í dimenze do prostoru vìt¹í dimenze

a pak má elementárnì f(U) míru nula. I pro k = n jde o jednoduché tvrzení, které

lze snadno dokázat pøímo. Teprve pøípad n < k pøedstavuje obtí¾nou èást Sardovy

vìty. Pøitom o mno¾inì kritických hodnot hladkého zobrazení nelze tvrdit více, ne¾

¾e má míru nula. Tato mno¾ina mù¾e být napøíklad hustá v R

n

. Dùkaz Sardovy vìty

lze najít napøíklad v monogra�i [15]. Má-li mno¾ina singulárních hodnot míru nula,

øekneme, ¾e mno¾ina regulárních bodù má plnou míru. Obì z vý¹e uvedených vìt

lze pøímo aplikovat na pøípad f : U ! C, kde U je podvarieta dimenze k prostoru
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R

m

a V je podvarieta dimenze n prostoru R

q

. V tomto pøípadì je derivace Df(x) :

T

x

(U)! T

f(x)

(V ) lineární zobrazení na teèném prostoru.

Pro dùkaz vìty 1.2 uva¾me funkci h : D

l

! R

l

tøídy C

2

, která splòuje následující

hranièní podmínku:

(SB) f(x) = �x pro v¹echna x 2 �D

l

.

Problém je pak najít x

�

2 D

l

tak, ¾e platí h(x

�

) = 0. Abychom jej vyøe¹ili,

de�nujme pomocné zobrazení g : D

l

� E ! S

l�1

pøedpisem g(x) =

h(x)

jjh(x)jj

, kde

E = fx 2 D

l

: h(x) = 0g je mno¾ina øe¹ení na¹í rovnosti. Evidentnì, g je tøídy C

2

a

tedy dle Sardovy vìty dostáváme, ¾e mno¾ina regulárních hodnot má plnou míru v

S

l�1

. Buï nyní y 2 S

l�1

= �D

l

taková regulární hodnota tak, ¾e g

�1

(y) je neprázdná

mno¾ina (jinak by toti¾ mìla mno¾ina g(D

l

�E) = S

l�1

míru nula, co¾ je nemo¾né).

Pak dle vìty o implicitní funkci dostáváme, ¾e g

�1

(y) je 1-dimenzionální podvarieta,

která musí obsahovat �y podle hranièní podmínky (SB). Buï nyní V komponenta

g

�1

(y) obsahující prvek �y (toti¾ y 2 �D

l

implikuje �y 2 �D

l

, g(�y) =

h(�y)

jjh(�y)jj

=

y

jjyjj

= y). Zejména tedy musí V být regulární køivka zaèínající v bodì �y a otevøenou

v opaèném konci. Pøipomeòme, ¾e køivka e se nazývá regulární køivka tøídy C

s

, jestli¾e

ke ka¾dému bodu této køivky existuje na této køivce okolí, které je obloukem tøídy

C

s

.

Zároveò je prùnik V \ �D

l

= f�yg z hranièní podmínky (SB) a nutnì je bod �y

obsa¾en ve V pouze jednou jako¾to poèáteèní bod, proto¾e je V regulární v bodì �y.

Speciálnì je V uzavøená podmno¾ina D

l

�E a tedy v¹echny její limitní body le¾í v E.

Zejména tedy je mno¾ina E neprázdná a pokud zaèneme z bodu �y, musíme jednou

dokonvergovat k E. Tím jsme podali geometrický konstruktivní dùkaz existence bodu

x

�

2 D

l

tak, ¾e platí h(x

�

) = 0.

Poznamenejme, ¾e pro pøiblí¾ení si konstruktivní povahy vý¹e uvedeného øe¹ení

mù¾emeukázat, ¾e V je øe¹ící køivka þglobální Newtonovyÿ obyèejné rovnice Dh(x)

dx

dt

=

��h(x), kde � = �1 je vybráno tak, ¾e má stejné znaménko jako Dh(x) a závisí na x.

Je-li toti¾ derivace Dh(x) regulární, pak Eulerova metoda diskrétní aproximace nám

dává

x

n

= x

n�1

� (Dh(x

n�1

))

�1

h(x

n�1

);

co¾ není nic jiného, ne¾ Newtonova metoda pro øe¹ení rovnice h(x) = 0.

Nyní pøedpokládejme, ¾e funkce h : D

l

! R

l

je pouze spojitá a stále splòuje

h(x) = �x pro v¹echna x 2 �D

l

. De�nujme nové spojité zobrazení h

0

: D

l

2

! R

l

pøedpisem

h

0

(x) = h(x) pro jjxjj � 1;

h

0

(x) = �x pro jjxjj � 1:
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Buï dále "

i

; i = 1; 2; : : : ;1 posloupnost reálných èísel konvergující k nule. Pro

ka¾dé i pøirozené zkonstruujeme hladkou tj. C

1

aproximaci h

i

funkce h

0

tak, ¾e

jjh

i

(x)�h

0

(x)jj < "

i

. Buï dále '

r

hladká funkce na R

l

tak, ¾e

R

'

r

= 1 a nosiè funkce

'

r

je obsa¾en v disku D

l

r

o polomìru r > 0. Uka¾me konkrétní konstrukci funkce '

r

.

Zaveïme nejprve pomocnou funkci

'(x) =

(

0 pro x � 0

e

�

1

x

pro x > 0:

Tato funkce je hladká. Pak fukce '(x+r)'(r�x) je tøídy C

1

, je kladná v intervalu

(�r; r) a rovná nule mimo tento interval. Funkce

 (x

1

; : : : ; x

l

) =

l

Y

i=1

'(x

i

+ r)'(r � x

i

)

je tøídy C

1

, je kladná v intervalu (�r; r)

l

a rovná nule mimo tento interval. Funkce

'

r

=

 

R

1

�1

 

má tedy v¹echny po¾adované vlastnosti. Navíc platí, ¾e

'

r

(x

1

; : : : ; x

l

) = '

r

(�x

1

; : : : ; x

l

) = : : : = '

r

(x

1

; : : : ;�x

l

):

Speciálnì lze tedy spoèítat, ¾e

Z

1

�1

x'

r

(x) = 0:

Pøipomeòme, ¾e nosièem funkce ' : U ! R rozumíme uzávìr mno¾iny bodù, v

nich¾ má ' nenulovou hodnotu.

De�nujme pak funkci h

i

(y) =

R

h

0

(y � x)'

r

i

(x)dx =

R

h

0

(x)'

r

i

(y � x)dx tak, aby

bylo r

i

dostateènì malé vzhledem k "

i

a v¾dy bylo r

i

<

1

2

.

Pak h

i

aproximuje stejnomìrnì h

0

(viz [23], VIII, 7, 2.) v ka¾dém intervalu a

h

i

(x) = �x pro x 2 �D

l

2

(toti¾ h

i

(x) =

R

h

0

(x � z)'

r

i

(z)dz =

R

(z � x)'

r

i

(z)dz =

R

�x'

r

i

(z)dz +

R

z'

r

i

(z)dz = �x

R

'

r

i

(z)dz = �x). Pøipomeòme, ¾e posloupnost h

i

konverguje stejnomìrnì k h

0

v intervalu A, existuje-li pro ka¾dé èíslo " > 0 takové

pøirozené èíslo i

0

, ¾e jjh

i

(x)� h

0

(x)jj < " pro ka¾dé x 2 A a pro ka¾dé èíslo i > i

0

.

Mù¾eme pak aplikovat vý¹e uvedený výsledek na h

i

a pak tedy existuje x

i

2 �D

l

2

tak, ¾e h

i

(x

i

) = 0. Evidentnì, x

i

2 �D

l

a zároveò x

i

! fx 2 D

l

: h

0

(x) = 0g (lze se

omezit na vybranou podposloupnost) tj. existuje x 2 �D

l

tak, ¾e h(x) = 0. Toti¾, pro

v¹echna � > 0 existuje i

�

tak, ¾e jjh

0

(x

i

)� 0jj = jj(h

0

(x

i

)�h

i

(x

i

))+ (h

i

(x

i

)� 0)jj < �

pro v¹echna i > i

�

tj. jjh

0

(x)jj = 0.

Doka¾me nyní vìtu 1.2 v plné obecnosti. Buï tedy funkce f : D

l

! R

l

pouze

spojitá a nech» splòuje podmínku (B

D

). De�nujme nové spojité zobrazení

b

f

0

: D

l

2

!

R

l

takové, ¾e

b

f(x) = �x pro x 2 �D

l

2

pøedpisem

b

f(x) = f(x) pro jjxjj � 1;

b

f(x) = (2� jjxjj)f(x=jjxjj) + (jjxjj � 1)(�x) pro jjxjj � 1:
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Z pøedcházejících výsledkù pak víme, ¾e existuje x

�

2 �D

l

2

tak , ¾e

b

f(x) = 0.

Nutnì pak jjx

�

jj � 1. Jinak by toti¾ nastal spor s hranièní podmínkou (B

D

). Tedy

existuje x

�

2 �D

l

tak , ¾e f(x) = 0, èím¾ je dùkaz vìty 1.2 ukonèen.

Abychom mohli získat hlavní výsledek { vìtu 1.1, bude nutno modi�kovat vìtu

1.2 z koulí na simplexy. De�nujme

�

1

= fp 2 R

l

+

:

P

l

i=1

p

i

= 1g ��

1

= fp 2 �

1

: (9i)(p

i

= 0)g

�

0

= fz 2 R

l

:

P

l

i=1

p

i

= 0g

a

p

c

= (1=l; : : : ; 1=l) 2 �

1

; p

c

je støed simplexu �

1

:

V dal¹ím budeme pracovat se spojitými zobrazeními ' : �

1

! �

0

, která budou

splòovat následující hranièní podmínku:

(B) Pokud je p 2 ��

1

, pak '(p) není ve tvaru �(p � p

c

) pro ¾ádné � > 0.

To neøíká nic jiného, ne¾ ¾e pro hranièní bod p nele¾í '(p) na polopøímce se

smìrnicí p � p

c

.

Lemma 1.6 Nech» D = D

l

\�

0

. Pak mezi mno¾inami D

l�1

1

p

l

a �

D

(D

l�1

1

p

l

) = D\D

l�1

1

p

l

�

R existuje vzájemnì jednoznaèná korespondence pomocí zobrazení projekce �

D

: D!

D

l�1

p

l

a zobrazení �

D

: D

l�1

1

p

l

! D; pøitom �

D

(x

1

; : : : ; x

l�1

) = (x

1

; : : : ; x

l�1

;

P

l�1

i=1

x

i

).

Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e obì zobrazení jsou korektnì de�novaná tj. ¾e platí

�

D

(x

1

; : : : ; x

l

) 2 D

l�1

1

p

l

pro (x

1

; : : : ; x

l

) 2 �

D

(D

l�1

1

p

l

) a �

D

(x

1

; : : : ; x

l�1

) 2 �

D

(D

l�1

1

p

l

) pro

(x

1

; : : : ; x

l�1

) 2 D

l�1

1

p

l

. K tomu staèí ovìøit, ¾e jj�

D

(x

1

; : : : ; x

l

)jj �

1

p

l

a jj�

D

(x

1

; : : : ; x

l�1

)jj �

1. To ale vede na maximalizaèní úlohy

max

P

l�1

i=1

x

2

i

za podmínek (P

�

)

P

l

i=1

x

2

i

� 1

P

l�1

i=1

x

2

i

�

1

l

P

l

i=1

x

i

= 0

a

max

P

l�1

i=1

x

2

i

+ (

P

l�1

i=1

x

i

)

2

za podmínky (P

�

)

P

l�1

i=1

x

2

i

�

1

l

:
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První je pak triviálnì splnìna a druhá je ekvivalentní s maximalizaèními úlohou

max

P

l�1

i=1

x

2

i

+ (

P

l�1

i=1

x

i

)

2

za podmínky (P'

�

)

P

l�1

i=1

x

2

i

=

1

l

:

Pomocí variaèního poètu pak snadno ovìøíme, ¾e maximum úlohy (P'

�

) nastává

napø. v bodu x

1

= x

2

= : : : = x

l�1

=

1

p

l(l�1)

a má hodnotu 1.

Pøitom je vidìt, ¾e slo¾ení obou tìchto zobrazení nám dává identitu jak na D

l�1

p

l

tak na �

D

(D

l�1

1

p

l

). Navíc jsou tato dvì zobrazení lineární izomor�zmy mezi �

0

a R

l�1

.

Vìta 1.7 Buï ' : �

1

! �

0

spojité zobrazení splòující následující hranièní podmínku

(B). Pak existuje prvek p

�

2 �

1

tak, ¾e platí '(p

�

) = 0.

Abychomdokázali vìtu 1.7 pomocí vìty 1.2, budeme konstruovat homeomor�smus

zachovávající þpaprskyÿ. De�nujme tedy zobrazení h : �

1

! �

0

pøedpisem h(p) =

p�p

c

; dále buï � : �

0

�f0g ! R

+

zobrazení de�nované pøedpisem �(p) = �

1

l

�

1

min

i

p

i

.

Polo¾me pak  : D ! h(�

1

) jako¾to  (p) = �(

p

jjpjj

)p. Evidentnì,  je zobrazení

zachovávající paprsky.

Uva¾ujme nyní kompozici � : D ! �

0

,

D

 

! h(�

1

)

h

�1

! �

1

'

! �

0

:

Tvrdíme pak, ¾e � splòuje hranièní podmínku (B

D

) vìty 1.2. Buï tedy q 2 �D a

nech» p =  (q) + p

c

= h

�1

( (q)). Ale dle podmínky (B) neexistuje ¾ádné kladné �

tak, ¾e '(p) = �(p�p

c

) neboli ekvivalentnì �(q) = �(p�p

c

). To je rovnocenné s tím,

¾e neexistuje ¾ádné kladné � tak, ¾e �(q) = � (q) a proto¾e  zachovává paprsky,

máme, ¾e neexistuje ¾ádné kladné � tak, ¾e �(q) = �(q), co¾ je pøesnì na¹e tvrzení.

Okam¾itì pak z vìty 1.2 dostáváme, ¾e existuje prvek q

�

2 D tak, ¾e platí �(q

�

) = 0.

Polo¾íme-li pak p

�

=  (q

�

) + p

c

, obdr¾íme '(p

�

) = 0 a vìta 1.7 je dokázána.

Abychom dokázali 1.1, de�nujme pomocí funkce nadbytku poptávky Z : R

l

+

�

f0g ! R

l

novou funkci ' : �

1

! �

0

pøedpisem '(p) = Z(p) �

�

P

l

i=1

Z

i

(p)

�

p.

Poznamenejme, ¾e

P

l

i=1

'

i

(p) =

P

l

i=1

Z

i

(p) �

P

l

i=1

Z

i

(p)

P

l

i=1

p

i

= 0. Je tedy ' ko-

rektnì de�nované a je zøejmì spojité, jako¾to slo¾ení spojitých funkcí. Zároveò pokud

p 2 ��

1

, je nutnì p

i

= 0 pro jistý index i a tedy '

i

(p) = Z

i

(p) � 0 dle podmínky 4.5.

Je tedy podmínka (B) vìty 1.7 splnìna pro zobrazení '. Existuje tedy p

�

2 �

1

tak, ¾e

'(p

�

) = 0. Tedy Z(p

�

) =

P

l

i=1

Z

i

(p

�

)p

�

. Uva¾me nyní skalární souèin obou stran rov-

nosti s vektorem Z(p

�

). Pak jjZ(p

�

)jj

2

= Z(p

�

) � Z(p

�

) =

P

l

i=1

Z

i

(p

�

) (p

�

� Z(p

�

)) = 0

dle 4.4. Tedy i Z(p

�

) = 0 tj. vìta 1.1 platí.

Je v¹ak vhodné pøipomenout, ¾e pøirozený rovnová¾ný stav mù¾e nastat i v pøí-

padì, ¾e D(p

�

) 6= S(p

�

). Uveïme následující graf 4.2 jednoho trhu pro cenu p = 0.
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Obrázek 4.2: Pøirozený rovnová¾ný stav

Tedy pro pøebytek poptávky je nìkdy cenový vektor p

�

2 R

l

+

� f0g s vlastností

Z(p

�

) � 0 nazýván rovnová¾ným stavem. Jinak mù¾eme o takovémto p

�

2 R

l

+

� f0g

uva¾ovat jako¾to o rovnováze k volnému pou¾ití, pro pozdìj¹í se zbavení pøebytku

nabídky pak máme rovnová¾ný stav Z(p) = 0.

Tvrzení 1.8 Pokud funkce Z : R

l

+

�f0g ! R

l

splòuje Walrasùv zákon 4.4 a zároveò

Z(p

�

) � 0, pak pro v¹echna i buï Z

i

(p

�

) = 0 nebo p

�

i

= 0.

Toti¾ jinak by existoval index i tak , ¾e Z

i

(p

�

) < 0 a p

�

i

> 0. Zároveò pro v¹echna

i máme Z

i

(p

�

)p

�

i

� 0 a tedy

P

l

i=1

Z

i

(p

�

)p

�

i

< 0, co¾ je spor s Walrasovým zákonem.

Vìta 1.9 ( Debreu-Gale-Nikaidô) Buï funkce Z : R

l

+

� f0g ! R

l

spojitá funkce

splòující slabý tvar Walrasova zákona

p � Z(p) � 0: (4.7)

Pak existuje cenový systém p

�

2 R

l

+

� f0g tak, ¾e Z(p

�

) � 0.

Poznamenejme, ¾e vìta 1.9 implikuje vìtu 1.1. Toti¾, splòuje-li funkce Z pøed-

poklady vìty 1.1, pak dle vìty 1.9 existuje cenový systém p

�

2 R

l

+

� f0g tak, ¾e

Z(p

�

) � 0. Podle tvrzení 1.8 pro v¹echna i buï Z

i

(p

�

) = 0 nebo p

�

i

= 0. Ale dle

hranièní podmínky 4.5 je pro p

�

i

= 0 nutnì Z

i

(p

�

) � 0 tj. Z

i

(p

�

) = 0 a tedy celkem

Z(p

�

) = 0.

Abychommohli dokázat vìtu 1.9, zavedeme funkci � : R ! R pøedpisem �(t) = 0

pro t � 0 a �(t) = t pro t � 0. De�nujme dále funkci Z : R

l

+

�f0g ! R

l

následovnì:

Z

i

(p) = �(Z

i

(p)) pro v¹echny indexy i a cenové vektory p. Podobnì jako v dùkazu

vìty 1.1 de�nujme zobrazení ' : �

1

! �

0

pøedpisem '(p) = Z(p) �

�

P

l

i=1

Z

i

(p)

�

p.

Pak ' splòuje pøedpoklady vìty 1.7. Existuje tedy vektor p

�

2 �

1

tak, ¾e '(p

�

) =

0. Tedy Z(p

�

) =

P

l

i=1

Z

i

(p

�

)p

�

. Uva¾me nyní skalární souèin obou stran rovnosti

s vektorem Z(p

�

). Pak Z(p

�

) � Z(p

�

) =

P

l

i=1

Z

i

(p

�

) (p

�

� Z(p

�

)) � 0 dle 4.7. Tedy

P

l

i=1

�(Z

i

(p

�

)) � Z

i

(p

�

) � 0. Ale zøejmì �(t)t > 0 pro t > 0 a �(t)t = 0 pro t � 0 .

Nutnì tedy Z

i

(p

�

) � 0 pro v¹echna i tj. Z(p

�

) � 0 tj. vìta 1.9 platí.
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Obrázek 4.3: Pøirozený rovnová¾ný stav

Jiné pøirozené zobecnìní vìt 1.1 a 1.9 bude pro pøípad, ¾e p

i

! 0 implikuje

Z

i

(p)!1 (viz 4.3). Tato vìta 1.10 je pøirozeným zobecnìním Arrow-Hahnovy vìty.

Pøedpokládejme nyní, ¾e funkce pøebytku poptávky Z je de�nována pouze na jisté

podmno¾inì D mno¾iny R

l

+

� f0g tak, ¾e D je podmno¾iny mno¾iny int(R

l

+

� f0g)

a pokud p 2 D, pak �p 2 D pro v¹echna � kladná. Uva¾me funkci Z s následujícími

vlastnostmi:

Z : D ! R

l

je spojitá funkce, (4.8)

Z(�p) = Z(p) pro v¹echna � > 0 a pro v¹echna p 2 D; (4.9)

p � Z(p) � 0 pro v¹echna p 2 D; (4.10)

p

k

! p 62 D implikuje

l

X

i=1

Z

i

(p

k

)!1: (4.11)

Vìta 1.10 Buï funkce Z : D ! R

l

funkce splòující 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11. Pak existuje

cenový systém p

�

2 D tak, ¾e Z(p

�

) � 0.

Uva¾me funkci � : R ! R stejnì jako v dùkazu vìty 1.9. De�nujme pak novou

funkci � : R! R v závislosti na pevnì zvoleném kladném èíslu c pøedpisem

�(t) =

8

>

<

>

:

0 pro t � 0;

1 pro t � c;

t

c

jinak.

De�nujme pomocnou funkci Z : R

l

+

� f0g ! R

l

následovnì:

Z

i

(p) =

(

1 pokud p 62 D;

�

1 � �

�

P

l

j=1

Z

j

(p)

��

�(Z

i

(p)) + �

�

P

l

j=1

Z

j

(p)

�

jinak

pro v¹echny indexy i a cenové vektory p.
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Podobnì jako v dùkazu vìty 1.1 a 1.9 de�nujme zobrazení ' : �

1

! �

0

pøedpisem

'(p) = Z(p)�

�

P

l

i=1

Z

i

(p)

�

p. Pak ' splòuje pøedpoklady vìty 1.7. Existuje tedy vek-

tor p

�

2 �

1

tak, ¾e '(p

�

) = 0. Tedy Z(p

�

) =

P

l

i=1

Z

i

(p

�

)p

�

. Nejdøíve pøedpokládejme,

¾e p

�

2 D. Uva¾me nyní skalární souèin obou stran rovnosti s vektorem Z(p

�

). Pak

stejnì jako v dùkazu 1.9 dle 4.10 dostaneme Z(p

�

) � Z(p

�

) � 0. Tedy

l

X

i=1

0

@

1 � �

0

@

l

X

j=1

Z

j

(p

�

)

1

A

1

A

�(Z

i

(p

�

))Z

i

(p

�

) + �

0

@

l

X

j=1

Z

j

(p

�

)

1

A

l

X

i=1

Z

i

(p

�

) � 0:

Proto¾e pro v¹echna reálná t platí t�(t) � 0, nutnì pak

l

X

i=1

0

@

1� �

0

@

l

X

j=1

Z

j

(p

�

)

1

A

1

A

�(Z

i

(p

�

))Z

i

(p

�

) � 0:

Tedy

0

@

1 � �

0

@

l

X

j=1

Z

j

(p

�

)

1

A

1

A

l

X

i=1

�(Z

i

(p

�

))Z

i

(p

�

) � 0:

Zároveò pro v¹echna reálná t platí (1� �(t)) � 0 tj.

P

l

i=1

�(Z

i

(p

�

)) � Z

i

(p

�

) � 0.

Ale zøejmì �(t)t > 0 pro t > 0 a �(t)t = 0 pro t � 0 . Nutnì tedy Z

i

(p

�

) � 0 pro

v¹echna i tj. Z(p

�

) � 0.

Nech» p

�

62 D. Pak Z(p

�

) = (1; : : : ; 1) tj. lp

�

= Z(p

�

) = (1; : : : ; 1) tj. p

�

= p

c

2 D,

spor. Tedy vìta 1.9 platí.

2 Ekonomika úplné smìny: existence rovnová¾ného

stavu

Tento odstavec se skládá ze dvou èástí; v první z nich budeme uva¾ovat silnìj¹í pøed-

poklady s dùrazem na diferenciovatelnost, pøièem¾ v druhém budeme pracovat v obec-

nìj¹ím rámci. Existenèní tvrzení jsou speciálními pøípady Arrow-Debreuovy vìty.

Uva¾me nejprve jednoho úèastníka s prostorem komodit P = fx 2 R

l

: x =

(x

1

; : : : ; x

l

); (8i)(x

i

> 0)g � R

l

+

. Tedy prvek x 2 P bude reprezentovat svazek komo-

dit spojených s tímto ekonomickým agentem. Budeme pøedpokládat, ¾e preferenèní

relace na P je reprezentována funkcí u¾iteènosti u : P ! R tak, ¾e úèastník preferuje

prvek x 2 P pøed prvkem y 2 P pøesnì tehdy, kdy¾ u(x) > u(y). Podmno¾iny u

�1

(c)

pro c 2 R (vrstevnice funkce u) nazýváme indiferentními køivkami (pro preferenèní

relaci). V dal¹ím budeme pøedpokládat silný pøedpoklad klasického typu:

Funkce u : P ! R je tøídy C

2

: (4.12)
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Buï nyní g(x) orientovaný jednotkový normálový vektor k indiferentní køivce

u

�1

(c) pro c 2 R tak, ¾e c = u(x). Mù¾eme pak vyjádøit g(x) jako¾to

gradu(x)

jjgradu(x)jj

,

kde gradu =

�

�u

�x

1

; : : : ;

�u

�x

l

�

. Pak je g : P ! S

l�1

zobrazení tøídy C

1

. Toto zobrazení

hraje základní roli v analýze preferencí spotøebitele a teorie poptávky.

Ná¹ dal¹í pøedpoklad je monotonie neboli þvíce je lépeÿ tj.

g(x) 2 P \ S

l�1

= int(S

l�1

+

) pro v¹echna x 2 P: (4.13)

Tedy 4.13 znamená, ¾e v¹echny parciální derivace

�u

�x

i

jsou kladné.

Na¹e tøetí hypotéza je konvexnost a to opìt v silném a diferencovatelném tvaru.

Pro x 2 P je derivace Dg(x) lineární zobrazení z R

l

do kolmé nadroviny g(x)

?

k

vektoru g(x). Mù¾eme pak uva¾ovat o g(x)

?

jako¾to o teèném prostoru T

g(x)

(S

l�1

)

nebo o teèné rovinì k indiferentní køivce. Pak restrikce Dg(x) z nadroviny g(x)

?

do

sebe je symetrické lineární zobrazení.

Restrikce Dg(x) z nadroviny g(x)

?

do sebe má záporné vlastní hodnoty: (4.14)

Ekvivalentní podmínka k 4.14 je

Druhá derivace D

2

u(x) jako¾to symetrická bilineární forma ome-

zená na teènou nadrovinu g(x)

?

k indiferentní køivce v bodì x je

negativnì de�nitní.

(4.15)

Ekvivalencimezi 4.14 a 4.15 lze ukázat následovnì: buï Du(x) : R

l

! R buï první

derivace funkce u v bodì x s jádrem oznaèeným Ker (Du(x)). Pak máme v � g(x) =

Du(x)(v)

jjgradu(x)jj

. Dále v 2 Ker (Du(x)) právì tehdy, kdy¾ v � gradu(x) = 0 tj. v � g(x) = 0 tj.

v 2 g(x)

?

. Nech» v

1

; v

2

2 Ker (Du(x)). Pak v

1

� g(x) =

Du(x)(v

1

)

jjgradu(x)jj

. Derivujeme-li obì

strany podle x, máme

v

1

�Dg(x) =

D

2

u(x)(v

1

)jjgradu(x)jj �

=0

z }| {

Du(x)(v

1

)D (jjgradu(x)jj)

jjgradu(x)jj

2

:

Tedy v

1

�Dg(x) =

D

2

u(x)(v

1

)

jjgradu(x)jj

:

Pøipomeòme následující dvì tvrzení z lineární algebry ([5]).

Tvrzení 2.1 Buï A matice nad tìlesem T , majících n vlastních hodnot (ne nutnì

navzájem rùzných). Pak matice A je podobná Jordanovì matici.
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Tvrzení 2.2 Buï f

2

regulární kvadratická forma na reálném vektorovém prostoru

V

n

a buï A její matice vzhledem k bázi M prostoru V

n

. Oznaème D

i

; i = 1; : : : ; n

determinant dílèí submatice matice A, která vznikne z matice A vynecháním posled-

ních n� i øádkù a posledních n� i sloupcù. Pak f

2

je pozitivnì de�nitní, právì kdy¾

D

i

> 0; i = 1; : : : ; n.

Dále je vhodné si uvìdomit, ¾e forma f

2

je pozitivnì de�nitní, právì kdy¾ �f

2

je

negativnì de�nitní.

Nyní mù¾eme dokonèit dùkaz ekvivalence podmínek 4.14 a 4.15. Toti¾, má-li ma-

tice Dg(x) v¹echny vlastní hodnoty záporné, má v odpovídající bázi Jordanùv (troj-

úhelníkový) tvar B tak, ¾e na diagonále jsou záporná èísla. Polo¾me A := �B. Pak

A má na diagonále pouze kladná èísla a dle 2.2 je odpovídající forma k A pozi-

tivnì de�nitní, tj. odpovídající forma k Dg(x) negativnì de�nitní. Obrácenì, buï

forma

D

2

u(x)

jjgradu(x)jj

negativnì de�nitní, � vlastní èíslo matice Dg(x) a v pøíslu¹ný nenu-

lový vlastní vektor. Pak

�(v � v) = v � (�v) = v � (Dg(x)v) =

D

2

u(x)(v; v)

jjgradu(x)jj

< 0:

Tedy � < 0, co¾ se mìlo dokázat. Uka¾me následující tvrzení.

Tvrzení 2.3 Pokud funkce u¾iteènosti u : P ! R splòuje 4.14, je nutnì u

�1

([c;1))

þostøeÿ konvexní pro v¹echna c 2 R.

Uká¾eme, ¾e minimum funkce u na ka¾dém intervalu nemù¾e nastat ve vnitøku

tohoto intervalu. Pøesnìji, nech» x; x

0

2 P tak, ¾e u(x) � c, u(x

0

) � c. Nech» dále

S = fy : y = �x + (1 � �)x

0

; 0 < � < 1g je odpovídající interval s krajními body

x; x

0

2 P . Nech» dále x

�

= �

�

x + (1 � �

�

)x

0

; 0 < �

�

< 1 je bod minima pro funkci

u na S. Pak x

�

= x

0

� �

�

(x

0

� x). Navíc Du(x

�

)(v) = 0 pro v = x

0

� x. Proto¾e x

�

je bod minima, nutnì D

2

u(x

�

)(v; v) � 0. To je v¹ak spor 4.15, ¾e D

2

u(x

�

) < 0 na

Ker (Du(x

�

)). Je proto u vìt¹í ne¾ c na S.

Závìreèná podmínka na funkci u je hranièní podmínka a jejím dùsledkem je zba-

vení se pøípadných problémù spojených s hranicí podprostoru R

l

+

:

Indiferentní køivka u

�1

(c) je uzavøená v R

l

pro v¹echna c.

(4.16)

To lze interpretovat jako¾to podmínku, ¾e úèastník si pøeje vlastnit od ka¾dé

komodity alespoò nìco. Je napøíklad pou¾ita v práci [6] (1959).

Odvoïme si nyní funkci poptávky od funkce u¾iteènosti úèastníka. Pøedpokládejme

proto, ¾e máme dán cenový systém p 2 intR

l

+

= P a vektor bohatství w 2 R

+

. Tato

de�nice R

+

je vhodná aèkoliv ne zcela dùsledná. Uva¾ujme dále rozpoètovou mno¾inu
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B

p;w

= fx 2 P : p�x = wg. Mù¾eme pak za B

p;w

pova¾ovat za mno¾inu komodit, které

získáme za ceny p pro bohatství w. Poptávka f(p;w) je komoditní svazek maximali-

zující u¾iteènost na mno¾inì B

p;w

. Poznamenejme, ¾e B

p;w

je ohranièená a neprázdná

a tedy funkce u omezená na B

p;w

má kompaktní indiferentní køivky. Zejména tedy

má funkce u na B

p;w

maximum, které je jediné dle pøedpokladu konvexity 4.14 a dle

2.3.

Je tedy x = f(p;w) poptávka na¹eho úèastníka pøi cenách p a bohatství w. Pøitom

je vidìt, ¾e poptávka je spojité zobrazení f : intR

l

+

! R

+

! P . Tedy x = f(p;w) je

maximum funkce u na B

p;w

, derivace Du(x) omezená na B

p;w

je nulová neboli platí

g(x) =

p

jjpjj

. Z de�nice p � f(p;w) = w a f(�p; �w) = f(p;w) pro v¹echna � > 0.

Celkem pak:

Tvrzení 2.4 Individuální poptávka je spojité zobrazení f : intR

l

+

! R

+

! P a

splòuje

1. g(f(p;w)) =

p

jjpjj

,

2. p � f(p;w) = w,

3. f(�p; �w) = f(p;w) pro v¹echna � > 0.

Dále uká¾eme následující známou skuteènost [7].

Tvrzení 2.5 Funkce poptávky je tøídy C

1

. Obecnì, funkce poptávky je stejné tøídy

C

r

jako¾to funkce g.

Poznamenejme nejprve, ¾e z tvrzení 2.4 máme zobrazení

' : P ! (intS

l�1

+

)�R

+

; '(x) = (g(x); x � g(x));

co¾ je inverzní zobrazení k restrikci f na mno¾inu (intS

l�1

+

)�R

+

. Proto¾e ' je tøídy

C

1

, bude f tøídy C

1

dle vìty o implicitní funkci 1.4, pokud derivace D'(x) je regulární

pro v¹echna x 2 P .

Abychom ukázali, ¾e D'(x) je regulární, staèí ovìøit, ¾e D'(x)(�) = 0 implikuje

� = 0. Nech» tedy � 2 R

l

. Pak

D'(x)(�) = (Dg(x)(�); � � g(x) + x �Dg(x)(�)) :

Je-li tedy D'(x)(�) = 0 , pak Dg(x)(�) = 0 tj. � 2 KerDg(x). Ale i � � g(x) = 0

tj. � 2 g(x)

?

. Zároveò víme z 4.14 ¾e restrikce Dg(x) z nadroviny g(x)

?

je regulární

tj. KerDg(x) \ g(x)

?

= f0g. Tedy � = 0.

Z vý¹e uvedeného okam¾itì plyne, ¾e mù¾eme psát R

l

= KerDg(x) � g(x)

?

tj.

ka¾dý vektor z R

l

lze jednoznaènì zapsat jako¾to � = �

1

+�

2

, �

1

�g(x) = 0, Dg(x)(�

2

) =

0.
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Mù¾emepak orientovat pøímkuKerDg(x) tak, ¾e øekneme, ¾e vektor � 2 KerDg(x)

je pozitivní, pokud � � g(x) > 0. Zároveò máme: proto¾e Dg(x) je v¾dy regulární, je

i køivka g

�1

(p) s p = g(x), p 2 S

l�1

+

pevné, regulární. Mluvíme pak o køivce rozvoje

pøíjmù. V bodì x 2 P je teèná pøímka k g

�1

(p) právì pøímka KerDg(x) (z de�nice).

Tuto køivku lze pak interpretovat jako¾to køivku poptávky rostoucí s bohatstvím

pøi pevných cenách. Mù¾eme pak uva¾ovat bohatství jako¾to funkci w : P ! R

de�novanou jako w(x) = x � g(x). Pak w je þostøeÿ rostoucí podél ka¾dé køivky

rozvoje pøíjmù. Skuteènì, køivka g

�1

(p) je diferencovatelnì parametrizovatelná podle

w.

Pøedpokládejme nyní, ¾e bohatství úèastníka pochází z obdaøení e z P a je funkcí

w = p � e ceny p. Poslední vlastnost poptávky je dána tvrzením:

Tvrzení 2.6 Buï p

i

posloupnost cenových vektorù le¾ící v intR

l

+

konvergující k p

�

2

�R

l

+

pro i!1. Pak jjf(p

i

; p

i

� e)jj ! 1 pro i!1.

Dùkaz. Nech» neplatí, ¾e jjf(p

i

; p

i

� e)jj ! 1 pro i ! 1. Pak pro nìjaké x

�

2 R

l

+

existuje vhodná podposloupnost i

j

, j = 1; 2; : : : ;1 tak, ¾e f(p

i

j

; p

i

j

� e) ! x

�

. Toti¾

pak v¹echny prvky f(p

i

j

; p

i

j

�e) le¾í v nìjaké kompaktní kouli tj. z této posloupnosti lze

vybrat konvergentní podposloupnost. Mù¾eme tedy v dal¹ím bez újmy na obecnosti

pøedpokládat, ¾e posloupnost f(p

i

; p

i

� e) ! x

�

. Pro ka¾dé i polo¾me w

i

= p

i

� e.

Pak e 2 B

p

i

;w

; tj. u(f(p

i

; p

i

� e)) � u(e). Speciálnì f(p

i

; p

i

� e) 2 u

�1

([u(e);1)). Z

uzavøenosti mno¾iny u

�1

([u(e);1)) pak nutnì x

�

2 u

�1

([u(e);1)). Dle 4.16 máme,

¾e x

�

2 P . Proto je g(x

�

) de�nováno a rovno p

�

. Ale proto¾e p

�

2 �R

l

+

dostáváme

spor s na¹ím pøedpokladem monotonie 4.13.

Ekonomika úplné smìny sestává z: m úèastníkù se stejným prostorem komodit

P . Úèastník i pro i = 1; : : : ;m má preference reprezentovány funkcí u¾iteènosti u

i

:

P ! R splòující podmínky 4.12, 4.13, 4.14 a 4.16. Zároveò pøedpokládejme, ¾e ka¾dý

úèastník i má k dispozici obdaøení e

i

2 P . Tedy pro cenový systém p

i

2 R

l

+

� f0g je

bohatství úèastníka i rovno p � e

i

.

Obrázek 4.4: Funkce u¾itku a poptávka
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Mù¾eme pak interpretovat tento model jako¾to ekonomii smìny, ve které se ka¾dý

úèastník pokou¹í smìnit své obdaøené komodity za svazek komodit, který by zvý-

¹il jeho uspokojení pøi omezení daným rozpoètem. Pojem ekonomiky lze pøedstavit

následovnì:

Stav ekonomiky se skládá z alokace x 2 P

m

, x = (x

1

; : : : ; x

m

) a cenového systému

p

i

2 S

l�1

+

. Alokace se nazývá pøípustná, pokud

P

x

i

=

P

e

i

. Tedy celkové zásoby

ekonomiky ukládají omezení na alokace; neexistuje produkce. Stav (x; p) 2 P

m

�S

l�1

+

se nazývá konkurenèní (Walrasovùv) rovnová¾ný stav, pokud splòuje podmínky (A) a

(B):

(A)

P

x

i

=

P

e

i

.

co¾ není nic jiného, ne¾ podmínka pøípustnosti.

(B) Pro v¹echna i, x

i

maximalizuje u

i

na mno¾inì zásob fy 2 P : p � y = p � e

i

g tj. x

i

= f(p; p � e

i

).

Poznamenejme, ¾e podmínka (B) se nezmìní (díky monotonii funkce u

i

), jestli¾e

mno¾inu zásob nahradíme mno¾inou fy 2 P : p � y � p � e

i

g. Dále pøipomeòme, ¾e

podmínku (B) lze nahradit podmínkami (B1) a (B2):

(B1) p � x

i

= p � e

i

pro v¹echna i.

(B2) Pro v¹echna i, g

i

(x

i

) = p

i

.

Vìta 2.7 Buï dána ekonomika úplné smìny tj. m obchodníkù s obdaøeními e

i

, 1 �

i � m a preferencemi reprezentovanými funkcemi u¾iteènosti u

i

: P ! R splòujícími

podmínky 4.12, 4.13, 4.14 a 4.16. Pak existuje rovnová¾ný stav ekonomiky tj. mù¾eme

najít x

i

2 P , 1 � i � m a cenový vektor p 2 S

l�1

+

splòující (A) a (B).

Pøeveïme podmínky (A) a (B) do problému poptávky a nabídky. Buï tedy S :

R

l

+

� f0g ! R

l

+

konstantní zobrazení, S(p) =

P

e

i

. Podobnì klademe D : intR

l

+

�

f0g ! R

l

+

D(p) =

P

f

i

(p; p � e

i

), kde f

i

(p; p � e

i

) je poptávka urèená funkcí u

i

. De-

�nujme nadbytek poptávky Z : intR

l

+

� f0g ! R

l

pøedpisem Z(p) = D(p) � S(p).

Poznamenejme, ¾e rovnová¾né podmínky (A) a (B) jsou splnìny pro vektor (x; p)

právì tehdy, kdy¾ Z(p) = 0 a x

i

= f

i

(p; p � e

i

). Budeme aplikovat vìtu 1.10. Ovìøme,

¾e jsou splnìny podmínky 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11. Evidentnì, Z je spojitá funkce, Z je

homogenní, proto¾e jak S tak D jsou homogenní funkce, Z splòuje slabý Walrasùv

zákon. Toti¾ zejména pro p 2 intR

l

+

máme

p � Z(p) = p �D(p) � p � S(p) =

X

p � f

i

(p; p � e

i

)�

X

p � e

i

=

X

(p � x

i

� p � e

i

) = 0:

Ovìøme podmínku 4.11. Máme ukázat, ¾e p

k

! p 62 intR

l

+

implikuje

P

l

j=1

Z

j

(p

k

) !

1: Ale to je právì tehdy, kdy¾

P

j

P

i

f

i

(p

k

; p

k

� e

i

)

j

! 1. Z tvrzení 2.6 máme, ¾e

pro ka¾dé i platí jjf

i

(p

k

; p

k

� e

i

)jj ! 1 pro k ! 1 tj.

P

l

j=1

(f

i

(p

k

; p

k

� e

i

)

j

)

2

! 1:

Z nezápornosti f

i

pak nutnì i

P

l

j=1

f

i

(p

k

; p

k

� e

i

)

j

!1: Celkem pak

P

j

P

i

f

i

(p

k

; p

k

�

e

i

)

j

!1. Tedy existuje cenový vektor p

�

2 intR

l

+

tak, ¾e Z(p

�

) � 0. Z vìty 1.8 pak

nutnì Z(p

�

) = 0.
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Vìnujme se nyní ekonomice úplné smìny takové, ¾e budeme pøedpokládat pouze

spojité preference. Uva¾me nyní preference na celém prostoru komodit R

l

+

reprezen-

tované spojitými funkcemi u : R

l

+

! R. Nahraïme podmínky 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11

následujícím podmínkami:

Funkce u : R

l

+

! R je spojitá: (4.17)

u(�x+ (1� �)x

0

) > c; pokud u(x); u(x

0

) � c a 0 < � < 1: (4.18)

Pøedpokládejme dále, ¾e ka¾dý obchodník má k dispozici, kromì preferenèní funkce

u

i

, obdaøení e

i

2 P . Zejména tedy má k dispozici kladné mno¾stí ka¾dé komodity.

Vìta 2.8 Jsou-li dány preferenèní funkce u¾itku u

i

: R

l

+

! R, 1 � i � m splòující

4.17, 4.18 a obdaøení e

i

2 P , 1 � i � m, existuje pak rovnová¾ný stav þvolného

pou¾itíÿ (x

�

; p

�

). Tedy

1.

P

i

x

�

i

�

P

i

e

i

, a

2. Pro v¹echna i, x

�

i

maximalizuje u

i

na mno¾inì zásob fx

i

2 R

l

+

: p

�

�x

i

� p

�

� e

i

g.

Dùkaz. Ne¾ budeme konstruovat funkci poptávky, zbavíme se èásti komoditního

prostoru blízké nekoneènu. Pøesnìji, vyberme reálné èíslo c > jj

P

i

e

i

jj a polo¾meX

c

=

D

c

\R

l

+

. De�nujme dále pøidru¾enou funkci fale¹né poptávky

^

f

i

: (R

l

+

�f0g�R

l

+

! X

c

)

následovnì:

^

f

i

(p;w) := x

0

; u(x

0

) = maxfu

i

(x) : x 2

^

B

p;w

g;

kde

^

B

p;w

= fx 2 X

c

: p � x � wg. Proto¾e je mno¾ina

^

B

p;w

kompaktní, konvexní a

neprázdná, okam¾itì plyne z þostréÿ konvexity u

i

, ¾e je funkce

^

f

i

(p;w) dobøe de�no-

vaná.

Vìta 2.9 Funkce fale¹né poptávky

^

f

i

: (R

l

+

� f0g � R

l

+

! X

c

) je spojitá, je ho-

mogenní tj.

^

f

i

(�p; �w) =

^

f

i

(p;w) pro v¹echna � > 0 a p �

^

f

i

(p;w) � w. Záro-

veò, pokud jj

^

f

i

(p;w)jj < c, pak maximum f

i

(p;w) funkce u

i

existuje na mno¾inì

B

p;w

= fx 2 R

l

+

: p � x � wg ( pravdivá poptávka) a navíc platí f

i

(p;w) =

^

f

i

(p;w).

Dùkaz. Je evidentní, ¾e funkce fale¹né poptávky

^

f

i

je spojitá, je homogenní a p �

^

f

i

(p;w) � w.

Uká¾eme zbývající èást vìty. Nech» x̂

i

=

^

f

i

(p;w) tak, ¾e jj

^

f

i

(p;w)jj < c. Uva¾me

x

i

2 B

p;w

tak, ¾e u

i

(x

i

) � u

i

(x̂

i

). Nech» S = fy : y = �x

i

+ (1 � �)x̂

i

; 0 < � < 1g je

odpovídající interval s krajními body x

i

; x̂

i

. Pro v¹echna x

0

i

6= x̂

i

na mno¾inì S \X

c

máme u

i

(x

0

i

) > u

i

(x̂

i

) z þostréÿ konvexity, co¾ je spor s výbìrem x̂

i

jako¾to bodu

maxima funkce fale¹né poptávky.
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Nyní de�nujme funkce

^

D(p) =

P

i

^

f

i

(p; p � e

i

), S(p) =

P

i

e

i

a

^

Z : R

l

+

� f0g ! R

l

jako¾to

^

Z(p) :=

^

D(p) � S(p). Pak evidentnì

^

Z splòuje slabý Walrasùv zákon a tedy

dle vìty 1.9 existuje cenový vektor p tak, ¾e

^

Z(p) = 0. Polo¾íme-li tedy x̂

i

=

^

f

i

(p;w),

máme

P

i

x̂

i

=

P

i

e

i

a jj

^

f

i

(p;w)jj < c. Tedy dle 2.9 je nutnì x̂

i

=

^

f

i

(p;w) = f

i

(p;w) =

x

i

. Zejména je tedy vektor (x

1

; : : : ; x

m

; p) rovnová¾ným stavem þvolného pou¾itíÿ

ekonomiky úplné smìny.

Pøedpokládejme nyní, ¾e funkce u¾itku u

i

: R

l

+

! R splòuje následující

Podmínka nenasycenosti: Funkce u

i

: R

l

+

! R nemá maximum.

Pak mù¾eme bez újmy na obecnosti tvrdit, ¾e vektor komodit f

i

(p;w) = x

i

splòuje

dokonce rovnost p � f

i

(p;w) = w. Jinak bychom toti¾ mohli vybrat komoditní vektor

x

�

i

2 R

l

+

mimo B

p;w

tak, ¾e u

i

(x

�

i

) > u

i

(x̂

i

), co¾ je opìt spor podmínky þostréÿ

konvexity a výbìrem x

i

jako¾to bodu maxima na B

p;w

. Celkem tedy dostaneme, ¾e

pro obvyklou funkci nadbytku poptávky Z(p) platí Walrasùv zákon v rovnová¾ném

stavu.

3 Paretova optimalita

Budeme nyní pracovat na nìjaké otevøené mno¾inì W � R

n

a funkcemi tøídy C

2

u

i

: W ! R, 1 � i � m. Mù¾eme pak W pova¾ovat za prostor stavù nìjakého

sdru¾ení, pøièem¾ èlenové tohoto sdru¾ení mají preference reprezentované funkcemi

u¾itku u

i

. Bod x 2 W se nazývá Paretovým optimem, pokud neexistuje ¾ádný prvek

y 2 W tak, ¾e u

i

(y) � u

i

(x) pro v¹echna i a pro nìjaké i

0

u

i

0

(y) > u

i

0

(x). O takovém

y øíkáme, ¾e dominuje stav x. Je-li m = 1, je Paretovo optimum právì obyèejné

maximum. Bod x 2 W je lokální Paretovo optimum, jestli¾e existuje okolí N bodu

x a x je Paretovo optimum pro funkce u¾itku u

i

: W ! R, 1 � i � m omezené

na okolí N . Bod x 2 W se nazývá silné Paretovo optimum, jestli¾e y 2 W splòuje

u

i

(y) � u

i

(x) pro v¹echna i, pak nutnì x = y. Podobnì, bod x 2 W se nazývá lokální

silné Paretovo optimum, jestli¾e existuje okolíN bodu x a x je silné Paretovo optimum

pro funkce u¾itku u

i

: W ! R, 1 � i � m omezené na okolí N . Poznamenejme, ¾e

tyto de�nice lze zavést obecnì, napø. pro libovolnou podmno¾inu W � R

n

.

Vìta 3.1 Buï u

i

: W ! R, 1 � i � m, funkce tøídy C

2

, kde W je otevøená

podmno¾ina R

n

. Je-li x 2 W lokální Paretovo optimum, existují nezáporná èísla

�

1

; : : : ; �

m

� 0, alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

X

i

�

i

Du

i

(x) = 0: (4.19)

Pokud navíc platí, ¾e

X

i

�

i

D

2

u

i

(x) je negativnì de�nitní na h�

1

Du

1

(x); : : : ; �

m

Du

m

(x)i

?

; (4.20)
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je x bod lokálního silného Paretova optima.

Poznamenejme, ¾e polo¾íme-li m = 1, n = 1, je vìta 3.1 standardní vìta ma-

tematické analýzy funkcí jedné promìnné pro maximum. Je-li m = 1 a n libovolné,

jedná se o pøípad maxima funkce více promìnných.

Vìta 3.2 Stiemkeho vìta Proto, aby systém lineárních rovnic Ax = 0 mìl kladné

øe¹ení x > 0; x 2 R

m

je nutné a dostateèné, aby byl prùnik mno¾in fA

T

p : p 2 R

n

g a

R

m

+

� f0g prázdný.

Vìta 3.3 Tuckerova vìta Systém lineárních rovnic Ax = 0; x � 0 a systém lineár-

ních nerovnic A

T

p � 0 mají v¾dy dvojici øe¹ení (x; p) takovou, ¾e A

T

p + x > 0.

Dùkaz vìty 3.1. Nech» Pos = fv 2 R

m

: v = (v

1

; : : : ; v

m

); v

i

� 0g, Pos pøíslu¹ný

uzávìr. Pøitom u = (u

1

; : : : ; u

m

) : W ! R

m

. Buï x lokální Paretovo optimum a

pøedpokládejme, ¾e ImDu(x)\Pos 6= ;. Pak existuje v 2 R

n

tak, ¾e Du(x)(v) 2 Pos.

Dále buï �(t) køivka zaèínající v x, obsa¾ená ve W taková, ¾e �

0

(0) = v. Pak, z

Taylorova rozvoje funkcí u

i

, dostáváme, ¾e existuje t

0

tak, ¾e pro v¹echna i a t � t

0

je

u

i

(�(t)) = u

i

(�(0))+tDu(x)(v)

i

+R

1

(t)

i

, kde

R

1

(t)

t

! 0 pro t! 0, Du(x)(v)

i

> R

1

(t)

i

tj. u

i

(�(t)) > u

i

(�(0)) = u

i

(x) tj. x není Paretovo lokální optimum. Nutnì tedy

ImDu(x) \ Pos = ;.

Pøedpokládejme nyní, ¾e rovnice ��Du(x) = 0 má pouze triviální nezáporné øe¹ení.

Pak dle 3.3 platí, ¾e existuje vektor v 2 R

n

tak, ¾e Du(x)(v) 2 Pos, co¾ není mo¾né.

Tedy rovnice � � Du(x) = 0 má netriviální nezáporné øe¹ení, èím¾ je dokázána první

èást vìty.

Uka¾me vý¹e uvedené pøímo pomocí aparátu lineárního programování:

Primární úloha

max

P

m

i=1

�

i

za podmínek (PU)

(Du

1

(x); : : : ;Du

m

(x)) �

0

B

B

@

�

1

.

.

.

�

m

1

C

C

A

= 0

�

i

� 0
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a duální úloha

min

P

n

j=1

0 � v

j

za podmínky (DU)

(v

1

; : : : ; v

n

) � (Du

1

(x); : : : ;Du

m

(x)) �

0

B

B

@

1

.

.

.

1

1

C

C

A

:

Proto¾e v¹ak primární úloha je neomezená právì tehdy, kdy¾ existuje netriviální

nezáporný vektor � splòující � �Du(x) = 0 a duální úloha nemá pøípustné øe¹ení právì

tehdy, kdy¾ ImDu(x) \ Pos = ;, máme z vìty o dualitì první èást na¹í vìty.

Pøedpokládejme nyní, ¾e druhá èást na¹í vìty platí pro pøípad �

i

> 0, 1 � i � m

a uva¾me obecný pøípad. Pøeèíslujme indexy tak, ¾e �

i

> 0, 1 � i � k, �

i

= 0,

k + 1 � i � m. Pak podmínky 4.19 a 4.20 jsou tyté¾ pro optimalizaci u

1

; : : : ; u

m

v

bodì x a optimalizaci u

1

; : : : ; u

k

v bodì x. Proto¾e ale dle pøedpokladu je vìta platná

v tomto pøípadì, je x lokální silné Paretovo optimum v bodì x pro funkce u

1

; : : : ; u

k

.

Je tedy x lokální silné Paretovo optimum v bodì x pro funkce u

1

; : : : ; u

m

.

Staèí se tedy omezit na dùkaz pøípadu, kdy jsou v¹echna �

i

kladná. Pøedpoklá-

dejme pro jednoduchost, ¾e bod x je poèátek R

n

a ¾e u(x) = 0 2 R

m

. Mù¾eme tedy

v dal¹ím volnì pou¾ívat oznaèení x pro libovolný bod z W . Zejména tedy podmínka,

¾e 0 2 W je bod lokálního silného Paretova optima, je ekvivalentní podmínce, ¾e

existuje okolí N poèátku 0 ve W tak, ¾e (u(N) � f0g) \ Pos = ;. Uká¾eme tedy, ¾e

existuje takovéto okolí N .

Oznaème K = KerDu(0) jádro lineárního zobrazení Du(0) a K

?

jeho ortogonální

doplnìk.

Lemma 3.4 Existují reálná èísla r; � > 0 tak, ¾e pokud jjxjj < r, x = (x

1

; x

2

),

x

1

2 K, x

2

2 K

?

a jjx

2

jj � �jjx

1

jj, pak platí pro nenulové x nerovnost � � u(x) < 0.

Dùkaz.Nech»H =

P

i

�

i

D

2

u

i

(0). Proto¾e H je negativnì de�nitní na K, je H(x; x) �

��jjxjj

2

pro nìjaké vhodné kladné èíslo � a pro v¹echny vektory x 2 K (toti¾ staèí se

omezit na jednotkovou kouli v K, tam má funkceH maximum, které je nutnì záporné

a rovno ��).

Nech» nyní x 2 R

n

, x = (x

1

; x

2

), x

1

2 K, x

2

2 K

?

. Pak mù¾eme psát H(x; x) =

H(x

1

; x

1

)+2H(x

1

; x

2

)+H(x

2

; x

2

). Ale víme, ¾e jH(x

1

; x

2

)j � Cjjx

1

jj�jjx

2

jj a jH(x

2

; x

2

)j �

C

1

jjx

2

jj � jjx

2

jj pro vhodné nezáporné konstanty C a C

1

.

Mù¾eme tedy vybrat vhodná dostateènì malá kladná èísla �; � tak, ¾e pokud

jjx

2

jj � �jjx

1

jj, pak H(x; x) � ��jjxjj

2

. Aplikujeme-li Taylorovu vìtu o rozvoji pro

jjxjj < r, u(x) = Du(0)(x) + D

2

u(0)(x; x) + R

3

(x), kde j� � R

3

(x)j <

�

2

jjxjj

2

. Pak

� � u(x) = � �Du(0)(x) + � �D

2

u(0)(x; x) + � �R

3

(x) � ��jjxjj

2

+ � �R

3

(x) < 0.
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Oznaème nyní J = ImDu(0) a pi¹me pro u 2 R

m

jako u = (u

a

; u

b

), u

a

2 J ,

u

b

2 J

?

.

Lemma 3.5 Jsou-li dána reálná èísla � > 0 a � > 0, existuje reálné èíslo s > 0 tak,

¾e pokud jjxjj < r, x = (x

1

; x

2

), x

1

2 K, x

2

2 K

?

a jjx

2

jj � �jjx

1

jj, pak nerovnost

jju

b

(x)jj � �jju

a

(x)jj.

Dùkaz. Restrikce Du(0)

K

?
: K

?

! ImDu(0) zobrazení Du(0) : R

n

! ImDu(0) je

lineární izomor�smus. Toti¾, je-li Du(0)(x) = Du(0)(y) je nutnì Du(0)(x � y) = 0

t.j. x � y 2 K \ K

?

= f0g tj. x = y. Nech» z 2 ImDu(0). Pak existuje x 2 R

n

tak, ¾e Du(0)(x) = z. Ale x = x

1

+ x

2

, x

1

2 K, x

2

2 K

?

. Tedy z = Du(0)(x) =

Du(0)(x

1

) + Du(0)(x

2

) = 0 + Du(0)(x

2

).

Zároveò poznamenejme, ¾e pro ka¾dý lineární izomor�smus v euklidovském pro-

storu existují kladné konstanty k

1

; k

2

> 0 tak, ¾e

k

1

jjxjj � jjF (x)jj � k

2

jjxjj

pro v¹echna x. Speciálnì tedy existují kladné konstanty c

1

; c

2

> 0 tak, ¾e

jjDu(0)(x)jj = jjDu(0)(x

2

)jj � c

1

jjx

2

jj pro v¹echna x = x

1

+ x

2

� cjjxjj pokud jjx

2

jj � �jjx

1

jj:

Rozviòme u(x) do Taylorovy øady. Pak

u

a

(x) + u

b

(x) = u(x) = Du(0)(x) +R(x):

Pøitom pro � > 0 mù¾eme pøedpokládat, ¾e jjR(x)jj � �jjxjj pro jjxjj < s, s > 0

vhodné reálné èíslo. Pøitom R(x) = R

a

(x) +R

b

(x), R

a

(x) 2 J , R

b

(x) 2 J

?

. Tedy

jju

a

(x)jj = jjDu(0)(x) +R

a

(x)jj � jjDu(0)(x)jj � jj �R

a

(x)jj � (c� �)jjxjj

a

jju

b

(x)jj = jjR

b

(x)jj � �jjxjj:

Zvolme � tak, ¾e

�

c��

< �. Pak jju

b

(x)jj � �jju

a

(x)jj.

Dokonèeme nyní dùkaz vìty 3.1. Vyberme � z lemma 3.5 tak, ¾e pokud jju

b

(x)jj �

�jju

a

(x)jj, pak u(x) =2 Pos � f0g.

Uká¾eme nyní, ¾e rovnice � � Du(x) = 0 má kladné øe¹ení právì tehdy, kdy¾

ImDu(0) \ Pos = ;.

Uka¾me vý¹e uvedené pomocí aparátu lineárního programování:

Primární úloha
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max�

j

za podmínek (PU

j

)

(Du

1

(x); : : : ;Du

m

(x)) �

0

B

B

@

�

1

.

.

.

�

m

1

C

C

A

= 0

�

i

� 0

a duální úloha

max

P

n

j=1

0 � v

j

za podmínky (DU

j

)

(v

1

; : : : ; v

n

) � (Du

1

(x); : : : ;Du

m

(x)) � (0 : : :

j

z}|{

1 0):

Proto¾e v¹ak v¹echny primární úlohy (PU

j

) jsou neomezené právì tehdy, kdy¾

existuje netriviální kladný vektor � splòující � � Du(x) = 0 a v¹echny duální úlohy

(DU

j

) nemají pøípustná øe¹ení právì tehdy, kdy¾ ImDu(0)\Pos = f0g, máme z vìty

o dualitì na¹e tvrzení o prùniku ImDu(0) \ Pos.

Vyberme tedy kruh se støedem 0 a polomìrem r

0

< min(r; s), r z lemmatu 3.4 a s

z lemmatu 3.5, � z lemmatu 3.5 dle lemmatu 3.4. Nutnì pak u(x) =2 Pos�f0g pokud

jjxjj < r

0

tj. 0 je bod lokálního silného Paretova optima.

Pøejdìme nyní k roz¹íøení vìty 3.1 o podmínky omezení. Jsou tedy funkce tøídy

C

2

u

1

; : : : ; u

m

de�novány na nìjaké otevøené mno¾inì W � R

l

spolu s omezeními

danými podmínkami tvaru g

�

(x) � 0, � = 1; : : : ; k, kde g

�

: W ! R je funkce tøídy

C

2

. Mù¾eme vyjádøit tento problém jako¾to hledání optima restrikcí funkcí u

1

; : : : ; u

m

na mno¾inì W

0

� R

l

, W

0

= fx 2 W : g

�

(x) � 0; � = 1; : : : ; kg.

Vìta 3.6 Buï u

i

: W

0

! R, 1 � i � m, funkce jako vý¹e uvedeno, x 2 W

0

lokální

Paretovo optimum. Pak existují nezáporná èísla �

1

; : : : ; �

m

� 0, �

1

; : : : ; �

k

� 0,

alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

X

i

�

i

Du

i

(x) +

X

�

�

�

Dg

�

(x) = 0; (4.21)

pøièem¾ �

�

= 0 pro g

�

(x) 6= 0.

Pokud navíc platí, ¾e

P

i

�

i

D

2

u

i

(x) +

P

�

�

�

D

2

g

�

(x) je negativnì de�nitní na

h�

1

Du

1

(x); : : : ; �

m

Du

m

(x); �

1

Dg

1

(x); : : : ; �

k

Dg

k

(x)i

?

; (4.22)

je x bod lokálního silného Paretova optima.
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Dùkaz. Abychom dokázali první èást vìty, pøedpokládejme (bez újmy na obecnosti),

¾e g

�

(x) = 0 právì pro v¹echna � = 1; : : : ; k a de�nujme zobrazení ' : W ! R

m+k

pøedpisem ' = (u

1

; : : : ; u

m

; g

1

; : : : ; g

k

). Tvrdíme pak, ¾e ImD'(x) \ Pos = ;. Ji-

nak by, analogicky jako v 3.1, existoval vektor v 2 R

l

tak, ¾e D'(x)(v) 2 Pos a

nech» �(t) buï køivka ve W splòující �(0) = x, �

0

(0) = v. Pro dostateènì malá �

je �(�) 2 W

0

a dominuje �(0) = x. Tedy x není lokální Paretovo optimum. Nutnì

tedy ImD'(x) \ Pos = ;. Existuje pak vektor (�

1

; : : : ; �

m

; �

1

; : : : ; �

k

) 2 Pos � f0g

normální k podprostoru ImD'(x), stejnì jako ve vìtì 3.1. Tím jsme dokázali první

èást vìty 3.6.

K dùkazu druhé èásti nejprve poznamenejme, ¾e z de�nice lokálního silného Pare-

tova optima plyne pro bod x 2 W

0

, ¾e pokud bod x je bodem lokálního silného

Paretova optima pro funkci ' na W , pak je i bodem lokálního silného Paretova op-

tima pro funkce u

1

, . . . , u

m

na W

0

. Ale z 3.1 víme, ¾e x je bodem lokálního silného

Paretova optima pro funkci ' na W .

Zakonèeme tento odstavec s nìkolika poznámkami:

1. Vìta 3.1 je speciální pøípad vìty 3.6 pro k = 0.

2. Pøedpokládejme, ¾e g

�

splòují podmínku nedegenerovanosti v bodì x 2 W

0

. Pak

je mno¾ina vektorù Dg

�

pro � takové, ¾e g

�

(x) = 0, lineárnì nezávislá tedy

speciálnì alespoò jedno �

i

je kladné.

3. Pokud je ve vìtì 3.6 m = 1, není první èást nic jiného ne¾ Kuhn-Tuckerova

vìta. Je-li navíc splnìna podmínka nedegenerovanosti, lze volit �

1

= 1.

4 Základní vìta ekonomiky blahobytu

Vra»me se nyní k ekonomice úplné smìny z odstavce 2. Pøitom funkce u¾iteènosti

u

i

: P ! R i�tého obchodníka, i = 1; : : : ;m splòují podmínku 4.12 tj. ¾e funkce

u

i

: P ! R je tøídy C

2

, podmínku monotonie 4.13 tj., ¾e g

i

(x) 2 P \ S

l�1

=

int(S

l�1

+

) pro v¹echna x 2 P , zde g

i

(x) =

gradu

i

(x)

jjgradu

(

x)jj

, kde gradu

i

=

�

�u

i

�x

1

; : : : ;

�u

i

�x

l

�

,

podmínku konvexnosti 4.14, ¾e restrikce Dg

i

(x) z nadroviny g

i

(x)

?

do sebe má záporné

vlastní hodnoty a nakonec je hranièní podmínku 4.16, ¾e Indiferentní køivka u

�1

i

(c)

je uzavøená v R

l

pro v¹echna c.

Nebudeme v¹ak pøedpokládat, ¾e bohatství úèastníka pochází z obdaøení e

i

z P a

je funkcí w

i

= p � e

i

ceny p. Budeme ale pøedpokládat, ¾e úplné zdroje na¹í ekonomiky

jsou dány pevným vektorem r 2 P .

Pak mno¾ina W dosa¾itelných alokací neboli stavù má tvar

W = fx 2 P

m

: x = (x

1

; : : : ; x

m

); x

i

2 P;

X

i

x

i

= rg:
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Funkce individuálního u¾itku u

i

: P ! R i-tého úèastníka nám indukuje zobrazení

v

i

:W ! R tak, ¾e v

i

(x) = u

i

(x

i

). Je pøirozené si klást otázku, jak vypadají Paretovì

optimální stavy pro funkce v

i

, i = 1; : : : ;m. Platí:

Vìta 4.1 Následující tøi podmínky na alokaci x 2 W vzhledem k indukovaným funk-

cím u¾itku v

i

:W ! R jsou ekvivalentní:

1. x je lokální Paretovo optimum.

2. x je lokální silné Paretovo optimum.

3. g

i

(x

i

) = p 2 S

l�1

+

pro v¹echna i.

Pøitom mno¾inu v¹ech takovýchto x oznaèíme �.

Dùkaz. Poznamenejme, ¾e evidentnì podmínka (2) implikuje podmínku (1). Uka¾me,

¾e (1) implikuje (3). Abychom to dokázali, staèí nám pouze pøedpokládat o funkcích

u

i

: P ! R, ¾e jsou tøídy C

1

.

Pøedpokládejme tedy, ¾e x 2 W je lokální Paretovo optimum.Z první èásti vìty 3.1

máme, ¾e existují nezáporná èísla �

1

; : : : ; �

m

� 0, alespoò jedno z nich nenulové tak,

¾e

P

i

�

i

Dv

i

(x) = 0 tj.

P

i

�

i

Du

i

(x

i

) = 0: Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e

napøíklad �

1

je kladné. Uva¾me nyní vektor x = (x

1

; : : : ; x

m

) 2 (R

l

)

m

tak, ¾e

P

i

x

i

=

0, tj. jedná se o teèný vektor kW . Je-li navíc speciálnì x = (x

1

; 0; : : : ; 0;

k

z }| {

�x

1

; 0; : : : ; 0),

máme pak

P

i

�

i

Du

i

(x

i

)(x

i

) = �

1

Du

1

(x

1

)(x

1

)� �

k

Du

k

(x

k

)(x

1

) = 0 pro v¹echna x

1

2

R

l

. Nutnì tedy, proto¾e Du

j

(x

j

) 2 P pro v¹echna j, �

1

je kladné, je i �

k

kladné a

�

1

Du

1

(x

1

) = �

k

Du

k

(x

k

): Po podìlení normou pak g

1

(x

1

) = g

k

(x

k

): Je tedy podmínka

(3) splnìna.

Abychom dokázali ekvivalenci tìchto tøí podmínek, zbývá ukázat, ¾e pokud x

splòuje podmínku (3), pak platí (2) tj. x je lokální silné Paretovo optimum.

Lemma 4.2 Buï u : P ! R funkce splòující 4.14. Pokud y 2 P , u(y) � u(x) a

x 6= y, pak Du(x)(y � x) > 0. Pak i y � g(x) > x � g(x).

Dùkaz. Pro 0 � t � 1 dle 2.3 je nutnì u(x) � u(x + t(y � x)). Nutnì tedy je její

derivace v bodì x nezáporná tj. platí (d=dt)u(x+t(y�x))j

t=0

� 0 tj. Du(x)(y�x) � 0.

Pøedpokládejme, ¾e Du(x)(y � x) = 0. Rozvojem v bodì x dostáváme u(x + t(y �

x)) = u(x) + 0 + D

2

u(x)(t(y � x); t(y� x))

| {z }

<0

+R

3

(t). Tedy pro dostateènì malá t je

u(x) > u(x+ t(y � x)), co¾ je spor s vý¹e uvedeným.

Chceme nyní ukázat, ¾e x je bod lokálního silného Paretova optima. Nech» nyní y je

takový bod, ¾e v

i

(x) � v

i

(y) pro v¹echna i. Chceme ukázat, ¾e x = y. Pøedpokládejme

opak. Pak pro nìjaké i

0

víme, ¾e platí y

i

0

�g

i

0

(x

i

0

) > x

i

0

�g

i

0

(x

i

0

). Polo¾me p = g

i

0

(x

i

0

).
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Pak p = g

i

(x

i

) pro v¹echna i. Tedy

P

i

y

i

� p >

P

i

x

i

� p. Ale proto¾e y 2 W , nutnì

P

i

y

i

= r =

P

i

x

i

tedy i

P

i

y

i

� p = r =

P

i

x

i

� p. Nutnì pak pro v¹echna i máme

x

i

= y

i

tj. x = y tj. x je silné Paretovo optimum.

Zaveïme nyní pojem rovnová¾ného stavu ekonomiky blahobytu. Øekneme, ¾e stav

(x; p) 2 W �S

l�1

+

je rovnová¾ným stavem ekonomiky blahobytu, jestli¾e i-tá projekce

x

i

je bodem maxima funkce u

i

na rozpoètové mno¾inìB

p;p�x

i

= fx 2 P : p �x = p �x

i

g.

Mno¾inu v¹ech rovnová¾ných stavù ekonomiky blahobytu budeme oznaèovat �. Z této

de�nice plyne, ¾e bod (x; p), x = (x

1

; : : : ; x

m

); x

i

2 P; p 2 S

l�1

+

le¾í v �, pokud platí:

(1

E

)

P

i

x

i

= r,

(2

E

) g

i

(x

i

) = p pro v¹echna i = 1; : : : ;m.

Máme-li navíc k dispozici údaje o individuálních obdaøeních e

i

2 P; i = 1; : : : ;m

tak, ¾e

P

i

e

i

= r, dostáváme Walrasùv rovnová¾ný stav

(3

E

) p � e

i

= p � x

i

, i = 1; : : : ;m.

Vìta 4.3 Mezi mno¾inami � a � existuje vzájemnì jednoznaèná korespondence � :

� ! � de�novaná pøedpisem �((x; p)) = x a � : � ! � de�nována následovnì:

�(x) = (x; g

1

(x

1

)).

Dùkaz. Evidentnì, � je korektnì de�novaná surjekce. Toti¾, vzorem prvku x je prvek

(x; g

1

(x

1

)). Uka¾me, ¾e je i injekce. Nech» �(x; p) = �(x; q). Pak nutnì p = g

1

(x

1

) = q.

V dal¹ím budeme o funkcích u¾itku u

i

pøedpokládat pouze, ¾e jsou tøídy C

2

.

Oznaème �

s

podmno¾inu mno¾iny W , která sestává z lokálních silných Paretových

optim.

Tvrzení 4.4 Je-li bod x 2 W bod lokálního optima pro indukované funkce u¾itku na

W , pak

1. existují nezáporná èísla �

1

; : : : ; �

m

� 0, alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

X

i

�

i

Du

i

(x) = 0;

co¾ implikuje, ¾e g

i

(x

i

) jsou nezávislé na i.

Pokud navíc platí, ¾e

2.

X

i

�

i

D

2

u

i

(x)(x

i

) je záporná na mno¾inì takových x; ¾e

P

i

x

i

= 0, x

i

�g

i

(x

i

) = 0 pro v¹echna i a pro jisté i

0

je x

i

0

6= 0, je x bod lokálního

silného Paretova optima tj. x 2 �

s

.
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Dùkaz. Stejnì jako ve vìtì 3.1 víme, ¾e ImDu(x) \ Pos = ;, tj. existuje vektor �

tak, ¾e rovnice � � Du(x) = 0 má netriviální nezáporné øe¹ení �, èím¾ je pomocí 4.1

dokázána první èást vìty. Polo¾me K = fx :

P

j

x

j

= 0; x

i

� g

i

(x

i

) = 0 pro v¹echna ig.

Pak K je vektorový podprostor a forma H =

P

i

�

i

D

2

u

i

(x) je negativnì de�nitní

na mno¾inì K. Platí pak zejména obdoba lemmat 3.4 a 3.5. Tedy pak nutnì máme

x 2 �

s

.

Studujme nyní situaci z vìty 4.1 pro prostory komodit s hranicí. Pøedpokládejme,

¾e ka¾dá funkce u¾itku u

i

: R

l

+

! R je restrikce funkce tøídy C

2

na nìjaké otevøené

mno¾inì obsahující mno¾inu R

l

+

. Speciálnì pak máme de�novány derivace Du

i

(x) a

D

2

u

i

(x) na hranici �R

l

+

a podmínky 4.13 a 4.14 mají smysl i pro hranièní body.

Buï r 2 intR

l

+

vektor celkových zásob. Polo¾me dále W

0

= fx : x 2 R

lm

+

;

P

j

x

j

=

rg. Pak W

0

je prostor pøípustných stavù na¹í ekonomiky úplné smìny. Buï dále W

relativní okolí mno¾iny W

0

vzhledem k mno¾inì W

r

= fx : x 2 R

lm

;

P

j

x

j

= rg tak,

¾e funkce v

i

: W ! R jsou zde de�novány jako¾to v

i

(x) = u

i

(x

i

), i = 1; : : : ;m. Nech»

jsou dále funkce omezení g

k

i

: W ! R urèeny pøedpisem g

k

i

(x) = x

k

i

. Pak nalezení

optima ve W

0

je ekvivalentní nalezení optima pro funkce v

i

: W ! R s omezeními

g

k

i

(x) � 0.

Vìta 4.5 Nech» funkce u

i

: R

l

+

! R splòují

g

i

(x

i

) =

gradu

i

(x

i

)

jjgradu

i

(x

i

)jj

2 S

l�1

+

; (4.23)

pro v¹echna i a

D

2

u

i

(x) je negativnì de�nitní na g

i

(x

i

)

?

: (4.24)

Je-li bod x 2 W

0

bod lokálního optima pro indukované funkce u¾itku na W

0

, pak

1. existují normovaný nezáporný vektor p 2 S

l�1

+

a nezáporná èísla �

1

; : : : ; �

m

� 0,

alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

p � �

i

Du

i

(x

i

) pro v¹echna i;

pøièem¾ rovnost nastává v k-té souøadnici, jestli¾e x

k

i

6= 0.

Pokud navíc platí, ¾e

2.

p � x

i

6= 0 pro v¹echna i;

je x bod lokálního silného Paretova optima.
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Dùkaz. Pro omezení g

k

i

(x) = x

k

i

víme, ¾e Dg

j

i

(x)(x) = x

j

i

pro v¹echny vektory x 2

(R

l

)

m

takové, ¾e

P

i

x

i

= 0. Dle vìty 3.6 víme, ¾e existují nezáporná èísla �

1

; : : : ; �

m

�

0, �

1

; : : : ; �

k

� 0, alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

X

i

�

i

Du

i

(x

i

)(x

i

) +

X

i;j

�

j

i

x

j

i

= 0;

pøièem¾ �

�

= 0 pro x

j

i

6= 0.

Proveïme nyní konkrétní volbu x

j

i

= 1, x

j

k

= �1 a nech» v¹echny ostatní souøad-

nice jsou nulové. pak nutnì

�

i

Du

i

(x

i

)(x

i

)

j

+ �

j

i

= �

k

Du

k

(x

k

)(x

k

)

j

+ �

j

k

;

pøièem¾ Du

k

(x

k

)(x

k

)

j

znaèí j-tou souøadnici vektoru Du

k

(x

k

)(x

k

). Celkem tedy je

vektor q = �

k

Du

k

(x

k

) + �

k

nezávislý na indexu k. Pøitom �

k

= (�

1

k

; : : : ; �

l

k

) � 0 a

nutnì �

k

� x

k

= 0. Poznamenejme, ¾e q je nenulový vektor (jinak by nutnì v¹echna �

i

a �

j

i

byla nulová). Polo¾me p =

p

jjpjj

. Polo¾íme-li �

0

i

=

�

i

jjpjj

, �

0j

i

=

�

j

i

jjpjj

, máme pak

p = �

0

k

Du

k

(x

k

) + �

0

k

;

pøièem¾ �

0

k

� 0, �

0

k

� 0, �

0

k

� x

k

= 0. To ale není nic jiného, ne¾ první èást na¹í vìty.

Abychomdokázali zbývající èást vìty, uva¾me prvek y 2 W

0

tak, ¾e u

i

(y

i

) � u

i

(x

i

)

pro v¹echna i. Dle lemmatu 4.2 platí Du

i

(x

i

)(y

i

� x

i

) � 0, pøièem¾ rovnost nastává

právì tehdy, kdy¾ y

i

= x

i

. Platí ale zároveò, ¾e

p � x

i

= �

0

i

Du

i

(x

i

) � x

i

+ �

0

i

� x

i

= �

0

i

Du

i

(x

i

) � x

i

:

Nutnì tedy je �

0

i

6= 0, proto¾e p � x

i

6= 0. Zopakujeme-li tuto úvahu je¹tì jednou,

obdr¾íme nerovnost

p(y

i

� x

i

) � �

i

� y

i

tj. p � y

i

� p � x

i

;

pøièem¾ rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ y

i

= x

i

. Z druhé strany nutnì

P

i

y

i

= r =

P

i

x

i

tj.

P

i

p � y

i

= p � r =

P

i

p � x

i

a pro v¹echna i skuteènì nastává rovnost.

Zaveïme nyní pojem rovnová¾ného stavu ekonomiky blahobytu pro W

0

. Øekneme,

¾e stav (x; p) 2 W

0

� S

l�1

+

je rovnová¾ným stavem ekonomiky blahobytu, jestli¾e i-tá

projekce x

i

je bodem maxima funkce u

i

na rozpoètové mno¾inì B

p;p�x

i

= fx 2 P :

p � x � p � x

i

g. Mno¾inu v¹ech takovýchto rovnová¾ných stavù ekonomiky blahobytu

budeme oznaèovat �

0

. Pokud bod (x; p) le¾í v �

0

, pak

P

i

x

i

= r.

Vìta 4.6 Pokud (x; p) 2 �

0

, existují nezáporná èísla �

i

� 0, i = 1; : : : ;m a nezá-

porné vektory �

i

2 R

l

+

, i = 1; : : : ;m tak, ¾e x

i

��

i

= 0 a p = �

i

Du

i

(x

i

)+�

i

. Obrácenì,

pokud (x; p) 2 W

0

� S

l�1

+

tak, ¾e p � x

i

6= 0 pro v¹echna i a navíc �

i

� 0, �

i

2 R

l

+

,

i = 1; : : : ;m splòují vý¹e uvedené, pak (x; p) 2 �

0

.
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Dùkaz. Proto¾e x

i

je maximum funkce u

i

na B

p;p�x

i

pro v¹echna i, existují �

i

; �

i

� 0

a nezáporné vektory �

i

2 R

l

+

, i = 1; : : : ;m ne v¹echny nulové tak, ¾e

�

i

Du

i

(x

i

)(x

i

) +

X

�

j

i

Dg

j

i

(x

i

)(x

i

)� �

i

p � x

i

= 0

pro v¹echna x

i

2 R

l

.

To je ekvivalentní s tím, ¾e

�

i

Du

i

(x

i

) + �

i

= �

i

p; �

i

� x

i

= 0:

Pokud by �

i

= 0, nutnì i �

i

= 0, �

i

= 0. Mù¾eme tedy dìlit obì strany rovnosti

�

i

a po pøeznaèení máme

�

i

Du

i

(x

i

) + �

i

= p; �

i

� x

i

= 0:

Tím jsme dokázali první èást. Pro dùkaz druhé èásti pøedpokládejme, ¾e existuje

y

i

2 B

p;p�x

i

tak, ¾e u

i

(x

i

) < u

i

(y

i

). Pak dle 4.2 platí Du

i

(x

i

)(y

i

� x

i

) > 0 a pro

p � y

i

� y

i

� �

i

Du

i

(x

i

) > p � x

i

, �

i

6= 0. Tedy y

i

62 B

p;p�x

i

, spor. Celkem (x; p) 2 �

0

.

Ve zbývající èásti tohoto odstavce budeme pøedpokládat, ¾e Du

i

(x

i

) 2 intS

l�1

+

a

D

2

u

i

(x

i

) < 0 na KerDu

i

(x

i

). Øekneme, ¾e pro bod x 2 W

0

existuje izolovaná komunita

; � S � f1; : : : ;mg, jestli¾e pro ka¾dý prvek i 2 S a ka¾dý nenulový prvek x

j

i

6= 0

dostáváme, ¾e x

j

k

= 0 platí pro v¹echna k 62 S.

Lemma 4.7 Pøedpokládejme, ¾e x 2 W

0

je bez izolovaných komunit a ¾e i; q 2

f1; : : : ;mg jsou dva úèastníci na¹í ekonomiky. Pak existuje posloupnost i

1

; : : : ; i

n

agentù tak, ¾e i

1

= i; i

n

= q a posloupnost zbo¾í j

1

; : : : ; j

n

tak, ¾e x

j

k

i

k

6= 0 a pro

v¹echna k nutnì buï j

k+1

= j

k

nebo i

k+1

= i

k

.

Dùkaz. Sporem. Bez újmy na obecnosti lze øíci, ¾e i = i

1

= 1 a uva¾me v¹echny

posloupnosti (i

1

; : : : ; i

n

), (j

1

; : : : ; j

n

) vý¹e uvedeného tvaru tak, ¾e i

1

= 1. Oznaème

S jako¾to podmno¾inu v¹ech mo¾ných i

n

dosa¾itelných tímto zpùsobem. Je-li S 6= ;

vlastní, pak má x izolovanou komunitu.

D�usledek 4.8 Nech» bod x 2 W

0

nemá izolované komunity. Pak existuje jediný od-

povídající cenový vektor p 2 S

l�1

+

.

Dùkaz. Stejnì jako ve vìtì 4.5 a dle vìty 3.6 víme, ¾e existují nezáporná èísla

�

1

; : : : ; �

m

� 0, �

1

; : : : ; �

k

� 0, alespoò jedno z nich nenulové tak, ¾e

p = �

i

Du

i

(x

i

) + �

i

;

pøièem¾�

i

�x

i

= 0. Bez újmy na obecnosti mù¾emepøeèíslovat zbo¾í a úèastníky tak, ¾e

úèastník 1 má nìjakou èást zbo¾í 1 tj. x

1

1

6= 0. Normujme vektor p následovnì: p

1

= 1.



4. ZÁKLADNÍ VÌTA EKONOMIKY BLAHOBYTU 139

Pak p

1

= 1 = �

1

Du

1

(x

1

)

1

+�

1

1

= �

1

Du

1

(x

1

)

1

, proto¾e �

1

1

= 0. Je tedy �

1

jednoznaènì

urèeno. Buï q nìjaký jiný úèastník. Uva¾me posloupnost i

1

; : : : ; i

n

agentù tak, ¾e

i

1

= 1; i

n

= q a posloupnost zbo¾í j

1

; : : : ; j

n

tak, ¾e x

j

k

i

k

6= 0 a pro v¹echna k nutnì

buï j

k+1

= j

k

nebo i

k+1

= i

k

. Pøedpokládejme indukcí, ¾e �

i

l

je urèeno pro v¹echna

l < k a chceme urèit �

i

k

. Jsou dvì mo¾nosti: buï i

k�1

= i

k

a pak �

i

k

= �

i

k�1

nebo

i

k�1

6= i

k

a potom j

k�1

= j

k

a oba úèastníci i

k�1

; i

k

mají nenulové mno¾ství zbo¾í j

k

.

Máme tedy rovnosti p

j

k

= �

i

k�1

Du

i

k�1

(x

i

k�1

)

j

k

a p

j

k

= �

i

k

Du

i

k

(x

i

k

)

j

k

. Známe tedy p

j

k

a následnì �

i

k

. Opìt jsme zde pou¾ili tu skuteènost, ¾e odpovídající �

j

i

byla nulová.

Zejména tedy máme tedy a¾ na násobek jednoznaènì urèené v¹echny koe�cienty �

i

.

Buï dále k nìjaké zbo¾í. Vyberme index i tak, ¾e x

k

i

6= 0. Pak p

k

= �

i

Du

i

(x

i

)

k

jednoznaènì urèuje p

k

, co¾ dokazuje na¹e tvrzení.

Následující vztah mezi Paretovými optimy a rovnová¾nými stavy vyplývá bezpro-

støednì z 4.8.

Vìta 4.9 Jestli¾e ekonomika splòuje pøedpoklad neexistence izolovaných komunit pro

v¹echna Paretova optima, pak mezi mno¾inou �

0

Paretových optim a mno¾inou �

0

rovnová¾ných stavù existuje vzájemnì jednoznaèná korespondence �

0

: �

0

! �

0

de-

�novaná pøedpisem �

0

((x; p)) = x a �

0

: �

0

! �

0

de�nována následovnì: �

0

(x) =

(x; g

1

(x

1

)).
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Rejstøík

"-jádro, 15

kontingentní poptávka, 26

aditivita, 17

alokace, 47

aukce, 24

balvan, 17

bilaterální monopol, 24

c-hra, 14

cena komodity, 33

cenový systém, 45

èistá opozice, 21

dokonale rovnová¾ný bod, 22

dominování, 18

duopol, 24

efektivní mno¾ina, 18

ekonomika úplné smìny, 46

exces koalice, 19

experimentální hraní, 24

extenzivní hra, 5

funkce kolmá k prostoru, 34

funkce fale¹né poptávky, 48

funkce nabídky, 33

funkce poptávky, 33, 45

funkce u¾iteènosti, 45

hodnota, 15

hra s perfektní informací, 7

hra ve tvaru charakteristické funkce, 5

hra zadaná v extenzivním tvaru, 5

charakteristická funkce, 9

izolovaná komunita, 59

jadérko, 19

jádro, 15

jednoduchá hra, 15

kernel, 15, 19

kernelové øe¹ení, 19

komoditní prostor, 33

komoditní svazek, 33

konkurenèní rovnová¾ný stav, 47

kritický bod zobrazení, 34

køivka rozvoje pøíjmù, 46

lokální Paretovo optimum, 49

lokální silné Paretovo optimum, 49

mno¾ina rozdìlení, 13

nabídka, 24

nadbytek poptávky, 33

navenek stabilní mno¾ina strategií, 18

nekooperující oligopol, 24

normální hra, 5

normálním tvar hry, 8

nucleolus, 15

obchodní bod, 18

obchodní mno¾ina, 15, 19

obrana, 18

Pareto optimální povrch, 12

Pareto optimální vektor, 13

Paretovo optimum, 49
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plná míra mno¾iny, 36

podmínka nedegenerovanosti, 54

podmínka nenasycenosti, 49

poptávka, 45

prostor cenových systémù, 33

protiobrana, 18

pøípad bez boèní platby, 11

pøípustná alokace, 47

pøípustný vektor, 13

pøípustný výherní vektor, 14

quasi-kooperující oligopol, 24

regulární hodnota, 34

rovnováha k volnému pou¾ití, 40

rovnová¾ný stav, 33

rovnová¾ný stav ekonomiky blahobytu,

56, 58

rozhodující jednoduchá hra, 16

rozpoètová mno¾ina, 45

silné "-jádro, 20

silné Paretovo optimum, 49

singulární bod zobrazení, 34

singulární hodnota, 34

slabé "-jádro, 20

smlouvání, 24

stabilní mno¾inové øe¹ení, 18

stav y dominuje stav x, 49

stav ekonomiky, 47

strategická hra, 5

strategie hráèe, 7

superaditivita, 11

surplus hráèe, 19

symetrie, 17

tr¾ní hra, 15

úèinnost, 17

vektor rozdìlení, 13

vnìj¹í stabilita, 18

vnitønì stabilní mno¾ina strategií, 18

vnitøní jádro, 15

vnitøní jádro hry, 20

vnitøní jádro hry bez boèní platby, 20

vnitøní stabilita, 18

von Neumanova-Morgensternova rovno-

vá¾ná mno¾ina, 15

výherní vektor, 13

vyvá¾ený systém podmno¾in, 16

Walrasovùv rovnová¾ný stav, 47

Walrasùv zákon, 33

zcela vyvá¾ená hra, 16
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