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Kapitola 1

MATEMATICKE
PROGRAMOVANI S
APLIKACEMI V EKONOMII

1 Uvod a pirehled

Matematickée programovdni se vztahuje k zakladnimu matematickému problému ma-
ximalizace funkce *. Podstata tohoto problému a zptsoby jeho reseni jsou diskutovany
v casti 2. Historicky ma tento problém koreny v rozvoji pocetnich metod. Odtud tedy
jeho prvni vyuziti bylo ve zpracovani nejednodusiho typu matematického programo-
vani, a sice hledani nevazaného extrému (maximalizace), coZ je probrano v ¢asti 3.
Zakladni motivaci pro dalsi rozvoj pocetnich metod byla snaha vytesit obecnéjsi ilohu
mat. programovani. To se casto nazyva uloha klasického programovani, ve které se
hledd maximum funkce pri omezeni mnozinou rovnic. Nékteré ulohy matematického
programovani, které byly ovlivnény studiem ekonomickych problému se vsak nepo-
darilo vyTesit ani ve 20. stoleti. Mezi tyto ulohy naptiklad patii wlohy nelinearntho
matematického programovdni kde se hleda maximum funkce pfi omezeni mnozinou
nerovnic, viz ¢ast 5. Specialni pripad, dulezity sam o sobé, a ktery mél znacny vliv
na rozvoj teorie matematického programovani, je uloha linearntho programovant tj.
maximalizace linearni funkce pfi omezeni mnozinou linearnich nerovnic, viz ¢ast 6.
Aplikace matematického programovani ma sirsi uplatnéni, napt. v ekonomii nasla
fadu uplatnéni. Vedla také k riznym srovnavacim analyzam stability, které slouzily k
porovnavani jeji ucinnosti. Matematické programovani vedlo zejména k hlubsimu na-
hledu do oblasti mikroekonomie , jak je dale diskutovano v ¢asti 7. Aplikace matema-
tickéh programovani jsou rozdéleny do dvou tsekti, na neoklasickou teorii domdcnosti

*Ulohy jsou zde Feseny jako maximalizace funkce. Pokud chceme funkci minimalizovat, staci pouze
zménit znaménko funkce a jinak postupovat stejné.



KAPITOLA 1. MATEMATICKE PROGRAMOVANI S APLIKACEMI V
8 EKONOMII

v casti 8 a neoklasickou teorii firmy v ¢asti 9.

Kromé pouziti v zakladni matematické teorii (¢ast 2 - 6) a aplikacich v ekonomii
(Cast 7 - 8), mé také matematické programovani vyuziti v jinych oblastech (napf.
fyzika, chemie, aj.). O téch se zde vSak nebudeme zminovat, odkaz na né je mozné
najit v literatufre citované na konci. Také opomineme ruzna specifika matematického
programovani, jako je celociselné programovani, vicekriterialni programovani, odkaz
je opét uveden v literature.

2 Uloha matematického programovani a zptsoby
jejiho reseni
Obecna forma wulohy matematického programovani muze byt zapsana ve tvaru:

r)?e%}é(F(X), (1.1)

kde x je sloupcovy vektor n vybranych proménnych,

X = (21, 22,...,2,), (1.2)

F(x) je funkce realnych proménnych,

F(x)= F(ay,2e,...,2,), (1.3)

a X je podmnozina n-rozmérného euklidovského prostoru,

X CE" (1.4)

Obecné budeme predpokladat, ze X je neprazdna, tj., ze existuje pripustny vektor
x, kde x je pripustny pravé tehdy, kdyz x € X. V ekonomii se vektor x casto nazyva
vektor ndstroji , funkce F(x) téelovd funkce a mmnozina X mnoZina prileZitosti.

Zakladni ekonomicky problém alokace vzacnych zdroji mezi navzajem si konku-
rujicimi potfebami muze byt interpretovan jako problém matematického programo-
vani, kde jednotliva alokace zdroje je reprezentovana prislusnym vybérem vektoru
nastroju; vzacnost zdroju je reprezentovana mmnozinou prilezitosti, odrazejici ome-
zenost nastroju. Potfeby jsou reprezentovany ucelovou funkei, jejichz vysledky jsou
hodnoty prislusné ke kazdé alternativni alokaci. Funkce 1.1 miuze byt tudiZz inter-
pretovana v ekonomickém jazyku, jako vybér nastroje v ramci mnoziny pfilezitosti,
tedy jako maximalizace tcelové funkce. Existuje vice zptusobu feseni problému 1.1.
Globalnt mazimum funkce F' je vektor x* takovy, ze

x*eX a Fx)>Fx)VxeX (1.5)
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Reseni je tedy vektor nastrojii, ziskany jako hodnota tcelové funkce, ktera je
vétsi nebo rovna nez hodnota v libovolném jiném vektoru nastroji. Ostré globdalni
maximum je vektor x*, ktery splhuje:

x"eX a F(x')>Fx)VxelX, x#x" (1.6)

2.1 Weilerstrassova véta

Véta 2.1 Weierstrassova véta
Je-li funkce F(x) spojitd a mnoZina X je uzaviend a ohranicend tj. kompakini a
navic neprazdnd, pak existuje globdlni maximum.

Dikaz. Dikaz této véty je zaloZen na faktu, Ze obraz X v zobrazeni F je definovan
jako

F(X) = {F(x)|x € X}, (1.7)

coZ je uzaviena a ohrani¢ena mnozina na realné ose, a tedy musi obsahovat i ma-
ximalni prvek, coz je F(x*). Méli by jsme vak dat pozor na to, ze podminky véty
jsou dostatecné, ale ne nutné pro existenci maxima. Maximum tedy muze existovat,
aniz jsou tyto podminky splnény. (Napf. maximalizace z? na intervalu 0 < x < 2 mé
feseni). Weirstrassova véta muze byt zesilena za predpokladu, ze F(x) bude shora
polospojita.

2.2 Véta o lokalnim a globalnim maximu

Lokalni maximum je vektor x* € X takovy, Ze existuje néjaké ¢ > 0, pricemz

F(x*) > F(x) ¥x€XnN.(x) (1.8)

Zde N.(x*) je néjaké e-okoli bodu x*. Maximum je lokalni, ponévadz vektor nastroju
ziskany jako hodnota tcelové funkce neni mensi nez hodnota v jakémkoliv jiném bodé
nalezejicim X a dostatecné blizko (tj. v N.(2*) pro néjaké ¢ > 0). Ostré lokalni
maximum je vektor x* € X, ktery splnuje pro néjaké ¢ > 0

F(x*)> F(x) VYxeXnNN(x"), x#x". (1.9)

Ziejmé, globalni maximum je zaroven lokalni (coz vsak neplati obracené). Ostré
(globélni, resp. lokalni) maximum je také (globalni resp. lokalni) maximum, opét to
neplati obracené. Ostré lokalni maximum je jednoznacné urceno.

Véta 2.2 Véta o lokalnim a globalnim maximu Je-li icelovd funkce F(x) kon-
kdauvni funkce a mnoZina prileZitosti X konvexni mnoZina, pak kaZdé lokdlni maximum
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jJe i zdroven globdlni a mnoZina viech takovijchto fesent je konvexni. Je-li navic F(x)
ostie konkdvni funkce, pak fesent je jediné. Je-li FI(X) ostie kvazikonkdvni, je lokdlni
mazimum jediné a zdrover globdlni T.

Véta 2.2 je velice dilezita, nebot prakticky vsechny metody fesici ilohu mate-
matického programovani spise identifikuji lokalni nez globalni maximum. S pouzitim
této véty je mozné usuzovat na zakladé vlastnosti konkavnosti a konvexity, ze lokalni
optimum je také globalni.

3 Uloha bez omezeni

Uloha mazximalizace bez omezenti je ta, ze vybereme hodnoty z n proménnych tak, Ze
maximalizujeme funkci £ téchto proménnych:

max F'(x) (1.10)

X
V tomto ptipadé je mnoZina piilezitosti X (z 1.1) cely prostor E™ (nebo oteviena
podmnozina E™).

3.1 Véta o podminkach prvniho fadu

Véta 3.1 Véta o podminkach prvniho fadu Je-li F/(x) diferencovatelnd funkce,
pak nutné podminky prontho tadu proto, aby bod x* byl bodem lokdlntho maxima
funkece F(x) jsou, Ze x* je stacionarni bod funkce F(x), ve kterém jsou vsechny
pront parcialni derivace nulové.

oFr (8F oFr oFr ):0. (111)

8—X(X): 8—:1;1(X ’8—:1;2(X )7"'78—%()()

(0F/0%x)(x*) je vektor gradientu tj., (1 x n) fddkovy vektor vsech 1. parcialnich
derivact F(x) a 0 je (1 x n)-rozmérny vektor nul. Tedy, je-li x* = (a7, 25, ....,2])

lokdlni maximum, pak

%(:1;1,:1;2,...,:1; )=0, 7=12,...,n. (1.12)

J

Dikaz. Dukaz této véty muze byt proveden pomoci Taylorova rozvoje pro hodnotu
funkce kolem z*.

TFunkce F(x) je kvazikonkdvni funkce pravé tehdy, kdyz pro x!,x? € X, kde F(x!) > F(x?)
plati F(ax!+ (1 —a)x?) > F(x?) proviechna «, 0<a <1.Funkce F je ostie kvazikonkdvni
pravé tehdy, kdyz pro x',x? € X,x! # x?, kde F(x') > F(x?) plati stejnd nerovnost jako pro
kvazikonkavni funkci, ale ostra, pro vsechna a,0 < a < 1. V&imnéme si, ze konkavni funkce je
kvazikonkavni, ale kvazikonkévni funkce nemusi byt konkavni.
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3.2 Véta o podminkach 2. fadu

Véta 3.2 Véta o podminkach 2. Fadu Je-li F(x) spojité diferencovatelnd do 2.
Fadu, pak podminka nutnd proto, aby x* byl bodem lokdlntha maxima funkce F(x),
Je, Ze prislusnda Hessova matice typu (n X n) a tvaru

9°F 9°F 9°F
azF a—ﬁ(x) Az 0w (X) T Oz 0z (X)
@(X) = : : : : ; (1.13)
2 2 2
aa?nanl (X) aa?nanQ (X) © gwg (X)

je v bodé x* negativné semidefinitni.

Dikaz. Dukaz muze byt opét proveden pomoci Taylorova rozvoje.

3.3 Veéta o postacujicich podminkach

Véta 3.3 Je-li funkce F(x) spojité diferencovatelnd do 2. vidu a podminky 1. Fddu
jsou splnény pro vektor gradientu 1.11 a navic plati zestlené podminky 2. radu ty. 1.13
Je negativn€ definitni, pak x* je (ostré) lokdlni mazimum pro F(x*).

Dikaz. V dikazu opét vyuzijeme Taylorovu vétu. |

Tyto tfi podminky uvedené pro ulohu bez omezeni jsou analogické pro ulohu s
omezenim, ktera je diskutovana v casti 4 a 5.

3.4 Priklad : Kvadratické ucéelové funkce

Jako priklad tlohy bez omezeni si uvedeme maximalizaci kvadraticke ucelove funkce

n 1 n n
max F(x) = ex + X'Qx = Z;cj:z;j—l— 52}2qijxixj, (1.14)
= =1 y=
kde ¢ je n-rozmérny vektor a ) je symetrickd matice fadu (n x n). Prvni ¢ast celové
funkce je linearni cx, druhé ¢ast je kvadraticka x'Qx (vydélena dvéma pro pozdéjsi

snadnéjsi Gpravy). Z nutné podminky 2. fadu pro existenci lokdlntho maxima 1.11
dostaneme

oF

Ix

Z nutnych podminek 2. fadu 1.13 dostavame, ze Q je negativné semidefinitni. 7

véty o postacujicich podminkéach vime, ze je-li Q negativné definitni, pak x* je ostré

lokalni maximum. Tedy Q je negativné definitni, pak F'(x) je ost¥e konkavni a x* je
globalni maximum. Mimo to, je-li Q regularni, pak pro =* dostavame

(x7)=c+x"Q=0, (1.15)
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x*=-Q7'c. (1.16)

Maximum ucelové funkce potom je

1 1
F(x7) = —eQ7'¢' 4+ 5(cQ7)Q(Q7'¢) = —5eQ7'¢ >0, (1.17)

protoze () je negativné definitni.

4 Klasické programovani: Lagrangeovy multiplika-
tory

Uloha klasického programovdni je ta, %e vybereme hodnoty z n proménnych tak, Ze
maximalizujeme funkci téchto proménnych na mnoziné stejnych omezeni.

max ['(x) pro g(x)=b. (1.18)

Tento vektor nastroju x a hlavni (cilova, Gcelova) funkce F(x) jsou stejné, jako
v 1.1, kde F(x) je redlna funkce definovana na E™. Vektor realnych funkei g(x) je
zobrazeni z K" do E™, znazornujici m-omezené fce a sloupcovy vektor b je m x 1
rozmérny vektor omezujicich konstant,

gl(l’l,l’g,...,l'n) bl
gz(l’l,wg,...,l'n) bz

g(x) = . b= " |. (1.19)
I (X1, T2, ..., 2p) b,

V terminech primarniho (zakladniho) problému 1.1 klasicky problém matematic-
kého programovani koresponduje s pripadem, ve kterém mnozina prilezitosti muze
byt zapsana jako

X = {xe Bg(x) = b}
= {(a1,22,...,20) | gi(w1, 22, .. xn) = by i =1,2,...,m}.

(1.20)

4.1 Véta o Lagrangeovych multiplikatorech

Popis feseni klasického problému programovani, ktery je analogicky s Vétou o podmin-
kach 1. fadu pro neomezené ulohy, je ziskan pomoci Véty o Lagrangeovych multipli-
katorech. Pro tuto vétu zavedeme fadkovy vektor m-dodateénych novych proménnych
nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,
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y= (y17y27"'7ym)7 (121)

a to jeden pro kazdé dané omezeni, Lagrangeova funkce je pak definovana jako na-
sledujici realnd funkce n-puvodnich a m-pfidanych promeénnych,

Lx,y) = F(x)+y(b—g(x))
= (a9, x0) + X0 vl — gi(wy, 20,00 20), (1.22)

kde posledni vyraz je skalarnim souc¢inem radkového vektoru Lagrangeovych multipli-
katoru a sloupcového vektoru sloZeného z rozdilu omezujicich konstant a omezujicich
funkci. Potom, v souladu s vétou o Lagrangeovych multiplikatorech, predpokladame,
ze n > m (kde n — m je stupen volnosti), F/(x) a g(x) je m + 1 funkel se spojitymi
prvnimi parcialnimi derivacemi a omezujici podminky jsou linearné nezavislé v feseni,
tj. jestlize x* je lokalni maximum ulohy,

o g—ill(x*) gi;(x*)
) ] I (123
aagT’?(X*) %’T’Z(X*)

(tj. Jacobiho matice sloZena z 1. parcialnich derivaci omezujicich funkei rozméru m xn
ma plnou fadkovou hodnost), nutné podminky 1. ¥adu tvori pak m 4 n nulovacich
podminek prvnich parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce L(x,y),

&(X YY) = I (x")—y aX( ) =0 (npodminek), (1.24)

aL ,

5 —(xy )=b—-g(x")=0 (m podminek ), (1.25)
Yy

kde poslednich m podminek vyzaduje, aby omezeni bylo nalezeno pravé v x*.

Véta 4.1 Véta o Lagrangeovych multiplikatorech Je-li x* bod lokdlniho ma-
zima (extrému), pak existuje m-rozmérny vektor Lagrangeovych multiplikdtori y* ta-
kovy, zZe dle 1.2/ je gradient F(x) vx* je linedrni kombinact gradienti funket g;(x) v
tomto bodé, pricemzZ Lagrangeovy multiplikdtory budou koeficienty této linearni kom-
binace, a to

o . .0g ,aF*magz
) =Y et i g =Y

Z’_

(x), j=1,2,....n.  (1.26)

Dikaz. Tato véta je obvykle dokazovana uzitim véty o implicitni funkei. 1
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Téchto n podminek je analogickych s podminkami 1. fadu 1.11 nulovani vektoru
gradientu. Ve skutecnosti proto véta redukuje na Vétu o podminkach 1. fadu v pri-
padé, ze m = 0, coz je pravé neomezeny pripad.

Druha cast véty o Lagrangeovych multiplikatorech nam dava interpretaci téchto
m dodatecnych proménnych. Nezahrnuje jednu tlohu klasického programovani, ale
celou mnozinu takovych tloh, které jsou charakterizovany omezujicimi konstantami
b. Jestlize se néktera z téchto konstant zméni, zméni se i hodnota maximalizujici
ucelové funkce. Maximalni hodnotu dostaneme jako

Fr=F(x") = L(x",y"), (1.27)

kde druha rovnost vychazi z faktu, Ze omezeni vyhovuji feseni 1.25. Lagrangeovy mul-
tiplikatory v jejich optimalnich hodnotach y* méri stupen prirustku maximalizované
hodnoty F™, podle toho, jak se prislusné omezujici konstanty méni,

y* = OF*/Obi.c.yl = OF*/ob;, i =1,2,...,m. (1.28)

Tedy kazdy Lagrangeuv multiplikator méfi citlivost maximalizované hodnoty tce-
lové funkce na zmény prislusnych omezujicich konstant, pricemz cela dalsi ¢ast tlohy
zustava stejna. V ekonomickych tlohach, ve kterych F' ma rozmér hodnoty (cena x
mnozstvi) zisku ¢ dichodu a b ma rozmér mnozstvi jako vstup ¢i vystup, Lagran-
geovy multiplikatory b* interpretujeme jako cena, nazyvame ji stinovd cena, z toho
duvodu, abychom ji odlisili od trzni ceny. Méfi pritom prirustek hodnoty v pripadé
zmeény omezeni.

Geometrickou interpretaci a charakter feseni muzeme pro klasické programovani
ziskat pres Lagrangeovy multiplikatory. Rovnost omezeni definuje mnozinu prilezitosti
X v 1.20, které za predpokladu 1.23 méa rozmér n — m. Nezavislost predpokladu v
1.23 implikuje, Ze v feseni x*, kazda smérnice dx vyhovujici

g
—=(x")dx = 0 tj. Vdax;=0,1=1,2,...,m, (1.29)
Jx Z 6:1;] 7

lezi v tecném nadroviné k X v bodé x*. Gradienty vektoru omezujicich funkei ag, (%)
jsou ortogonalni k této te¢nému nadroviné v bodé z*. Podminky 1. fadu 1.26 znjame—
naji geometricky, ze gradient vektoru ti¢elové funkce (0F/0x)(x*), pro kterou funkéni
hodnoty bodu F(x) ve sméru gradientu zvétsi smérem k a*, je vaZena kombinaci gra-
dientu vektoru omezujicich funkci, vahy jsou Lagrangeovy multiplikatory y*. Tedy
(0F/0x)(x*) je také ortogonalni k tecné nadroviné k X v bodé x* a to ve sméru dx
v tecné nadroviné,

—(x*)dx = y*—X(X*) dx = 0. (1.30)



4. KLASICKE PROGRAMOVANI: LAGRANGEOVY MULTIPLIKATORY 15

4.2 Véta o ohrani¢ené Hessové matici

Analogii v pripadé klasického programovani k vété o podminkach 2.7adu pro neome-
zené problémy je véta o ohranicené Hessové matici. Podle této véty Hessova matice
druhych parcialnich derivaci Lagrangeovy funkce

2’L 9L
62[/ 81’? T 31 90wn
e T (131)
9L 2’L
drpndx1 e 81’%

musi byt negativné semidefinitni na mnoziné vektort dx urcené splnénim m podminek

dg = g—i(x*) dx =0, (1.32)

kde (z*,y*) je bod lokalniho maxima.

4.3 Véta o postacujicich podminkach pro klasické programo-
vani

Posledni analogii je véta o postacujicich podminkach. Podle véty o postacujicich pod-
minkach pro klasické programovani, jestlize je splnéno n + m podminek 1.radu 1.24 a
1.25 pro bod x*, potom zesilené podminky ohrani¢ené Hessovy matice, které zaruci,
ze Hessova matice v 1.31 je negativné definitni na mnoziné urcené 1.32, nam zajisti,
ze x* je bod lokalniho maxima pro funkeci F'(x) s m omezujicimi podminkami.

Ekvivalentné, podminky vyzaduji aby ohranicena Hessova matice, definovana jako
Hessova matice funkce L(x,y) na vSech proménnych

991 991
0...0 Toy " D
0 = 0...0 %= Om
1 T

og' 882)53 = 991 9gm 3L 521 , (1.33)
ox  9x2 dry "7 Oz dx3 * " Owdwn

991 dgm 2L 9°L

dxy " Owp drndzy Ox2 ~ "

kde 0g/0x je Jacobiho matice z 1.23, spIni n —m podminek tak, Ze v poslednich n—m
hlavnich minorech se st¥idaji znaménka, pfic¢emZ znaménko prvniho bude (—1)"*!.
Poznamenejme, zZe obé tyto véty, tato i predchazejici, se redukuji na odpovidajici véty
pro neomezeny pripad, kdy m = 0.
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4.4 Priklad: Kvadraticko-linearni uloha

Priklad klasického programovani, ktery vychazi z oddilu 3.4, je kvadraticko-linearni
uloha:

X

1
max F(x) = e¢x + §X/QX pro Ax = b. (1.34)
Zde je ucelova funkce stejna jako v 1.14, a omezeni je m linearnich rovnic,

Ax = bi.e. Zaijl']‘ = bi, = 1,2,. L., (135)

=1
urcenych matici A typu m x n a sloupcovym vektorem b typu m x 1. Lagrangeova
funkce je pak

1
L(x,y)=cx+ §X/QX +y(b— Ax), (1.36)

kde y je vektor Lagrangeovych multiplikatoru. Pouzitim n+m podminek 1.radu 1.24,
1.25,

aL */ * _

&—c—l—x Q-y'A=0, (1.37)
oL
— =b—-Ax"=0. L.
Oy X (1.38)

Téchto n + m podminek vyzaduje, aby platilo
x* = —Q7'(c' — Aly™). (1.39)
Lagrangetuv multiplikdator mtze byt ziskan vynasobenim matici A a uzitim omezeni
Ax = —AQ '+ (AQ'A)y” =b. (1.40)
Najdéme tedy teseni pro vektor Lagrangeovych multiplikatora
y* = (b +cQIA)AQTIANT, (1.41)
a dosazenim tohoto feseni do 1.39 obdrzime
x"= —Q7 ' - AAQT'ANYI (B +AQ'C). (1.42)

Oznacime-li X* feseni tlohy bez omezeni v 1.10 dané 1.16, feseni omezeného pro-
blému muze byt psat jako

x* =%+ QA (AQTA)TH b — AxY). (1.43)
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Tedy, jestlize X* odpovida omezujicim podminkam, potom to je také reseni tlohy
s omezenim. Mimo to rozdil mezi feSenim ulohy s omezenim a bez omezeni, x* — X*
je linearni funkei mnozstvi, pro ktera reseni ulohy bez omezeni nevyhovuje omezujici
podmince b — AX*.

5 Nelinearni programovani - Kuhn-Tuckerovy pod-
minky

Uloha nelinedrniho programovdni spoc¢iva ve volbé nezapornych hodnot n proménnych
tak, aby maximalizovaly funkci téchto n proménnych, které spliuji m nerovnosti,

max ['(x) pro g(x)<b, x>0. (1.44)

Zde vektor ndstroju x a ucelovd funkce F(x) jsou stejné jako v 1.1, kde F(x) je
realnéd spojité diferencovatelna funkce definovana na E™. Hodnoty vektorové ome-
zujiet funkece g(x) a vektor omezeni b jsou stejné jako v 1.10, kde g(x) je spojité
diferencovatelné zobrazeni z £™ do E™. 7 hlediska zakladniho problému 1.1, tloha
nelinearntho programovani koresponduje s pripadem, ve které mnozina prilezitosti
miuze byt zapsana jako:

X = {xeF"|g(x)<b, x>0}
= {(a, 22, x0)|gi(2r, 22y cyxn) < by i =1,2,...,m, (1.45)
z;>0,5=1,2,...,n}

Tato tilloha je zevseobecnéni tlohy klasického programovani 1.18, protoze rovnosti
jsou specialnim pripadem nerovnosti.

5.1 Véta o Kuhn-Tuckerovych podminkach

Charakteristika feseni tlohy nelinearniho programovani, ktera je analogicka jak s
Vétou o podminkéach 1.fadu pro tlohy bez omezeni a s Vétou o Lagrangeovych mul-
tiplikatorech pro klasické programovani, je zajisténa Vétou o Kuhn-Tuckerovych pod-
minach. Stejné jako v pripadé klasického programovani zavedeme radkovy vektor m
dodatecnych novych proménnych, nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,

y= (y17y27"'7ym)7 (146)

a to pro kazdé omezeni. Lagrangeova funkce muze byt definovana jako nasledujici
realné funkce o n ptuvodnich a m pridanych proménnych:
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l(x,y) = F(x)+y(b—g(x))
= F($1, Toyevny xn) + Z;ril yl(bl _ gi(l'l, T, ... xn))7 (147)

stejné jako v 1.22. Kuhn-Tuckerovy podminky jsou potom definovany v bodech x*,y*,
jako 2n 4+ 2m nerovnosti a 2 rovnosti:

g_L( Ly ) 0 %(X*, y*) >0 (n +m podminek),
Xy )X =0, y i(x"y") =0 (2 podminky), (1.48)
x*>0 y*>0 (n + m podminek).

7. toho n + m nerovnosti reprezentuje omezeni puvodniho problému:

gL( ,Y)=b—-g(x")>0 (m podminek), (1.49)
y

x>0 (n podminek), (1.50)

zatimco pridanych n + m nerovnosti vyzaduje

oL OF L 0g
b b — b b < 7 .
oy (x*, ) I (x*) — 8X( ) <0 (n podminek), (1.51)

y >0 (m podminek), (1.52)

Pritom n podminek v 1.51 je napsano radéji jako nerovnosti nez rovnosti ve 1.24,
kviili nezapornym omezenim na x v 1.50, nebo, vice vseobecné, protoze hrani¢ni
feseni jsou pripustné. Dalsich m podminek v 1.52 vyzaduje nezapornost Lagrangeova
multiplikatoru, je to z toho divodu, Ze omezeni v 1.49 jsou psana radéji jako nerovnosti
nez rovnosti: jestlize omezeni je rovnost, potom prislusny element y* je neomezeny
stejné jako v klasickém pripadu programovani.

Dvé podminky rovnosti Kuhna-Tuckera:

&(X YO)XT = ]Z::I (8:@ (x")—y a:]cj(x )) x; =0, (1.53)
6L
y* 7y Zyz x")) =0, (1.54)

dohromady s ostatnimi podminkami, je vyzadovano, aby vsechny vyrazy v obou téchto
sumach byly nulové. Tedy jestlize jedna z nerovnosti vyhovuje feseni i v pripadé, Ze
je ostréa, potom je odpovidajici (dualni) proménné rovna nule.

or . 0g

a—x](x*) -y a—x](x*) <0 implikuje 27 =0,7=1,2,...,n, (1.55)
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9:(x*) < b; implikuje y’=0,i=1,2,...,m, (1.56)

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky nelinedrniho progra-
movant. Podminka 1.54 také implikuje, Ze pro feseni je hodnota Lagrangianu zaroven
maximalni hodnota tcelové funkce.

Lx"y")=F(x") = F". (1.57)

Podle podminek Véty Kuhna-Tuckera plati, Ze jestlize je splnéno vhodné silné
omezeni, pak Kuhn-Tuckerovy podminky jsou nutné podminky pro tlohy nelinearniho
programovani, takze kdyz x* je fesenim 1.44, pak zde existuje vektor Lagrangeovych
multiplikatora y* splnujici 1.48.

Stejné jako v pripadé klasického programovani, feseni metodou Lagrangeovych
multiplikatoru interpretujeme jako citlivosti maximalizované hodnoty tcelové funkce
na zmény omezujicich konstant,

. OF . OF~
Y = be U= T
kde F* je definovana jako

: (1.58)

Fr=F(x") = L(x",y"). (1.59)

Presnéji, z doplhujicich podminek 1.56 vyplyva, ze kdyz v fesenti je ostra nerovnost,
pak prislusny Lagrangeuv multiplikator je roven nule a tedy rust omezujici konstanty
o vhodné malou hodnotu nezméni maximalizovanou hodnotu tcelové funkce.

5.2 Véta Kuhn-Tuckera o sedlovém bodé

Véta, ktera je analogicka Vété o postacujicich podminkach pro tlohy bez omezeni a
Vété o postacujicich podminkach tlohy klasického programovani, je reprezentovana
Kuhn-Tuckerovou vétou o sedlovém bodu. Vezmeme-li Lagrangeovu funkci definova-
nou v 1.47, pak sedlovy bod je definovan jako:

maxmin L(x,y) pro x>0, y>0. (1.60)
z
Tudiz x*, y* fesi tlohu o sedlovém bodé pravé tehdy, kdyz pro vsechna x > 0,
y > 0 plati,
L(x,y") < L(x",y") < L(x",y) (1.61)

Podle Kuhna-Tuckerovy véty o sedlovém bodu, postacujici podminka pro x*, fesici
ulohu nelinearniho programovani 1.44 je, kdyz existuje y* takové, ze x*, y* splnuje
podminku 1.60. Tedy jestlize x*, y* spliuje podminky sedlového bodu v 1.61, potom
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x* Tesi ulohu nelinearniho programovani. Zatimco tato cast véty nevyzaduje zadnou
konvexnost nebo omezujici predpoklady, obraceni véty takové predpoklady vyzaduje.

Podle druhé casti véty plati, ze kdyz x* resi tlohu nelinearniho programovani a
predpoklada se, Ze podminka vhodné kvalifikace omezeni je splnéna a Ze se jedna o
ilohu konkduvntho programovdnt, ve které F'(x) je konkavni funkce a kazda omezujici
funkce ¢;(x) je konvexni funkce, potom zde existuje nenulovy vektor y* takovy, ze x*,
y* je fesenim problému nalezeni sedlového bodu.

TudiZ za téchto predpokladi jsou obé tlohy shodné. Méli bychom davat pozor na
to, ze zadna cast véty o sedlovém bodé nevyzaduje predpoklad diferencovatelnosti
F(x) nebo g(x).

Bude-li diferencovatelna, pak se jedna o tlohu konkavniho programovani, Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou dostacujicimi podminkami tak, ze kdyz x*, y* vyhovuji
1.48, pak x* je reseni 1.44.

Tudiz, pro tlohu konkéavniho programovani, ve kterém vhodna omezujici podminka
je splnéna, Kuhn-Tuckerovy podminky jsou nutné a postacujici pro x* fesici ulohu
nelinearntho programovani.

Naprtiklad je-li iloha ilohou konkéavniho programovani, potom za predpokladu, ze
x*, y* splnuje Kuhn-Tuckerovy podminky, x*, y* také resi ulohu o sedlovém bodé
a X* fesi ulohu nelinearniho programovani. Kdyz je navic splnéna vhodna omezujici
podminka, potom vsechny tii tilohy jsou shodné.

Jako v pripadé klasického programovani, geometricka interpretace muze byt dana
pro ulohu nelinearntho programovani a jeho feseni pomoci dvou vét Kuhna-Tuckera.

7 podminek Kuhna-Tuckera 1.51 a 1.52, ve vnitfnim feseni, kde vSechna x* > 0
(nebo kdyZ nezapornost x neni ¢asti alohy), podminky 1.51 a 1.52, kdyZ vSechna
x* > 0 (nebo kdyz nezapornost x neni ¢ast problému).

8—X(X )=y 0w~ Y 20 (1.62)
Tudiz gradient ucelové funkce musi byt v feseni nezaporna vazena kombinace
gradientiu omezujici funkce. Vektor gradientu tcelové funkce musi proto lezet v kuzelu

generovaném normalami k mnoziné prilezitosti v bodé x*.

5.3 Piiklad: Uloha kvadratického programovani

Prikladem tlohy nelinearniho programovani je tloha kvadratického programovani
(jako v 1.34, kde omezeni jsou ve formé mnoziny nerovnosti)

(5.20)

1
max F(x) = ¢x + §X/QX pro Ax <b, x>0. (1.63)

xr
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Zde ¢ je dany 1 x n radkovy vektor, () je dana n x n negativné semidefinitni
symetrickda matice, A je dand m x n matice a b je dany m x 1 sloupcovy vektor.
Lagrangian (Lagrangeho polynom) je dany v 1.36 a Kuhn - Tuckerovy podminky jsou

Z=ctx'Q-yA<O w=b-Qx >0
Lx*=(c+x'Q -y A)x* =0, y*% =y*(b—-Qx*) =0, (1.64)
x* >0, y >0,

Tyto podminky charakterizuji feseni tlohy. Protoze () je negativné semidefinitni,
tcelova funkce F(x) je konkavni a linedrni transformace Ax je konvexni. Mimoto
jsou splnény omezujici kvalifikované podminky. Uloha je jedna z tloh konkavniho
programovani, ve které Kuhn - Tuckerovy podminky 1.64 jsou obé nutné a dostacujici.
Vektor x* tak resi tlohu kvadratického programovani 1.63 pravé tehdy, kdyz y* je
takové, ze x*, y* vyhovuji Kuhn - Tuckerovym podminkam 1.64.

6 Linearni programovani

Uloha linearniho programovani je to, Ze vybereme nezaporné hodnoty n proménnych
tak, Ze maximalizujeme linearni tvar téchto proménnych, za podminek omezeni m
linearnimi nerovnicemi.

maxcx pro Ax<b, x>0. (1.65)

X je vektor nastroju stejné jako v 1.1, 1.10 a 1.18; A je dana m x n matice (a;;); b je
dany sloupcovy vektor s m prvky jako v 1.18 a 1.44; a ¢ je dany fadkovy n-rozmérny
vektor. Z pohledu tlohy nelinearniho programovani 1.44 linearni iloha odpovida pti-
padu, ve kterém je tcelova funkce v linearnim tvaru.

F(x)=cx=> cuaj, (1.66)
7=1

a kazda z omezujicich funkei je rovnéz v linearnim tvaru

g(x) =Ax tj. gi(w,ao,...,3,) = agx;, 1=1,2,...,m. (1.67)
i=1

Uloha je tedy specialnim piipadem tlohy nelinearniho programovani a je dvojna-
sobné linearni proto, Ze je linearni jak v ucelové funkci, tak i v omezujicich podmin-
kach. Ponévadz linearni tvar je jak konkavni, tak i konvexni, tloha, uvazovana jako
specialni pripad ulohy nelinearniho programovéani, je ekvivalentni s tilohou sedlového

bodu
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maxmin L(x,y) =cx+y(b—Ax) pro x>0, y>0. (1.68)
r y

S kazdou tlohou linearniho programovani souvisi dualni tloha. Jestlize primarni
uloha je dand jako v 1.65, pak dualni uloha je

minyb pro yA>e¢, y>0. (1.69)
Yy

Tato tloha je rovnéz hledanim extrému linearni formy s omezujicimi podminkami
mnoziny linearnich nerovnosti omezené vybérem nezapornych hodnot proménnych.
Proménné dudlni alohy, y, jsou Lagrangeovymi multiplikatory primarni tlohy. Dualni
uloha dualni tlohy je primarni tloha, dualni tlohou minimaliza¢ni ilohy je maxima-
liza¢ni tloha, v dudalni tloze omezujici konstanty se stavaji koeficienty ucelové funkce,
zatimco koeficienty celové funkce se stavaji omezujicimi konstantami.

Uloha sedlového bodu pro duélni tilohu je

minmax L(y,x) =yb+ (c—yA)x pro y >0, x>0. (1.70)
y z
a tedy Lagrangeova funkce je stejna jak pro primarni, tak pro dualni tlohu

Lix,y)=L(y,x)=cx+yb —yAx. (1.71)

Kuhn - Tuckerovy podminky, které jsou stejné jak pro primarni, tak pro dualni
ulohu, jsou

L -c—y*A <O, & =b—Ax >0,
Lx*=(c—y"A)x* =0, y*% =y*(b—-Ax*) =0, (1.72)
x" > 0, y'=>0

T¥i hlavni véty linearniho programovani - véta o existenci, véta o dualité a slabd
doplnujict veéta — mohou byt dokazany na zakladé téchto Kuhn-Tuckerovych podmi-
nek.

6.1 Véta o existenci

Podle véty o existenci plati, Ze kdyZz pripustné body existuji jak pro primarni, tak pro
dualni tlohu, pak optimalni feSeni existuji pro obé ulohy. Tedy jestlize existuji xq, yo
takové, ze

Ax° <b, x° >0, y°A>¢c, y° >0, (1.73)

pak existuji x*, y* fesici jak primarni, tak i dualni tlohu.
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6.2 Véta o dualité

7. véty o dualité vyplyva Ze, pro kazdé piipustné vektory x°, y° jak pro primarni, tak
dualni tlohu plati

cx” <y°b. (1.74)

Mimoto pripustné vektory, které vyhovuji témto nerovnostem a rovnostem, po-
skytuji feseni x*, y* dualni tlohy, kde

cx” =y"b. (1.75)

6.3 Slaba doplnujici véta

Podle této véty x*, y*, které jsou pripustnymi vektory dualni ulohy, jsou fesenim
této ulohu tehdy a jen tehdy, kdyZz vyhovuji dvéma podminkam rovnosti Kuhn -
Tuckerovych podminek 1.72, dané jako

(c—y"A)x* =0, vy (b — Ax") = 0. (1.76)

7. téchto podminek optimalizované hodnoty dualni ucelové funkce jsou si rovny
navzajem a rovnéz hodnotam obou Lagrangeovych funkci v tomto fesent

cx =y Ax" =y'b=L(x",y") = L(y",x"). (1.77)

Spolu s ostatnimi Kuhn - Tuckerovymi podminkami podminky v 1.76 znamenaji,
7e kdyZ jedna z omezujicich nerovnosti je vyhovujici v feseni jako ostra nerovnost,
pak odpovidajici dualni proménné jsou nulové, tj.

(¢; — Y yfa;;) <0 implikuje xt =0, j

(b — Y ag2%) > 0 implikuje y; =0, i (1.78)

=1,2,....n,
=1,2,....m.

=

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky linearniho programo-
vani.

Stejné jako v poslednich dvou sekcich, miuzeme tlohu linearniho programovani a
jeji Teseni interpretovat i geometricky. Mnozina prilezitosti je polyedr - uzaviena kon-
vexni mnozina, ponévadz to je prusecik m-+n poloprostoru definovany m nerovnostmi
a n nezapornymi omezenimi. Vrstevnice ucelové funkce jsou nadroviny a problém je
fesen nejvyssi nadrovinou uvnitt polyedru. Toto feseni nemuze byt ve vnitinim bodé.
Reseni se musi nachézet ve vrcholu (v tomto piipadé je jednozna¢né) nebo podél
hrani¢ni plochy (v tom piipadé je nejednoznacné).
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7 Mikroekonomie: matematické programovani
a teorie srovnavaci stability

Mikroekonomické tlohy jsou typicky formulované pro ekonomické subjekty (jako jsou
napf. domécnosti, firmy), které se pokouseji maximalizovat i¢elovou funkci pti jistych
omezenich. Proto jsou formulované jako tlohy matematického programovani. Teorie
matematického programovani je pak pouzivana pro analyzu téchto problému - tj.,
specificky charakterizovat rovnovazné teseni a urcit jak se Teseni méni pri zméné
parametru tlohy. Posledné zminéné vymezeni - tj., jak zmény v parametrech ovliviuji
Feseni - je nazyvano srovnavaci stabilita, protoze porovnava dvé rovnovazné situace -
pocatecni rovnovahu a rovnovahu po jedné nebo vice zménach v parametrech.

Charakteristika feseni je obycejné zalozena na podminkach 1. fadu tlohy matema-
tického programovani a analyza srovnavaci statistikyje zaloZena na rozdilu podminek
1. fadu. Vysledek kvalitativniho nebo kvantitativniho urcéeni o tom, jak parametry
ovliviuji feseni, dava jisté omezeni v feseni.

7.1 Véta srovnavaci stability

Predpokladana tloha jistého ekonomického subjektu muze byt charakterizovana jako
vybér jistych proménnych x stejné jako v tloze klasického programovani 1.18 s jedno-
duchym omezenim. Uéelové funkce a omezeni mohou zaviset na g-rozmérném sloup-
covém vektoru parametru a, a tedy tloha muze byt vyjadrena jako

max F(x,a) pro g¢g(x,a)=b. (1.79)

Reseni této alohy je charakterizovano podminkami 1. fadu 1.24 a 1.25, které zde
jsou ve tvaru

b—g(x,a) =0, (1.80)
OF dg B
a—X(Xv a) - ya_x(xv a) - 07 (181)

kde y je jednoduchy Lagrangetv multiplikdtor odpovidajici jednoduchému omezeni.
Reseni x*, y* zaviseji celkové na ¢+ 1 parametrech tilohy (a, b)

X" =x"(a,b), (1.82)

y =1y (a,b). (1.83)

Vlozenim tohoto feseni do podminek 1. fadu dostavame n + 1 identit
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b— g(x(a,b),a) =0, (1.84)

or dg B
a—X(X(av b)va) - y(av b)a_x(x(av b)va) = 0. (185)

Predpokladané funkce F'(x) a g(x) jsou spojité diferencovatelné, identity 1.84 a
1.85 muzeme diferencovat do tvaru

dg dg . _
0*r 0*r g\ 0%q D*g B
8X2dx+8xaada_ (8_)() dy—y@dx—yaxaada—o, (1.87)
kde
dg [ dg Jg dg
da (8@17 day’ " da, )’ (1.88)
dx = (day,day,...,dx,), (1.89)
da=(day,das,...,da,), (1.90)

Reseni pro dx a dy dava, v maticovém zapisu,

d 0 —(3)\ [ Zda—db
()=(gy &) (Fgn) o

kde predpokladame, ze ohrani¢ena Hessova matice je regularni.

S uZitim tohoto vysledku a s pfedpoklady, Ze F(x) a g(x) jsou spojité diferenco-
vatelné, je zde pripustny bod a ohranicena Hessova matice je regularni, srovnavaci
staticka véta udava, ze existuje témeér vzdy zobecnéna Slutského rovnice ve formé

ox ox 1 [{0x oL
P (a—a) o T (%) (%) ' (1.92)

Zde "comp” znadi, Ze je kompenzovana parcialni derivace podle a b tak, Ze F' je
2 2
konstantni. Tuto zobecnénou rovnici lze prepsat do tvaru

ox  0xdg (8){) LoxOF

3t e \5a) o g = Sab) (1.93)



KAPITOLA 1. MATEMATICKE PROGRAMOVANI S APLIKACEMI V
26 EKONOMII

Zde jsou vyrazy vlevo "pozorovatelné”, derivace vybranych proménych podle ¢+ 1
parametrii, derivace podle b, vazena derivaci g dle a. Vyrazy vpravo jsou "nepozo-
rovatelné”, prvni je matice kompenzované parcialni derivace a druha je nepozorova-
telna, kdyz je ucelova funkce jedine¢na pouze na monotoni transformaci. Matice n x g
vpravo, S(a,b), je zobecnénd matice substitucniho efektu. Druha cast véty dava, ze
pokud g = n, tedy S(a,b) je étvercova, potom je symetricka tehdy a jen tehdy, kdyz
obé funkce, celova funkce F(x,a) a omezujici funkce ¢g(x, a) mohou byt zapsany jako

F(x,a) = Apa'x + Gr(x) + vr(x), (1.94)

g(x,a) = Aga’x + B,(x) + 7,(x), (1.95)
kde Ar a A, jsou konstanty. Koneéné, kvadraticka forma S(a,b) je negativné semi-

definitni, pokud plati

Ap —yA, >0 (1.96)

8 Neoklasicka teorie domacnosti

Domacnost a firma jsou dva velmi dulezité mikroekonomické subjekty. Stejné jako
u ekonomického subjektu, je u domacnosti predpokladano chovani vedouci k maxi-
malizaci uzitecnosti podfizené rozpoctovému omezeni. Predpokladejme n dostupnych
druhu zboii (a sluzeb), oznac¢me x sloupcovy vektor mnozstvi zbozi nakupovaného a
spotfebovavaného domacnosti

X = (21, 22,...,7,)" (1.97)

U(z) oznac¢me funkei uzitecnosti pro domacnost,
Ux)=U(xr,22,...,2,), (1.98)
udavajici uzitecnost jako funkci spotfebovaného mnozZstvi; p bud radkovy vektor

(kladnych) danych cen zboii,

P = (pP1,P2,-- - Pn)i (1.99)

a [ bud (kladny) dany dostupny pfijem domaécnosti. Problém domacnosti pak lze
zapsat

maxU(x) pro px<I, x>0 (1.100)

Domaéacnost vybira nezaporna mnozstvi zbozi x tak, aby maximalizovala funkci
uzitecnosti pri respektovani rozpoctového omezeni
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px =Y pix; <1 (1.101)

=1
coz tika, ze celkové vydaje na n druhu zbozi nemohou prekrocit piijem domaéacnosti.
Jde o ulohu nelinearniho programovani, ktera vede k zavedeni Lagrangeova multipli-
katoru y a definuje Lagrangian jako

L(x,y) = U(x) + y(I — px). (1.102)

Kuhn-Tuckerovy podminky davaji pro reseni x* a y*

oL ou oL
8x:8x_yp§0’ ay:[_pXZ(L

x>0, y>0. 1.103
Sy = (2~ yp)x = 0, y2k = y(I — px) = (1105)

Navic y* mé interpretaci marginalni uZitecnosti penéz (nebo marginalni uziteénosti
prijmu), MU,,,
y* =0U" /ol = MU,,, (1.104)

kde U* je maximalizovana hodnota uzitecnosti

U =U(x"). (1.105)

Jsou-li ceny a prijem kladné a uzitecnost je monoténé rostouci ve vsech spotfebnich
urovnich

oU/dx; = MU; > 0, (1.106)
kde MU; je (kladnd) marginalni uZitecnost zboZi j, muZeme pak odvodit, Ze rust p¥i-
jmu umozni doméacnosti nakoupit vice zbozi a tak zvysit uzitek. Takze y*, marginalni
uzitecnost zvyseni piijmu, je kladna a, ze slabé doplnujici podminky

px* =1 (1.107)
plyne, Ze cely prijem je utracen.
7 Kuhn-Tuckerovych podminek plyne, Ze produkt marginalni uzitecnosti prijmu
a cena zbozi urc¢uji horni hranici pro marginalni uzitecnost kazdého zbozi
MU; <y'p;, 7=1,2,...,n. (1.108)
Ze slabé dopliujici podminky plyne, ze pokud je zbozi nakupovéno (z > 0),

podminka 1.108 prechazi v rovnost. Takze je-li j-té zbozi nakupovano

MU;/p;j = y* = MUy, (1.109)
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takze pomér marginalni uzitecnosti k cené je tentyz pro vsechny druhy zbozi, které
jsou aktualné nakupovany, tento pomér nazveme marginalni uzitecnosti penéz. Pokud
1.108 dava ostrou nerovnost, pak dle komplementarni podminky neni dané zbozi

nakupovano (27 = 0).

8.1 Veéta o poptavce

V souladu s vétou o poptavce zde existuje reseni pro pozadované nakupované zbozi x*
a marginalni uzitecnost penéz y*, jez mohou byt povazovany za funkci n+1 parametri,
jmenovité n cen a prijmu, p a I,

X" =x"(p, 1), (1.110)

y =y (p, 1), (1.111)

predpokladame x* > 0, U(x) spojité diferencovatelna do druhého fadu véetné v nej-
blizsim okoli x*, px* = [ (nenasyceni) a Hessova matice

U D (8(])

H=52"ox \ox

(1.112)
je regularni. Funkce 1.110 je poptavkova funkce pro n druhu zbozi, jeji existence plyne
z teori implicitni funkce. Omezime-li pozornost na zbozi, které je aktualné poptavano,
podminka prvniho fadu, uZivaje feseni, muze byt zapsana jako n 4+ 1 identit

(b, 1) = v (b . (1113)

px*(p, 1) = 1. (1.114)

(Omezeni pozornosti na zbozi, které je aktualné poptavano, nepfipousti situaci, ve
které pii zméné parametru zbozi, jeZ neni poptavano, muze toto jiz byt poptavano). V
souladu s teorii, podminky charakterizuji rovnovazny stav domacnosti. Pokud poptav-
kova funkce U(x) je ostie konkavni, jsou obé nutnymi a dostac¢ujicimi podminkami pro
rovnovahu. Dale podle teorie je n poptavkovych funkei v 1.110 pozitivné homogennich
stupné nula v cenach a prijmu,

xX*(Ap,Al) =x*(p,[), YA, A>0 (1.115)

jestlize zména p, [ na A - p, A - I nezméni tlohu pokud A > 0. (Pouze donuceni je
ovlivnéno, a A -p-a < A- [ je ekvivalentni k p-a < I pri A > 0.) Zvolime-li A = 1/1,
poptavkova funkce muze byt psana
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1

X" =x" (ip) =x"(p”), (1.116)

kde p* je vektor cen relativné vztazenych k dichodu,

p = (pi/Lp2/ 1, pafT) (1.117)

Zde poptavka zavisi pouze na cendch relativné vztazenych k duchodu. Teorie po-

ptavky potom charakterizuje poptavkové funkce, urcuje jejich homogenitu a indikuje
jejich zavislost na relativnich cenéach.

8.2 Slutského véta

Slutského véta sumarizuje porovnavaci statiku domacnosti, obdrzenou jako diferenci-
aci podminek 1.113 a 1.114 podle cen a dichodu. Dle kapitoly 7 dostavame zdakladni
maticovou rovnici teorie domdcnosti

oy* oy* oy*
ayl ayp (ayp) P -1 */
o —( 0 _p) (_1 X 0 ) (1.118)

-p H 0 yI, yvI,

job]
"
*
job]
"
*

(%)
al ap ap comp

kde vysledky porovnavaci stability jsou sumarizovany dle zmén v Feseni y*, x* jako
parametra zmén [ a p,

dy* _ 92U
ol o912
ax* (81’;‘ dx} ax;‘l)
ol oI ol v 9l )
dy* _ [ dy* Oy* dy*
ap ~ \9p1’ 9p2” ? dpn ) )
(1.119)
day day day
Ip1 Ip2 "7 Opn
ax*
op ’
oz oz oz
Ip1 Ip2 77 Opn

a vSechny proménné a derivace jsou pocitany pro hodnoty reseni y*, x*. Zde ”comp”
znaci, ze je kompenzovana parcialni derivace podle cen, kde dichod je kompenzovan
tak, Ze poptavka je konstantni; H je Hessova matice dle 1.112, u niZ je predpokla-
dana negativni definitnost a invertibilita, hrani¢ni Hessova matice je regularni a [,
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je identicka matice typu n x n. ResSeni zakladni rovnosti, pti invertovani rozlozenych
matic, dava Slutského rovnost,

ax* (ax*) (ax*) * .
= — x* 1.
op op comp o1 J

ox* ox* ox* .
J — J _ J *
Bpn (apk) (al) v Visk,
comp

vyjadrujici, ze celkovy efekt zmény ceny na poptavku je souctem substituéniho efektu
kompenzované zmény na poptavku a duchodového efektu zmény dichodu na po-
ptavku, kde diichodovy efekt postihuje vazené —x*. Tato rovnice je prvni casti Slut-
ského véty. Druhé cast teorie uvadi, ze matice substitucniho efektu je symetricka a
negativné semidefinitni,

(1.120)

ox* 8:1;;

* *
al‘k awk %

ax*
j tricka  tj. : r = © Vi k 1.121
(5 )m Josmene e Gy G T gy, g TR
a *
7z 2 Z <0 a =0proz=ap. (1.122)
ap comp
Posledni ¢ast véty je Engelova podminka agregace
ox* "
=1 tj. —L = 1; 1.123
Cournotova podminka agregace
ox* , L& ox*
p +x"=0 tj. P; (—]) +af =0, VI 1.124
( ap) ]Z:; J apl { ( )
a podminka homogenity
ox* ,  Ox* " Jx ox* ,
I=0 tj. — —L1 =0, Vj. 1.125

9 Neoklasicka teorie firmy

O firmé jako ekonomickém subjektu predpokladame, ze se chova tak, aby maximalizo-
vala zisk za predpokladu technologickych omezeni produkéni funkce. Za predpokladu,
ze firma pouziva n vstupt na produkci jediného vystupu, necht x je sloupcovy vektor
vstupu

X = (21, T2,...,2,); (1.126)
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q je vystup, f(x) je produkéni funkce firmy

qg=f(x)= flz1,22,...,25), (1.127)
kde vystup je funkci vstupt. w je radkovy vektor kladnych vah vstupu

w = (wy,wa,...,w,); (1.128)

a p je kladna cena vystupu. Problém konkurenéni firmy je pak

maxm = pg—wx pro ¢= f(x), x>0. (1.129)

q7x -

Firma zvoli odpovidajici hodnotu vstupt a vystupu tak, aby maximalizovala zisk
7, uvedeny ve vztahu 1.129 jako rozdil mezi pfijmy pg a naklady, které jsou dané jako
celkové vydaje za viechny vstupy

WX = Zw]‘l']‘. (1130)
7=1

Produkeéni funkce muze byt dosazena pfimo do tcelové funkce, takze problém muze
byt zapsan

max7(x) = pf(x) —wx pro x> 0. (1.131)

Kuhn - Tuckerovy podminky pak vyjadiuji reseni a*

E=pg-w<o,

Zx = (p3 —w)x= 1.132
x> = \Pax WX_O’ ( )
x > 0.

Pak pomér vstupni hodnoty k vystupni udava horni limit marginalni (mezni)
produkce kazdého vstupu
MP; =0f/0x; <w;/p, j=1,2,...,n. (1.133)
Ze slabé dopliikové podminky vyplyva, Ze pokud je vstup j nakoupen (tj. x; > 0),
podminka 1.133 se stava rovnosti, tedy je-li vstup j nakoupen, plati
MP]‘ :w]‘/p, (1134)

a tedy pomér marginalni produkce k bohatstvi (hodnota vstupu) je stejny pro vSechny
aktualné nakoupené vstupy, bézny pomér byva prevracena hodnota vystupni hodnoty

(ceny).
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9.1 Véta o nabidce

Podle véty o nabidce existuje feseni pro nakoupené vstupy a*, které mohou obsahovat
funkce z n + 1 parametrua, tedy n vah w a vystupni cena p

X" = x"(w,p), (1.135)

za predpokladu x* > 0, f(x) je dvojnasobné spojité diferencovatelna funkce v okoli
x* a Hessova matice

H

or_2 (a_f) (1.136)

T ox? 9x \dx

je regularni. Funkce v 1.135 jsou vstupni poptavkové funkce, jejichz existence je za-
rucena. Vystupni nabidkova funkce je pak

¢ =q(w,p) = f(x). (1.137)

Omezenime-li pozornost na vstupy, které jsou aktualné nakoupeny, podminky 1.
radu, pouzité pii feseni, jsou identity

pa—X(X*(w,p)) =w, (1.138)

q(w,p) = f(x*(w,p)). (1.139)

(Je to podobné jako u domécnosti. Omezené pozornost vstupt, které jsou aktu-
alné nakoupeny, vylouci pripad, ve kterém diky zméné parametru vstup, ktery nebyl
nakoupen, muze byt nakoupen.)

Podle véty o nabidce tyto podminky charakterizuji rovnovahu firmy. Jestli pro-
dukéni funkce f(x) je ostie konkavni, jsou obé podminky nutné a postacujici pro
rovnovahu. Navic podle teorie n vstupni poptavkova funkce 1.135 a vystupni nabid-
kova funkce 1.137 jsou positivni homogenni stupné 0 pro vsechny hodnoty vstupu a
vystupni ceny

X" (AW, Ap) = X*(w, p),
v oA>0, (1.140)
¢ (AW, Ap) = ¢"(w, p),
protoze zména w,p na AW, Ap zméni pouze 7 ve vztahu 1.129 a maximalizaci Am
dostavame stejné feseni jako maximalizaci 7 za predpokladu A > 0. Vybérem A = 1/p
pak vstupni poptavkové funkce a vystupni nabidkova funkce mohou byt zapsany

X =x" (%W) = x*(w*),

¢ = o () = (v, (1.141)
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kde w* je vektor realnych hodnot vstupu (bohatstvi), tj. relativni hodnoty k vystupni
cené

w" = (wy/p,w2/p, ..., w,/p). (1.142)

Pak vstupni poptavka zavisi pouze na n realnych vahach. Véta o nabidce proto
charakterizuje jak vstupni poptavkovou tak i vystupni nabidkovou funkci, udava jejich
homogenitu a ukazuje jejich zavislost na realnych vahach.

9.2 Teorie srovnavaci stability firmy

Teorie srovnavaci stability firmy je ziskana pomoci rozdilu podminek prvni nabidky
1.138 a 1.139 s ohledem na vstupni ceny w a vystupni cenu p. Sledujice pristup z
odstavce 7 obdrzime zdkladni maticovou rovnici teorie firmy

w () 1 U0 0
= / : (1.143)
0 H - (%) L

kde srovnavaci stabilita feseni je shrnuta pomoci zmény na feSeni ¢*, x* taktéz s
parametry p a w.

dg*

9p

ox* (81’;‘ du} 81’;‘1)/

ap —_— ap 9 ap PRI ap y

aq* . aq* aq* aq* !

ow (8w178w27"‘78wn ’ (1144)
day day CEN
8w1 8w2 Tt awn

ox* _

ow . : .
Ozy  dwp Oy,
8w1 8w2 Tt awn

a vSechny proménné a derivace jsou vypocéteny v hodnotach feseni ¢*, x*. Derivaci
df/0x je zde vektor marginalnich produkti, H je Hessova matice 1.136, o které
predpokladame, Ze je negativné definitni a I, je identickd matice typu n x n. ReSeni
zakladni rovnice vede na vztah

¢ oW = —0x7[dp ti. Oq |ow; = —0a7/dp, V], (1.145)

coz nam Tika, ze efekt jakékoliv hodnoty na vystupu je identicky, ale s opacnym
znaménkem nez efekt vystupu ceny na stejny vstup. Tato rovnice je prvni casti véty.
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Druha cast véty uvadi, ze matice efektt vah vstupnich poptavek je symetrickéd a
negativné definitni

Ox™[Ow  je symetrickd t.j. Oz} /Owy = Oz} /Ow;, VY, k, (1.146)

z(0x*/ow)z' <0 a =0 pro z = aw. (1.147)

Posledni ¢ast véty tvrdi, Zze vzrust vystupni ceny bude zvysovat nabidku vystupu

dq/Op > 0. (1.148)

Firma muze pouzit teorii linearniho programovani. V takovém pripadé firma pro-
dukuje n vystupa xq,...,x, s vyuzitim m vstupu by, ..., b,,. Produkce jedné jednotky
vystupu j pozaduje a;; jednotek na vstupu ¢. Predpokladejme, ze kratkodobé vsechny
vstupy jsou fixni, potom vybér firmy pouze je rozhodnout, jaky mix vystupu produkce
je dan témito vstupy. Uloha je pak tloha klasického linearni programovani

maxcx pro Ax<b, x>0, (1.149)

xr

jako v 1.65. Uéelova funkce maximalizace je celkovy p¥fjem, dany vztahem

CX = 1Ty + Gy + - + ¢y, (1.150)

kde ¢; je dana cena a x; je vybrana troven vystupu j. Pak m omezeni je ve formé

ATy + aipto + -+ apr, < b, 1=12,...,m, (1.151)

coz nam 1ika, ze celkové mnozstvi vstupu 7 pouzité k produkci vystupového vektoru
z nemuZe piesdhnout trovenn dostupného vstupu 7, coz je b;. Uloha je pak vybér
nezapornych vystupu tak, aby maximalizoval zisk, v dané technologii a dostupnymi
vstupy.

Dualni tloha je

rr%/inyb pro yA>c¢, y>0, (1.152)
jako v 1.69. Tato tloha muZe byt interpretovan jako vybér nezapornych hodnot (sti-
nové ceny) pro vstupy yi, Y2, . - . Ym tak, aby minimalizoval naklady vstupt

yb = yibi + yaba + - - + Y, (1.153)

kde y; je vybrana hodnota a b; je dand troven vstupu ¢. Pak n omezeni je ve tvaru

ylalj—l_y?a?]—l_"'—l_ymamj chv .]: 1727"'7n7 (1154)
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ktery nam rika, Ze jednotkové naklady na zbozi j, ziskané sectenim nakladt produkce
jedné jednotky ze vsech vstupi, neni mensi nez cena tohoto zbozi. Dualni problém k
problému rozdéleni, primarni lloha 1.149 je proto problém ohodnoceni, dudlni tloha
k 1.152. Podle doplhujici podminky 1.78, jestlize pro néjaky vystup j je nerovnost
1.154 ostrou nerovnosti, tak nakladova jednotka prekroé¢i cenu ( vystup je produkovan
se ztratou), pak tento vystup neni produkovan (27 = 0). Podobné, jestlize pro néjaky
vstup ¢ je nerovnost 1.151 ostra nerovnost, tak neni cely vstup vyuzZit (preroste nam
nabidka), pak tento vstup je zbozi zdarma (y; = 0). A navic z 1.77

cx” =y'b, (1.155)

pak pri feseni dualni tlohy celkové prijmy z vystupu se rovnaji celkovym nakladam
vstupu, tj. firma vyrabi s nulovym ziskem.

10 Zaveéry

7, tohoto shrnuti matematického programovani s aplikaci na ekonomii nam vyjdou
dva zaveéry.

1. Razné problémy matematického programovani, které zde jsou zpracovana -
uloha bez omezeni, klasické programovani, nelinearni programovani a linearni
programovani - vSechny jsou vzajemné uzavreny, s analogickymi teoriemi ve
vsech pripadech.

2. Stejné problémy matematického programovani jsou dulezité pri aplikaci v eko-
nomii, zvla$té v mikroekonomické teorii domacnosti a firem. ReSeni matematic-
kého programovani vede u obou k charakteristice rovnovahy kazdého z téchto
subjektt a analyza jejich srovnavaci statistiky odpovida zméné parametru, jako
jsou ceny a duchod.
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Kapitola 2

Dualita v mikroekonomaii

1 Uvod

Co se mysli tim, kdyz se tfekne, ze existuje ,dualita® mezi nakladovou a produkéni
funkci? Pfedpokladejme, Ze je dana produkcni funkce F a ze v = F(x), kde u je
maximalni mnozstvi vyroby (produkce), které muzZe byt vyrobeno technologii béhem
ur¢itého obdobi, jestlize vektor vloZeného (vstupniho) mnozstvi x = (x1,X2,...,XnN)
je uzit béhem obdobi. Tudiz produkéni funkce F' popisuje technologii dané firmy. Na
druhou stranu minimalni celkové ndklady firemni vyroby na nejmensi vystup (pro-
dukci) Grovné uw dané vstupnimi cenami (p1,p2,...,py) = p jsou definovany jako
C(u,p) ) a to je samoziejmé funkce u, p a dané produkéni funkce F'. To co neni tak
samoziejmé, je to, Ze (za uréitych podminek regularity) ndkladovd funkce C(u,p) rov-
néz zcela popisuje technologii dané firmy, tj. dana firemni nakladova funkce C' muze
byt pouzita k definovani firemni produkéni funkce F. Tudiz se jedna o dualitu mezi
nakladovou a produkéni funkei v tom smyslu, ze kazda z téchto funkci muze popisovat
technologii firmy stejné dobre.

V prvni casti této kapitoly rozvineme tuto dualitu mezi nakladovou a produkéni
funkei podrobnéji. V druhé ¢asti odvodime podminky regularity, jez nakladova funkce
C musi mit (bez ohledu na tvar funkce nebo zvlastnich regularnich vlastnosti pro-
dukéni funkce F'), a ukdZeme, jak muze byt produkéni funkce zkonstruovana z dané
nakladové funkce. Ve treti casti rozvineme tuto dualitu mezi nakladovou a produkéni
funkei vicero formalnéjsim zpusobem.

Ve ¢tvrté casti budeme uvazovat o dualité mezi (pfimou) produkéni funkel F' a
vzajemné si odpovidajici nepfimou produkéni funkei G. Dana produkéni funkce F',
vstupni ceny p = (p1,p2,...,pn) a vstupni rozpocet y dolaru, nepiimé produkéni
funkece G(y,p) je definovana jako maximalni vystup (produkt) v = F(x), ktery
miuZe byt vyroben (vyprodukovan) danym rozpoc¢tem vynucenym vstupnimi naklady
p'x = 2N, pix; < y. Tudiz nep¥imé produkéni funkee G(y,p) je funkel maximal-
niho pfipustného rozpoctu y, vstupnich cen p, se kterymi vyrobce pocita a produkéni
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funkci F' vyrobce. Za urcitych regularnich podminek se ukaze, ze G muze také zcela
popisovat technologii a tudiz je tu dualita mezi primou a nepfimou produkéni funkei.

Vyse uvedené duality mezi naklady, produkei (vyrobou) a nepfimou produkéni
funkei se také muZe interpretovat v kontextu teorie spotieby: prosté nechat (dovolit)
F byt uzitkovou funkei spotiebitele, x vektorem nakoupeného zboZi (nebo najemné), u
uzitkovym stupném spottebitele a y ,pFijmem* spottebitele nebo vydaji (naklady) na
N komodit. Potom C(u,p) je minimalni naklad (vydaj) dosahujici uzZitkovy stupen
u dany tak, Ze spotiebitel pocita s cenami p za zbozi a to je dualita mezi uzitkovou
funkei F' spottebitele a funkei C, ktera je Casto nazyvana ndkladovou (vidajovou)
funket v kontextu teorie spottebitele. Podobné G(y,p) muZe byt nyni definovana
jako maximalni uzitek, ktery spotrebitel muze dosahnout tak, Ze pocita s cenami p
a prijem y vyda na N komodit. V souvislosti se spottebitelem je G nazyvana jako
neptimd uZitkovd funkce spotiebitele.

Tudiz kazda z nasich dudlnich teorii ma dvé interpretace: jednak v souvislosti
s vyrobou a jednak v souvislosti se spotrebitelem. V ¢asti 2 chceme vyuzit vyrobni
teoretickou terminologii kvuli konkrétnosti. Nicméné v nasledujici ¢asti budeme pou-
zivat vice neutralni terminologii, ktera bude zahrnovat jak produkeni tak i spotfebni
interpretaci. Produkéni nebo-li uzitkovou funkci £ budeme nazyvat agregacni funkce,
nakladovou nebo-li vydajovou funkci C' nakladovad funkce a neprimou produkéni nebo-
li uzitkovou funkei G' neprima agregacni funkce.

V paté casti je zavedena funkce vzdalenosti D(u,x). Vzdalenosti funkce poskytuje
jesté dalsi zptusob charakteristiky technologie. Hlavni pouziti vzdalenostni funkce je
v konstrukei Malmquistova (1953) mnoZstevniho indexu.

V ¢asti 6 prodiskutujeme nékolik dalsich teorii duality: tj. prodiskutujeme dalsi
metody pro ekvivalentni popis technologie, bud lokalné nebo globalné, v jednovstupém
nebo v N-vstupém kontextu. Ctenaf, ktery se zajima o aplikaci, mize preskodit ¢asti
3 - 6.

Matematické teorie prezentované v casti 2 — 6 mohou vypadat jen jako cisté te-
oretické vysledky (pro matematické tcely) bez praktického vyuziti. AvSak toto neni
ten pripad. V ¢asti 7 — 10 predvedeme nékteré aplikace diive rozvinutych teorii. Tyto
aplikace spadaji do dvou hlavnich kategorii: 1)méfeni technologii nebo preferenci (¢ast
9 a 10) 2)odvozeni srovnatelnych statistickych vysledku (¢ast 7 a 8).

V casti 10 se zamérime na firmy, které mohou produkovat mnoho vystupt, zatimco
zpracovavaji mnoho vstupt (kdezto predtim jsme se zabyvali pouze jednim vstupem).
Uvedeme nékteré teorie duality a povSimneme si jejich nékterych aplikaci.

Nakonec v ¢asti 11 a 12 se kratce zminime o nékterych dalsich oblastech ekono-
miky, kde mohou byt dualni teorie aplikovany.

Dikazy jsou v nékterych castech vynechany : diukazy mohou byt nalezeny v od-
kazované literatute nebo v Diewertovi (1982).



2. DUALITA MEZI NAKLADOVOU (VYDAJOVOU)
A PRODUKCNI (UZITKOVOU) FUNKCI: ZJEDNODUENY POHLED 39

2 Dualita mezi nakladovou (vydajovou)
a produké¢ni (uzitkovou) funkci: Zjednoduseny

pohled

Predpokladejme, Ze mame danu N-rozmérnou vstupni produkéni funkei F:: v = F(x),
kde u je mnozZstvi vyprodukovaného vystupu za urcitou dobu a x = (xy,...,Xy) >
On je nezaporny vektor vstupu zpracovaného za tuto dobu. Dale predpokladejme,
ze vyrobce muze nakoupit mnozstvi zpracovavanych vstupu za pevné kladné ceny
p = (x1,...,xXn) >> Oy a Ze se vyrobce nepokusi mit monopolni silu na trhu vstupu.*

Nakladova funkce vyrobce C' je definovana jako vysledek problému minimalizace
ceny vyroby pri zachovani vystupni urovné u, za podminky, Ze vyrobce pocita se
vstupnim vektorem cen p:

Clu,p) = rr%cin{pTX : F(x) > ub. (2.1)

V této casti je ukazano, ze nakladova funkce C' vyhovuje prekvapivému poctu
podminek regularity, bez ohledu na funkcionalni tvar produkéni funkce F', poskytujici
jen Teseni cenového minimalizacniho problému 2.1. V nasledujici casti je ukazano,
jak tyto podminky regularity nakladové funkce mohou byt puzity v pripadé dikazu
komparativnich statistickych teorii o odvozeni poptavkové funkce pro vstupy ([20]).

Drtive nez zavedeme vlastnosti nakladové funkce €', je vhodné dat prostor nasle-
dujicim minimalizacnim podminkam regularity produkéni funkce £

Predpoklad 1 pro F

F' je spojita shora, tj. pro vSechna u € rangeF' je L(u) = x:x > Oy, F(x) > u
uzavrena mnozina.

Jestlize F' je spojita funkce, pak samozfejmé F' bude rovnéz spojita shora. Pred-
poklad 1 je dostatecny k implikaci toho, ze feSeni cenového (nakladového) minimali-
zacniho problému 2.1 existuje.

Nasledujicich sedm vlastnosti pro nakladovou funkci C' mtize byt nyni odvozeno
jen za predpokladu, Ze produkéni funkce F' vyhovuje predpokladu 1.

Vlastnost 1 pro C
Pro kazdé u € range(F') a p > Oy, C(u,p) > 0, tj. C je nezaporna funkce.
Dukaz.
Clu,p) = rr%cin{pTX :x > On, Fi(x) > u}
= p'x*, kde x* >0y a F(x*) > u
> 0, nebot p > 0y a x™ > 0y. 1

*V casti 11 je tato podminka zmirnéna.
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Vlastnost 2 pro C

Jestlize p > On a k > 0, potom C(u, kp) = kC(u,p) pro kazdé u € range(F'), tj.
nakladové funkce je (jednozna¢né) linearné homogenni ve vstupnich cenach pro fixni
vystupni troven.

Duakaz. Necht p > On,k > 0 a u € rangeF'. Pak

C(u, kp) rr%cin{(kp)TX s F(x) > u}

= k rr%cin{pTX : F(x) > u} =k C(u,p). |

Vlastnost 3 pro C

Jestlize néjaka kombinace vstupnich cen roste, pak minimalni produkéni naklady
realného vystupu tirovné u se snizi, tj. jestlize u € range(F') a p* > p°, pak C'(u,p') >

C'(u,p°).
Dikaz.
C(u,p') = rr%cin{plTX c F(x) > u}

p'’, kde x' > Oy a F(x') > u
p’Tx!, nebot p* > p’a x' > Oy

rr%cin{pOTX : F(x) > u},nebot x' je

VAR

pripustny pro minimalizaci nakladu,
ale neni nutné optimalni

C(u,p°). 1

Vlastnosti nakladové funkce byly intuitivné zrejmé z ekonomického pohledu. Ale
nasledujici dulezité vlastnosti nejsou tak intuitivné zrejmeé.

Vlastnost 4 pro C
Pro vSechna u € range(F'), C(u,p) je konkavni funkce p.
Dikaz: Necht u € rangel’, p° > Oy, p' > Oy a 0 < A < 1. Pak
C(u,p’) = rr%cin{pOTX CF(x) > u} =pTxa
C(u,p') = rr%cin{plTX  F(x) > u} =p'Tx'. Nyni
Cludp® + (1= Nph) = min(0p° + (1~ \p!)Tx: Flx) > u}

(AP’ + (1= A)p")'x*
)\I)OTX/\ T (1 . )\)plTX/\
Ap?Tx% 4 (1 — X)p'Tx!, nebot x* je piipustné pro

AV
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minimalizaci nakladt ve spojitosti s cenovym
vektorem vstuptt p® a p', ale neni nutné
optimalni pro tyto tlohy

= AC(u,p°) + (1 = N\)C(u,p'). 1

Zakladni idea ve vyse uvedeném dukazu je opakované pouzita v dualni teorii.
Vzhledem k neintuitivni povaze vlastnosti 4 je asi vyhodné poskytnout geometrickou
interpretaci ve 2—vstupovém piipadé (tj. N = 2).

Predpoklddejme, %e vyrobce produkuje vystup tirovné u. Definujme mnoZinu S°
jako mnozinu nezapornych kombinaci vstupt, které jsou bud na nebo pod optimalni
nakladovou ¢arou (izokvantou), kdy vyrobce poéita s cenami p%; tj. S° = {x : p®Tx <
C(u,p°),x > Oy}, kde C° = C(u, p°) = p?x° je minimum produkénich nakladt vy-
stupu v danych tak, ze vyrobce pocitd s cenami p® > Oy. Viimnéme si, ze vektor
vstuptt x° fesi nékladovou minimaliza¢ni tilohu v tomto pripadé. Nyni predpokla-
dejme, Z%e vyrobce pocitd se vstupnimi cenami p! >> Oy a definujme S, C1, a x!
analogicky, tj. St = {x : p'Tx < C(u,p'),x > Oyn},C! = C(u,p') = P7Tx!, kde
vektor vstupt x! fedi nakladovy minimaliza¢ni problém, kdy vyrobce po&itd s cenami
p'.

Necht 0 < A < 1 a nyni predpokladejme, ze vyrobce pocita s primérnymi ceno-
vymi vstupy Ap® + (1 — A)pt. Definujme S*, C* a x* jako predtim:

§* = e (P4 (1= NP x < O, 2p" + (1 - A)ph), x 2 0w},
Y = Ol Ap’+ (1= Nph) = (Ap” + (1 - A)p")Tx,

kde x* fesi nakladovy minimaliza¢ni problém, kdy vyrobce podita s pramérnymi ce-
nami Ap’ + (1 —A)p*. Nakonec uvazujme nakladovou izokvantu, kterd by byla vysled-
kem, jestlize vyrobce spotiebovava primér ze dvou pocatecénich nakladia AC? + (1 —
A)C!, odpovidajicich priméru cen vstuptt Ap®+(1—A)p'. MnoZina nezapornych kom-
binaci vstupti, ktera je bud na nebo pod néakladovou linii, je definovana jako mnozZina
S* = {x: (Ap°+ (1 =NpH)Ix < ACP+ (1 - X))t x > On}. K ukdzéni konkévnosti C
potfebujeme ukazat, ze C* > AC°+ (1 — A)C! nebo (ekvivalentné) potiebujeme uké-
zat, ze S* obsahuje mnozinu S*. To mfize byt dokazano tak, Ze ndkladové izokvanta
pifslusici mnoziné S*, L* = {x : (Ap® + (1 — A)p')Tx = AC° + (1 — \)C'} protind
prinik nakladovych izokvant piislusicich mnozinam S° a S'. Nékladova izokvanta
pifslusici mnoziné S*, L = {x : (Ap® + (1 — M)p')Tx = C*} je ziejmé soubéznd
(paralelni) s L*. A koneéné L* musi byt bud shodnéa s L* nebo lezet nad ni, protoze
kdyby L* byla pod L*, tak by existoval bod na u izokvanté, ktery by lezel pod alespon
jednou z nakladovych izokvant L° = {x : p°Tx = C°} nebo L' = {x: p'Tx = ('},
coz by odporovalo minimalizaci nakladi v x° nebo x!.

Vlastnost 5 pro C
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Pro viechna u € range(F'), C(u,p) je spojita v p pro p > Oy. [Dikaz této vlast-
nosti je zalozen na vysledcich ve [10], str. 75 a [19] str. 82.]

Vlastnost 6 pro C

C(u,p) je neklesajici v u pro pevné p, tj. jestlize p > On,u’ u' € range(F), a
u’ < ut, pak C'(u? p) < C(ut, p).

Dukaz:
Necht p > On,u®, u' € range(F') a u® < u'. Pak

Cu',p) = rr%cin{pTX D F(x) > u'}
> H%cin{pTX : F(x) > u”}, nebot kdyby u® < u', pak
{x: F(x)>u'} C {x: F(x) > u"} aminimum

T 24 Ve O v o)
p’ X nad vét$i mnozinou nemuze rust

C(u’p)- 1

V porovnani s predchazejicimi vlastnostmi nakladové funkce vyzaduje nasledujici
vlastnost silny matematicky aparat. Protoze tyto matematické zavéry jsou uzitecné
nejenom v tomto odstavci, ale i v odtsvcich nasledujicich, na chvili odboc¢ime a uve-
deme je.

V nésledujicich definicich necht S znaéi podmnozinu BM, T' je podmnozinou R,
{z"} je posloupnost bodu z mnozZiny S a {y"} posloupnost bodi z mnoZiny 7. Pro
plnéjsi diskusi o nasledujicich definicich a teoriich — viz. [11].

Definice. ® je korespondence (mnohoznacné zobrazeni) z S do T, jestlize pro kazdé
x € S existuje neprazdna mnozZina obrazu ®(x), kterd je podmnoZinou 7.

Definice. Korespondence ® je shora semispojitd (nebo jinak shora hemispojitd) v bodé
2° € 9, jestlize lim, 2" = 2% y" € ®(a") lim, y" = y°, implikuje y° € ®(2?). Ko-

respondence ® je zdola semispojitd v bodé 2° € S, jestlize lim, 2™ = 2°, y° € ®(aP)

implikuje, Ze existuje posloupnost {y"}, tak ze y* € ®(z") a lim, y" = y°. Korespon-

dence ® je spojitd v 2° € S, jestlize je shora a zdola semispojitd v bodé z°.

Lemma 2.1 ([}], str. 111-112) ® je shora semispojitd korespondence na S pravé
tehdy, kdyz graf ® = {(x,y): @ € S,y € ®(x)} je uzaviend mnoZina v S x T
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Véta 2.2 Véta o existenci maxima shora spojité funkce ([4], str. 116) Necht [ je
shora spojitd funkce! definovand na SxT, kde T je kompaktni (uzaviend, ohranicend)
podmnoZina RY. Predpoklidejme, e ® je korespondence z S do T a Ze ® je shora
semispojita na S. Pak funkce g definovand g(x) = maxv{f(x,y) : vy € ®(x)} je
jednoznacné definovana a je shora semispojita na S.

Véta 2.3 Véta o maximu (/6/, str. 19, [4{], str. 116)

Necht [ je spojita funkce realnych hodnot definovand na S xT', kde T' je kompaktni
podmnoZzina RY. Necht ® je korespondence z S do T a necht ® je spojitd na S. De-
finujme (mazimum) funkci g jako g(x) = max,{f(x,y) : y € ®(a)} a korespondenci
£ jako £(x) ={y 1y € ®(x) a f(x,y) = g(x)}. Potom funkce g je spojitdi na S a
korespondence & je shora semispojita na S.

Vlastnost 7 pro C
Pro kazdé p > On, C(u, p) je zdola spojita v u; tj. jestlize p* > On,u”™ € prosto-
ru F,u" € prostoru F' pro viechna n, u! < u? < ... a limu"” = u*, pak plati, ze

lim,, C'(u", p*) = C(u*, p*).
Dikaz vlastnosti 7 se nachazi v [8].

Za ucelem priblizeni této vlastnosti v C', ¢tenar muze zjistit, Zze je vyhodné zvolit
N = 1 a nechat produkéni funkce F(z) jako nasledujici ,krokovaci® funkci (shora

spojita) [Shepard (1970, str. 89)]:
F(x) = {0, jestlize 0 < x <; 1, jestlize | < < 2;2, jestlize2 <a < 3;...}.

Pro p > 0 je odpovidajici nakladova funkce C(u,p) nasledujici (zdola spojita) ,kro-
kovaci® funkce:

C(u,p) =0, jestlize 0 = u;p, jestlize 0 < u < 1;2p, jestlize | <u < 2;...}.

Vyse uvedené vlastnosti nakladové funkce maji empirické dusledky, jak si ukazeme
pozdéji. Nicméné, jeden dusledek muze byt uveden na tomto misté. Predpokladejme,
ze muzeme sledovat naklady, vstupni ceny a vystup (zisk) pro firmu a predpokladejme
dale, Ze mame ekonometricky odhadnutou nasledujici linearni nakladovou funkci:

Clu,p) = a+ Bp+qu

kde a a v jsou konstanty a (3 je vektor konstant. MuZe byt (2.2) skuteénou nakladovou
funkei firmy? Odpovédi je ne, jestlize firma konkurenéné minimalizuje naklady a

TRealna funkce definovana na S x 1" se nazyva spojitd shora neboli shora semispojitd v bodé
2% € § x T, pokud je splnéna nékterd z nasledujicich podminek: (i) Pro viechna ¢ > 0 existuje okolf
bodu z° tak, ze » € N(z°) implikuje f(z) < f(2°) + € nebo 2" € S x T, lim,z" = 2%, f(z") > f(z%)
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jestlize jedna ze dvou konstant « a 7 je nenulova, v tomto pripadé C' nevyhovuje
Vlastnosti 2 (linearni homogenita cen vstupi).

Nyni predpokladejme, Ze mame urcenou néjakou skutecnou nakladovou funkci
C firmy, ale Ze nezname produkéni funkei F' firmy (s vyjimkou toho, ze F' spliuje
Predpoklad 1). Jak muzeme pouzit danou nakladovou funkei C'(u, p) (splnujici vyse
uvedené vlastnosti 1 — 7) k vytvofeni prislusné produkéni funkce F(x) firmy ?

Odpovidajici k produkéni funkei v = F'(x) je skupina produkénich isoploch {z :
F(x) = u} nebo skupina rovinnych mnozin L(u) = {z : F(x) > u}. Pro kazdé
u € range(F') muze byt nakladova funkce pouzita k vytvoreni , krajni“ aproximace
mnoZiny L(u) nasledujicim zptisobem. Vyberte ceny vstupit p* > Oy a nakreslete
povrch izokvanty {z : p'Tx = C(u,p')}. Mnozina L(u) musi lezet nad (a protinat)
touto mnozinou, protoze C(u,p') = ming{p'Tz : x € L(u)}; tj. L(u) C {z : p'Ta >
C(u,p")}. Vyberme dalsi dodatecné vstupni cenové vektory p* > On,p” > Oy,...
a graf povrchii izokvanty {z : p'Tz = C(u,p')}. Je lehce vidét, Zze L(u) musi byt
podmnozinou viech mnozin {z : p'Tz > C(u,p')}. Tedy:

Lu)c () {z: ple > Clu,p)} = L™ (u),

p>0N

tj. L(u) mnozina skuteénych produkénich moznosti musi byt obsaZena v mnoZiné
L*(u) ,krajnich® aproximovanych produkénich moZnosti, ktera je obdrzena jako pru-
nik vSech opérnych celkovych nakladovych poloprostori na skuteé¢né mnoziné tech-
nologii L(u).

Na obrazku (2.1) je L*(u) oznacena prerusovanou carou. Poviimnéte si, ze okra]
(hranici) této mnoziny vytvari aproximace skuteénych isokvant u a Ze tyto aproximo-
vané isokvanty se kryji se skutecnymi jen zcasti, nemaji zpétné zaktiveni a nekonvexni
casti skutecnych isokvant.

JestliZe jiz byla skutecné skupina mnozin L*(u) aproximovanych produkénich moz-
nosti vytvorena, aproximované produkéni funkce mize byt definovana jako

F*(z) = max{u cx € L*(u)} = max{u : pTx > C(u,p) pro kazdé p > ON} (2.2)

pro ¢ > Oy. Vsimnéme si, ze maximalizacni problém definovany ve 2.2 ma neko-
necny pocet omezeni (jedno omezeni pro kazdé p > Oy). Tedy 2.2 muze byt pouZito
k definovani aproximované produkéni funkce F*, mame-li pouze nakladovou funkci

C.

Je jasné (viz. obrazek 2.1), Ze aproximovana produkéni funkce F* se nebude obecné
prekryvat se skute¢nou funkei F'. Je tedy také jasné, ze z hlediska sledovaného trz-
niho chovani, jestlize vyrobce konkuren¢né minimalizuje naklady, potom nezalezi, zda
vyrobce minimalizujici naklady podléha omezeni produkéni funkce dané jako £ nebo
F™: pozorovana trzni data nas nikdy neprivedou ke zjisténi, zda vyrobce ma vyrobni
funkci F' nebo aproximovanou funkei F™*.
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Je také jasné, ze jestlize chceme, aby se aproximovana produkéni funkce F* kryla
se skutecnou funkei F', pak je nezbytné, aby F' splhovala nasledujici dva predpoklady:

Predpoklad 2 pro F
F je neklesajici, tj. jestlize 2? > z' > Oy, pak F(2?) > F(a!).

Predpoklad 3 pro F

F' je kvazikonkavni funkee, tj. pro kazdé u € range(F'), L(u) = {x : F(x) > u} je
konvexni mnozina.

Jestlize I splhuje Predpoklad 2, potom zpétné zakfiveni izokvant nemuze nastat.
Jestlize F' splnuje Predpoklad 3, pak nekonvexni izokvanty modelu znazornéného na
obrazku 2.1, nemohou nastat.

Neni prilis obtizné si vsimnout, ze F' spliuje Predpoklady 1-3 a nakladova funkce
C se pocita podle 2.1, potom aproximovana produkéni funkce F* (spocitana podle
2.2) se bude kryt se skuteénou produkéni funkei F, tj. je zde dualita mezi naklado-
vymi funkcemi splhujicimi Vlastnosti 1-7 a produkénimi funkcemi splnujicimi Pred-
poklady 1-3. Prvni osoba, ktera dokazala Vétu o dualité v tomto tvaru byl R.W. She-
phard ([21]).

V nasledujici ¢asti si uvedeme podobnou Vétu o dualité po zavedeni nékterych
silnéjsich podminek na prislusnou produkéni funkei F.

Nasledujici vysledek je podklad pro mnoho teoretickych a empirickych aplikaci
teorie duality.

Lemma 2.4 ([12], str. 331; [20], str. 68; [14], str. 272)
Predpokladejme, Ze produként funkce I splniuje Predpoklad 1 a Ze ndkladovd funkce
C' je definovana pomoct 2.1. Necht u* € rangel', p* > Oy a predpoklidejme, Ze =™ je
resent problému minimalizace ndakladu pvi produkéni urovni u*, kdyZ ceny vstupiu p*
existuji, tj.
Clu,p") = rrgn{p*Tx R (x) > u} = p T (2.3)
Jestlize navic je C' derivovatelnd podle cen vstupi v bodé (u*,p*), pak:

=V ,C(u”,p"), (2.4)

kde
VO, p*) = [0C (W, Py Py /01y« o, OC (0, 5, o D) O]

je vektor prunich parcialnich derivact C' podle sloZek cenového vektoru vstupi p.

Dukaz: Pro libovolny vektor vhodnych vstupnich cen p > Oy je x* pripustny pro
problém minimalizace ndkladu definovany pomoci C'(u*, p), ale neni nutné optimalni,
tj. pro kazdy p > 0y mame nasledujici nerovnost:

Pl > O (up). (2.5)
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Pro p > Oy definujme funkci g(p) = pTa* — C(u*, p). Z 2.5 plyne, ze g(p) > 0 pro
p > 0y az 2.3 g(p*) = 0. Tedy, g(p) nabyva globalniho minima v p = p*. Protoze
g je diferencovatelna v p*, musi byt splnéna prvni nutna podminka 2.6 pro lokalni
minimum:

Vpg(p™) = 2" = V,C(u”, p7) = O, (2.6)
ktera implikuje 2.4. 1

Tedy derivace nakladové funkce vyrobce C'(u, p) podle cen vstupt p dava vyrobeav
systém funkei poptavky po vstupech, ktery minimalizuje naklady x(u, p) = V,C(u, p).
Vyse uvedena lemma by méla byt peclivé srovnana s nasledujicim zavérem.

Lemma 4 ([21], str. 11)

JestliZe nakladova funkce C'(u, p) splnuje Vlastnosti 1-7 a navic je diferencovatelna
podle cen vstupt v bodé (u*, p*), pak

r(u”, p") = VpC(u, p),
kde z(u*,p*) = [z (uw*, p*), ..., zx(u*, p*)]T je vektor mnozstvi vstuplt minimalizujici
naklady potrebnych k vytvoreni u* jednotek vystupu, mame-li ceny p*, kde prislusna
produkéni funkce F* je definovana pomoci (2.4), u* € range(F™*) a p* > Oy.

Rozdil mezi Lemma 3 a Lemma 4 je, ze Lemma 3 predpoklada existenci produkéni
funkce F' a nestanovuje vlastnosti nakladové funkce, kromé derivovatelnosti, zatimco
Lemma 4 predpoklada pouze existenci nakladové funkce splhujici prislusné podminky
regularity a odpovidajici produkéni funkce F'* je definovana za pouziti dané nakladové
ucelem ziskani podobného systému vstupnich poptavkovych funkei, vse, co musime
udélat je predpokladat funkeni tvar €, ktery splhuje prislusné podminky regularity
a derivovat C' podle slozek cenového vektoru vstupu p. Neni nutné odhadnout od-
povidajici produkéni funkei a také neni nutné trvat na nékdy obtizné algebre pri
derivovani funkei poptavky po vstupech prostrednictvim Lagrangeovych technik.

Historické poznamky

Tvrzeni, zZe existuji dva nebo vice ekvivalentni zpusoby popisujici vykony a tech-
nologii, tvori jadro teorie duality. Matematickym zakladem pro ekonomickou teorii
duality je Minkowského véta ([16]), uvedena v ([10], str. 48-50) a ([19], str. 95-99):
kazda uzavrena konvexni mnozina muze byt reprezentovana jako prunik svych opér-
nych podprostoru. Tedy, za jistych podminek, uzaviena konvexni mnozina L(u) =
{x : F(x) > u,x > 0y} muze byt reprezentovana jako prunik podprostort generova-
nych nakladovymi izoplochami dotykajicimi se mnoziny produkénich moznosti L(u),

Ny {:1; cplae > C(u,p)}. (2.7)
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JestliZe spottebitel (vyrobce) ma rozpocet y > 0, ktery spotiebuje na N komodit,
pak maximalni uZitek (nebo vystup) pti cenach p > Oy miuZe obdrzet jako feseni
rovnosti y = C'(u, p) nebo fesenim

1= C(u,p/y) (2.8)

(kde pouzijeme linearni homogenitu C' v p) pro u jako funkci normalizovanych cen,
p/y-. Nazvéme vyslednou funkci 7, tak ze v = G(p/y). Alternativné, GG muze byt
definovana primo z produkéni funkce F' nasledujicim zpusobem pro p > Oy, y > 0:

G*(p,y) = max {F(:L') cple <y, x> ON} (2.9)

G(g) max {F(:z;): (}y—?)Txg 1,:1;20N}.

Houthakker (1951-52, str. 157) nazval funkci G nepiimou uZitkovou funkei a, stejné
jako nakladovou funkci €', také muze charakterizovat preference nebo technologické
zvléstnosti za jistych podminek (Cast 4 déle). Diivod pro uvedeni tohoto u této casti
oddilu je, Ze historicky to bylo zavedeno do ekonomické literatury pred nakladovou
funkei od Antonelliho (1971, str. 349) v 1886 a potom Koniisem (Konyus) (1924).
Tedy, prvni ¢lanek, ktery pripustil, Ze preference mohou byt ekvivalentné popsany
pfimou nebo neprimou funkei uzitku ukazal Konyus a Byushgens (1926, str. 157),
kteri si v8§imli, Ze rovnice u = F(z) a u = G(p/y) jsou ekvivalentni pro stejné body,
ale v odlisnych souradnicich: prvni rovnice je v bodovych souradnicich, zatimco druha
v rovinnych a te¢nych soutadnicich. Konyus a Byushgens (1926, str. 159) také zavedli

nebo

minimaliza¢ni problém, ktery dovoluje odvodit pfimou uzitkovou funkci z neprimé
uzitkové funkce a, konecné, znazornili do grafu ruzné preference v cenovém prostoru
pro pripad dvou druhu zbozi.

Teorie duality v anglicky psané literature pravdépodobné zacala dvéma clanky od
Hotellinga (1932, 1935), ktery asi jako prvni ekonom uZil slovo ,dualita®:

Stejné tak jako mame uzitkovou funkci u spottebnich veli¢in,
jejichz derivaci jsou ceny, tak mame dualné funkei cen, jejiz de-
rivaci jsou spotiebni velic¢iny. [Hotelling (1932,str. 594)].

Hotteling (1932, str. 594) také pripustil, ze nakladova funkce muze byt zobrazo-
vana ktivkami, které jsou konkavni shora, tj. poznal, ze nakladova funkce C(u,p) by
meéla vyhovovat ,,doplnéné“ podmince kiivisti v p.

Hotelling (1932, str. 590; 1935, str. 68) také zavedl ziskovou funkei I, ktera posky-
tuje jesté dalsi zpusob jak mize byt popsana technologie klesajicich vynost z rozsahu.
S pouzitim naseho zapisu je funkce Il definovana jako

(p) = max {F(:L') —pT:L'} (2.10)
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Hotelling uréil, Ze poptavkové funkce, maximalizujici zisk x(p) = [z1(p), ..., :L'N(p)]T,
mohou byt obdrZeny diferencovanim ziskové funkee, tj. z(p) = —V,I(p). Tedy, jestlize
je IT t¥{dy C2, tak lze snadno odvodit Hotellingovy podminky symetrie (1935, str. 69):

6:@ B 62H B al']'
apy‘ (p) B apiapy‘ (p a 9]9; (p)

(2.11)

Roy (1942, str. 20) definoval neptimou uzitkovou funkei G* jako v (2.10) vyse a
potom odvodil analogii Lemma 3, vyse uvedené, ktera je nazvana Royova identita

(1942, str. 18-19),
(p) ~ —V,GT(py)
X — = .
V,G*(p,y)

)

kde x(p/y) = [z1(p/y), . .. ,:z:n(p/y)]T je vektor poptavkovych funkci maximalizujicich
uzitek ziskanych tak, Ze spotfebitel (vyrobce) ma ceny p > On a dichod y > 0
na spotiebu. Roy (1942, str. 24-27) ukazal, Ze GG* se sniZuje v cené p, v dichodu a
homogenni stupné 0 v (p,y); tj. G*(Ap, Ay) = G*(p,y) pro A > 0. Tedy G*(p,y) =
G*(ply,1) = G(p/y) = G(v), kde v = p/y je vektor normalizovanych cen. V ¢lanku
z roku 1947 Roy odvodil nasledujici verzi Royovy identity (1947, str. 219), kde neptima
uzitkova funkce GG je pouzita misto G*:

0G(v) /L 9G(v) .
zi(v) = o, /]Z:;v] v, 1=1,2,..., V.

Francouzsky matematik Ville (1951, str. 125) také odvodil uZitecné vztahy (2.14)
v roce 1946. Snad proto by méla (2.14) byt nazyvana Villeho identita. Ville (1951,
str. 126) si v8iml, Ze jestliZe pfima uzitkova funkce F'(x) je linearné homogenni, potom
neptima funkce G(v) = max ,{F(2)vTz < 1,z > Ox} je homogenni stupné —1,
tj. G(Av) = A 'G(v) pro A > 0,v > 0, a tedy —G(v) = ;V:l v; (0G(v)/0v;).
Substituce posledni identity do (2.14) dava jednodussi rovnici (viz. také Samuelson

(1972)]:

zi(v) = —=0In G(v)/dv;, 1=1,2,...,N.

V tomto oddile by mél byt také uveden Antonelli (1971, str. 349), ktery ziskal Roy-
ovu verzi identity v 1886 a Konyus a Byushgens (1926, str. 159) témérf odvodili toto
v roce 1926 nasledujicim zpusobem: vzali v ttvahu problém minimalizovaného nepti-
mého uzitku G(v) s normalizovanou cenou v pii omezeni vl = 1. Jak si Houthakker
(1951-52, str. 157-158) pozdéji v§iml, tento minimaliza¢ni problém s omezenim gene-
ruje primou uzitkovou funkei, tj. pro > 0 mame:

F(x) = H}Jin{G(v) vl < 1,0 > 0n) (2.12)
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Konyus a Byushgens ziskali podminky prvniho fadu pro problém (2.16): V,G(v) =
px. Jestlize vyloucime Lagrangeuv multiplikator p z tohoto posledniho systému rovnic
uzitim v'x = 1, ziskdme vztah = = V,G(v)/vTV,G(v), ktery je v (2.14) zapsan ve
vektorovém tvaru. Konyus a Byushgens vSak tento posledni krok presné neprovedli.

Jiné pozoruhodné pojednéani napsal Wold (1943-44). Definoval zde neptimou uzit-
kovou funkci G/(v) (nazval ji ,funkce cenové preference“) a ukazal, ze plochy indife-
rence cenového prostoru jsou konvexni k poc¢atku nebo linearni,tj. ukazal, ze G(v) je
kvazikonvexni funkeet p¥i normalizovanych cenach v. Woldova rana prace je shrnuta
v Wold (1953, str. 145-148).

Malmquist (1953, str. 212) také definuje nepfimou uzitkovou funkci G(v) a uka-
zuje, ze je to kvazikonvexni funkce ve v.

Jestlize produkéni funkce F' vyjadiuje konstantni vynosy z rozsahu produkce (tj.
F(Ax) = AF(x) pro viechna A > 0,2 > Oy) a je spojita, potom se odpovidajici
nakladova funkce rozklada nasledujicim zpusobem:

Necht u > 0,p > On; potom

Clu,p) = rrgn{pTx : F(x) > u}
— minfup"(efu) : Flafu) > 1)
= u lein{pTZ cF(z) > 1}
= u C(1,p). (2.13)

(Vyse uvedeny dukaz predpokladd, Ze existuje alespon jedno a* > 0 takové, Ze
F(x*) > Oy, takze mnozina {z : F(z) > 1} je neprazdna.) Samuelson (1953-54)
predpoklada, ze produkéeni funkce F' je linearné homogenni a podléha ,,zobecnénému
zakonu klesajicich vynosu“, F(a'4+2”) > F(a')+ F(2”) (ktery je ekvivalentni konkav-
nosti F', pokud je F' linearné homogenni). Definuje (str. 15) jednotkovou nékladovou
funkei C(1,p) a zjistuje, ze C(1,p) ma stejné vlastnosti v p jako F v x. Také po-
znamenava (str. 15), Ze rovina na ploSe odpovidajici jednotkovému vystupu (oblast
nekonec¢né substitu¢nosti) bude odpovidat rohu na jednotkové nakladové plose. Tuto
poznamku udinil jiz Shephard | ([21], str. 27-28).

Shephardova monografie z roku 1953 je prvni modernim presné pojednani o teo-
rii duality. Shephard ([21], str. 13-14) uvadi, Ze nakladovou funkei C'(u,p) muzeme
interpretovat jako opérnou funkei pro mnozinu {x : F'(z) > u}, a uziva tohoto faktu
k urceni vlastnosti C'(u,p) vzhledem k p. Shephard také zminuje Minkowského vétu
([16]) o konvexnich mnoZinach a Bonnesenovu a Fenchelovu monografii o konvexnich
mnozinach. Musime poznamenat, ze Shephard neobjevil pfimo dualitu mezi produké-
nimi a nakladovymi funkcemi, ale objevil dualitu mezi produkénimi a distanénimi
funkcemi, kterou budeme definovat v dalsi casti, a pak mezi distanénimi a naklado-
vymi funkcemi.

{Funkce (i je kvazikonvexni prave tehdy, kdyz (—G) je kvazikonkavni.
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Shephard ([21], str. 4) definuje homotetickou produkéni funkei. Je to takova funkce,
kterou lze napsat ve tvaru

Fz) = ¢[f(x)],
kde f je homogenni funkce stupné jedna a ¢ je spojita, rostouci funkce f. Seznamime
se s nasledujicimi dodate¢nymi predpoklady o F' (nebo f):

Predpoklad 4 o F
F' je (nezaporné) linearné homogenni; tj. jestlize @ > On, A > 0, pak F'(Az) = AF(x).
Predpoklad 5 o F

F' je slabé pozitivni; tj. pro kazdé @ > Oy, F'(z) > 0, ale F/(x*) > 0 pro alespon jedno
¥ > 0p.

Nyni muZeme usuzovat, Ze ¢(f) je spojita, rostouci funkce jedné proménné pro
f>0a¢0)=0.Za téchto podminek existuje inverzni funkce ¢!, kterd ma stejné
vlastnosti jako ¢. Pro viechna f > 0 plati ¢~ o(f)] = f. Jestlize f(x) spliiuje vyse
uvedené predpoklady 1, 4 a 5, potom se nakladova funkce odpovidajici F(x) = ¢[f(x)]
rozklada nasledovné:
necht u > 0,p > On; pak

Clu,p) = min{p'z: ¢[f(2)] > u}
= minlp" < f(e) > 67}
= ¢ '[ulmin{p"(z/¢7 [u]) : fla/d7 [u]) > 1},
kde ¢'[u] > 0 pro u > 0,
= ¢ [ule(p), (2.14)
kde ¢(p) = min {pTz : f(z) > 1} je funkce jednotkovich ndkladi, kterd odpovida
linearné homogenni funkei f, nezaporné (kladné) linearné homogenni, neklesajici,
konkavni a spojité funkci p (viz vyse vlastnosti 1-5). Nebudeme, jako obvykle, schopni
odvodit puvodni produkéni funkei ¢[f(x)] z nakladové funkce (2.18), ledaze by f také
spliiovala vyse uvedené predpoklady 2 a 3. Shephard ([21], str.43) obdrzZel faktorizaci

(2.18) pro nakladové funkce odpovidajici homotetickym produkénim funkeim.
Shephard ([21], str.28-29) uvadi ruzna prakticka vyuZiti teorie duality:

(i) jako pomtcka pfi agregaci proménnych,

(ii) v ekonometrickych studiich produkce v piipadé, Ze nejsou dostupna vstupni
data, ale naklady, vstupni ceny a vystupni data dostupna jsou,
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(iii) jako pomicka pfi odvozovani srovnavacich neménnych vysledkd.

Shephard odvodil, nebo predpovédél mnoho teoretickych vysledkii a praktickych apli-
kaci teorie duality.

Vénujme se nyni ur¢itym vysledkim odvozenym v této kapitole. McFadden (1966)
ukéazal, Ze minimum z definice (2.1) existuje, pokud F' spliuje predpoklad 1. Vlast-
nost 1 obdrzel Shephard ([21], str. 14), vlastnost 2 Shephard ([21], str. 14) a Samuelson
(1953-54, str. 15), vlastnost 3 Shephard ([21], str. 14), vlastnost 4 Shephard ([21], str.
15) [nasi metodu dikazu pouzil McKenzie (1956-57, str. 185)], vlastnosti 5 a 6 Uzawa
(1964, str. 217) a koneéné vlastnost 7 ziskal Shephard ([22] str. 83).

Metodu konstrukce mnozin pribliznych produkénich moZnosti L*(u) pomoci na-
kladové funkce odvodil Uzawa (1964).

Velmi dulezita je skutecnost, ze priblizné izokvanty neobsahuji zpétné zahnuti,
nebo nekonvexni ¢asti pravych izokvant. V souvislosti s teoril spotrebitele na to upo-
zornuje Hotelling (1935, str. 74), Wold (1943, str. 231; 1953, str. 146) a Samuel-
son (1950b, str. 359-360) a v souvislosti teorie produkce McFadden (1966, 1978a).

Abychom tuto skute¢nost zdtraznili, budeme citovat Hotellinga a Samuelsona.

Jestlize bude mit indiferencni kfivka pro nakupy vlnity charakter, na né-
kterych ¢astech bude konvexni k pocatku a na ostatnich castech konkavni.
Musime ucinit zavér, ze muzeme povazovat za podstatné pouze ty casti,
které jsou konvexni k pocatku. Ostatni jsou v podstaté nepozorovatelné.
MuZeme je objevit pouze v nespojitostech, které mohou nastat v poptavce
s nestalymi cenovymi poméry, které vedou k necekanym zménam sméru
tecny ke grafu poptavky v misté nespojitosti, pokud je pfimka pooto-
cena. Ale zatimco takovéto nespojitosti mohou odhalit existenci mezery,
nemohou nikdy zmérit jeji hloubku. Pokud existuji konkavni ¢asti indi-
ferenc¢nich kiivek a jejich vicerozmérné zobecnéni, museji navzdy zustat
v neméfitelné temnoté. [Hotelling(1935, str.74), vlastni pieklad]

Musime poznamenat, Ze na konkuren¢nim trhu nemuzeme pozorovat body,
kde jsou indiferen¢ni kiivky spise konvexni nez konkavni. Takové body
jsou navéky zahaleny v temnoté — pokud neucinime naseho spotrebitele
monopolistou, ktery si vybira mezi zbozim lezicim na velmi konvexni ,roz-
poctové kiivee“, (ktera zohlediuje cenu zbozi, které spotiebitel nakupuje).
V monopsonnim pripadé muzeme v bodé rovnovahy klidné odvodit sklon
spottebitelovy indiferen¢ni k¥ivky od sklonu pozorovaného omezeni. [Sa-

muelson (1950b, str. 359-360), vlastni preklad]

N&s dikaz lemmatu 3 sleduje dikaz pripsany Diamondem a McFaddenem (1974,
str. 4) M. W. Gormanovi, nicméné stejna metoda dukazu byla pouzita také Karlinem
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(1959, str. 272). Hicksuv a Samuelsonuv dikaz lemmatu 3 predpoklada diferencovatel-
nost produkénich funkei a uziva podminku prvniho radu pro nakladovou minimalizaci
soucasné s vlastnostmi omezeni. V nasi citaci uvedené vyse Hotelling (1932, str. 594)
naznacuje, ze také obdrzel Hicksovy (1946, str. 331) a Samuelsonovy (1947, str. 68;
1953-54, str. 15-16) vysledky v nepatrné odlisném kontextu.

3 Dualita mezi nakladovymi a agrega¢nimi (pro-
dukcénimi nebo uzitkovymi) funkcemi

V této casti predpokladejme, ze agregacni funkce F' spliuje nasledujici vlastnosti:

Podminky I pro F

(i) F' je realna funkce N proménnych definovana na nezaporném ortantu 2 = {x :
x> 0y} a spojitd na svém defini¢nim oboru.

(ii) F je rostouct, t.j. " > a' > Oy implikuje F(2") > F(a').
(iii) F' je kvazikonkduvni funkce.

Poznamenejme, Ze uvedené vlastnosti (i) a (ii) jsou silnéjsi nez predpoklady 1
a 2 o I ucinéné v predchozi casti. To znamena, ze muzeme odvodit o néco silnéjsi
podminky pro nakladovou funkei C'(u, p), ktera odpovida F(x) splnujici podminky 1.
Necht U je obor hodnot funkce F'. Z (i) a (ii) je vidét, ze U = {u : u < u < u},
kde u = F(0n) < u. Poznamenejme, ze nejmensi horni zavora u muze byt konecné
¢islo nebo +oo. Pri aplikaci teorie spotiebitele nemame duvod predpokladat, Ze u je
konecné ¢islo (tj. u muze byt rovno —oo), ale to jenom mirné ubira na obecnosti.
Definujme mnoZinu kladnych cen P = {p:p > Oy }.

Veta 1
Jestlize F' spliuje podminky I, pak C'(u,p) = ming{p'x : F(z) > u} je defino-
vana pro vsechna v € U a p € P splhujici podminky IT uvedené nize.

Diikaz viz Diewert(1982).

Podminky II pro C

(i) C(u,p) je redlna funkce N 4 1 proménnych definovana na U x P bodové spojitd
v (u, p) v definiénim oboru.

(ii) C(u,p) = 0 pro kazdé p € P.
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(iii) C(u,p) je rostouci v u pro kazdé p € P; t.j. pokud p € P/, u” € U pii v’ < u”,
potom C'(u/,p) < C(u",p).

(iv) C(u,p) = 400 pro kazdé p € P; tj. jestlize p € P,u” € U,lim, v" = u, potom
lim,, C'(u", p) = 4o0.

(v) C(u,p) je (pozitivné) linedrné homogenni v p pro vsechna u € U; tj. u € U, A >
0,p € P implikuje C'(u, Ap) = AC(u, p).

(vi) C(u,p) je konkdvni v p pro vechna u € U.
(vii) C(u,p) je rostouci vpprou>uau € U.

(viii) C je takovd, Ze funkce F*(z) = max,{u: p'a > C'(u,p) pro kazdép € P,u € U}
je spojita pro x > Oy.

Dusledek 1.1

Jestlize C'(u, p) spliuje podminky I uvedené vyse, potom defini¢ni obor C' mize byt
rozsiten z U x P na U x Q. Rozsifend funkce C' je spojita vpprop € Q ={p:p > 0n}
pro viechna u € U. 8

Dausledek 1.2

Pro kazdé « > Oy, F*(x) = F(x), kde F* je funkce definovana néakladovou funkei ¢
v bodé (viii) podminek II.

Dusledek 1.2 ukazuje, Ze nakladova funkce dokaze kompletné popsat produkéni
funkei, ktera spliuje podminky I; tj. uZijeme-li McFaddenovu (1966) terminologii,
nakladové funkce je postacujict statistika pro produkéni funkei.

Dikaz véty 1 je pfimy s vyjimkou bodu (i) a (viii), které obsahuji vlastnost spo-
jitosti produkéni nebo nakladové funkce. Spojitost se jevi jako obtizny pojem teorie
duality. Proto se snazime této vlastnosti v predchozi ¢asti vyhnout tak, jak je to jen
mozné. O problému spojitosti jiz dfive diskutovali Shephard (1970), Friedman (1972),
Diewert (1974a), Blackorby, Primont a Russell (1978) a Blackorby a Diewert (1979).

Abychom dokazali vztah mezi spojitosti L(u) a tim, Ze C'(u, p) je spojita na U x P,
pozadujeme, aby byla funkce I’ rostouci (vlastnost I(ii)).T Pokud je vlastnost I(ii)

8C(u,p) nemusi byt striktné rostouci v u, pokud p lezi na hranici Q. Napi. uvazme funkei
flz1,22) = 1, kterd mé dudlni ndkladovou funkei C'(u,p1,p2) = pru, kterd neni rostouci v wu,
pokud p; = 0.

TFriedman (1972) ukazuje, ze I(ii) a spojitost shora (predpoklad I o F' v piedchozi ¢4sti) postacuji
k implikaci joint spojitosti C' na U x P. Nicméné, pokud nebudeme predpokladat vlastnost aditivity
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nahrazena predpokladem slabé monotonie (tak, jako nas stary pfedpoklad 2 o F
z predchozi ¢asti), pak nahorni rovina na grafu F (,tlusté* indiferenc¢ni plochy v jazyce
teorie uzitku) zpusobi nesouvislosti v C' vzhledem k u [srov. Friedman (1972, str. 169)].

Poznamenejme, Ze [1(ii) a I1(iii) implikuji, Zze C'(u,p) > 0 prou > uwa p > Oy a Ze
[1(iv) neni nezavisla vlastnost C, protoZe plyne z I1(ii), (iii), (v) a (vi). poznamenejme
také, Ze F' neni ryze kvazikonkavni, tj. ze mnozina produkénich moznosti L(u) = {«x :
F(x) > u} je ryze konvexni.

Konecné, je ziejmé, ze mame-li danou pouze nakladovou funkei podniku €', mii-
zeme pouzit funkci F* definovanou ve smyslu nakladové funkce v II(viii), abychom
vytvorili produkéni funkci podniku. Tato skutecnost je formalné zapsana v nasledujici
véte.

Véta 2

Jestlize C' spliuje podminky II uvedené vyse, potom F* definovana II(viii) spliuje
podminky I. Navic, pokud C*(u,p) = min{p'z : F*(z) > u} je nékladové funkce
definovana F*, potom C* = (C'.

Dusledek 2.1

Mnozina supergradienti C' vzhledem k p v bodé (u*, p*) € U x P,dC(u*,p*) je mno-
zinou feseni problému nékladové minimalizace min,{p*"z : F*(x) > u*}, kde F* je
agrega¢ni funkce odpovidajici dané nakladové funkci, kteréd spliuje podminky II. [Su-
pergradienty spliuji 2* € JC (u*, p*) pravé tehdy, kdyz C(u*,p) < C(u*, p*) +a* T (p—
p*) pro vsechna p > On.]

Disledek 2.2 ([21], str. 11) lemmal]

Jestlize C' splhuje podminky II a kromé toho je diferencovatelna vzhledem k cenam
vstupt v bodé (u*,p*) € U x P, potom Teseni &* problému nakladové minimalizace
ming{p*Ta : F(z) > u*} je jediné a je rovno vektoru parcidlnich derivaci funkce
C(u*, p*) podle prvku vektoru cen p; tj.

™ =V,C(u",p). (2.1)

Predchozi dvé véty poskytly verzi Shephardovy (1953, 1970) véty o dualité mezi
nakladovymi a agergacnimi funkcemi. Podminky pro €', které odpovidaji nasim pod-
minkam I pro F, se zdaji byt zfejmé kromé bodu II(viii), ktery nezbytné zarucuje spo-
jitost agrega¢ni funkce F* odpovidajici dané nakladové funkei C'. Podminku II(viii)

F| ze spojitosti zdola nemtizeme vyvodit, ze C'(u, p) je rostouci v u pro p € P (vlastnost, ktera plyne

z 1(i) az I(ii)).
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miuZeme vynechat, jestliZe zesilime podminku I1(iii): C'(u, p) je rostouci v u pro kazdé
pnalezejici do S = {p:p >0y, 15 p = 1}. Lze ukézat, %e vysledné F™* je spojité [srov.
Blackorby, Primont a Russell (1978)]. Mnoho uZiteénych funkcionalnich tvaru vsak
nespliuje zesileni podminky II(iii).l Alternativni metoda, jak se zbavit podminky
[I(viii), krera zachovava spojitost pfimé agregacni funkce F* odpovidajici dané na-
kladové funkei ', je objevit lokalni véty o dualité, tj. predpokladejme, ze C' splnuje
podminky II(i)-1I(vii) pro (u,p) € U x P, kde P je nyni omezeno na kompaktni,
konvexni podmnozinu kladného ortantu. Lokalné spojita funkce £ muZe byt defino-
vana pomoci ' a naopak ma C' jako svou nakladovou funkci na U x P. Tento pristup
provozuji Blackorby a Diewert (1979).

Historické poznamky

Véty o dualité mezi F' a C dokéazali za ruznych podminek Shephard (1953, 1970),
McFadden (1962), Chipman (1970), Hanoch (1978), Diewert (1971a, 1974a), Afriat
(1973a) a Blackorby, Primont a Russel (1978).

Véty o dualité mezi C' a Groviiovymi mnozinami F, L(u) = {x : F(z) > u}
dokazali Uzawa (1964), McFadden (1966, 1978a), Shephard (1970), Jacobsen (1970,
1972), Diewert (1971a), Friedman (1972) a Sakai (1973).

4 Dualita mezi primymi a neprimymi agregacnimi
funkcemi

Predpokladejme, Ze piimé agregacni (uzitkové nebo produkéni) funkce F' spliwji Pod-
minky I vypsané v predchozi ¢asti. Zakladni optimaliza¢ni problém, o kterém budeme
v této Casti uvazovat, je problém maximalizace uZitku (nebo vystupu) F(x), ktery
podléhé rozpoctovému omezeni p'x < y, kde p > On je vektor cen komodit (nebo
vstupt) a y > 0 je mnozstvi penéz, které muzZe spottebitel (vyrobce) utratit. Protoze
y > 0, miizeme rozpoc¢tové omezeni p' x < y nahradit vz < 1, kde v = p/y je vektor
normalizovanyjch cen. Nepiimd agregacni funkce G(v) je definovana pro v > Oy jako

G(v) = mgX{F(:I;) vl <1,z > 0n) (2.1)
Veta 3

Jestlize prima agregacni funkce F' splnuje podminky I, potom neptfiméa agregacni
funkce G splnuje nasledujici podminky:

INap#. uvazme funkei C(u,p) = b"pu, kde b > Oy, ale b neni > Oy. Tato funkce odpovida
Leontiefové agregacni funkci nebo agregacni funkci s pevnymi koeficienty.
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Podminky III pro G

(i) G(v) je redlna funkce N proménnych definovana na mnoziné kladnych norma-
lizovanych cen V = {v : v > Oy} a na tomto definiénim oboru je spojitd.

(il) G je klesajict; tj. jestlize v” > v' > Oy, pak G(v") < G(v').
(iii) G je kvazikonvexni na V.

(iv) G** je takova, ze funkce F(:L') = min,{G(v) : v’ < 1,v > Oy} definovand
pro = > Oy je spojitd na tomto definiénim oboru a ma spojité roziifeni na
nezaporny vysek Q = {z: 2 > 0y}.

Dusledek 3.1

Piima agregacni funkce ' muze byt opét ziskana z neprimé agregacni funkce G tj.
pro > Oy, F(z) = min, {G(v) : vz < 1,0 > On}.

Dusledek 3.2

Necht F' splhuje podminky I a necht z* > Oy. Definujme uzavienou konvexni mno-
zinu normalizovanych opérnych nadrovin v bodé x* jako uzavienou konvexni mnozinu
H(z*) = {z : F(z) > F(2*),x > Oy }.% Pak (i) H(2*) je mnozina feseni nepiimého
uZitkového (nebo produkéniho) minimaliza¢niho problému min,{G(v) : vTa* < 1,v >
On}, kde G je neptima funkce, kterd odpovida F' podle definice (7.4) a (ii) pokud
v* € H(x*), pak 2* je fesenim piimého uzitkového (nebo produkéniho) maximalizac-
niho problému max,{F(z): v*Tz < 1,2 > Oy}.

Disledek 3.3 [Hotellingova (1935, str. 71); Woldova (1944, str. 69-71; 1953, str. 45)

**G zde je rozsifeni G na nezdporny vysek, které je definovdno Fenchelovou (1953) uzdvérovou
operaci; tj. definujme nadgraf pivodntho G jako I' = {(u,v) : v > Oy, u > G(v)}, definujme uzavér
I jako T' a definujme rozsivené G jako G(v) = inf,{u : (u,v) € '} pro v > Oy. Vysledné rozsiené
G je zdola spojité (mnoziny {v : G(v) < u,v > Oy} jsou uzaviené pro vsechna u). Pokud je oborem
hodnot funkce F mnozina U = {u : 4 < u < u}, kde u < u, potom obor hodnot nerozsifeného G
je {u :u < u < u} a obor hodnot rozsifeného G je {u : u < u < u}, takze pokud u = 400, potom
G (v) = +o0 pro v = Oy a definovand pro ostatni body v na hranici nezaporného ortantu.

[ je rozsifen4 na nezdporny vysek Fenchelovou uzavérovou operaci: definujme podgraf piivodniho
F jako A = {(u,2) : 2> 0y, u < F(x)}, definujme uzavér A jako A a definujme rozsirenou F' jako
F(x) = sup,{u : (u,z) € A} pro > Oy Jestlize je neroziifena funkce F' spojité pro = > Oy, lze
dokazat, ze rozsffend funkce I je spojité shora pro > On. Podminka ITI(iv) implikuje, ze rozsifend
funkce F' je spojita zdola pro z > On.

Hestlize v* € H(z*), pak v*T2* = 1,2* > Ox a F(z) > F(z*) implikuje v* T2 > v*T2* = 1.
Uzavienost a konvexnost H (2*) ukazal Rockafellar (1970, str. 215).
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identital

Jestlize F' spliuje podminky I a navic je diferencovatelna pro z* > Oy s nenulo-
vym vektorem gradientu VF(2*) > Oy, potom a* je TeSenim primého uZitkového
(nebo produkéniho) maximalizaéniho problému max,{F(z): v*Tz < 1,2 > Oy}, kde

. VF()
v = m (2.2)

Systém rovnic (4.2) zname pod pojmem systém inverznich poptdivkovijch funket
i-ta rovnice

pily = v = [0F(27)/0x] / [Z ;OF (x /ax]]

vyjadiuje cenu i-té komodity p; podélenou vydaji y jako funkci vektoru mnozstvi
x*, které si spottebitel nebo vyrobce vybere, pokud bude maximalizovat F'(x) pii
rozpoc¢tovém omezeni v* 'z = 1.

Nyni budeme predpokladat, ze mame danu dobte se chovajici neprimou agregacni
funkci GG a ukazeme, Ze pomoci této funkce lze definovat dobte se chovajici funkci I3
takovou, ze (G je jeji neprima funkce.

Veta 4

Predpokladejme, ze ' splnuje podminky III. Potom F(l‘), ktera je definovana pro
x> Oy )
F(z) = min{G(v) :vTz < 1,v > 0y} (2.3)

ma rozsiteni na @ > Oy, které splnuje podminky I. Navic, jestlize definujeme G*(x) =
max, {F(z) : v’ < 1,2 > On} pro v > Oy, potom G*(v) = G(v) pro viechna
v > 0n.

Dusledek 4.1

Necht ¢ splnuje podminky III a necht v* > 0. Definujme uzavrenou konvexni mno-
zinu normalizovanych opérnych nadrovin v bodé v* jako uzavienou konvexni mnozinu
H*(v*) ={v: G(v) < G(v*),v > 0n}. Pak (i) H*(v*) je mnozina FeSeni pfimého uzit-
kového (nebo produkéniho) maximalizaéniho problému maxx{F( Yot < 1,2 >
Oy} kde [ je p¥imé funkce, kterd odpovid4 dané nepifmé funkei G podle deﬁmce(4.3)
a (ii) pokud «* € H(v*) , pak v* je Fesenim piimého uzitkového (nebo produkéniho)
minimalizaénfho problému min,{G(v) : vTz* < 1,0 > Ox}.

Disledek 4.2 [Villeova (1946, str. 35); Royova (1947, str. 222) identita]
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Jestlize & splnuje podminky III a navic je diferencovatelna pro v* > 0y s nenulovym
vektorem gradientu VG(v*) < Oy , potom 2™ je jedinym fesenim primého uZitkového
(nebo produkéniho) maximalizaéniho problému max,{F(x) : v*Tz < 1,2 > Oy}, kde

VG (v*)

et (2.4)

&
Il

Vidime, 7Ze (4.4) poskytuje protéjsek Shephardovu lemmatu v predchozi ¢asti. Jak
uvidime pozdéji, Shephardovo lemma a Royova identita jsou zakladem pro mnoho
teoretickych i empirickych aplikaci.

Zavérem poznamenejme, ze podminka I11(iv) se zda byt také trochu divna. Umoz-
nuje nam odvodit primou agregac¢ni funkci z dané neprimé funkce spliujici podminky

I1I.
Historické poznamky

Véty o dualité mezi pfimymi a neprimymi agregacnimi funkcemi dokazali Samuel-
son (1965, 1969, 1972); Newman (1965, str. 138-165); Lau (1969); Shephard (1970,
str. 105-113); Hanoch (1978); Weddepohl (1970, kastr. 5); Katzner (1970 str. 59-62);
Afriat (1972a, 1973¢) a Diewert (1974a).

Prace, které uvadéji do souvislosti predpoklady na systém poptavkovych funkci
spottebitele a pfimou agregac¢ni funkci F' (problém integrovatelnosti) napsali Samu-
elson (1950b); Hurwicz a Uzawa (1971); Hurwicz (1971) a Afriat (1973a, b).

Geometrickou interpretaci Royovy identity najdeme v Darrough a Southey (1977),
néktera rozsiteni viz Weymark (1980).

5 Dualita mezi primymi agregacnimi a distanc¢nimi
nebo deflacnimi funkcemi

V této casti budeme uvazovat o c¢turte alternativni metodé charakterizace preferenci
spotrebiteli nebo technologii. Tato metoda je zvlasté uzitecna pro definici jisté tidy
indexnich ¢isel podle Malmquista (1953, str. 232).

Jako obvykle, necht F'(x) je agregacni funkce splnujici podminky I uvedené vyse
v Casti 3. Pro u néleZejici do vnitiku oboru hodnot F (tj. u € int U, kde U = {u :

Bez podminky ITI(iv) mtiZzeme stale vyvozovat spjitost F(J:) pies & 3> Oy, ale vysledna F' nemusi
nutné mit spojité rozsifeni na > On. (Pokud F nenf nutné konkavni, ale je pouze kvazikonkavni
pro & > Oy, jeji rozsifeni nemusi byt nutné spojité.) Diskuse a piiklady k problému spojitosti viz
Diewert (1974a, str. 121-123).



5. DUALITA MEZI PRIMYMI AGREGACNIMI A DISTANCNIMI NEBO
DEFLACNIMI FUNKCEMI 59

u<u<u})ax>> 0y, definuyme distanéni nebo deflacni funkei D jako
D(u,z) = mkax{k D F (%) > u, k> 0} : (2.1)

Takze D(u*,x*) je nejvétsi ¢islo, které bude snizovat (zvysovat pokud F(x*) < u*)
bod z* > Ox na hranici mnoziny uZitkovych (nebo produkénich) moznosti L(u*) =
{z: F(x) > u*}. Pokud D(u*,2*) > 1, pak 2* > Oy produkuje vyssi stupen uzitku,
nebo produkce nez stupen oznaceny u*.

Ukazalo se, Ze matematické vlastnosti D(u,x) podle x jsou ty samé jako vlastnosti
C(u,p) podle p, ale vlastnosti D podle u jsou prevracené vlastnostem C podle u, jak
ukazuje nasledujici véta.

Véta 5

Pokud F' splnuje podminku I, potom D definované v (5.1) spliiuje Podminku IV

nize.
Podminka IV pro D

(i) D(u,x) je funkce nabyvajici realnych hodnot s N 4+ 1 proménnymi definovanymi
na intU x intQ ={u:u<u<u}x{x:x> 0§} aje spojitd na této oblasti.

(ii) D(u,x) = 400 pro kazdé x € intQ; tj. u™ € intU, limu”™ = w,x € intQ) implikuje
lim, D(u",x) = 400

(iii) D(u,x) je klesajici v u pro kazdé x € intQ; tj. jestlize x € intQ, v/, u” € intU s
u' < u”, potom D(u',x) > D(u",x).

(iv) D(u@,x) = 0 pro kazdé x € intQ; tj. u™ € intU, limu" = @,x € intQ) implikuje
lim, D(u",x) =0

(v) D(u,x) je (pozitivné) linearné homogenni v x pro vSechna u € intlU; tj. u €
intU, X > 0,x € intQ) implikuje D(u, Ax) = AD(u,x).

(vi) D(u,x) je konkdvni v x pro vSechna u € intU

(vii) D(u,x) je rostouci v x pro vSechna u € intU; tj. u € intU, x',x" € intf)
implikuje D(u,x" + x") > D(u,x’).

(viii) D je takova, Ze funkce

F(x)=A{u:u¢€intlU, D(u,x) =1} (2.2)

definovana pro x > Oy ma spojité rozsiteni na x > Oy.

Shephard (1953, str. 6; 1970, str. 65) zavedl distanéni funkci do ekonomické literatury. Uzil mirné
odlisné, ale ekvivalentni definice D(u, ) = 1/ miny{A : F(Az) > u, A > 0}. McFadden (1978a) a
Blackorby, Primont a Russell (1978) nazvali D transformacni funkei. V. matematické literatufe [napf.
Rockafellar (1970, str. 28)] je D nazyvano jako mérnd (kontrolni) funkce. Pojem deflacni funkce pro

vvvvvv
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Dusledek 5.1

F(x) = {u:u € intlU, D(u,x) = 1} = F(x) pro kazdé x > Oy a tudiz ' = F;
tj. puvodni agrega¢ni funkce F' je ziskana z distanéni funkce D podle definice (5.2)
pokud £ splnuje Podminku I.

Stejné tak jako pro nakladovou funkei C'(u, p) popisovanou v Sekci 3, D splijici
Podminky IV na intU x int{) muze byt jednoznacné rozsitena na intl/ x ) pouzitim
Fenchelovy uzavérové operace. Muze byt ovéreno, ze rozsitend D splhuje Podminky
IV (v), (vi) a (vii) na intU x €, ale spoleéna Podminka spojitosti IV(i) a podminky
monoténnosti v u nemusi byt splnény. Mélo by byt také poznamenano, Ze jestlize
Podminka I (iii) (kvazi-konkavnost F') by byla vynechéana, platnost Véty 5 by byla
zachovéana s tim rozdilem,ze by musela byt vynechana Podminka IV(vi) (konkavnost
D v x).

Nasledujici véta ukazuje, ze deflacni funkce D muze byt také pouzita pro definici
spojité agregaéni funkce F.

Veéta 6

Jestlize D spliiuje Podminky IV, ma I definovana v (5.2) pro x € int) rozsi-
feni na ), které spliuje Podminky I. Navic, jestlize definujeme deflacni funkci D~
korespondujici s F' jako

X

D*(u,x) =1k : F( ) =u,k >0}, (2.3)

o

potom D*(u,x) = D(u,x) pro (u,x) € intU x intf).
Dusledek 6.1

Pokud D spliuje Podminky IV a navic je spojité diferencovatelna v (u*,x*) €
intU xintQs D(u*,x*) =1a % < 0, potom x* je fedeni pirimé maximalizacni
tlohy maz,{F(x) : v*'x < 1,x > Oy}, kde F je definovano v (5.2) a v* > Oy je
definovano jako

v = Vi D(u™, x"). (2.4)
Navic, I je spojité diferencovatelna v x* s

~ o —VxD(ur,x*)
Vel ) = S sy g

(2.5)

Tudiz spotrebitelsky systém inverznich poptavkovych funkci muze byt ziskan dife-
rencovanim deflaéni funkce D spliwujici Podminky IV ( plus diferencovatelnost) podle
slozek vektoru x.
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Historické poznamky

Véty o dualité mezi distanénimi nebo deflacnimi funkcemi D a agregacnimi funk-
cemi F byly dokézany Shephardem (1953,1970), Hanochem (1978), McFaddenem
(1978a) a Blackorbyem, Primontem a Russellem (1978).

Je zde tada zajimavych souvislosti (a vét o dualité) mezi pfimou a nepiimou
agregacni, nakladovou a defla¢ni funkei. Napiiklad Malmquist (1953, str. 214) a She-
phard (1953, str. 18) ukazuji, ze se deflacni funkce pro nepfimou agregacni funkei,
mazpi{k : G(¢) < u,k > 0}, rovna nakladové funkei , C'(u,v). Uplny popis téchto
vzajemnych vazeb a dalsich vét o dualité s ruznymi podminkami regularity mohou
byt nalezeny v dilech Hanocha (1980) a Blackorbyho, Primonta a Russella (1978).
Nékteré aplikace jsou v Deatonovi (1979).

Lokalni véty o dualité mezi deflacni a agregacni funkei jsou v dilech Blackorbyho

a Diewerta (1979).

6 Dalsi véty o dualité

Konkavni funkce mohou byt také popsany pomoci konjungovanych funkci. Navic se
ukazalo, ze uzaviené konvexni mnoZiny mohou také byt za urcéitych podminek (viz
Rockafellar (1970, str. 102-105) a Karlin (1959. str. 226-227)) popsany pomoci konju-
gované funkce. Tudiz prima agregacni funkce F', majici mnoziny na konvexni trovni
L(u) = {x: F(x) > u}, muZe byt také popsana svoji konjugovanou funkei stejné tak
jako svoji nakladovou , deflacni ¢i nepfimou agregacni funkci. Tento pristup pomoci
konjugovanych funkci byl zapocat Hotellingem (1932, str. 36-39; 1960; 1972) a roz-
Sifen Samuelsonem (1947, str. 36-39; 1960; 1972), atd. Nebudeme se zabyvat timto
pristupem detailné, 1 kdyz v dalsi ¢asti si zopakujeme tésnou spojitost vét o dualité
mezi uzitkovou a transformovanou funkei.

Dalsi tiida vét o dualité ( které také zacal Hotelling (1935, str. 75) a Samuel-
son(1960)) je ziskana rozdélenim komoditniho vektoru x > Ox na dva vektory x!' a
x% a potom definovanim spottebitelskou proménnou agregatni funkei ( alternativné
je nazvana podminkovou nepfimou funkei uzitku) ¢ jako

g(x', % y?) = maze {F(x', x?) : pPTx? <y’ x* > Op,, (2.1)

kde p? > Oy je pozitivni spotiebitelsky cenovy vektor zbozi x2, a y? > 0 je spo-
trebitelsky rozpocet, ktery byl uréeny na utraceni za zbozi x*. Mnozina fedeni (6.1),
x*(x, p?,y?), je spotiebitelskd podminéna (na x') poptévkové korespondence. Po-
kud g splhuje nalezitosti podminek regularity, podminéné poptavkové funkce mohou
byt generovany aplikovanim Royovy identity (4.4) na funkci G(v?) = g(x',v?, 1), kde
v? = p?/y?. Pro formélni véty o dualité mezi pfimou a variabilné nepiimou agregacéni
funkei viz. Epstein, Diewert a Blackorby, Primont a Russell. Pro dalsi aplikace této
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duality viz. Epstein ( pro aplikace spottebitelské volby v nejistoté) a Pollak a Diewert
(estimace preferenci pro vefejné zboZi pouzitim trznich poptavkovych funkef). Ko-
necné, variabilné nepfima funkce uzitku muze byt pouzita pro dikaz Hicksovy verze
véty o sloZzeném zbozi - skupina zbozi se chova stejné jako jedna komodita, pokud
se ceny ve skupiné zbozi méni ve stejném poméru - pro aplikace pii méné striktnich
podminkach nez u Hickse viz. Pollak, Diewert a Blackorby, Primont a Russell.

Nyni strucné pojedname o rozsahlé literature, tj. o dusledcich rtznych speci-
alnich struktur jedné z mnoha ekvivalentnich reprezentaci technologie (jako tieba
piima ¢i nepiima agregacni funkce nebo nakladova funkce). Naptiklad Shephard ukéa-
zal, Ze homoteticita primé funkce implikuje, Ze nakladova funkce je faktorovana do
& Hu)e(p)( viz rovnice (2.18)). Jinym piikladem specialni struktury je separabilita.
Reference, které se zabyvaji implikacemi separability a/nebo homoteticity zahrnuji
Shephard, Samuelson, Gorman, Lau, McFadden, Hanoch, Pollak, Diewert, Jorgenson
a Lau, Blackorby, Primont a Russell a Blackorby a Russell. Pro implikace separability
a/nebo homoteticity na Slutského koeficientech nebo na parcialnich elasticitach sub-
stituce viz Sono, Pearce, Goldman a Uzawa, Geary a Morishima, Berndt, Blackorby a
Russell, Diewert a Blackorby a Russell. Pro implikace Hicksovy Véty o agregovanych
elasticitach substituce viz. Diewert.

Pro empirické testy predpokladu separability viz. Berndt a Christensen, Burgess a
Jorgenson a Lau; pro teoretické diskuse o téchto testovych procedurach viz. Blackorby,
Primont a Russell a Jorgenson a Lau, Lau, Woodland a Denny a Fuss.

Pro implikace predpokladu konkavnosti primé agregacni funkce nebo predpokladu
konvexity neprimé agregacni funkce viz. Diewert.

Vyse zminéné véty o dualité jsou v podstaté “globalni”. ”Lokalni” ptistup uvedl ve
své praci Blackorby a Kiewer, kde je predpokladano, Ze dana nakladova funkce C'(u, p)
splnuje Podminky Il na U x P, kde U je konec¢ny interval a P je uzavrena, konvexni
a ohranicena podmnozZina pozitivnich cen. Potom zkonstruovali odpovidajici pfimou
agregacni, neptimou agregacni a deflacni funkci, které jsou dualni k dané ”lokalné”
platné nakladové funkci C'. Dikazy téchto "lokalnich” vét o dualité se ukazaly byt
mnohem jednodussi nez odpovidajici "globalni” véty o dualité presentované v tomto
¢lanku ( a jinde), a to z toho davodu, protoZe problém spojitosti se neobjevuje diky
predpokladu, ze U x P je kompaktni. Tyto "lokalni” véty o dualité jsou prospésné
v empirickych aplikacich, protoZze ekonometrické estimace nakladovych funkci casto
nesplnuji prislusné podminky regulariy pro vSechny ceny, ale podminky mohou byt
splnény na mensi podmnoziné cen, ktera je empiricky relevantni mnozinou cen.

Epstein rozsiril teorii duality tak, aby pokryvala vice obecnych maximaliza¢nich
uloh. V Epsteinovi je uvazovana nasledujici iloha maximalizace uzitku, ktera se ob-
jevila v kontextu teorii volby v podminkéch nejistoty:

mazy i 2 {F (%, x5 x*) 1 x > 0y, x' > 0, x7 > O, (2.2)

p'x+p''x' <yl.p'x+p?x*<y’}, (2.3)
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kde x piedstavuje soucasnou spotiebu, x' predstavuje spotiebu ve stavu i(7 = 1,2),
p je soucasny cenovy vektor, p' je diskontni budouci cenovy vektor, ktery nastane
jestlize nastane stav i a y* > 0 je spotiebitelsky diskontni pifjem jestliZe nastane stav
1. V Epsteinovi je uvazovana nasledujici maximalizac¢ni tuloha:

Hl)?LX{F(X) :x > Oy, e(x, o) <0}, (2.4)

kde ¢ je dana omezovaci funkce, ktera zavisi na vektoru parametri a.

Nebudeme se snazit provést detailni analyzu Epsteinovych vysledku, ale radéji
budeme prezentovat vice abstraktni verzi jeho zakladni techniky, kterd snad za-
chyti zaklad teorie duality. Zakladni maximaliza¢ni tloha, kterou jsme studovali je
maxx{F(x):x € B(v)}, kde F' je funkce N redlnych proménnych x definovanych na
néjaké mnoziné S a B(v) je omezujicl mnoZina , ktera zavisi na vektoru o M para-
metrech v, které se méni na mnoziné V. Nase predpoklady o mnozinach S a V a o
omezujici mnoziné odpovidajici B jsou:

(i) S a V jsou neprazdné kompaktni mnoziny v RY a RM.
(ii) Pro kazdé v € V, je B(v) neprazdna a B(v) C S.
(iii) Pro kazdé x € S, je inverzni korespondence B~!(x) neprazdna a

B (x) C V. (2.5)

(iv) Korespondence B je spojita na V.
(v) Korespondence B~! je spojita na S.

Nase predpoklady na zakladni funkei F' jsou:
(i) F je redlna funkce N proménnych definovana na S a je na S spojita.
(2.6)
(ii) Pro kazdé x* € 5, existuje v* € V takové, Ze F'(x*) = maxx{F(x):x € B(v*)}.
Funkce G dualni k F' je definovana pro v € V' takto:

G(v) = m).;sLX{F(X) :xX € B(v)}. (2.7)

Veta 7

Jestlize S,V a B splnuji (6.4) a F splnuje (6.5), potom G definovana v (6.6)
splnuje nasledujici podminky:
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(i) G je redlna funkce M proménnych definovana na V' a je na V' spojita.
(2.8)

(ii) Pro kazdé v* € V, existuje x* € S takové, ze G(v*) = min,{G(v) : v € B~'(x*)}.

Navic, defnujeme-li funkei F* dudlni k G pro x € S takto:
F*(x) = min, {G(v) : v € B7(x), (2.9)
potom F*(x) = F(x) pro kazdé x € S.
Disledek 7.1

Necht x* € S a definujeme H(x*) jako mnoZinu v* € V takovych, Ze F(x*)
maxx{ F(x):x € B(v*)}. Jestlize v* € H(x*), potom x* je Tesenim maxx{F(x) : x
B(v*)} a v* je fedenim min, {G(v) : v € B~} (x*)}.

Dikaz viz. Diewert (1982).

Vsimnéte si, Ze predpoklad na F' (6.5) (ii) je ndhrazka naseho starého predpokladu
kvazi-konkavnosti v Sekci 4 a mnozina H(x*) definovana v dusledku 7.1. nahrazuje

S

mnozinu normalizovanych pomocnych nadrovin, které se objevuji v dusledku 3.2.
Diky symetrické podstaté nasich predpokladt, je zfejmé, ze dukaz nasledujici véty
je stejny jako dikaz véty 7 az na to, Ze nerovnosti jsou prevracené.

Veéta 8

Jestlize S,V a B spliuji (6.4) a G splije (6.7), potom F* definovand v (6.8)
spliuje (6.5). Navic, definujeme-li funkei G* jako dudlni k £* pro v € V takto:

G*(v) = max{F*(x) : x € B(v)}, (2.10)
potom G*(v) = G(v) pro kazdé v € V.
Dusledek 8.1

Necht v* € V a definujeme H*(v*) jako mnozinu x* € S takovych, Ze G(v*) =
min,{G(v) : v € B~(x*)}. Jestlize x* € H*(v*), potom v* je fedeni min,{G(v):v €
B7Yx*)} a x* je fefenim maxx{F*(x) : x € B(v*)}.

Vsimnéme si, ze Podminka (6.7) (ii) pro GG nahrazuje nasi starou podminku kvazi-
konvexity pro GG v Sekci 4, a mnozina H*(v*) definovana v dusledku 8.1 nahrazuje
mnozinu normalizovanych pomocnych nadrovin, které se objevuji v dusledku 4.1.

NemiuZeme stanovit doplnék k dusledku 3.3 (identita Hotelling-Woldova) a du-
sledku 4.2 (Ville-Royova identita), protoze bylo nutné v téchto dusledcich pouzit dife-
rencovatelnost [’ a G a prislusnou omezujici funkci. Tudiz, abychom odvodili dopliky
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k dusledkum 3.3 a 4.2 v soucasném kontextu, museli bychom pridat predpoklady pro
F (nebo (i) a pro omezujici korespondenci B. Pfesto vyse zminéné véty ilustruji pod-
statu struktury teorie duality. Mohou byt také interpretovany jako priklady lokalnich
vét o dualité.

7 Minimalizace naklada a derivovana poptavka po
vstupech

Predpokladejme, Zze technologie firmy muze byt popsana jeji produkéeni funkei F') kde
u = F(x) je maximalni vystup, ktera muZe byt vyprodukovan pouzitim nezaporného
vektoru vstuptu x > Oy. Predpokladejme, Ze F' spliuje Predpoklad 1 Sekce 2 (tj.
produkéni funkee je spojita shora). JestliZe si firma vezme ceny vstupu p > Oy jako
dané (tj. firma se nechovéa jako vstupni monopol), potom v Sekei 2 uvidime, Ze funkce
celkovych nakladt firmy C'(u, p) = ming{p'x: F(x) > u} byla korektné definovana
pro vsechna p > Oy a u € R(F'), kde R(F) je obor hodnot F. Navic C'(u,p) byla
linearné homogenni a konkavni v cenach p pro kazdé u a byla neklesajici v u pro
kazdé pevné p.

Nyni predpokladejme Ze ' ma druhou spojitou derivaci podle jeho argument v
bodé (u*,p*), kde u* € R(F) a p* = (pi,....,pN) > On. Z Lemmatu 3 v Sekci 2
nakladové funkce minimalizujici poptavku po vstupech xq(u, p), ..., xn(u, p) existuji
v (u*, p*) a jsou rovny parcialnim derivacim nakladové funkce podle N vstupnich cen:

x;(u*, p*) = %p?p),i —1,...,N. (2.1)

Tudiz, pfedpoklad Ze C' ma spojité druhé derivace v (u*, p*) zajistuje, aby nakladové
funkce minimalizujici poptavku po vstupech x;(u, p) existovaly a mély prvni spojitou
derivaci v bodé (u*, p*).

Definujeme [0%;/0p;] = [0x:(u*,p*)/dp;] jako matici typu N x N derivaci N-
vstupnich funkei x;(u*, p*) podle N cen p%,1,5 =1,2,..., N. Z

Protoze je C konkavni v p a ma druhou spojitou derivaci podle p v okoli bodu
(u*, p*), plyne z toho podle [10] nebo [19], Ze V¢ (u*, p*) je negativné semidefinitni
matice. TakZe podle ,

aXi
'

z ]z < 0pro vsechny vektory

Pj

z.(2.2)Takze pro z = e;, i-ty jednotkovy vektor, 7 implikuje

o N 2.3
apZ — Y = Y Y ( )
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tj. 1-ta nakladova funkce minimalizujici poptavku po vstupech nemuze mit pozitivni
sklon vzhledem k i-té vstupni cené pro: =1,2,..., N.

ProtoZe je C linedrné homogenni v p, mame C(u*, Ap*) = AC(ux*, p*) pro vSechna
A > 0. Budeme-li derivovat tuto posledni rovnici podle p; pro A blizké 1, ziskame rov-
nici C;(u*, Ap*)A = AC;(u*, p*), kde C;(u*,p*) = C(u*, p*)/0p;. Tudiz C;(u*, A\p*) =

Ci(u*, p*) a derivovanim této posledni rovnice podle A dostaneme (pokud se A = 1)

N
ij@QC(u*, p*)/0p;dp; =0, (2.4)
7=1
proi =1,2,...,N. TakZe, pouzitim 7 najdeme vstupni poptavkové funkce x;(u*, p*)
splnujici nasledujicich N omezeni:
9, P = V3,C(w, p)p” = Oy, (2.5)

kde p* = [p;,p*, ..., p¥] -

Zaveéreéné obecné omezeni pro derivovani vstupni poptavkové funkce mizeme zis-
kat nasledovné: pro A blizké 1, derivujme obé strany C'(u*, Ap*) = AC'(u*, p*) podle u
a potom vyslednou rovnici derivujme podle A. Pro A = 1 dostaneme posledni rovnici
ve tvaru:

g;p;a%*(u*, p*)/0udp; = OC (u*, p*)/Ou.
Viimnéme si, 7e druhzé_ parcialni diferencovanost C' a (7.1) implikuji, ze

O*C(u*,p*)/dudp; = 0*C(u*,p*)/dp;Ou =

= 0[0C (v, p")/Op;]/ Iu = Ox;(u”, p~)/Du.

Takze N N
*aZC(u*,p*) _ *axj(u*vp*) _
]Z_;pj oudp; ]Z:;pj Ju B
aC (u*, p*)
= — - 72 >0. .
Em >0 (2.6)

Nerovnost 0C (u*, p*)/du > 0 plyne z vlastnosti, Ze C' neklesa v u. Nerovnost (7.7)
nam rika, ze zmény v nakladové funkei minimalizujici poptavku po vstupech induko-
vané rozsitenim vystupu nemuzou byt vsechny zaporné, tj. ne vsechny vstupy mohou
byt nevyznamné. S dodatecnym predpokladem, ze F' je linearné homogenni (a tedy
existuje x > Oy takové, ze F(x) > 0), muzeme vyvodit (Sekce 2), Zze C'(u, p) = uc(p),
kde ¢(p) = C(1,p). Tedy, kdyZ je F linearné homogenni,

L Je(p”)

1
api !

N

X (u*,p*) =u AT (2.7)
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a 0x;(u*, p*)/0u = Oc(p*)/0p;. Tedy jestlize x¥ = x;(u*,p*) >0 prot=1,2,..., N,
uzitim (7.8) dostaneme dodatecné omezeni

o, ) w e 0elpt)Op]

* * ?
Ju X} X2

(2.8)

jestlize je F' linearné homogenni, tj. véechny elasticity vstupu k vystupu jsou jednot-
kové.

Pro obecny pripad dvou vstupti ndm obecné omezeni (7.3)-(7.7) umozni dostat se
k nasledujicim omezenim Sesti parcialnich derivaci poptavkové funkce pro dva vstupy
x1(u*, py, P3) a Xao(u™, pi,ps): 0x1/0p1 < 0,0%x3/0py < 0,0%1/0pz > 0,0%3/0p1 > 0
(a jestliZe je jedna z nerovnosti ostra, potom jsou ostré vSechny, protoze p;0x,/0p; =
—p30%1/0py = —p30%a/Op1 = (p3)*(p1) ™' 0%2/Op2) a p1Ox1/Ou+ p;0%a/u > 0. Tedy,
znaménka u dx1/0u a u Jx3/0u jsou neznamé, ale pokud je jedno zaporné, druhé
musi byt kladné. Pro konstatni vynosy z rozsahu vyroby nejasnost ohledné znamének
vymizi: mame 9x;(u*, p*)/0u > 0, 0x2(u*, p*)/0u > 0 a alespon jedna nerovnost musi
byt ostra pokud je u* > F(0,).

Vyhoda derivovani téchto dobte znamych komparativnich statickych vysledkua po-
uzivanim teorie duality je ta, Ze omezeni (7.2)-(7.7) jsou platné i v pfipadech, kdy
priméa produkéni funkce F' neni diferencovatelna. Napriklad Leontiefova produkéni
funkce mé linedrni nakladovou funkeci C'(u, p) = ua'p, kde a” = (ay, ag, ...,ay) > 0%
je konstantni vektor. MuZe byt ovéfeno, Ze omezeni (7.2) jsou platnéd pro tuto nedife-
rencovatelnou produkéni funkei.

Historické poznamky

Analogie k (7.3) a (7.4) v kontextu ziskovych funkei byly ziskany Hotellingem.
Hicks a Samuelson dostali vztahy (7.2)-(7.6) a Samuelson ziskal také (7.7). Vsichni
tito autori predpokladali, Ze primarni funkce F' byla diferencovatelna a jejich dukazy
pouzivaly podminku prvniho fadu pro tlohu minimalizace nakladt (nebo maximali-
zace uzitku) a vlastnosti determinantt pro dikaz svych vysledka.

Nase dukazy vztaht 7?7 — 77 pouze pomoci diferencovatelnosti nakladové funkce
plus Lemmatu 3 v ¢asti 2 vyplyvaji z McKenzieho (1956 — 57, str. 188 — 89) a Karlina
(7?7, str. 273). Jiné dukazy uvadi i McFadden (1978a).

Je-li ' pouze homoteticka, nez aby byla linearné homogenni, pak neplati vztahy
??. Je-li I/ homotetickd, pak podle ?? plati C'(u,p) = ¢~ (u)e(p), kde ¢~ je mono-
tonné rostouci funkce jedné proménné. Tedy podle nasich predpokladu diferencova-
telnosti je x;(u*, p*) = ¢~ (u*)dc(p*)/Ip; a dx;(u*, p*)/Ou
= [d6~" (u") ] [0(p) /), takize pro a7 = wi(u”,p*) > 0.

Oxi(u*, p*) u_* u*[do~ (u*)]/du
i @ o)
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Proto v pfipadé homotetické produkeni funkcee se elasticity vstupt vzhledem k vy-
stupu vSechny rovnaji stejnému nezapornému cislu, které nezavisi na cenach vstupu,
ale obecné zavisi na urovni vystupu u”. Za predpokladu homoteticity ' mtzeme Tfesit
rovnici C(u,p) = ¢~ (u)e(p) = y pro u = ¢ly/e(p)] = ¢[1/c(p/y)] = G(p/y), kde
y > 0 jsou vydaje, které si muze vyrobce dovolit pouzit na vstupy. Pokud v systému
funkei poptavek po vstupech x;(u*, p*) za u* dosadime ¢(y*/c(p*)), ziskdme systém
Hirznich® poptavkovych funkei

zi(oly™/e(p ), p*) = o7y e(p™)]0c(p”)/Opi
= [y /e(p")]0c(p)/Opi,  i=1,2,...,N.

Proto pokud ¥ = x;(u*, p*) > 0, tak

i ( [y o] NY :
79 (gb[?(p )],p);ZI, 1=1,2,..., N, (2.10)
tzn. vSechny vstupy maji jednotkovou ,pfijmovou” (nebo vydajovou) elasticitu po-
ptavky, je-li dana agregacni funkce F' homoteticka. Vsimnéme si blizké podobnosti
??7 a ??7. Skutecnost, ze homoteticita F' dava vztahy 7?7, se datuje alespon k Frischovi

(1936, str. 25). Dalsi odkazy najdeme v Chipmanovi (1974a, str. 27).

8 Slutského podminky pro funkce spotiebitelské
poptavky

Predpokladejme, Ze spotiebitel ma funkci uzitku F'(x) definovanou pro x > Oy, kterd
je spojita shora. V &asti 2 jsme vidéli, ze C(u,p) = ming{p’x : F(x) > u} je dobie
definovana pro u € rangeF' a p > Oy. Nakladova funkce €' ma nicméné radu vlast-
nosti véetné toho, ze je neklesajici v u pro vsechna p > Ox a linearné homogenni a
konkavni v p pro vsechny u € rangef.

Predpokladejme, Ze spotiebitel ¢eli cenam p* > On a ma prijem y* > 0, ktery
muze utratit za komodity. Spottebitel si bude chtit vybrat nejvétsi u takové, ze jeho
vydaje za zboZzi minimalizuji naklady a jsou mensi nebo rovny jeho disponibilnimu
prijmu. Tedy rovnovazna uroven uzitku spotrebitele bude u* definovana vztahem

ut = meX{u : Clu,p™) < y",u € rangeF'}.

Nyn{ pfedpoklédejme, ze C je tiidy C? (spojité diferencovatelna do fadu 2) podle
svych argumenta v bodé (u*, p*) a

aC (u*, p*)

S >0, (2.11)
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Skute¢nost, Zze C je neklesajici v u, dava 9C (u*,p*)/du > 0. Nicméné o trochu
silnéjsi predpoklad 2.11 nam umozni odvodit, Ze spotiebitel utrati cely pfijem za
nakup (nebo vypujceni) komodit, tzn. 2.11 implikuje

C(u™,p") =y~ (2.12)

Protoze C' je linearné homogenni v p, tak 2.12 dava

C (u p—) = 1. (2.13)

Yy

7Z nasich pfedpokladu diferencovatelnosti plus 2.11 a 2.13 plyne (za pouziti véty
o implicitni funkci), Ze (8.3) lze vyFesit pro u jako funkci p/y v okoli p*/y*. Vysledna
funkce G(p/y) je neprimd uZitkovd funkce spotiebitele, kterda dava maximalni droven
uzitku, jiz muze spotiebitel dosdhnout za situace, kdy ceny komodit jsou p a za
komodity muze utratit prijem y. Z véty o implicitni funkeci také plyne, ze G je spojité
diferencovatelna do fadu 2 podle svych argumentu v p*/y*. VSimnéme si, Ze

ut =G (p—) . (2.14)
)

Spotrebiteluv systém hicksidnskijch funkei ([12], str. 33) neboli poptdvkovyeh funkei
pri konstantnim redlném piigmu fi(w,p), ..., fyv(u,p) je definovan jako feseni pro-
blému minimalizace vydaji min,{p’x : F(z) > u }. Protoze jsme piedpokladali, ze
C je diferencovatelnd vzhledem k p v bodé (u*, p*), tak podle Lemmatu 3 v ¢asti 2
ity = 2]

pi
tzn. hicksianské funkce poptavky ziskame derivaci nakladové funkce podle cen komo-
dit. Na druhé strané spotiebiteluv systém funkci bezné trini poptdvky x1(y, p), ..., en(y, p)
ziskame z hicksianského systému 2.15, kdyZ za u v 2.15 dosadime G/(p/y), maximalni
uzitek, kterého muze spottebitel dosahnout pri prijmu y a cenach p. Proto

i=1,...,N, (2.15)

iy, p") = fi (G (}y?_i) ,p*) : i=1,..., V. (2.16)

Spotrebiteluv systém trznich poptavkovych funkei lze tedy ziskat z nakladové
funkce nebo pouzitim Ville-Royovy indentity ??. Nakonec je vidét, ze kdyz za y ve
spottebitelové systému trznich poptavkovych funkei dosadime C'(u,p), méli bychom
presné dostat systém hicksianskych poptavkovych funkei 2.15, tzn. mame

B aC (u*, p*)

1
api 7 '

z;(C(u”, p™), p*) sy V. (2.17)

V predchozi ¢asti jsme tyto funkce oznacovali jako 21 (u,p), ..., en(u,p).
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Derivace obou stran 2.17 dava:

0*C(u*, p*) dxi(y*,p*)  dui(y*,p*) 9C (u*, p*)

= + , pouzitim 2.12
Ipidp; Ip; dy Ip;
dzi(y”, p") dzi(y™, p") L
= ————+ fi;(u", p")——=———=, pouzitim 2.15
apj ]( ) ay
a Z % e a Z *7 e .,
= dxily”, p") + xj(y*,p*)M, pouzitim 2.14 a 2.16
Ip; dy
= ki, i, =1,2,..., N, (2.18)

kde k}; je znamo jako ij-ty Slutského koeficient. Viimnéte si, Ze matici N x N Slutského
koeficientii, K* = [k;], 1ze spocitat ze znalosti trznich poptavkovych funkei, z;(y, p),
a jejich derivaci prvniho fadu v bodé (y*,p*). 2.18 ukazuje, ze K* = V2 C(u*,p*)
a tedy [vzpomente si na rovnice ??, 7 a ?? v predeslé ¢asti] K* spliuje nasledujici
Slutského-Samuelsonovy-Hicksovy podminky:

1. K* = KT,

2. 2T K*2 <0, pro kazdé z,
(2.19)

3. K*p* = Oy.

Historické poznamky

Slutsky (1915) odvodil 2.19 (1) a ¢ast 2.19 (2), tzn. Ze k; < 0. Samuelson (1938, str.
348) a Hicks (1946, str. 311) odvodili celou sadu omezeni 2.19 za predpokladu, Ze F je
ttidy C? v rovnovazném bodé z* > Oy a I splije dalsi vlastnost, ze v V2 F(z*)v <
0 pro vSechna v # Oy takova, ze v # k V F(a*) pro libovolny skalar k. 7Z téchto hypotéz
dokézali Samuelson a Hicks odvodit nasledujici silnéjsi verzi 2.19 (2): 2T K*z < 0 pro
vSechna z # Oy takova, Ze z # k p* pro libovolny skalar k.

Nas diukaz podminek 77?7

D(8.9) je podle McKenzieho (1956 - 57) a Karlina (77, str. 267 - 273).Viz také
Arrow a Hahn (1971, str. 105). Tato metoda diikazu ma opét tu vyhodu, Ze nemusime
predpokladat diferencovatelnost F': v podstaté je tfeba pouze predpoklad diferenco-
vatelnosti poptavkovych funkei. K tomuto zavéru dosel Afrait (1972a).

Derivaci podminek 2.19, ktera vyuziva pouze vlastnosti neprimé uzitkové funkce
(7, najdete v praci Diewerta (1977a, str. 356).

»radicni® derivaci 2.19 najdete v kapitole 2 této knihy Handbook by Intriligator.
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9 Empirické aplikace pouzivajici nakladové nebo
neprimé funkce uzitku

Predpokladejme, ze technologii primyslu lze vyjadrit produkéni funkei f konstantnich
prijmu z rozsahu, kterd ma nasledujici vlastnosti:

fje (i) kladné, (ii) linearné homogenni a (iii) konkavni funkce definovanana kladném

(2.20)

Samuelson (1953 - 54) a Diewert (1974a, str. 110 - 112) ukazali, Ze nakladova
funkce, ktera odpovida f je nasledujiciho tvaru: pro u > 0,p > Oy,

Clu,p) = rrgn{pTx cf(x) > u, 2 > 0n) =u c(p), (2.21)

kde ¢(p) = C(1,p) je funkce jednotkovych nakladu a také splnuje tii vlastnosti uve-
dené v 2.20.

Vyrobeliv systém funkei poptavky po vstupech, z(u, p) = [z1(u,p), ..., zx(u, p)]?,
se dostane jako mnozina feseni problému matematického programovani 2.21, mame-li
funkéni formu produkéni funkce f. Jedna metoda, jak ziskat systém derivovanych
funkei poptavky po vstupech, ktery je konzistentni s hypotézou minimalizace na-
kladt, je zavést (diferencovatelnou) funkéni formu f a pak obvyklymi Lagrangeovymi
metodami vytesit tlohu 2.21.

Problém s prvni metodou vypoctu systému funkei poptavky po vstupech x(w, p) je,
Ze obycejné je velice obtizné algebraicky vyjadiit «(u, p) v zavislosti na (neznamych)
parametrech, které urcéuji produkéni funkei f, zvlasté kdyz predpokladame, Ze f je
pruznd, linearné homogenni funkéni forma.

Druh&a metoda vypoctu systému funkel poptavky po vstupech x(uw,p) pouziva
Lemma4 (Shephardovo Lemma): jednoduse zavedme funkéni formu nakladové funkce
C(u,p), kterd spliuje patii¢né podminky regularity a navic je diferencovatelné podle
cen vstupu. Pak z(u,p) = V,C(u,p) a systém derivovanych poptavkovych funkei
dostaneme derivaci nakladové funkce podle cen vstupi.

Napriklad predpokladejme, Ze funkce jednotkovych nakladu je definovana predpi-
sem

f lze jednoznacné rozsifit na nezdporny ortant pomoci Fenchelovy operace uzavéru.

f je pruzna funkéni forma, pokud poskytuje (diferencidln{) aproximaci druhého Fadu libovolné
funkci f* tiidy C? v bodé z*. f diferencidlné aproximuje f* v z*, jestlize (i) f(z*) = [f*(z*),
(i) Vf(2z*) = Vf*(z*) a (i) V2f(z*) = V2f*(2*), kde piedpokldddme, Ze existuji spojité druhé
derivace f a f* v bodé z* (a proto budou oba Hesidny v (iii) symetrické). Tedy obecnd pruzna
funkéni forma musf{ mit nejméné 1+ N + N (N +1)/2 volnych parametri. Pokud jsou f a f* linedrné
homogenni, pak IV f*(z*) = f*(z*) a V2f*(2*)z* = Oy a proto pruzné linearné homogennf
funkéni formé f staci jenom N + N(N —1)/2 = N(N + 1)/2 volnych parametri. Termin ,pruzni®
je podle Diewerta (1974a, str. 113), zatimco termin ,diferencidlné aproximovat“ je od Laua (1947a,

str. 183).

ortantu RV .
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11
cp) = D> bijpip;, s bi; =0b; >0 pro viechna 1, .

=1 5=1

Tedy kdyz aspon jedno b;; > 0, tak vysledna funkce ¢ spliuje 2.20 a funkce
poptavky po vstupech jsou tvaru

N N
zi(u,p) = b (&) u; 1=1,2,...,N. (2.22)
j=1 pi

Vsimnéte si, ze systém rovnic poptavek po vstupech 1.128 je linearni v neznamych
parametrech a tedy k odhadu b;; muzeme pouzit linearni regresi, pokud mame tdaje
o vystupech, vstupech a cenach vstupt. Vsimneéte si také, ze b;; v i-té rovnici poptavky
po vstupech by se mélo rovnat bj;; v j-té rovnici pro j # 1. To jsou symetrickd omezeni
(7.3) Hotellinga (1932, str. 594), Hickse ([12], str. 311, 331) a Samuelsona (1947,
str. 64), kde muZeme statisticky testovat jejich platnost. Je-li nékteré b;; zaporné,
pak systém rovnic poptavek po vstupech muze byt porad lokalné platny, jak ukazuji
Blackorby a Diewert (1979) a Diewert (1974a, str. 113-114). Nakonec si v§imnéme, Ze
kdyZ b;; = 0 pro ¢ # j, pak se z 7?7 stava x;(u, p) = byu, ¢ =1,2,..., N, coZ je systém
funkei poptavky po vstupech, ktery odpovida Leontiefové (1941) produkéni funkei,
flzr, 20, ... an) = min{a,; /by 0 = 1,2,...,N}. U Diewerta (1971a) se v obecném
pripadé mluvi o produkéni funkei, kterd odpovida ??, jako o ,zobecnéné Leontiefove
produkéni funkei“. Lze dokéazat (Diewert (1974a, str. 115)), ze odpovidajici funkce

1

jednotkovych naklada 37, 37, b;;p;

[N

k3

Jako dalsi priklad druhé metody vypoctu funkei poptavky po vstupech uvazujme
nasledujici zlogaritmovanou ndkladovou funkci:

pf_ je pruzna, linearné homogenni funkéni forma.

[N

N
InClu,p) = ag+Y ailnp +

=1

N N
Z Z%J In p; In p;
=1 7=1
N 1
+dlnu +Z(Si Inp;Inu + §eo(lnu)2, (2.23)
=1
kde parametry spliuji nasledujici omezeni:

N
Zai =1; Yij = 7ji» pro vsechna ¢, j;
=1

N N
Z%J:Ov prot=1,2,..., N; aZéZ»:()_ (2.24)
J=1 i=1
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Omezeni 2.24 zajistuji, aby C' definovana podle 2.23 byla linearné homogenni v p.
Dalsi omezeni

do=1; 6 =0, proi=1,2,....N; ac¢=0 (2.25)

zajistuji, ze C(u,p) = u C(1,p), takZe odpovidajici produkéni funkce je linearné
homogenni. Kone¢né s dalsimi omezenimiv;; = 0 pro vSechna ¢, j a o; > 0 pro vsechna
1 = 1,2,..., N, se C definovana v 2.23 redukuje na Cobb-Douglasovu produkéni
funkei.

yZlogaritmovanou® funkéni formu definovanou vztahem 1.129 pouzivaji Christen-
sen, Jorgenson a Lau (1971), Griliches a Ringstad (1971) (pro dva vstupy) a Sargan
(1971, str. 154 - 156) (nazyva ji logaritmicka kvadraticka produkéni funkce).

Funkce €' definovana vztahem 2.23 obecné nespliuje prislusné podminky regula-
rity (tzn. Podminky II v ¢asti 3) globalné, ale Lau (1974, str. 186) ukazuje, Ze muze
poskytovat dobrou lokdlni aproximaci nakladové funkci tiidy C?, linedrné homogenni
v p, napt. zlogaritmovana funkéni forma 2.23 je pruzna.

Funkce poptavky po vstupech minimalizujici ndklady x;(u, p), které 2.23 generuje
pomoci Shephardova lemmatu nejsou linearni v neznamych parametrech. Nicméné je
jednoduché ovérit, ze funkce podilu sdileni

N
pixi(u, p OlnC(u,p
si(u,p) = pizi(u,p)/ ;pm(u’p): c<i,p>) - mn(pz' |

jsou linearni v neznamych parametrech:

N
si(u,p) = o + > _vislnp; + dilnw, i=1,...,N. (2.26)
j=1

Protoze se podily sé¢itaji na jednicku, jenom N — 1 z N rovnic definovanych 2.26
muze byt statisticky nezavislych. Vsimnéme si také, ze parametry aq, dp a ¢ se v 2.26
neopakuji. Nicméné vsechny parametry lze statisticky urc¢it, mame-li tdaje o vystu-
pech, vstupech a cenach vstupu, kdyZz pfidame rovnici 2.23 (ktera je taky linearni
v neznamych parametrech) k N — 1 z N rovnic v 2.26.

Oba uvedené priklady ilustruji, jak jednoduse se pouziva druha metoda pro vy-
pocet systému funkel poptavky po vstupech, které jsou konzistentni s hypotézou mi-
nimalizace nakladi.

Stejné jako lze pouzit Shepardovo lemma (3.1) k odvozeni systému funkei poptavky
po vstupech minimalizujicich naklady, tak Royovu identitu (4.4) 1ze pouzit k odvozeni
systému funkci poptavky po komoditach maximalizujicich uzitek v kontextu teorie
spotiebitele. Napriklad uvazujme nasledujici zlogaritmovanou neprimou funkci uZitku:
pro v = p/y > Oy definujeme
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N
G(v) = ozo—l—Zozilnvi +

=1

N N
>3 qijlnviInwg; Yij = Vji- (2.27)
=1 5=

(NN

1

Royova identita (4.4) aplikovana na G definovanou v (9.8) dava nasledujici systém

poptavkovych funkei spotiebitele, kde v = (vy,...,o5) = pT/y, pf = (p1,...,pN)
je vektor kladnych cen komodit a y > 0 jsou vydaje spotrebitele na N zbozi:

P Pty (ai + 0 i Inpy — 202, i In y)
Y D k=1 Ok 2 pmt Dy Vem M P — D iy D Vkm INY

1=1,2

g Ly ooy

N, (2.28)

Vsimnéme si, ze poptavkové funkce jsou homogenni stupné 0 ve vSech parametrech
vzatych dohromady. Proto, chceme-li ur¢it parametry, musime k rovnicim (9.9) pridat
jesté normalizaci

Y=l (2.29)

Vsimnéme si také, ze parametr ag, ktery je z 2.27, nelze spocitat, pokud mame
data pouze o nakupech spotiebitele (vypujcky v tomto piipadé trvanlivého zbozi)
x, cenach p a celkovych vydajich y. Pouze N — 1 z N rovnic v 2.28 je nezavislych
a rovnici 2.27 nelze pfidat k nezavislym rovnicim v (9.9), abychom méli N nezavis-
lych estimacnich rovnic, protoze leva strana 2.27 je neméritelna proménna, uzitek
u. Proto nejsou ekonometrické procedury pouzivané k odhadu preferenci spotiebitele
zcela analogické s procedurami, které se pouzivaji k odhadu produkénich funkei, 1
kdyz z teoretického hlediska je dualita mezi nakladovymi a produkénimi funkcemi
zcela izomorfni s dualitou mezi vydajovymi a uzitkovymi funkcemi.

Systém funkei poptavky po komoditach definovany v 2.28 neni linearni v nezna-
mych parametrech a proto bude tfeba pouzit nelinearni regrese, abychom ekonome-
tricky odhadli neznamé parametry. Obecné ziskame nelinearni poptavkové rovnice
pomoci Royovy identity, pokud predpokladame, ze (& je definovana pruznou funkéni
formou.

Systém poptavkovych rovnic definovany v 2.28 by mohl byt vyuzit pfi danych mi-
kroekonomickych datech o jediném spottebiteli maximalizujicim uzitek (s neménnymi
preferencemi) nebo pri danych datech o nékolika spotiebitelich, za predpokladu, Ze ve
vzorku budou mit vsichni spotfebitelé maximalizujici uzitek stejné preference. Mohli
bychom aplikovat systém 2.28 na data z trhu, tzn. predpokladat, ze x; predstavuje cel-
kovou trzni poptavku po komodité ¢ vydélenou poctem nezavislych spotfebovavajicich
jednotek, p; je cena komodity ¢ a y jsou celkové trzni vydaje na vsechna zbozi vy-
délené poctem spotrebovavajicich jednotek? Odpovéd zni obecné ne. Nicméné kdy?



9. EMPIRICKE APLIKACE POUZIVAJICI NAKLADOVE NEBO NEPRIME
FUNKCE UZITKU 75

mame informace o distribuci ¢(y) vydaju y z ruznych doméacnosti na trhu a jsme
ochotni predpokladat, Ze vsechny domacnosti maji stejny vkus, pak lze spocitat trzni
poptavkové funkce X; integraci pies jednotlivé poptavkové funkce x;(p/y):

Xi(p) = N* /OOO 7 (g) Sy)dy,  i=1,....N, (2.30)

kde N* je pocet doméacnosti na trhu a [;° ¢(y)dy = 1. Integrace v 2.30 lze provést
pouZitim z;(p/y) definovanych v 2.28, pokud polozime nésledujici normalizace na pa-
rametry zlogaritmované nepiimé uzitkové funkce definované v 2.27: (i) ap = 0, (ii)
SN oy = —1aiii) 2N, Zé\f:l vij = 0. Po téchto normalizacich bude G homogenni
stupné —1 podél paprsku stejnych cen, tzn. G(Aly) = A™'G(1y) pro viechna A > 0,
coz je jednoduse neskodné (z teoretického hlediska, ale ne nutné z ekonometrického
pohledu) vyéisleni uzitku tak, ze uZitek je proporcionalni k prijmu, jsou-li ceny pro
spotiebitele stejné. Tento pristup k vypoctu systému funkeci trzni poptavky konzis-
tentni s mikroekonomickou teorii byl popsan u Diewerta (1974a, str. 127 - 130) a
Berndta, Darrougha a Diewerta (1977).

Podle Gormana (1953) existuje jednodussi metoda vypoétu systému funkel trzni
poptavky, které jsou konzistentni s maximalizaci uzitku jednotlivce: predpokladejme,
ze preference vsech domaécnosti lze vyjadiit nakladovou funkci ve tvaru

C(u,p) =b(p) + u c(p), (2.31)

kde b a ¢ jsou funkce jednotkovych nakladi, které splnuji podminky 2.20, p > Oy a
c(p)u > y—>b(p) > 0, kde y jsou vydaje domacnosti. Blackorby, Boyce a Russell (1978)
nazyvaji funkéni formu ;) ktera ma strukturu 2.31 Gormanovou polarnit formou.
Pokud y — b(p) > 0, tak neprimé uzitkova funkce, ktera odpovida (9.12), je G(v) =
[1/e(0)] — [b(0)/e(v)] = [y/e(p)] — [b(p)/e(p)], kde v = p/y a Royova identita (4.4)
dava nasledujici systém poptavkovych funkei jednotlivych domacnosti, jsou-li funkce
jednotkovych néakladu b a ¢ diferencovatelné:

z (g) = V,b(p) + [e(P)] ™'y — b(p)] Voe(p); = b(p). (2.32)

Na systému poptavkovych funkei spotiebitele definovaném v 2.32 je zajimavé, ze
jsou linedrni v prijmu domacnosti nebo vydajich y. Tedy maji-li vSechny uvazované
domacnosti na trhu stejné preference, které jsou dualni k €' definované v 2.31, a
viechny domacnosti maji piijem y > b(p), tak systém trznich poptavkovych funkei
X(p) definovany v 2.30 je nezavisly na distribuci pfijmu:

X]\([}:) = V,b(p) + [C(p)]_l[y* —b(p)] V,elp), (2.33)

kde X(p)/N* je vektor trzni poptavky na hlavu a y* = [y é(y)dy jsou prumérné
vydaje (na hlavu). Porovnanim 2.33 a 2.32 vidime, Ze systém trini poptavky na
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hlavu mé stejnou funkéni formu jako jediny poptavkovy vektor pro jednu rozhodovaci
jednotku. Vyhodou tohoto pristupu oproti predchozimu je, ze nevyzaduje informace
o distribuci vydaju: jsou potieba pouze idaje o trznich vydajich na komoditu, cenach
komodit a poctu spotiebitelu nebo domacnosti.

Empiricky bylo odhadnuto nékolik pruznych funkénich forem pro nakladové funkce.
Pomoci Shephardova Lemmatu se odvodily systémy funkeci poptavky po vstupech: viz
Parks (1971), Denny (1972, 1974), Binswanger (1974), Hudson a Jorgenson (1974),
Woodland (1975), Berndt a Wood (1975), Burgess (1974, 1975) a Khaled (1978). Kha-
led také odvodil velice obecnou tiidu funkénich forem, ktera obsahuje vétsinu bézné
pouzivanych funkénich forem jako zvlastni pripady.

Vyse uvedena teorie poskytuje mnoho aplikaci k teseni problému odhadu prefe-
renci spotiebitele. Empirické priklady viz Lau a Mitchell (1970), Diewert (1974d),
Christensen, Jorgenson a Lau (1975), Jorgenson a Lau (1975), Boyce (1975), Boyce
a Primont (1976a), Christensen a Manser a dalsi.

10 Funkce zisku

Doposud jsme se zabyvali problémem firmy, kterd pouziva mnoho ruznych vstupu
na vyrobu jednoho vyrobku. AvSak ve skuteéném svété chrli prevazna vétsina firem
mnoho druhu raznych vyrobkt. Proto bude nezbytné zamyslet se nad problémem
modelovani firmy s mnoha vstupy a vystupy.

Pro ekonomické aplikace bude uZiteéné zavést tzv.variabilni funkei zisku 11(p, %),
ktera oznacuje maximum trzeb minus variabilni platby za vstupy, které mize byt do-
sazeno pri danych cenach p > 0; variabilnich vstupti a vystupa a pri daném vektoru
pevné danych vstupt x > 0;. Ozna¢me variabilni vstupy a vystupy [-rozmérnym
vektorem u = (uq, uz, ..., uy), fixni vstupy necht jsou oznaceny .J-rozmérnym vekto-
rem —X = (—Xy, —Xa, ..., —Xj). Dale ozna¢me T mnozinu véech moznych kombinaci
vstupt a vystupu, které fikame mnoZzina produkénich moznosti. Vystupy jsou zachy-
ceny kladnymi ¢isly, vstupy zapornymi, takze je-li u; > 0, pak i-té variabilni zbozi
jest vystup produkovany nasi firmou. Formalné se definuje Il pro p > 07 a —x < 0;
jako:

H(p,x) = ij{pTu :(u,—x) € T}. (2.1)

Je-1i T' uzavreny, neprazdny konvexni kuzel v Euklidovském [+ .J rozmérném prostoru
s nasledujicimi vlastnostmi: (i) pokud (u,—x) € T, potom x > 0; (poslednich J
zbozi jsou vidy vstupy); (ii) pokud (uv/,—x") € T,u' < u” a —x' < —x", potom
(u",—x") € T (volna dispozice); (iii) pokud (u,—x) € T, potom jsou komponenty
vektoru u ohranicené shora (hranice moznosti pfi pevnych vstupech). Potom méa II
nasledujici vlastnosti: (i) I(p,x) je nezaporna realnd funkce definovand pro kazdé
p > 07 ax > 0y takova, ze: II(p,x) < p'b(x) pro kazdé p > 0. (ii) pro kazdé
x > 0y je H(p,x) (pozitivnt) linearné homogenni, konvexni a spojita v p a (iii) pro
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kazdé p > 0y je II(p, x) (pozitivné) linearné homogenni, konkavni spojita a neklesajici
v x. Navic, Gorman (1968), McFadden (1966) a Diewert (1973a) ukézali, Ze mnozina

T muze byt zkonstruovana pomoci II nasledujicim zpusobem:
T = (0, —x) 7w < 1(p,x), ¥p > 0% > 0}, 22)

Tudiz, existuje dualita mezi mnozinami produkénich mozZnosti T' a funkcemi va-
riabilniho zisku II, pokud jsou splnény vyse uvedené podminky regularity. Pomoci
Shephardova lematu (3.1) a Royovy identity (4.4) muZzeme dokazat nasledujici tvr-
zeni:

Holellingovo lemma (1932, str. 594) Spliuje-li funkce variabilniho zisku II
podminky regularity (10.1) a navic je diferencovatelnd vzhledem k cenam variabil-
ntho mnozstvi v bodé p* > 05 a x* > 0, potom 9ll(p*,x*)/dp; = w;(p*,x*) pro
i =1,2,...,1, kde u;(p*,x*) je takové mnoZstvi ¢istého vystupu ¢, které maximalizuje
zisk pficemz je dan vektor variabilnich cen p* a vektor fixnich vstupu x*, které jsou
k dispozici.

Hotellingovo lema lze pouzit k odvozeni funkce nabidky variabilniho vystupu a
poptavky po variabilnich vstupech. Potifebujeme pouze, aby byl zarucen funkcionalni
tvar I(p,x) konzistentni s podminkami regularity pro Il a diferencovatelnost vzhle-
dem ke komponentam vektoru p. Napriklad uvazme funkci translogaritmického vari-
abilniho zisku II definovanou:

| L1
Inll(p,x) = ao + Z:ozzlnpZ + = 5 Z Z Yirlnp;lnp,+
h=1

=1

1 J J
—I—Z:chwlnpzlnxj + Zﬁjlnxj §Zz¢jklnlenxk, (2.3)

=1 7=1 j=1k=1

kde vi, = Y a ¢;r = ¢kj. Lehce nahlédneme, Ze Il definovana vztahem (2.3) je
homogenni stupné jedna v p tehdy a jen tehdy, pokud:

Zaz:17 252]:07 ]:17277‘]7272h:07 Z:17277[ (24)

Podobné, TI(p, x) je homogenni stupné jedna v x tehdy a jen tehdy, kdyz:

J J

J
SBi=1>6;=0,i=12,...,;> ¢ =0, 7=12,...,J (2.5)
7=1 k=1

i=1
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Je-li lI(p, x) > 0, definujeme podil nabidky i-té proménné jako: s;(p, x) = p;u,(p, x)/(p, x).
Hotellingovo lemma pouzité na translogaritmickou funkei definovanou v (2.3) dava
nasledujici systém funkeci podilu ¢isté nabidky:

1 J
Si(p, X) = qo; + Z ’yihlnph + Z (SZ']‘ZTLX]‘; = 1, 2, ceey 1. (26)

h=1 7=1

Nebot je suma viech podilt jednicka, jenom [ — 1 rovnic v (2.6) je nezavislych.
Rovnice (2.3) a [ — 1 rovnic z (2.6) lze pouzit k odhadu parametra funkce translo-
garitmického variabilniho zisku. Povsimnéme si pfitom, ze tyto rovnice jsou linearni
v neznamych parametrech stejné jako omezeni (2.4) a Ze muZeme pouzit modifikace
linearnich regresnich technik.

Alternativni funkcionalni tvary funkci variabilniho zisku jsou navrzené v McFad-
den (1978b), Diewert (1973a) a Lau (1974a). Empirické poznatky vypracoval Kohli
(1978), Woodland (1977¢), Harris(Appelbaum (1977) a Epstein (1977).

Velice pifbuzny je p¥istup tzv. sdrufené ndkladové funkce C'(u,w) = ming{wtx :
(u,—x) € T}, kde T je mnozina produkénich moZnosti stejné jako dfive, w > 0y je
kladny vektor cen vstupt. Jako obyéejné, pokud je C'(u, w) diferencovatelné vzhledem
k cenam vstupt w (a splnujici pfislusné podminky regularity), potom muZeme z She-
phardova lemmatu odvodit systém poptavkovych funkel x(u,w), které minimalizuji
naklady. Dostavame pak:

x(u,v) = V,C(u, w). (2.7)

Sdruzené nakladové funkce empiricky odhadoval Burgess (1976a) (ktery vyuZival
funkciondlni tvar Halla (1973)), Brown, Caves, Christensen (1975) a Christensen,
Greene (1976) (ktery vyuzival translogaritmicky funkcionalni tvar pro C(u,w), coz je
analogicky jako u transabilniho zisku definované v (2.3).

Historické poznamky Samuelson (1953-54, str.20) nas obeznamil s funkei narodni
produkce, coz je pristup zminéné funkce variabilniho zisku. Zaroven upozornil na
nékteré vlastnosti. Gorman (1968) a McFadden (1966, 1978a) vynesl na svétlo svéta
tvrzeni o dualité mezi mnozinou produkénich moZnosti (spliwjici ruzné podminky
regularity) a korespondujici funkei variabilntho zisku. Alternativni tvrzeni o dualité
jsou v Shephard (1970), Diewert (1973a, 1974b), Sakai (1974) a Lau (1976). Pro
specialni piipad jediného fixniho vstupu se lze poucit z Shephard (1970, str.248-250)
nebo Diewert (1974b).

McFadden (1966, 1978a) zavedl funkci sdruzené nakladové funkce, sepsal jeji vlast-
nosti a dokazal tvrzeni o formalni dualité mezi sdruzenou nakladovou funkei a mno-
zinou produkénich moznosti T', stejné jako je to i v Shephard (1970) a Sakai (1974).

Existuji také mnohem jednodussi tvrzeni o mnoziné produkénich moznosti a trans-
formacnich funkci, které davaji maximalni mnozstvi jednoho vystupu, jenz dana firma
miuZe vyrobit (nebo optimalni mnozstvi pozadovaného vstupu) pii pevné danych
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mmnozstvich ostatnich vstupt a vystuptu. To nalezneme naptiklad v Diewert (1973),

Jorgenson; Lau (1974a, 1974b) a Lau (1976).

Hotellingovo lemma lze zobecnit tak, abychom postihli i pfipad nediferencovatelné
funkce variabilntho zisku: gradient funkce II vzhledem k p je nahrazen mnoZinou
subgradientt. Toto zobecnéni bylo poprvé uverejnéno v Gorman (1968, str.150-151) a

McFadden (1966, str.11) a opakovano v Diewert (1973a, str.313) a Lau (1976, str.142).

Je-1i l(p,x) diferencovatelna vzhledem ke komponentam vektoru fixnich vstupu,
potom w; = Jll(p,x)/0x; lze interpretovat jako hodnotu, kterou firma prisuzuje
jedné dodatecné jednotce j-tého fixniho vyrobniho faktoru. Neboli je to ”stinova
cena” j-tého vstupu (Lau (1976, str.142)). Pokud je navic firma vystavena vektoru
cen w > 0y vyrobnich faktort pro "fixni” vstupy a béhem uré¢itého obdobi lze ménit
mnozstvi téchto "fixnich” faktoru, pak pokud firma minimalizuje naklady na dosazeni
daného mnozstvi variabilniho zisku, dostaneme ( Diewert (1974a, str. 140))

w = Vill(p, x), (2.8)

A tyto vztahy mohou byt rovnéz vyuzity v ekonometrickych aplikacich.

Translogaritmicky varibalni zisk byl nezavisle navrzen v Russel(Boyce (1974) a
Diewert (1974a, str.139). Jde zjevné o pfimou modifikaci translogaritmického funkei-
onalniho tvaru podle Christen, Jorgenson(Lau (1971) a Saragan (1971).

Vlastnosti porovnavacich statistik II(p, x) nebo C'(u,w) byly popsany v Samuelson
(1953-54), McFadden (1966, 1978a), Diewert (1974, str. 142-146) a Sakai (1974).

V teorii mezinarodniho obchodu se vseobecné predpoklada existence sektorovych
produkénich funkei, fixni domaci zdroje x a pevné ceny p mezinarodné obchodo-
vatelného zboRi. Pokousime-li se v takovém piipadé maximalizovat ¢istou hodnotu
mezinarodné obchodovatelného zbozi vyrabéného ekonomikou, dostavame variabilni
funkei zisku ekonomiky, II(p,x) nebo Samuelsonovu funkeci narodntho produktu. Po-
kud jsou sektorové produkéni funkce "vystaveny” konstantnim vynosum z rozsahu,
bude mit I(p,x) obvyklé vlastnosti zminéné vyse. Avsak existence sektorovych tech-
nologii implikuje dodatecna omezeni na porovnavaci statistiky néarodni produkéni
funkce II: viz. Chipman (1966,1972, 1974b), Samuelson (1966), Ethier (1974), Wood-
land (1977a, 1977b), Diewert and Woodland (1977), Jones, Schienkman (1977) a dalsi
v odkazech téchto praci. Zavérem poznamenejme, Ze vlastnosti II(p, x) vzhledem k x
jsou presné ty vlastnosti, které ma neoklasickd produkéni funkce. Kdyz je x vektor
primarnich vstupt, potom muZzeme II(p, x) interpretovat jako funkci pfidané hodnoty.
Pokud se méni ceny p (pramérné) proporcionalné v ¢ase, muze byt II(p,x) ocisténa
od inflace trendem vseobecnych cen, ¢imz dostavame funkci realné pridané hodnoty,
ktera mé vlastnosti neoklasické produkéni funkee; viz. Khang (1971), Bruno (1971) a
Diewert (1978¢, 1980).
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11 Dualita a nesoutézivé pristupy k mikroekono-
mické teorii

Doposud jsme predpokladali, Ze vyrobci a spotiebitelé berou ceny jako dané a opti-
malizuji mnozstvi proménnych, které maji pod kontrolou. V této kapitole naznacime,
jak muze byt teorie duality vyuzito v prfipadé monopsonického ¢i monopolistického
chovani na strané spotiebitelu nebo vyrobcu. Nebudeme se to pokouset presné vy-
svétlovat, toliko ilustrujeme pouzivané techniky na 4 prikladech.

11.1 Prvni pristup: Problém monopolu

Predpokladejme, Ze monopolista produkuje vystup xq pti produkéni funkei F'(x), kde
x > Oy je vektor variabilnich vstupt Necht je dale monopolista vystaven (inverzni)
poptavkové funkci po = wD(xg), tzn. po > 0 je cena, pii které se proda xq jedno-
tek vystupu, D je spojita, kladna funkce v xq, proménna w > 0 reprezentuje vliv
"dalsich proménnych” na poptavku. Dluzno dodat, Ze pokud prodava monopolista
spotiebitelim, w muze vyrovnat disponibilni duchod uvazovaného ¢asového obdobi.
Pokud monopolista prodava vyrobcim, w mize byt linearné homogenni funkce cen,
kterym jsou vystaveni ostatni vyrobci. A konecéné, predpokladejme, Ze monopolista
chova ”soutézné” na trhu vstupa, kdyz cenovy vektor cen vstupt je dan pevné. Potom
Ize problém maximalizace monopolistova zisku zapsat takto:

max {poXo — P ' X : Xo = F(x),po = wD(%0),x > Oy} =

= m).;sLX{UJD[F(X)]F(X) —p'x:x>0n}=
= max{w/™(x) — p'x:x >0y} =1I"(w,p), (2.1)

kde F*(x) = D = [F(x)]F(x) = poxo/w je funkce trzeb o¢isténa od inflace w nebo
pseudoprodukéni funkce a II* je pfislusna funkce pseudozisku (vzpomenme kapitolu
10), ktera korespondujici s F'*. Pov§imnéme si, Ze w hraje roli ceny pro F*(x). Pokud
je F* konkavni funkce, potom bude II*(/, p/w) funkce konjugovana k F* [vzpomenme
na: Samuelson (1960), Lau (1969, 1978) a Jorgenson, Lau (1974a, 1974b) konjugované
pristupy k teorii duality] a IT* bude dualni k F* (tzn. F* muze byt dopoctena z I11*). I
kdyZ neni F* konkavni, existuje-li maximum v (11.1) v relevantnim okoli cen (w, p),
potom miuZe byt [I* vyuzito k reprezentaci relevantni ¢asti F* (tzn. "volny dostupny”

obal F* dostaneme z II*). Pokud je navic II* diferencovatelna v (w*, p*) a x5, pg, X
fest (11.1), pak Hotellingovo lemma dava:

.

PoXq
w*

= V, I[*(w™, p¥la — x* = V, II"(w™, p7). (2.2)

%
Ug
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Pokud je k tomu II* spojité diferencovatelnd druhého fadu v (w*, p*), pak mu-
zeme odvodit obvyklé vysledky pro porovnavaci statistiky funkci prodeje oc¢isténych
od inflace, ug(w*, p*) = V, 1" (w*, p*) a funkce poptavky —x(w*, p*) = V,II*(w*, p*);
zejména V2II*(w*, p*) je pozitivné semidefinitn{ symetrickd matice a [w*, p*T|V2II*(w*, p*) =
0.

Vztah (2.2) lze vyuzit k odhadu ekonometrickych parametra II* a tudiz neptimo
k odhadu F*: jednoduse feceno, postulujeme funkcionalni tvar I1I*, diferencujeme I1*,
coZ "napasujeme” na (2.2) pro danou ¢asovou fedu pozorovanych hodnot po, p, w, X
a X. Nevyhodou metody jsou: (i) nelze vyjadiit D z F'; (ii) nelze testovat, zda-li se
vlastné vyrobce chova "trzné” na trhu vyrobkd; (iii) nemtuZeme pouzit nase odhadnuté
rovnice k predikci vyroby xg nebo prodejni ceny po oddélené.

11.2 Druhy pristup: Problém monopsonu

Uvazme problém spottebitele, ktery maximalizuje funkci uzitku F(x), ktera splije
"Podminky 17, ale odtud jiz dale pro spotrebitele nepredpokladame fixni ceny na-
kupovanych komodit. Takze je spottebitel schopen monopsonicky vyuzit jednoho ¢i
vice svych dodavateli. Pak v obdobi r necht je vystaven nelinearnimu rozpoctovému
omezeni ve tvaru: h,(x) = 0, kde x > Oy je vektor jeho nadkupu (nebo rent). Necht
x" > Oy je Teseni pro obdobi r problému maximalizace "omezeného” uzitku, tzn.:

max{F'(x) : h,(x) =0,x 2 O} = F'(x"); r=1,....T. (2.3)

Déle necht r-ta funkce rozpoctového omezeni h, je diferencovatelnd v x" s Vih(x") >
On pro kazdé r. Pak muzeme linearizovat r-té rozpoctové omezeni okolo x = x" tak,
ze vezmeme rozvoj Taylorovy fady prvniho fadu. Linearizované rozpoctové omezeni
je ho(x") 4 [Vxh, (x")]" (x — x") = 0 nebo [Vh,.(x")]T(x —x") = 0, nebot h,(x") = 0
pouzitim (2.3). Lehce se nahlédne, Ze povrch uZitku: {x : F(x) = F(x"),x > On}
je tecnd nejenom k puvodnimu nelinearnimu rozpoctovému povrchu {x : h.(x) =
0,x > 0y} v x =x", ale také k povrchu linearizovaného rozpoctového omezeni {x :
[Vh.(x")]T(x —x") = 0,x > 0ny} v x = x". Nebot se piedpokladé F' kvazikonkévni,
je mnozina {x : F(x) > F(x"),x > Oy} konvexni a linearizované rozpoc¢tové omezeni
je opérnou nadrovinou k této mnoziné, tzn.:

m).;sLX{F(X) px<p X, x>0} =F(x"), r=1,...,T, (2.4)

kde p” = Vh,(x") pro r = 1,2,...,T. Nyni je (2.4) pouhou tadou "agregatorovych”
maximaliza¢nich aloh typu, ktery jsme studovali v kapitole 4 (r-ty vektor norma-
lizovanych cen se definuje jako v" = p"/p"'x") a odhadovaci techniky nastinéné v
kapitole 9 (vzpomenme naptiklad vztah (9.9)) mohou byt pouzity k odhadu parame-
tri primych uzitkovych funkei dudlnich k F'.
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Kapitola 4 se zabyva linearnimi rozpoc¢tovymi omezenimi a proto je irelevantni,
jestli je F' kvazikonkavni nebo ne (vzpomenme nasi diskusi a diagram v kapitole
2). Avsak nyni pozadujeme dodatecné piedpoklady, Ze F' je kvazikonkavni, aby se
rigorézné ospravedlnila zaména (2.3) za (2.4). PovS§imnéte si také, Ze abychom mohli
pouZit tuto proceduru, je nezbytné znat vektor derivaci Vyh,(x") pro kazdé r; tzn.
musime znat derivace nabidkovych funkeci, které spotrebitel vyuziva v kazdém obdobi
- informace, kterou prvni pristup nepozaduje.

Model monopsonu zde prezentovany je ve skutecnosti mnohem $irsi nez klasicky
model monopsonistického vyuzivani: ceny, kterym je spotrebitel vystaven se mohou
ménit s nakupovanym mnozstvim kvuli nepfebernému mnozstvi duvoda, zahrnujice
v to 1 naklady transakce, mnozstevni slevy a existenci progresivniho zdanéni. Vétsina
danovych systému vede k rozpoctovym omezenim se skoky nebo nediferencovatelnymi
body. To nezptusobuje zadné problémy s vyse uvedenou procedurou, jestlize pozoro-
vana spotiebitelova volba mezi spotiebou a volnym ¢asem nepadne presné do bodu
skoku v tomto rozpoctovém omezeni.

11.3 Treti pristup: Problém monopolu jinak

Znovu se vénujme problému monopolu vylozenému vyse. Necht xj > 0,x" > Oy je
fesenim problému maximalizace zisku monopolu pro r-té obdobi, coz lze zapsat:

m)?x{er(Xo)Xo —p Tx %0 = F(x),x >0y} =

= w D(xp)x,—p ' x,r=1,2,...,T, (2.5)

kde pf = w" D(x() > 0 je pozorovanéa prodejni cena vystupu béhem r-tého obdobi,
w"D(xg) je inverzni poptavkova funkce pro obdobi r, p > Oy je vektor cen vstuptu
pro obdobi r. Pokud je funkce F' spojita a konkavni (tak, Zze mnoZina produkénich
moznostl {(xo,X) : xo < F(x),x > Oy} je uzaviena a konvexni) a kdyZ inverzni
poptavkova funkce D je diferencovatelna v xj pro r = 1,2,...,T, pak je cilova funkce
r-tého maximaliza¢niho problému v (2.5) muZe byt linearizovan v okoll (x{,x") a
tato linearizovana cilovéa funkce bude tecna k povrchu produkee xo = F(x) v (x5, x").
Tudiz:
max{pjxo — p"' X : X0 = F(x),x = On} = (55, p') =

= ppxp—p ' x,r=1,...,T, (2.6)

kde pf = w" D(x})) + w” D'(x3)x5 = ph + w" D'(x5)x5 > 0 je stinovd neboli mezni cena
vystupu r-tého obdobi (pf < pg jestlize w” > 0 a D'(x7) < 0 a Il je "pravdiva” funkce
firemntho zisku, ktera je dudlni k produkéni funkci F' (vzpomenme II* definovanou v
prvnim piistupu, kterd je dualni ke konvexnimu obalu D[F(x)]F(x) = F*(x)). Takze
problém maximalizace pravdivé nelinearni funkce monopolistického zisku (2.6), ktery



11. DUALITA A NESOUTEZIVE PRISTUPY K MIKROEKONOMICKE TEORH

ma obvyklou strukturu jakmile mezni ceny vystupu py byly vypocteny tak, aby mohly
byt pouZity obvyklé ekonometrické techniky [vzpomenme vztah (10.5) v Kapitole 10].¢

Porovnanim tietiho pfistupu s prvnim zjistime, ze treti pfistup vyzaduje extra
predpoklad o konkavnosti produkéni funkce (konvexni technologie) a dodatecné infor-
mace, jako napriklad znalost sklonu poptavkové funkce, kterou monopolista vyuziva,
se pozaduje pro kazdé obdobi.

Lehce se nahlédne, Ze tento pristup lze zobecnit na firmu vyrabéjici vic vyrobku,
ktera soucasné vyuziva trh se vstupy i vystupy: vSechno co potfebueme je predpoklad
konvexnosti technologii a (lokalni) znalosti poptavkovych a nabidkovych funkei, které
firma vyuziva, aby mohly byt spocitany prislusné stinové ceny.

Vyse uvedené techniky mohou nyt zfejmé pouzity v situacich, kdy se firma ne-
chova monopolisticky ani monopsonisticky ve smyslu vyuzivani trha, ale je vystavena
cenam jejich vstupt a vystupt, které zavisi na porizeném nebo prodaném mnozZstvi,
zahrnujice naklady na transakce a mnozstevni slevy.

11.4 Ctvrty piistup: Problém monopolu jesté jednou

Predpokladejme nyni, Ze produkéni funkce splnuje, jako obycejné, "Podminky 17 a
necht xj > 0,x” > Oy je Teseni maximaliza¢ni tlohy monopolistického zisku pro
obdobi r (2.5), které lze prepsat jako

H)lc%LX{er(XO)XO — O(x0,p") : %0 > 0} =w' D(x{)xp —p" ' x', r=1,....,T, (2.7)
kde C' znaci nakladovou funkci dualni k F'. Pokud je inverzni poptavkova funkce D
diferencovatelnd v x{; > 0 a 9C(x{,p”")/0%o existuji, pak podminky prvniho fadu
pro r-ty maximaliza¢ni problém v (2.7 davaji podminku w” D(x() 4+ w" D' (x3)xf —
0C (x5, p")/0%0 = 0 nebo, s pouzitim pozorované prodejni ceny vystupu v r-tém

obdobi pj = w”" D(x}),

dC (x5, p")

=1
aXO a

P = —w’ D' (x})x} + ... (2.8)

JestliZe je nakladové funkce C' diferencovatelnd v cenach vstupt v bodé (x{,p”")
pro kazdé obdobi r, pak dava Shephardovo lemma dodatec¢né rovnice

x" =V, C(xp,p"),r=1,...,T. (2.9)

Predpokladejme, Ze ¢ast inverzni poptavkové funkce, kterd zalezi na xo, 1ze D(xo)
adekvatné aproximovat v relevantnim okoli xq nasledujici funkei:

D(xg) = a — fBlnxg, label11.10 (2.10)
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kde a > 0,3 > 0 jsou konstanty. Substituce (??) do (2.8) dava rovnice

dC (xg,p")

=1
aXO a

Py =w' B+ T. (2.11)

PRI

P1i danych pozorovanych rozhodovanich dané firmy o cenach a mnozstvich pf, p”, xg, x
a pii informaci o w (vétsinou lze predpokladat, Ze w = 1) muZe byt systém rovnic
(2.9) a (2.11) naraz ekonometricky odhadnut jakmile zname diferencialni funkcio-
nalni tvar nakladové funkce C(xo,p). Pokud je 8 = 0 v (2.11), pak se producent
chova trzné, prodavé-li vystup za cenu p rovnou meznim nakladim, 0C(xg, p”)/0%o.
Rovnice (2.11) je zaroven konzistentni s chovanim producenta jako monopolisty, ktery
tvofi cenu "naivni prirazkou”, neboli "naivni markup”, (zalezi na hodnoté w). Mame
tak zaklad pro statistické testovani trini struktury: (i) kdyz 8 = 0, pak je chovani
producenta v souladu s trzni situaci znamou jako ”price taking”; (ii) kdyR je 3 > 0 a
Bw" [py < 1 pro viecnar = 1,2, ..., T, pak dostavame chovéani klasického monopolisty:;
(iii) pokud je 8 > 0, ale fw"/py > 1 pro néjaké r, potom mame chovani "markup”
monopolisty; (iv) kdyz 5 < 0, pak nebude chovani firmy v souladu s Zadnym ze tii
popsanych zpusobu.

Tento pfistup nabizi oproti pfedchozim pristuptum nékolik vyhod: (i) muZeme nyni
statisticky testovat soutéZni chovani; (ii) pozadavky na informace jsou nizké - nepo-
tfebujeme exogenni informaci o poptavkové elasticité; (iii) nemusime piedpokladat,
ze produkeni funkce F' je je konkavni, takze model je konsistentni s rostoucimi vy-
nosy z rozsahu produkce; a nakonec (iv) postup je velmi jednoduchy - jen vlozime
podminku Sw” do rovnice soutéze, cena se rovna meznim nakladum.

11.5 Historické poznamky

Zaklad prvniho pfistupu je v Lau (1974a, str. 193-4; 1978), ale své kofeny ma uz
v Hotelling (1932, str. 609). Druhy ptistup je v Diewert (1971b), ale kofeny jsou
v praci Fisch (1936, str. 14). Tteti ptistup (izomorfni ke druhému pfistupu) je po-
psan v Diewert (1974a, str. 155). Ctvrty piistup je od Appelbaum (1975), ktery
pozaduje trochu jiné predpoklady pro funkcionalni tvar inverzni popavkové funkce.
Appelbaum (1975, 1979) také naznacuje, jak by bylo mozné jeho piistup rozsirit na né-
kolik monopolistickych nabidkovych vystupt nebo monopsonistickych poptavkovych
vstupu a ukazuje priklad empirického testovani zaloZzeného na datech o amerického
odveétvi zpracovavajici naftu a zemni plyn. Dalsi empiricky priklad této techniky je
zalozen na obchodu mezi USA a Kanadou v Appelbaum(1979). Ctvrty pifstup byl
pouZit v Schworm (1980) v kontextu investi¢ni teorie, kde se ceny investi¢niho zboii
odviji od nakupovaného mnozstvi.
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12 Zavér

Vénovali jsme velkou pozornost dudlnimu pristupu k mikroekonomické teorii v Sek-
cich 2-6 této kapitoly. V Sekcich 7 a 8 jsme ukazali, jak muze byt teorie duality
vyuzito k odvozeni obvyklych porovnavacich statistickych tvrzeni pro teorii vyrobcu
a spotrebitela.

Bohuzel, pocet dél, vyuzivajicich teorii duality je tak veliky, Ze nejsme schopni je
vsechny uvést.
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Kapitola 3

Teorie spotrebitele

Hlavnim tcelem teorie spotiebitele je urceni vlivu pozorovatelnych komoditnich po-
zadavkl pri alternativnich predpokladech na cile a pravidla chovani uZivatele a na
omezeni, kterd prijima pri tvorbé rozhodnuti. Tradi¢ni model spotiebitele je zalo-
zen na preferencich pfi moznych vybérech, které popisuji cile spotiebitele. Pritom
jeho pravidla chovani jsou urcena maximalizaci téchto preferenci pfi omezeni danymi
rozpoctem, ktera urcuji sménné moznosti. Hlavni vysledek nasi teorie sestava z kva-
litativnich aspektt pozorovanych pozadavku pii zméné jejich parametru, které urcuji
rozhodnuti spotiebitele.

Historicky vyvoj teorie spotiebitele vyjadiuje dlouhou tradici zajmu ekonomu v
tomto predmétu zkoumani, ktery prosel podstatnymi koncepénimi zmeénami az do
jeho soucasné podoby.

1 Komodity a ceny

Komodity lze rozdélit na zbozi a sluzby. Kazda komodita je zcela popsana svymi
fyzikalnimi charakteristikami, svym umisténim a casem, ve kterém je dostupna. V
pripadé, Ze uvazujeme chovani komodit pii jistém stupni nejasnosti, lze pak pridat
jesté dodatecné upresnéni. Tradicni teorie obvykle predpoklada, Ze existuje [ komo-
dit, pficemz pro zkoumany problém staci konecny pocet fyzikalnich charakteristik,

umisténi atd. Komoditni svazek je posloupnost realnych ¢isel (xy),h = 1,...,1 vy-
jadfujich mnozstvi kazdé komodity, lze jej tedy popsat jako [-dimenzionalni vektor
z = (x1,...,21), tj. jako bod I[-dimenzionalniho euklidovského prostoru R', tzv. ko-

moditnitho prostoru. Za predpokladu dokonalé délitelnosti vSech komodit je mozné
vzit kazdé realné ¢islo jako mnozstvi kazdé komodity, tj. kazdy bod komoditniho pro-
storu R je moznym komoditnim svazkem. Koneéné specifikace poc¢tu komodit pfitom
vylucuje aplikaci situaci, ve kterych se charakteristika muze ménit spojité. Pritom ta-
kovéto situace vznikaji pfirozenym zpusobem v kontextu vybéru komodit na zakladé
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kvality resp. v teorii umisténi, kdy je vhodnym kritériem skutecna vzdalenost na po-
vrchu. Cena p;, komodity h, h = 1,...,[ je realné cislo, které nam vyjadiuje mnozstvi
placené pfi vyméné jedné jednotky této komodity. Lze tedy cenovy systém (cenovy
vektor) p = (pi, ..., p1) reprezentovat jako bod v euklidovském prostoru R'. Hodnota
komoditniho svazku z p¥i daném cenovém vektoru p je pak p -z = S\ _, pras.

2 Spotrebitelé

Nékteré svazky komodit jsou spotiebitelem vylouceny na zakladé fyzikalnich nebo
logickych omezenich. Mnozina vSech mozny spotrebnich svazkt, které jsou mozné, se
nazyva spotiebni mnozina. To je pak neprazdna podmnozina komoditniho prostoru,
kterou budeme oznacovat jako X. Obvykle jsou vstupy spotteby popsany pozitivnimi
mnozstvimi a vystupy negativnimi. To pak zejména implikuje, Ze vsechny slozky
prace spotrebniho svazku x jsou nekladné. Obvykle budeme predpokladat, Ze spo-
tfebni mnozin X je uzaviena, konvexni a omezena zdola. Pfitom omezeni zdola je
oduvodnéno koneénymi omezenimi na mnozstvi prace, kterou je spotiebitel schopen
vykonat. Spottebitel si musi vybrat svazek ze své spottebni mnoziny, aby si zajistil
existenci.

Je-li dan cenovy vektor p, hodnota p-x pro x € X nam oznacuje cisteé naklady, t].
prjmy spojené se svazkem x odectené od prislusnych vydaju. ProtoZze navic spotre-
bitel obchoduje na trhu, jsou jeho moZné vybéry omezeny pozadavkem, Ze hodnota
jeho spotieby by neméla prevysit jeho pocateéni bohatstvi (pfijem). To lze zadat ve
tvaru pevného nezaporného ¢isla w. Navic muze mit spotiebitel k dispozici pevny
vektor w € R' pocatecnich zdrojfi. Nutné pak w = p - w. MnoZina moznych spotieb-
nich svazkt, jejichz hodnota nepfevysi pocatecni bohatstvi spottebitele se nazyva
rozpoctovd mnozina a je urcena vztahem

Blp,w)={r € X :p-z < w}. (3.1)

Konecné rozhodnuti spotiebitele pro vybér svazku ze spotfebni mnoziny zavisi na
jeho zalibach a pranich. Ty jsou pak reprezentovany jeho relact preference =, coz je
binarni relace na X . Pro kazdé dva svazky x a y, v,y € X, > y znamena, ze z je
alespon tak dobré jako y. Vzhledem k témto preferncim si spottebitel vybere nejvice
preferovany svazek v rozpoctové mnoziné jako svuj poZadavek (poptavku). Ten je pak
definovan jako

o(p,w) ={z € B(p,w) : 2" € B(p,w) = (z = 2’ nebo neplati 2’ = z)}. (3.2)

Vétsi cast teorie spotrebitele je zaloZena spise na popisu chovani spotrebitele po-
moci maximalizace funkel uziteénosti nez maximalizaci preferenci. Pfitom pojem re-
lace preference je zakladnéjsi pojem v teorii spotiebitele a je tedy bran jako vychozi
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bod kazdé analyzy chovani spotrebitele. Vztah mezi relaci preference a funkci uzitec-
nosti je hlavni kamen zakladua teorie spotiebitele. Néasledujici analyza je proto zalo-
zena na dvou ¢astech. V prvni casti se budeme vénovat axiomatickym zakladum teorie
preferenci a teorie uzitku spolu se zakladnim poznatky o spotiebitelovych pozadav-
cich. V nasledujici ¢asti se budeme spise vénovat klasictéjsim vysledkam v kontextu
diferencovatelnosti funkei pozadavki.

3 Preference

Mezi alternativnimi svazky komodit ze spotfebni mnoziny mame vztah urceny relaci
preference > na X. Pro dva svazky = a y z X budeme ¢ist vyrok x > y jako sva-
zek komodit = je alespon tak dobry jako svazek komodit y. Obvykle predpokladame
t1i zakladni axiomy vloZené na relaci preference, které ¢asto povazujeme za definici
racionalniho spottebitele.

Aziom 1 (Reflexivita)
Pro vsechna = € X plati x > x, tj. kazdy svazek je alespon tak dobry jako on sam.

Aziom 2 (Tranzitivita)
Pro kazdé tii svazky z,y,z € X takové, ze x > y, y = z plati z > z.

Axiom 3 (Uplnost)
Pro kazdé dva svazky x,y € X plati bud « = y nebo y = .

Relace preference =, ktera spliuje vyse uvedené tii axiomy, se nazyva uplné pre-
dusporddant a my budeme mluvit o preferencénim usporaddani. Pfitom lze z preferenc-
niho usporadani odvodit dva jiné vztahy — relaci silné preference > a relaci indiference

~,

Definice. Svazek x je ostre preferovan pred svazkem vy, tj. a3y pravé tehdy, kdyz
xry a neplati y>=x. Svazek z je indiferentni se svazkem y, tj. x~y pravé tehdy, kdyz
TZY a ysT.

Protoze je preferencni usporadani reflexivni a tranzitivni, je nutné relace ostré
preference ireflexivni a tranzitivni. Budeme dale predpokladat, Ze existuji alespon
dva svazky ' a 2" tak, Ze '~2". Relace indiference definuje na X relaci ekvivalence,
tj. je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Platnost téchto t1 axiému neni zpochybnovana ve vétsiné teorii spotiebitele. Tyto
axiomy nam predstavuji predpoklady, které vétsinou odpovidaji empirickym pozo-
rovanim. Obcas ale nékteré chovani spotrebitele vykazuje nekonzistenci zejména s
tranzitiviou a uplnosti. Totiz, nékteri ekonomové argumentuji tim, ze je prilis moc
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pozadovat po spotiebiteli porovnat vSechny mozné svazky, kdyz jeho skuteéna roz-
hodnuti budou realizovana pouze na jisté podmnoziné spotfebni mnoziny. Empiricka
pozorovani nebo experimentalni vysledky casto indikuji netranzitivitu vybéru. To
miuze nastat v dusledku jednoduchych chyb, které jednotlivci délaji v redlném zivoté.
7. druhé strany, tranzitivita muze byt narusena jako dusledek jistych teoretickych
pri¢in. Napriklad, jestlize mnozina spotiebitela tvori doméacnost, kde se rozhoduje
podle pravidla vétsiny, relace preference muze byt netranzitivni. Pritom lze misto
tranzitivity pouzit slabsi axiomy, abychom dostali smysluplnou teorii.

MozZnost definovani ostré preference > ze slabsiho preferencniho usporadani a ob-
racené, indikuje v principu mozny alternativni pristup vyjiti z relace ostré preference
a odvozeni > a ~. To lze povazovat za vhodny pfistup v nékterych situacich, ktery
je o néco obecnéjsi, protoze axiom Uplnosti nema takovou roli jako pro preferencni
usporadani. Pfitom vsak odvozena relace indiference nemusi byt tranzitivni. 7 em-
pirického pohledu je vsak pojem preferenéniho usporadani prirozenéjsi. Pozorovany
vybér svazku o pred svazkem y lze interpretovat ve smyslu preferenéniho usporadani
a ne ve smyslu ostré preference.

Axiomy 1-3 popisuji vlastnosti usporadani relace preference, které maji intuitivni
vyznam v teorii vybéru. Pritom je nutno predpokladat jisté topologické vlastnosti
relace =.

Nejvice pouzivany je nasledujici:

Aziom 4 (Spojitost)
Pro vSechna x € X jsou mnoziny T(z) = {y € X 1 y=a}t a [(z) = {y € X : -y}
uzavrené vzhledem k mnoziné X.

Mnozina T(x) se nazyva hlavni filtr a mnoZina | (z) se nazyva hlavni ideal. Intui-
tivné axiom 4 pozaduje, aby se spotiebitel choval konzistentné v malém okoli tj. je-li
déna néjaka posloupnost y, — vy, y, € }(x) pro vSechna n, je i y € [(x). Podobné i
dualné. Zaroven dostavame, ze pro preferencéni usporadani > je prunik hlavniho filtru
a hlavniho idedlu tfida indiference [(x) = {y € X : y~a} uzaviend mnozina na
zakladé axiomu 4. Alternativni svazky indiferentni s x tvori znamé krivky indiference
pro piipad, kdy X C R?. Mimo to okamZité z axiémt 1-4 dostavame, ze mnoziny
To(z)={y e X :y=a}tal,(e)={y € X :a>y} jsou oteviené vzhledem k mnoZiné
X. Mluvime pak o ostrém hlavnim filtru a ostrém hlavnim idedlu.

Pfipomenme, ze mnoho znamych relaci preference nema vlastnost spojitosti. Nej-
znaméjsim prikladem je lexikografické usporadani, coz je ve skutecnosti relace ostré
preference, jejiz t¥idy indiference jsou jednoprvkové.

Definice. Budte z = (z1,...,7), y = (y1,...,u) € R'. Pak iikame, ze z je le-
ztkograficky vétsi nez y a piseme xlLexy, jestlize existuje k, 1 < k < [ tak, ze
rj=1vy; proj<k

T > Yg.
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Snadno se pak ovéfi, ze filtr 1(x) neni ani uzavieny ani otevieny.

Véta 3.1 [Schmeidler (1971)] Bud > tranzitivni bindrni relace na souvislém topolo-
gickém prostoru X. Definuyme sdruzenou relace ostré preference = predpisem x=-y
praveé tehdy, kdyz x>y a neplati y>=x. Zaroven predpokladejme, Ze relace ostré prefe-
rence je neprdzdnd tj. existuje alespon jedna dvojice T, § tak, Ze T>7. Jsou-li navic
vsechny hlavni filtry a hlavni idedly uzaviené a vsechny ostré hlavni filtry a ostré hlavni
idedly oteviené, je relace > uplnd.

Dikaz. Dikaz zasadné vyuziva tu skutecnost, ze jedina neprazdna obojetna mnozina
(tj. zaroven uzaviena i oteviena) je cely topologicky prostor X. Ukazme tedy nejprve,
ze mame-li dva prvky = a y tak, Ze x>y, je nutné

X={z:zrytU{z:a>z}.

Evidentné,
{zizyt Uz a2} C{z 2yt U{z a2z}

Zejména pak leva strana inkluze je oteviena mnozina a prava strana je uzaviena
mnozina. Sta¢i tedy dokéazat jejich rovnost. Predpokladejme, Ze prvek u € 1(y), u ¢
Ts(y). Tedy nutné y~u tj. y>u. ProtoZe x>y, je i x>u tj. u € | (x). Analogicky,
necht prvek u € [(z), u & | (x) tj. u=z. Pak i u=y tj. u € T,(y).

Predpokladejme nyni, Ze existuji dva nesrovnatelné prvky v X, feknéme v a w.
Protoze existuje alespon jedna dvojice prvku T, ¥ tak, Ze T>7, je nutné

X={z:2-7tU{z:T>z}.
Nutné tedy bud v>y nebo T>v. Pfedpokladejme nejprve, ze v>7y. Odtud pak
X ={z:2>-7}U{z 0>z}

ProtoZe v a w nejsou srovnatelné, je w>7 a v>=7. Pfitom mnoZiny |,(v) a | (w)
jso oteviené, tedy i jejich prunik je otevienda mnozina. Protoze 7 € | (v) N | (w), je
prunik neprazdny a protoze v a w jsou nesrovnatelné, nemohou oba prvky lezet v
pruniku.

Ukazme, ze

{ziv=z}N{z: w=z} ={z vz} U{z: wxz}.

Necht vz, w2z a z nelezl v pruniku tj. napt. nelezi v {s : v=s}. Tedy z>v. 7Z
tranzitivity pak w>v, coz je spor. Podobné, nelezi-li zv {s : w>s}, je z-w a tedy
v=w, coZ je opét spor. Celkem je pak {z : vz} N{z: w>z} uzaviend, neprazdna. Je
tedy rovna X, coz je opét spor. Jsou tedy v a w srovnatelné. |
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4 Funkce uzite¢nosti

Problém reprezentace relace preference pomoci ¢iselné funkce byl vyresen v publika-
cich Eilenberga (1941), Debreua (1954, 1959 a 1964), Radera (1963) a Bowena (1968).
7. historického pohledu pojem funkce uZitecnosti je zakladni pojem pro miru spotie-
bitelovy spokojenosti. Pareto (1896) byl prvni, ktery rozpoznal, Ze libovolna rostouci
transformace dané funkce uzitecnosti zajisti identické maximaliza¢ni chovani spotre-
bitele. Jejich daleZitost a metodologické dusledky rozpoznali Slutsky (1915) a Wold
(1943-1944), ktefi provedli prvni vaznou studii problému reprezentace.

Definice. Bud X mnoZina a > binarni relace na X. Pak funkce u : X — R je repre-
zentace relace > tj. funkce uZitecnosti pro preferenc¢ni relaci >, jestlize pro vsechny
prvky z,y € X plati:

u(x) > u(y) pravé tehdy, kdyz a-y.

Je jasné, ze pro kazdou funkci uzitecnosti v a kazdou rostouci transformaci f :
R — R je slozeni v = f o u také funkce uzitecnosti pro tutéz relaci preference >.
Poznamenejme pro tUplnost, ze v literatuife byly zavedeny zobecnéni vyse uvedené
definice. Jejich pouziti v teorii spotrebitele se vsak neukazalo uzitecné.

Zakladni pozadavek na funkei uzitecnosti pro aplikace v teorii spottebitele je, Ze
funkce uzite¢nosti ma byt spojita. Snadno je pak vidét, ze axiomy 1-4 jsou nutné
podminky pro existenci spojité funkce uzitku.

Totiz axiomy 1-3 primo plynou z definice reprezentace. Abychom dokéazali nutnost
axiomu 4 o spojitosti funkce u, staci pozorovat, ze pro kazdy bod x € X plati

te=Hze€ X :u(z) >ulx)}ale={z€ X u(z) <u(a)},

coZ jsou uzaviené mnoziny ze spojitosti funkce u.
Zakladni vysledek teorie uzite¢nosti je, Ze axiom 4 kombinovany s néjakymi sla-
bymi predpoklady na mnozinu X je dostatecnou podminkou pro spojitost funkce u.
Ptitom plati nasledujici tvrzeni dokazané Debreuem (1964). Pripomenme, Ze dirou
mnoziny S C [—o00, 0] je maximalni nedegenerovany interval obsaZeny v dopliku
mnoziny 5, ktery ma horni a dolni zavoru obsazené v mnoziné S.

Véta 4.1 Je-li S C [—o0,00], pak existuje rostouct funkce g : S — [—o0,00] tak, Ze
vSechny diry mnoZiny g(S) jsou oteviene.

Véta 4.2 Bud X topologicky prostor se spocetnou bazi (resp. souvisly nebo separa-
bilni topologicky prostor). Dale bud > spojité preferencéni usporddani definované na
X. Pak existuje spojitd funkce uzZitecnosti pro relaci >.
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Dikaz. Dokazme tvrzeni pro pripad, kdy X ma spocetnou bazi. Nejprve najdéme
vhodnou funkci uzitecnosti. Necht tedy Oy, O,, ... jsou oteviené mnoziny obsazené ve
spocetné bazi. Pro kazdé « uvazme mnozinu N(x) = {n : x>z pro vSechnaz € O, } a
definujme
v(z)= > 2%
nEN(z)

Je-li y=x, pak jei N(z) C N(y) a tedy i v(x) < v(y). Obracené, je -li y>x, pak
existuje n € N(y) tak, ze © € O,, ale neplati n € N(x). Proto je i N(x) € N(y). Je
tedy v funkce uzite¢nosti.

Definujme nyni novou funkci u = g o v, kde ¢ je funkce z véty 4.1. Pak jsou dle
této véty vsechny diry mnoZiny u(X) = g(v(X)) oteviené.

Abychom ovérili spojitost funkee u, staci ukazat, Ze pro viechna ¢t € [—o0, o0] jsou
mnoziny u” ([, 00]) a u™([—oo, t]) uzaviené.

Je-li t € u(X), pak existuje y € X tak, Ze u(y) = t. Pak zejména u™'([t,00]) =
{r e X :ar=y}aut([—oo,t]) ={z € X : y=a}. Obé tyto mnoziny jsou uzaviené na
zakladé spojitosti relace ».

Pokud ¢ ¢ u(X) a neni-li ¢ obsaZeno v néjaké dire, nutné plati

(a) t <inf{u(x):2 € X} nebo

(b) t > sup{u(x): 2 € X}, nebo

(¢) [t,o0] = M{[a, 0] : v € u(X), a0 < 0}

[—o0,t] = N{[—00,0] : o € u(X), o < 0}

Plati-li (a), je nutné u=!([t,o0]) = X a u™'([—o0,?]) = (. Plati-li (b), je zfejmé

u N ([t,o0]) = 0 a uH([—o0,t]) = X. Pfitom jak X tak ) jsou uzaviené mnoZiny.
- : u H([t,o0]) = Nu ({[a, 0] : @ € u(X),a < c0})
Platili(c).Je 0 oo 1)) = urt({[—o0,a] s @ € w(X), a < oo}).

Pritom mnoZiny na pravé strané jsou evidentné uzaviené, je tedy uzavieny i jejich
prunik.

Necht tedy ¢ lezi v oteviené dife, tj. ¢t €]a, b, kde a,b € u(X). Pak

u=([t,o0]) = = ([b,o0])
wH ([ o0, 1)) = w0, ).

Opétovné, mnoziny na pravé strané jsou nutné uzavrené. |

5 Vlastnosti preferenci a funkci uzitec¢nosti

V aplikacich se casto pridavaji dodatecné predpoklady na relace preference a funkce
uzitecnosti. Budeme v dal$im diskutovat ty nejvice rozsirené.

5.1 Monotonie, nenasycenost a konvexnost
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Definice. Relace preference > na R' se nazyva monotonni, jestlize x > y a x # y
implikuje x>y.

Tato vlastnost vyjadruje, Ze je preferované vice zbozi pfed méné zbozim tj. vsechna
zbozi jsou zadana. Sdruzena funkce uzite¢nosti monotonniho preferenc¢niho uspora-
dani je rostouci funkce na R'.

Definice. Bod = € X se nazyva bod nasycenosti pro preferencni usporadani >,
jestlize x>y pro vSechna y € X.

Je tedy bod nasycenosti maximalni prvek vzhledem k relaci preference. Vétsi dil
teorie spottebitele se vénuje situacim, ve kterych takovato globalni maxima neexistuji
nebo alespon diskusim o problémech poptavky, pokud zlepseni situace spotiebitele
muze byt dosazeno zménou jeho spotrebitelského svazku. Jinak feceno, situace, které
budou diskutovany, budou nenasycené body.

MuzZeme-li pro jisty bod x najit v jeho blizkém okoli zlepseni situace spotiebitele,
fekneme, Ze spottebitel je lokalné neuspokojeny v bodé x. Presnéji:

Definice. Rekneme, Ze spotiebitel je lokdlné neuspokojenyy v bodé x € X, jestlize
pro kazdé okoli V' bodu z existuje bod z € V tak, ze z>z.

7, této vlastnosti vyplyva, Ze je vyloucena existence tfidy indiference bodu z s
neprazdnym vnitikem a Ze je tedy funkce uzite¢nosti nekonstantni v okoli bodu .

Definice. Relace preference > na mnoziné X C R’ se nazyva konverni, jestlize je
mnozina {y € X : y=a} konvexni pro vSechny body = € X.

Ptipomenme, Ze funkce u : X — R se nazyva kvazikonkdvni, jestlize plati min{u(x), u(y)} <

u(Ax + (1 — AN)y) pro vSechna z,y € X a vSechna A\,0 < A < 1. Evidentné pak je
funkce uzitecnosti u pro preferencni usporadani > kvazikonkavni pravé tehdy, kdyz
je preferen¢ni usporadani konvexni. Je tedy kvazikonkavnost vlastnost primo spo-
jena s usporadanim a je zachovavana pri rostoucich transformacich. O takovychto
vlastnostech funkce uzitecnosti mluvime jako o ordindlnich vlastnostech na rozdil od
kardindlnich vlastnosti, které jsou spojené s urcitou reprezentaci u. Konkavnost je pak
takovato kardinalni vlastnost.

Definice. Relace prefernce se nazyva ostre konvexni, jestlize pro vSechna z,z’ €
X,z # &, ax2', 0 < XA < 1 implikuje Az + (1 — A2’ > 2/. PfidruZzend funkce
uzitecnosti ostte konvexni relace preference je vzdy ostre kvazikonkavni. Pritom ostra
konvexnost nam zarucuje neexistenci takovych relaci preference, pro které prislusna
relace preference a tiida indiference nema vnitini body.
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Je lehce vidét, Ze hlavni filtry kvazikonkavni funkce jsou konvexni. Je proto funkce
uzitecnosti pro preferenéni usporadani > kvazikonkavni pravé tehdy, kdyz je prefe-
renc¢ni usporadani konvexni. Je proto kvazikonkavnost zachovavana pfi rostoucich
transformaci. Takové vlastnosti jako kvazikonkavnost jsou nazyvany ordindlni na roz-
dil od kardinalnich vlastnosti, které jsou vztazeny ke specifické funkci uzite¢nosti u.
Takovou vlastnosti je napriklad konkavnost.

Definice. Preferenc¢ni usporadani se nazyva ostre konvexni, jestlize pro kazdé dva
svazky x a o', ¥ # 2/, a2’ apro 0 < A <1, Az + (1 — N)a"»a'.

5.2 Separabilita

Bud N = {Nj}§:1 rozklad mnozZiny {1,...,[} a predpokladejme, Ze spotfebni mno-
zina X ma tvar X = H§:1Xj- Takovéto rozklady vznikaji pfirozenym zpusobem,
pokud uvaZujeme spotiebu vzhledem k riizné dobé, misté apod. Reéeno jednoduse,
separabilita pak implikuje, ze preference pro svazky v kazdém ¢lenu rozkladu (tj. pro
kaZzdou dobu, misto apod.) jdou nezavislé na spottebnich Grovnich mimo tento ¢len
rozkladu.

Bud J ={1,...,k} a pro viechna j € J, € X definujme

Ty = (T TG 1, Ty e e Th)

Pro kazdé pevné :1;? preferenc¢ni usporadani > na X indukuje preferencni uspora-
0
}'7
Ve J 7 . 7 v 7 7 Ié 7 . .7 Ié 4 v
Pfitom takovéto indukované uspotradani bude zaviset na specialnim vybéru a:.
Prvni pojem separability tvrdi, Ze tato usporadani pro pevné zvoleny index j nezavisi
na vybéru .

dani =0 tak, Ze x;= 02’ prave tehdy, kdyz (x?,:z;j)t(x ') pro viechna z;, 2 € S;.

Definice. Preferenc¢ni usporadani > na mnoziné X = H;?:lXj se nazyva slabé se-
parabilni, jestlize pro vSechna 5 € J, :L’?,y? € X = ILx; X;, =0 = = 0. Indukované
uspofadani budeme znacit jako > ;. ’ ’

Podobné, funkce uzitecnosti u : H;?:lXj — R se nazyva slabé separabilni, jestlize
existuji spojité funkcev; : S; — R, j € JaV : R¥ — Rtak,zeu(x) = V(vi(x1), ..., vi(zr)).

Véta 5.1 Bud = spojit€ uspordadani preference. Pak je = slabé separabilni prdvé
tehdy, kdyz je kaZda spojitd reprezentace > slabé separabilni.

Definice. Funkce uzite¢nosti u : H;?:lXj — R se nazyva siln€ separabilni, jestlize
existuji spojité funkce v; : S; = R, 7 € JaV : R — R, V rostouci tak, Ze u(z) =

V(Siesvila)).
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ProtoZe je funkce V rostouci a spojité, je funkce V=1 o u aditivni a reprezentuje
stejnou relaci preference. Je tedy problém nalezeni podminek na relaci preference, aby
byla silné separabilni, ekvivalentni k nalezeni podminek, za nichz existuje aditivni
reprezentace.

Necht tedy u(z) = > ;e v;(2;) oznacuje aditivni funkci uZiteénosti vzhledem k
rozkladu N. Uvazujme néjakou neprazdnou vlastni podmnozinu I C J a dva svazky
z a z' takové, ze viechny jejich komponenty z; a 2’ maji stejnou hodnotu :1;? pro
j € J — I. MiZeme proto psat x = (z7,25_;) a 2’ = (27,29_;). Je-li u aditivni, je
bezprostredné zrejmé, ze indukovana funkce na soucinu ll;¢75; je nezavisla na spe-
cidlnim vybéru hodnot 2%_; a tedy je indukované preferenéni uspofadani nezévislé
na vybéru zY_;. Tato vlastnost evidentné plati pro kazdou neprazdnou vlastni pod-
mnozinu [ C J a je zaroven motivujicim prvkem pro definici silné separabilni relace
usporadani.

Definice. Preferenc¢ni usporadani » na mnoziné X = H;?:lXj se nazyva siln€ separa-
bilni, jestlize je slabé separabilni vzhledem ke vSem vlastnim rozkladt vsech moznych
sjednoceni mnozin Ni,..., N.. To je ekvivalentni s tim, Ze preferenéni usporadani
je silné separabilni, jestlize pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu I C J je
indukované preferenéni usporadani nezéavislé na zvlastnim vybéru hodnot 29 _;.

Véta 5.2 Bud = spojit€ usporadani preference. Pak je = siln€ separabilni prdvé
tehdy, kdyz je kaZda spojita reprezentace = silné separabilni.

5.3 Spojita poptavka

Je-li dan cenovy vektor p # 0 a pocatecni bohatstvi w, spottebitel si vybira nejlepsi
svazek ze své rozpoctové mnoziny jako svou poptavku. Pro preferencni usporadani
splnujici axiomy 1-3 evidentné kazdy maximalni prvek vzhledem k relaci preference
zaroven maximalizuje odpovidajici funkci uzite¢nosti a obracené, kazdy bod maxima
funkce uzZitecnosti maximalizuje relaci preference. Zejména tedy oba pristupy vedou
ke stejnym svazkim poptavky. Budeme nyni studovat zavislost poptavky na dvou
vnéjsich parametrech, cené a bohatstvi.

Rozpoétova mnozina spotiebitele byla definovana jakozto B(p,w) = {& € X :
p-x < w}. Necht § C R™! oznacuje mnozinu dvojic cena-bohatstvi, pro které je
piislugna rozpoctova mnozina neprazdna. Pak 3 popisuje korespondenci z S do R
(tj. mnozinovou funkci z S do P(R')).

Definice. Korespondence ¢ z S do T, kde T' je kompaktni podmnozina z R, se
nazyva horni hemispojita v bodé y € 9, jestlize pro vsechny posloupnosti z, — z,
Y, — y takové, ze z, € ¥(y,) plati, Ze z € Y(y).
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Vyse uvedena definice je ekvivalentni s tim, ze funkce ¢» ma uzavieny graf. Pritom
evidentné kazda horni hemispojita korespondence ¢ takova, Ze ¢(y) je jednoprvkova
mnozina, je ve skutecnosti spojita funkce.

Definice. Korespondence ) z S do 7', kde 1" je podmnoZina z R', se nazyvé dolni
hemispojita v bodé y € S, jestlize pro kazdy bod zy € ¥(y) a pro kazdou posloupnost
Y, — y existuje posloupnost z, — zo tak, Ze z, € ¥(y,) pro vsechna n.

Korespondence se nazyva spojitd, je-li jak horni hemispojita tak dolni hemispojita.
Snadno lze pritom dokazat nasledujici dvé lemmata.

Lemma 5.3 Korespondence rozpoctové mnoziny 3 : S — P(X) md uzavieny graf a
Jeji dolni hemispojitd v kazdém bodé (p,w), pro ktery plati min{p -z : 2z € X} < w.

Pritom podminka min{p -z : * € X} < w se obvykle nazyva podminka minimdl-
ntho bohatstul.

Jiz dfive bylo poznamenano, ze maximalizace pomoci preferencni relace ¢i funkce
uzitecnosti vedou ke stejné mnoziné poptavkovych svazkt, je-li preferencni relace
reflexivni, tranzitivni a tplna. Je-li tedy v : X — R funkce uzitecnosti, lze definovat
poptdavku uzivatele jako

p(p,w) =A{z € Bp,w) s u(z) 2 u(@), =" € B(p,w)}, (3.3)

coz je ekvivalentni definici 3.2. Pokud navic bude funkce uzitecnosti spojita a roz-
poctova mnozina (3(p,w) kompaktni, bude poptavkova mnoZina ¢(p,w) neprazdna.
Pak, aplikujeme-li Bergeho vétu, obdrzime nasledujici lemma.

Lemma 5.4 Pro kaZdou spojitou funkeci uzitecnosti u : X — R je poptdvkovad kore-
spondence ¢ : S — P(X) tak, Ze p(p,w) £ 0 a & je horni hemispojitd v kaZdém bod¢
(p,w) € S takovém, Ze B(p,w) je kompaktni a min{p-x: 2 € X} < w.

7 definice rozpoétové a poptavkové korespondence bezprostredné plyne, Zze ¢(Ap, Aw) =
©(p,w) pro kazdé XA > 0 a pro kazdou dvojici cena-bohatstvi (p, w). Totiz, x € B(p, w)
= p-a<ws (Ap) v < (M) <= z € B(Ap, \w). Podobné, z € p(p,w) <
x € B(p,w) a zaroven u(x) > u(z') pro viechna 'z € B(p,w) <= x € B(Ap, \w) a
zaroven u(x) > u(x’) pro vsechna 'z € B(Ap, \w) <= x € p(Ap, Aw).

Pro konvexni preferen¢ni usporadani bude korespondence poptavky bude pak
©(p, w) konvexni mnozina, co# je vlastnost, ktera hraje podstatnou roli v existen¢nich
diukazech rovnovazného stavu. Je-li navic preferencéni usporadani ostre konvexni, je
pak korespondence poptavky ¢(p,w) jednoprvkova mnoZina tj. ziskdme funkei po-
ptavky. Horni hemispojitost pak implikuje obvyklou spojitost.
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Lemma 5.5 Bud = ostre konvexni a spojit€ preferencni usporadani. Pak je korespon-
dence poptivky ¢ : S — P(X) spojitd funkce v kaZdém bodé (p,w) € S, pro ktery je
mnozina 3(p,w) kompaktni a plati min{p-x : « € X} < w. Navic, pro vdechna A > 0,
plati o(Ap, \w) = @(p,w) tj. ¢ je homogenni funkce stupné nula.

Pro zbyvajici ¢ast tohoto pfehledu budeme znacit jako f funkci poptavky.

5.4 Poptavka bez tranzitivity

Empirické studie chovani poptavky casto prokazaly, Ze ne vidy se spotrebitelé chovaji
v souladu s pozadavkem tranzitivity. Tato skutecnost byla casto pouzivana jakozto ar-
gument proti obecnému predpokladu, ze zkoumani maximalizace preferenci je vhodny
zpusob pro studium teorie poptavky.

Sonnenschein (1971) ukazal, Ze axiom tranzitivity neni nutny pro dukaz existence
a spojitosti poptavkové koresponence. Podobnou situaci studoval i Katzner (1971),
kde jsou preference definovany lokalné a tedy jsou ziskany ,lokalni vysledky“ pro
funkci poptavky.

Definice. Korespondence poptavky ¢ : S — P(X) je definovana jako ¢(p,w) =
{z € B(p,w) : x=2' pro viechna 2’ € B(p,w)}.

Véta 5.6 (Sonnenschein) Necht @(p,w) # O pro vsechna (p,w) € S a predpokld-
dejme, Ze korespondence 3 je spojitd v bodé (po,wo) € S. Je-li relace prefernce spojitd,
je  korespondence poptdavky ¢ horni hemispojitd v bod€¢ (po, wy).

Predpoklad, Ze mnozina ¢(p, w) # @ pro vSechna (p,w) € S, je implikovan jistymi
modifikovanymi predpoklady na ostrou relaci preference, jak plyne z nasledujici véty.

Véta 5.7 (Sonnenschein) Necht = oznacuje spojitou relaci preference na mnoziné X
tak, Ze mnoZina {z' : 'z} je konvexni pro vsechna x € X. JestliZe navic 3(p,w) # 0,

pak i o(p,w) # 0.

7 vyse uvedenych dvou Sonnenscheinovych vysledki plyne, ze mtuzeme ziskat spo-
jitou funkci poptavky, pokud nahradime tranzitivitu relace preference jeji konvexitou.

Dalsi vysledky v teorii netranzitivniho spottebitele byly ziskany Shaferem (1974).
Tento pristup formuluje chovani spotiebitele jakozto maximalizace spojité ciselné
funkce vzhledem k rozpoctovym omezenim. Tato funkce, jejiZz existence a spojitost
nezavisi na tranzitivité, maze byt povazovana za alternativni pristup k reprezentaci
relace preference.

Véta 5.8 (Shafer (1974)) Necht = oznacuje spojitou, iplnou a ostie konverni relaci
preference na Rfl_. Pak existuje spojita funkce k : Rfl_ X Rfl_ — R tak, Ze
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1. k(z,y) >0 <= x € 1T,(y),

(z,y)
2. k(x,y) <0 <= x € ],(y),
3. k(x,y) =0 < ary ayrz,
4. k(z,y) = —k(y,z).

Predpoklady véty jsou obvyklé az na to, Ze je vynechan axiom tranzitivity. Za
jeho predpokladu pak existuje funkce uzitku a funkce & muZe byt definovana, Ze

k(z,y) = u(z) — uly).

Stejné jako predtim, necht ((p,w) oznacuje rozpoctovou mnoZinu spotiebitele.
Pak poptavka spotrebitele sestava ze vsech bodu v rozpoctové mnoziné, ktera maxi-
malizuji funkeci k. Pfesnéji, poptavka je definovana jako

e(p,w) ={x € B(p,w) : k(x,y) > 0 pro viechna y € B(p,w)}

nebo ekvivalentné

p(p,w) ={z € B(p,w) : vy pro viechna y € B(p,w)}.

Predpoklad ostré konvexity garantuje, ze existuje jediny maximalni prvek. Nasle-
dujici véta precizuje maximalizacni argument.

Véta 5.9 (Shafer) Za predpokladi véty 5.7 a pro kaZdy kladny cenovy vektor p a
kladné bohatstviw je poptdvka x = f(p,w) = {x € B(p,w) : k(x,y) > 0 pro vsechna y €

B(p,w)} a tato funkce f je spojitd v bode (p,w).

5.5 Poptavka za predpoklada separability

Separabilita preferenc¢niho usporadani a funkce uzitku, at uz slaba nebo silna, ma
dulezité dusledky pro funkci poptavky. Za pouziti oznaceni a definic z odstavce 5.2 a
za predpokladu separability funkce uzitku muzeme psat

u(x) = V(vr(xy), ... vp(ag)), (3.4)

kde z;, 7 = 1,...,k jsou vektory mnozstvi komodit v S; a X = 51 x ... x 5.
Pak v;(x;) jsou funkce uZitku definované na S;. Budeme pouZivat vektor p; pro ceny
komodit v tridé rozkladu ;.

Definice. Pro vSechny w; € Rfl_ definujme podrozpoctovou mnozinu

B (pj,w;) = {a; € S5t pj - w; < wil. (3.5)
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Nyni muZeme zavést pojem podminéné poptavky fj(pj,wj) jakozto to x;, které
maximalizuje funkci v;(x;) pies podrozpo¢tovou mnozinu 3(p;, w;).

Definice. Podminénd funkce poptdivky je definovana jako

Fpjwi) = {x; € F(pj,w;) s vj(x;) > v;(29),20 # 25,20 € #(pj,w))}. (3.6)

Tyto podminéné funkce poptavky sdili vsechny vlastnosti obvyklych funkci po-
ptavky az na to, ze jejich defini¢ni obor a obor hodnot jsou omezeny proménnymi
pj,w; a S;. Jsou-li dany vj(x;), p; a w;, je i poptavka x; znama. Pfitom proménna
w; neni dana vnéjsné, ale jakoZto ¢ast obecného optimaliza¢niho problému. Bud dale
fi(p,w) j-podvektor funkce poptavky f(p,w). Pak je w; dano jakoZzto

Poznamenejme, zZe v obecnosti je potreba celého cenového vektoru, abychom urcili
w?. Kdyz pouzivame w3 vzniklé pomoci w;(p,w), lze oéekavat ze z podminénych
funkei poptavky ziskame tentyz vektor poptavky jako f;(p,w).

Véta 5.10 Za predpokladu separability funkce uZitku plati
fi(p.w) = f](ps,wi(p,w)) pro viechna j. (3.8)

Diikaz. Uvazme libovolné, ale pevné vektor (po,wo). Necht 2% = fj(poj,w;(po,wo))
pro jisté j a necht xo = f(po,wo). Evidentné, zo; € B;(po;,w}(po,wo)). Piedpokla-
dejme, ze x7 # xo,. Pak v;(27) > vi(wo,) a

u(zo) = V(vi(zo,)s ..., vi(20,)s- .., ve(20,))
< V(vi(@o,), ..., v5(xF), ..., vr(w0,)),

v o , o . o X
protoZe je funkce V monotoné rostouci v proménné v;(x;). Evidentné je prvek (:1;03 , :z;j)

(3.9)

v rozpoctové mnoziné 3(p,w) a tedy predpoklad v;(x%) > v;(xo,) neplati. Tedy nutné
vi(x}) = vi(xo,) tj. ¥7 = wo,, protoze z; je jediny vektor maximalizujici v;(z;) pies
viechna x; € B;(po;,w}(po,wo)). Proto podminka 3.8 plati pro (po,wo). Protoze
(po, wo) bylo vybrano libovolné, plati pro vsechny piipustné (p,w) a véta je timto

dokazéna. |

Vyznam véty 5.10 je dvoji. Nejprve je zfejmé, Ze ostatni ceny ovlivhuji poptavku
pro x; pouze pomoci skalarni funkce w3(p,w), coz je podstatné omezeni na p;. Dile,
pokud je mozné pozorovat a urcit bohatstvi w; empirickou cestou, muzeme se kon-
centrovat na podminénou funkei poptavky, pro kterou pouze potrebujeme znat pouze
cenu p;. Jako priklad lze uvazit chovani poptavky v jistém ¢asovém obdobi, feknéme
jednom roce. Za obvyklého (implicitniho) predpokladu separability béhem rtuznych
¢asovych obdobi je pak pouze nutné znat plné naklady pro tuto periodu (w;) a od-
povidajici cenovy vektor (p;). V tomto kontextu muzeme uvazovat (3.7) jako spotiebni
funkei spjatou s celkovymi spotfebnimi naklady vzhledem k celkovému bohatstvi a
cenami pro vsechny periody.
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6 Funkce naklada a neprimé funkce uzitku

Alternativni pfistup v analyze poptavky byl proveden Samuelsonem v roce 1947.
V soucasnosti mluvime o tzv. dualité v analyze poptavky. V jistych pripadech do-
sdhneme timto zpusobem priméjsi analyzy senzitivity cen a dovoluje nam kratsi a
transparentnéjsi prehled jistych klasickych vlastnosti funkce poptavky. Popisme v
kratkosti zakladni vlastnosti a vysledky pro podstatné omezenéjsi situace nez byly
vyse uvedené. Tato omezeni budou pouzita v nasledujicich paragrafech.

Od doposud budeme predpokladat, ze spotfebni mnozina X bude kladny ortant
Rfl_ a ze vsechny ceny a bohatstvi jsou kladné. Toto implikuje, Ze rozpoctova mno-
zina je kompaktni a ze podminka minimalniho bohatstvi je splnéna. Zejména je pro
spojitou funkei uzitku korespondence poptavky ¢ horni hemi-spojita. Dale budeme
predpokladat nenasycenost bud relace preference nebo funkce uzitku. To pak impli-
kuje, ze spottebitel pouzije viechno své bohatstvi za maximalizace preferenci.

Je-li déna dosazitelné Groven funkce uzitku v = u(x),x € X, je ndkladovd funkce
minimalni mnozstvi nutné k ziskani trovné uzitku alespon takové jako v pro danou
cenu p. Je tudiz nakladova funkce £ : Rfl_ x R — R definovana jako

E(p,v) =min{p -z : u(x) > v}. (3.10)

Pritom lze snadno dokazat nasledujici vlastnosti nakladové funkce.

Lemma 6.1 Pokud spojitd funkce uZitku splnuje axiom lokdlni nenasycenosti, je pak
nakladovd funkce:

1. rostouct a spojita v proménné v pro kaZdy cenovy vektor p,

2. neklesajict, pozitivné linedrné homogenni a konkdvni v proménné p pro kaZdou
uroven uZitku v.

Necht nyni y = E(p,v) oznacuje minimalni aroven nakladt. ProtoZe je funkce £
rostouci a spojita v proménné v, existuje jeji inverzni funkce v = g(p, y), kterd vyjadii
uzitek v jakozto funkci nakladu a cen, ktera se nazyva neprimou funkei uzitku. Je
snadné vidét, ze

9(p,y) = max{u(z) :p -2 = y}. (3.11)
Vzhledem k vlastnostem nakladové funkce je nutné neprima funkce uzitku

1. rostouci a spojita v proménné y pro kazdy cenovy vektor p,

2. neklesajici v cenach a homogenni stupné 0 v prijmech a cenéch.
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Zejména tedy z definice F a g obdrzime nasledujici identity:

v=g(p, E(p,v)) ay = E(p,g(p,y)) (3.12)

Je-1i dan cenovy vektor p a Groven uzitku v, je nakladové minimum FE(p, v) ziskano
na jisté podmnoziné uréené E(p,v) a p. Jsou-li preference ostie konvexni, existuje
jediny bod = € X minimalizujici naklady a oznac¢me minimalizac¢ni funkeci jako z =
h(p,v).

Nutné pak z definice

E(p,v) = p-h(p,v). (3.13)

Funkce h se nazyva Hicksova funkce poptavky kompenzovand priymem, h je spojita
v obou argumentech a homogenni stupné nula v cenéach.

Uvazme nyni nas puvodni problém maximalizace funkce uzitku vzhledem k roz-
poctovym omezenim p - * < w. Pak nas predpoklad lokdlni nenasycenosti a ostré
konvexity implikuje existenci spojité maximaliza¢ni funkce f(p,w). Tato funkce se
nazyva Marshallova trint funkce poptavky a splhuje vlastnost

p-flp,w) =w. (3.14)

7. téchto definic ziskame druhou dvojici identit, které popisuji zakladni vztah mezi
Hicksovou funkci poptavky kompenzované prijmem a Marshallovou trzni funkci po-
ptavky:

fp,w) = hip,g(p,w))
h(p,w) = f(p, E(p,w)). (3.15)

Jednu z dulezitych vlastnosti Hicksovy funkce poptavky lze obdrzet bezprostredné.
Pro pevnou troven uzitku v, uvazujme dva cenové vektory p a p’, dale asociacované
vektory poptavky @ = h(p,v) a «’ = h(p',v). Z toho, Ze x a 2’ minimalizuji naklady,
obdrzime

(p—p)-(z—2a") <0. (3.16)

Pro zménu Apy, = py — p), ceny jednotlivé komodity k tak, ze vSechny ostatni ceny
zustanou konstantni tj. Apy, = pp, — pj, = 0, h # k implikuje

Jinak Feceno, narust ceny jedné komodity nezpusobi narust poptavky pro tuto
komoditu. Hicksova funkce poptavky neni tedy rostouci funkci ceny. Tato vlastnost
se obcas nazyva jako nekladnost vlastniho substitucniho efektu. Detailni diskuse pro
diferencovatelné funkce bude provedena v dalsich paragrafech.
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7 Vlastnosti diferencovatelné funkce uzitku

Nasledujici paragrafy se vénuji funkcim uzitku a poptavky za predpokladu diferenco-
vatelnosti, ktey je standardnim predpoklad v teorii spotiebitelské poptavky.

Bud tedy u : X — R funkce uZitku, kterd je t¥idy C? bez kritickych bodi *
reprezentujici (iplnou a spojitou relaci preference tiidy C? na X, kterd je monotonni
a ostfe konvexni. Pak je tato funkce

1. spojita,
2. rostoucl tj. u(x) > u(y) pro x >y, x #y,
3. ostte kvazikonkavni tj. u(ax + (1 — a)y) > u(y) pro o € (0,1) a u(x) > u(y).

4. dvojnasobné spojité diferencovatelna tj. jeji druhé parcialni derivace existuji a
jsou spojitymi funkcemi v proménné z.

Dale budeme predpokladat, Ze derivace prvniho fadu, t;j. %, 1 =1,...,1, jsou
kladné. Mluvime o tzv. margindlnich (meznich) uZitcich. Specialné pak vektor délky [

marginalnich uzitka budem oznacovat u,. Protoze derivace druhého radu jsou spojité
funkce jejich argumentu, mame nutné

_ Pu Pu
N 6:1;26:1;] N 6:1;]6:1;2 N

Uiy Ujz.

Bud tedy U,, Hessova matice fadu [ funkce uzitku v tj. matice druhych parcialnich
derivaci funkce u s prvky w;;. Ze symetrie druhych parcialnich derivaci pak mame, ze
U, je symetrickda matice tj. U,, = U;;,.

Vlastnost ostré kvazikonkavnosti, kterou ma funkce uzitku, pak implikuje dalsi
omezeni na prvni a druhé derivace funkce uzitku.

Véta 7.1 Bud u ostie kvazikonkdvni funkce uZitku. Pak pro vsechny prvky v € X
plati
MUz <0 pro vSechna z € {y € R : uy -y =0}, (3.18)

Dikaz. Bud z € X libovolny. Necht = € R' : u, - = = 0. Pak z Taylorova vzorce
mame
Uy * 2 9 2P0,z

e

u(y) = u(r) +a + o(y), (3.19)

*Pro prvek = € U je derivace Df(x) v bodé z linearn{ zobrazen{ z R* do R™ (tj. matice parcialnich
derivaci). Pak fikame, ze # se nazyva singuldrni (kriticky) bod zobrazeni f, pokud tato derivace neni
surjektivni zobrazeni. Poznamenejme, ze pokud & < n, jsou v8echny prvky z U singularni. Singuldrni
hodnoty jsou jednoduse obrazy vzhledem k f vsech singularnich boda; prvek y € R” se nazyva
requldrni hodnota, pokud neni singularni hodnota.
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L)P = 0. Tedy

kde y = @ + az a o je realna funkce spojita v okoli x tak, Ze Ty _yx|

T T
u(y) = u(x) + ozzzgim’z + o(y). Pfedpokladejme, Ze Zgim’z > 0. Nutné pak existuje
ap > 0 tak, Ze pro viechna o € (—ap, ag) plati f(a) = f(0) + 302 f"(0) + o(a), kde

f(a) = u(:z; + Ozz), f/(a) = Uptaz " %, f”(a) = ZTUl’+aZ,x+aZZ >0, U(a) = %
Pritom lim,_o Uég) = 0. Predpokladejme, ze a > 0. Pak z ostré kvazikonkavnosti

min{f(—oz),f(o%)} < f(0) a z pfedchoziho f(a) — f(0) > 0 a f(—a) — f(0) > 0, coz
je spor. Tedy ZUT”Z <0.1

Vlastnost ostré kvazikonkavnosti funkce uzitku neni dostate¢na, abychom obdrzeli
vsude diferencovatelnou funkci poptavky. Proto zavedeme nasledujici pojem.

Definice. Ostie kvazikonkavni funkce uzitku se nazyva silné kvazikonkdvni, jestlize
MU,z < 0 pro viechna z € {y € Rt uy -y =0,y # 0}. (3.20)

Tato dodatecna vlastnost je ekvivalentni regularité tzv. hraniéni Hessova matice

H = [ Usp ] . (3.21)

Véta 7.2 Hraniéni Hessova matice H ostre kvazikonkdvni monotonni rostouct funkce
uZitku u je reqularni prave tehdy, kdyz je funkce uzitku silné kvazikonkdoni.

Dukaz.Dokazme nejprve dostatecnost. Predpokladejme tedy, ze matice H je singu-
larni. Pak existuje I-rozmérny vektor z a skalar r tak, Ze plati

Upwz +upr =0;  wu,-z=0; (ZT, r) # 0. (3.22)

Necht z = 0. Pak r # 0. Tedy nutné z u,r = 0 vyplyva, Ze u, = 0, ale to je
spor s monotonii funkce uzitku. Necht tedy z # 0. Pak 0 = 210 =2T0,,2 4 zTu,r =
2TU,zz < 0, spor se silnou kvazikonkévnosti. Odtud pak dostdvame, Ze nemfizeme
najit nenulovy vektor (27,7) tak, ze (27,7)H =0 a tedy je H regularni.

Dokazme nyni nutnost. Budeme postupovat ve trech krocich. Nejprve ukazeme,
ze je-li H regularni, mizeme najit realné cislo o tak, Ze je pro vSechna a < o~
matice A(a) = U,, + aul - u, regularni. Dale ukdzeme, %e za piedpokladu ostré
kvazikonkavnosti existuje realné ¢islo 3 tak, Ze matice A(/3) je negativné semidefinitni
matice. Posledni krok je kombinaci téchto dvou kroku.

Krok 1. Regularita matice H znamend, ze pro vsechny nenulové [-rozmérné vektory
¢1 takové, Ze uy - ¢ = 0, A(a)e; # 0 pro vSechna a. Uvazme déle vSechny vektory
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cy tak, Ze ufcz # 0 a normalizujme ¢y tak, Ze ufcz = 1. A(a)ez = 0 znamena, ze
a = —cl'U,,cy. Necht o = min{—clU,,c; : ulc; = 1}. Pro a < a*, A(a)e; # 0 a
A(a) je tedy regularni.

Krok 2. Je-li A(B) negativné semidefinitni matice pro n&jaké 3 tj. ¢f A(3)e < 0 pro
véechna c. Odtud pak pro viechna 3 plati 27U,z < 0 pro viechna z takova, ze ulz =
0. Specialné, ¢ A(3)c < 0 pro viechna 3 a pro viechna z takova, ze ulz = 0. Uvazme
déle viechny takové vektory ¢, Ze ulc # 0 a normujme je tak, ze ulc = 1. Pokud pak
cPA(B)e <0, je nutné B < —c'U,,c. Polozme proto 3* = min{c'U,,c : ¢Tu, = 1}.
Proto je pak A(f3) negativné semidefinitni, jestlize 5 < *.

Krok 3. 7 kroku 1-2 plyne, Ze existuje realné ¢islo v tak, Ze A(f) je regularni a
negativné semidefinitni pro vSechna § < v, pritom v < min{a*, *}. Pfitom z linedrni
algebry vime, ze negativné semidefinitni matice, ktera je regularni, je nutné negativné
definitni. Je proto 2T A(y)z = 27U,z < 0 pro viechna nenulova z takova, ze ulz = 0
tj. u je silné kvazikonkavni. |

To, co bylo feceno o vlastnosti derivaci funkce uzitku u, plati i pro kazdou di-
ferencovatelnou rostouci transformaci funkce u. To je zfejmé v pripadé, Zze kladné
znaménko marginalnich uzitku a diasledky silné kvazikonkavnosti jsou zalozeny primo
na vlastnostech preferencniho usporadani tj. na monotonii a konvexiteé.

Popisme explicitné dusledky takovychto transformaci pro derivace. Bud tedy F
dvakrat spojité diferencovatelna rostouci transformace F': R — R tj. F' > 0 (F' a F"
jsou skalary) a F" je spojita. Polozme v(x) = F(u(x)). Pak mezi prvnimi a druhymi
derivacemi funkei u(x) a v(x) plati nasledujici vztahy:

86:;;] = F’g;i neboli v, = Flu,,

K3

(3.23)

821) _ ! a2u " 8u au . . P ” T
Ox;0x; — F Jx;0x; + I (%) (T) t]. Viw = F'Upy + Flugul.

Ly

ProtozZe je I'" kladné, ma v, stejné znaménko jako u,. Naproti tomu prvky matice
V,» nemusi mit stejné znaménka jako prvky matice U,,. Mame viak, Ze 27U,z < 0
pro kazdy vektor z € {y € R' : u, -y = 0,y # 0} implikuje 27V,,2 < 0 pro
kazdy vektor z € {y € R' : v, -y = 0,y # 0}. Skutecné, vIz = Flulz = 0 a tedy
MVpr = 2T F Uz + 2T Fupulz = F'2TU 2 + F"2Tuulz = F'2TU,,2 tj. oba
vyrazy 21 Uypz a 21 V,.z maji stejné znaménko z kladnosti [. Poznamenejme, 7e se
nejedna o novy vysledek ale jiny zpusob dukazu, Ze ostra a silna kvazikonkavnost
odrazeji vlastnosti relace preference.

ProtoZe ale marginalni (mezni) uzitky ?Wu nejsou invariantni vzhledem monoton-
K3

nim rostoucim transformacim, budou nas zajimat poméry dvojic marginalnich uzitki,
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napr.

= (3.24)

Nutné pak je vyraz 3.24 invariantni vzhledem k monotonnim rostoucim transfor-
macim (F”, které je jak ve jmenovateli tak citateli, se pokrati.). Zachovame-li nyni
troven funkce uzitku konstantni a ménime-li pouze proménné z; a z;, obdrzime lo-

kalné: 5 5
u u
da* — Jdz*=0. 2
(91‘2’) E (3%‘) =0 132
Tedy mame
U; da’
= = . 2
Hij u;j da? (3.26)

R;; se nazyva margindlni (mezni) mira substituce i-té komodity za j-tou komo-
ditu. Pfitom R;; reprezentuje mnozstvi komodity j vénované na vyménu za zvyseni
komodity 7, pficemz mira uzitku zustava konstantni.

O R;; budeme predpokladat, ze je klesajici funkei x; tj. pri stejné mire uzitku bude
mnozstvi komodity z; mensi vénované na vymeénu za zvyseni komodity pri vétsim x;
nez kdyz je x; mensi. Predpoklad o DMRS pro kaZzdou dvojici (i,7) plyne ze silné
kvazikonkavnosti funkce uzitku.

Klesajici marginalni mira substituce znamena, ze

6R¢j 6R¢j

—R,;——=<0 3.27

8:1;2' J al']‘ 9 ( )
coz nam dava |
J

Vyraz v zévorkach je roven 27U,z pro z, = 0, k # i, a z; = —u; a z; = u;.

Protoze je vyraz u; > 0 a ul = 0, mame ze silné kvazikonkavnosti, ze vyraz 3.27 je
zaporny. Pritom obracena implikace plyne pri jistych dodatecnych predpokladech.
Pojem marginalni miry substituce byl tradi¢né pouzivan ve spojitosti se slabou a
silnou separabilitou.
NeZ se budeme této spojitosti vénovat, bude pro nas uziteéné si vSimnout du-
sledkt diferencovatelnosti funkce u(x) v pfipadé (slabé) separability. Za pfedpokladu
separability vime, Ze

U(IE) = V(Ul(x1)7"'7vk(xk))- (329)
Z diferencovatelnosti pro vsechna ¢ € N;, 1 < 7 < k dostaneme, ze
0 aV dv;
= ! (3.30)

6:@ N 8vj 81}2
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existuje a tedy existuji i % a %. ProtoZe v;(x;) mé viechny vlastnosti funkce uzitku,
g 7
je nutné % > 0. Je tedy 1 % > 0, protoze % > 0.
7 g 7

Necht nyni ¢,k € N;. Pak
Pu OV 0%, AV? dv; dv,

— = 3.31
a pro vsechna 1 € N;, k € N,, 7 # g mame
D?*u aV?* dv; dv, (3.32)

6:1;28@ - 61)]0% 81}2 8xk

Zejména odtud obdrzime, Ze existence a symetrie matice U,, implikuje existenci

a symetrii Hessovy matice V. V pripadé silné separability je % = V' tj. stejna pro
vsechna j. Nutné tedy

Qu(z) _ 1, 9v(2;)

6:@ 81}2 ’

pricemz Hessova matice V,, ma vSechny prvky stejné.

(3.33)

Véta 7.3 Margindalni mira substituce mezi dvéma komoditami v a k leZicimi v mno-
Zin€ N je nezdvisld na drovni spotieby vné mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyz je
funkee uZitku slabé separabilni.

To znamena, %e pro viechna i € N; je 2% souéinem spoleéného faktoru a;(z) a

Az
specifického faktoru G;;(x;) tj.

ou
M~ i) 330

To ale odpovidé tomu (viz 3.30), Ze o;(x) = % a Bji(x;) = gz].

Véta 7.4 Margindalni mira substituce mezi dvéma komoditami v a k leZicimi po tadé
v mnozin€ N; a v mnoZin€ N,, g # j lze psdt jako podil dvou funkci Bj;(x;) a Byf(x,)
prave tehdy, kdyZ funkce u(x) uZitku je siln€ separabilni. nezdvisld na wrovni spotieby
on€ mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyZ je funkce uZitku slabé separabilni.

7.1 Diferencovatelna poptavka

V lemmatu 5.5 jsou vysloveny podminky pro zajisténi existence spojité funkce po-
ptavky f(p,w), kterd je navic homogenni stupné 0 jak v cenéach tak i v bohatstvi.
V této casti se budeme vénovat disledkim predpokladu diferencovatelnosti funkce
uzitecnosti pro funkci poptavky. Zejména bude studovana diferencovatelnost funkce
poptavky.



108 KAPITOLA 3. TEORIE SPOTREBITELE

Omezime se pritom na ten pripad, kdy bude spotfebni mnozina X otevieny kladny
kuzel P C R!. Abychom obdrzeli poptavkové svazky v P, budeme dale predpokladat,
ze preferenc¢ni uspofadani je monotonni a tiidy C? a Ze uzavéry kiivek indiference jsou
celé obsazeny v P. Pak je za predpokladu pozitivnich cen a pozitivniho bohatstvi po-
ptavkova funkce korektné definovana a jeji obor hodnot je podmnozinou otevieného
kladného kuzele P C R'. Navic pfedpokladejme, Ze spotiebitel vyuzije zcela své ma-
ximalizac¢ni preference. Lze tedy jeho vybér omezit na ty svazky x € P, pro které
plati pTz = w.

Je-li funkce uzitku spojité diferencovatelna 2. stupné, je pak funkce poptavky = =
f(p,w) definovana v 3.2 nebo v 3.3 urena jakozto feSeni maximaliza¢niho problému:
maximalizujme funkei u(x) za omezujicich podminek pTz = w. Sta¢i pak utvofit
Lagrangian

Lz, A\, p,w) = u(x) — )\(pT:L' —w), (3.35)

kde X je Lagrangeuv multiplikdtor.
Podminky prvniho stupné pro nalezeni stacionarnich bodu funkce u(x) nam pak

davaji
L
oL W =0, (3.36)
dx
oL -
A=W x=0. (3.37)

Stejné jako v predchozim paragrafu budeme predpokladat, ze parcialni derivace
u; > 0,1 = 1,...,n. Jsou tedy nutné jak u, tak 1 p kladné vektory tj. prvky P,
zejména tedy z 3.36 dostavame, ze Lagrangeuv multiplikator A je kladné realné cislo.
Nutna podminka druhého fadu pro nabyvani maxima je pak

2T Lpwz < 0 pro viechna z € R' takovd, 7e plz = 0. (3.38)

Pritom L., = 8?;@, vy¢isleno v bodé feseni systému 3.36 a 3.37. Za predpokladu
ostré kvazikonkavnosti funkce uzitku (viz 7.1) je tato podminka splnéna, protoze
Low = U,y a déle p'z = 0 implikuje ugz = 0 na zakladé 3.36 a kladnosti A.

Systém 3.36 a 3.37 je systém [+1 rovnic v 2({+1) proménnych — vektory z,p € R' a
skalary A a w. Pro nas tcel budeme p a w povazovat za libovolné, pevné a x a A budou
,neznamé* proménné. Lemma 5.5 nam zarucuje existenci jediného feseni = f(p, w).
Zejména tedy existuje jediné feseni pro A, totiz Adw = Aple = ulz = ul f(p,w) tj.
A=0(p,w) = 4—Hgpr”“u :

Snadno se ovéri, ze feseni systému 3.36 a 3.37 je v proménné x invariantni vzhledem
k monotonnim rostoucim transformacim funkce w(x), ale proménna A uz ne. Pro

takovouto transformaci F' jsou podminky 3.36 a 3.37 prevedeny na

Flu, — Xp=0, (3.39)
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w—ple=0. (3.40)

Podélime-li 3.39 vyrazem F’ > 0 a polozime-li A = 2—; obdrzime rovnici 3.36.
Evidentné je tedy feseni pro x invariantni, zatimco \* je Lagrangeuv multiplikator
pro transformovany problém.

Vénujme se nyni diferencovatelnosti funkei f(p,w) a O(p,w) v bodé (2°, A°, p, w),

kde 2° = f(p,w), \* = O(p, w). Méme
(Uppda) X — updA

Uy
dp =t - e (3.41)

.
U dzx — pdX — X°dp = 0. (3.42)

Podobné,

dw = d(pTz) = pTde + 2 dp(p, w), (3.43)

.
dw — pldx — :L'Opo =0. (3.44)

Ptitom U? = U,,(2°) Po snadné tpravé pak obdrzime tzv. zdkladni maticovou
rovnici poptavky spotrebitele:

l?’“’ﬁH—iinﬁ ?Hfﬂ (3.45)

kde FE je identicka matice typu [ x [. MuZeme pritom formalné psat
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Kapitola 4

Globalni analyza a ekonomie

V této casti ukazeme, ze existence rovnovaznych stavit muze byt dokazana pomoci
Sardovy véty. Pritom dikaz bude v jistém smyslu konstruktivni. Zaroven jsou doka-
zany optimizacni véty pro ekonomii blahobytu.

1 Existence rovnovazného stavu

Zakladni idea rovnovazného stavu je studium feseni rovnosti mezi poptavkou a na-
bidkou: S(p) = D(p). Pro jednoduchy ptipad jednoho trhu, kde jsou ceny hodnoceny
v terminech néjakého trzniho standardu, podava nasledujici graf 4.1 opravnéni pro
existenci rovnovazné ceny p*.

Rovnovaha mezi
\. nabidkou a poptavkou

% /
40 ~ . ; /
S i e )

og " 2 30 0

Obrazek 4.1: Rovnovazny stav

Teorie obecné rovnovahy se timto problémem zabyva pro vicero trhi. Presnéji:
predpokladejme ekonomiku s [ druhy zbozi. Pak poloprostor R\, = {(a',...,2%) :
(Vi)(z* > 0)} bude pro nas hrat dvoji roli: nejprve jakozto tzv. komoditni prostor,
pricemz komodita je produkt nebo sluzba uréena k vymeéné; prvek a € R{I_ se nazyva
komoditni svazek. Tedy x je l-tice (z*, ..., ') tak, Ze prvni soufadnice mé¥i mnozstvi
komodity ¢islo jedna, atd. Ale zaroven je R{I— bez pocatku prostor cenovych systémai;
reprezentuje-li tedy p € R, — {0},p = (p',...,p") mnozinu cen [ komodit, je p* cena
jednotky prvni komodity, atd.
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Predpokladejme, Ze studovana ekonomika mé (axiomaticky) zavedené funkece po-
ptavky a nabidky D, S : Rfl_ — {0} — Rfl_ z mnoziny cenovych systému do prostoru
komodit. Pak D(p) je komoditni svazek pozadovany ekonomikou (nebo jejimi cast-
niky celkové) za ceny p. Jinak feceno, za ceny p = (p,...,p') lze koupit komodity v
mnozstvi D(p). Problém nalezeni rovnovdzného stavu je nalezeni a studium (za vhod-
nych podminek na D, S) cenového systému p* € R}, — {0} tak, Ze D(p*) = S(p*).

Polozme Z(p) = D(p)—S(p). Pak Z : R, —{0} — R' se nazyvé nadbytek poptivky
a budeme tedy hledat reseni p* € R{I_ — {0} tak, ze

Z(p*) = 0. (4.1)

V této casti vlozime na Z podminky, které jsou primérené z hlediska ekonomie a
pak ukédzeme existenci Feseni rovnice 4.1 pomoci konstruktivniho postupu aparatem
diferencialniho poctu. To vse provedeme, aniz bychom presli k mikroekonomickym za-
kladim nadbytku poptavky. V dalsi ¢asti podame klasicky mikroekonomicky pristup
k nadbytku poptavky pomoci agregace poptavkovych funkei individualnich tcastnika
ekonomiky pro pfipad ekonomiky tplné smény.

Podminky na funkci nadbytku poptavky jsou

7z R{I— — {0} — R' je spojita funkce, (4.2)

Z(Ap) = Z(p) pro vsechna A > 0. (4.3)

Tedy Z je homogenni funkce; jestlize se ceny kazdé komodity imérné zvétsuji ¢i
zmensuji, funkce nadbytku poptavky se neméni. To ovsem predpoklada, Ze se pohy-
bujeme uvnitt uplné nebo uzaviené ekonomiky tak, Ze ceny komodit nejsou zavislé
na komodité lezici mimo systém.

I
pZ(p)=0%j. D p'Z'(p) = 0. (4.4)

i=1
Vyse uvedena rovnost tvrdi, Ze hodnota funkce nadbytku poptavky je nula a rov-
nost 4.4 se nazyva Walrasiv zdkon. Tuto rovnost mizeme chapat tak, ze poptavka
v nasi ekonomice je v souladu se zdroji ekonomiky. Jedna se o omezeny rozpocet
spotreby. Celkova hodnota poptavky je rovna celkové hodnoté nabidky ucastniky
ekonomiky. Bezpochyby je Walrastv zakon nejpropracovanéjsi ze vsech podminek,

které jsme vlozili na funkci Z. Mikroekonomické opodstatnéni podame pozdéji.

NeZ zavedeme nasi posledni podminku na funkci nadbytku poptavky, podame
geometrickou interpretaci pfedchozich podminek. Bud S'™!' = {p € R} : |p|]* =
L (pH)? = 1} prostor normalizovanych cenovych systémii. Na zakladé homogenity
funkce Z se staci omezit na jeji restrikci na mnozinu Sfl__l. Podle Walrasova zakona
je funkce Z kolma k prostoru Sfl__l v kazdém bodé; jinak feceno p - Z(p) = 0 nefika
nic jiného, nez ze vektor p je kolmy k vektoru Z(p). MuZeme tedy povaZzovat 7 za
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pole te¢nych vektorii na mnoziné S\7'. Déle definujeme S'™' = {p € R' : ||p||* =
Zﬁ:l(pz)Q = 1}
Posledni podminka na funkci nadbytku poptavky je hrani¢ni podminka:

7' >0, jestlize p' = 0. (4.5)

Piipomenime, ze Z(p) = (Z*(p),...,Z(p)) a p = (p',...,p'). Podminka 4.5 mii-
zeme byt jednoduse interpretovana néasledovné: je-li i-t4 komodita volna (je volné k
dispozici, protoZe jeji cena je nulovd), pak zarucené pro ni bude funkce nadbytku
poptavky nezaporna. V nasem modelu maji komodity pozitivni hodnotu.

Véta 1.1 Jestlize je funkce nadbytku poptivky Z : R\ — {0} — R' spojitd, homo-
gennt, splnuje Walrasiv zdkon a hraniént podminku tj. podminky 4.2, 4.3, 4.4 a 4.5,
pak existuje cenovy systém p* € R\ — {0} tak, Ze Z(p*) = 0. Nalezeni cenového
systému p* bude provedeno konstruktivoné.

Dukaz véty 1.1 bude proveden pomoci vét 1.2 a 1.7.
Véta 1.2 Bud f: D' — R spojité zobrazeni spliugjici ndsledujici hraniéni podminku
(Bp) Pokud je x € D', pak f(x) neni ve tvaru pux pro Zddné u > 0.

Pak existuje pruek z* € D' tak, Ze plati f(z*) = 0. Pritom D' = {x € R": ||z|]* =
L ()P <1} 06D = ST = {a € Bl Jal]? = T, (@)? = 1},

Obecné pak D! = {z € R : ||z|]? = 2L, ()2 < r?}a éD) = {z € R : ||z]]? =
S (2))? = r?} pro vechna r kladné. Pfitom specialné mame hladké zobrazenf
Jio1 ST — DI C R'7Y definované predpisem ji_q (w1, ..., 1) = (21, .., 211).

Pro dukaz véty 1.2 pouzijeme dva hlavni vysledky globalni analyzy a jejich aplikace
pro ekonomii — tj. Sardovu véta a véta o implicitni funkei (véta o inverznim zobrazeni).
Abychom mohli vyslovit tyto véty, je nutno vyuzit ideu singularntho bodu (kritického
bodu) diferenciovatelného zobrazeni f : U — R", kde U je oteviend podmnozina
kartézského prostoru RF. Rekneme, Ze f je tiidy C7, jestlize viechny derivace do fadu
r véetné existujl a jsou spojité. Pro prvek « € U je derivace D f(x) v bodé x linearni
zobrazeni z R* do R"™ (tj. matice parcialnich derivaci). Pak iikame, ze x se nazyva
singularni (kriticky) bod zobrazeni f, , pokud tato derivace neni surjektivni zobra-
zeni. Poznamenejme, ze pokud & < n, jsou vsechny prvky z U singularni. Singuldrni
hodnoty jsou jednoduse obrazy vzhledem k f vsech singularnich bodu; prvek y € R”
se nazyva reguldrni hodnota, pokud neni singularni hodnota.

Véta 1.3 Véta o implicitni funkei. Je-li y € R™ regularni hodnota zobrazent f :
U — R", kter€ je tridy C', U oteviend v R*, pak bud f~'(y) je prdzdnd mnoZina nebo
Hy) =V, V je podvarieta U dimenze k — n.
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Pritom V' je podvarieta U dimenze k — n, pokud pro kazdé z € V muZeme najit
diferencovatelné zobrazeni h : N(x) — O s nasledujicimi vlastnostmi:

1. A ma diferencovatelnou inverzi,
2. N(z) je oteviené okoli bodu x € U,
3. O je oteviend mnozina obsahujici bod 0 € R*,

4. h(N(z)NV)=0nNC, kde C je systém soutadnic v R¥ dimenze m.

Véta 1.4 Véta o inverzni funkei. Necht Gi(xy, ..., 20,91, yk), 1 = 1,...,k
Jsou funkce tiidy C", r > 1, definované na okoli W bodu (ay,...,a,,b1,...,b;) €
RF ktere spliugi Gi(ar, ... an,b1,...,b6) =0 a

0G;
det (—(al,...,an,bl,...,bk)) # 0. (4.6)
0y, 1<4,j<k

Pak existuji okoli U bodu (ay,...,a,) € R" a okoli V bodu (by,...,b,) € RF tak, Ze
UxV CW ake kazdému bodu (x1,...,2,) € U existuje prave jeden bod (y1, ..., yx) €
V, pro né€jz plati Gi(x1, ..., @ny Y1, -« . yx) = 0. Takto uréen€ funkce y; = fi(x1,...,2,)
gsou rovnéz tridy C. Obéas o nich mluvime jakozto o vesenich soustavy rovnic G; = 0.

Véta 1.5 Sardova véta. Je-li zobrazeni f : U — R*, U oteviend v R*, dostatecné
diferencovateln€ (tridy C", r >0 ar >k —n), pak mnoZina singuldrnich hodnot ma
miru nula.

Ptipominame, Ze mnozina S C R" ma (Lebesgueovu) miru nula, jestliZe pro kazdé
¢ > 0 existuje takova posloupnost krychli 7Z;, 1 = 1,2,...,2e S C U2, Z; a pro objemy
volZ; téchto krychli plati 3°72, volZ; < e. Sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry
nula ma opét miru nula.

Poznamenejme, ze Sardova véta ma sice jednotnou formulaci, ale z obsahového
hlediska se déli na t¥i vyznamové odlisné pripady. Pfi k < n celda mnozZina f(U) sestava
z kritickych hodnot — zde vkladame prostor mensi dimenze do prostoru vétsi dimenze
a pak ma elementarné f(U) miru nula. I pro & = n jde o jednoduché tvrzeni, které
lze snadno dokéazat primo. Teprve pripad n < k predstavuje obtiznou c¢ast Sardovy
véty. Pritom o mnoziné kritickych hodnot hladkého zobrazeni nelze tvrdit vice, nez
ze ma miru nula. Tato mnozina muze byt napfiklad husta v R". Dikaz Sardovy véty
lze najit naptiklad v monografii [15]. M&-li mnoZina singularnich hodnot miru nula,
fekneme, Ze mnozina regularnich boda ma plnou miru. Obé z vyse uvedenych vét
lze primo aplikovat na ptipad f : U — C, kde U je podvarieta dimenze k prostoru
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R™ a V je podvarieta dimenze n prostoru R?. V tomto piipadé je derivace D f(x) :
T.(U) = Tg(y(V) linearni zobrazeni na tecném prostoru.

Pro diikaz véty 1.2 uvazme funkei h : D' — R t¥idy C?, které spliiuje nasledujici
hrani¢ni podminku:

(SB) f(z) = —x pro viechna z € §D'.

Problém je pak najit z* € D' tak, ze plati h(z*) = 0. Abychom jej vyiesili,
definujme pomocné zobrazeni g : D' — E — S'=! predpisem ¢(z) = ﬁ%, kde
E ={x € D': h(z) = 0} je mnozina fefeni nasi rovnosti. Evidentné, g je tiidy C? a
tedy dle Sardovy véty dostavame, ze mnozina regularnich hodnot ma plnou miru v
S=1 Bud nyni y € S'71 = §D! takova regularni hodnota tak, ze g7(y) je neprazdna
mnozina (jinak by totiz méla mnozina g(D' — E) = S'=! miru nula, co? je nemozné).
Pak dle véty o implicitni funkci dostdvame, ze ¢~ '(y) je 1-dimenzionalni podvarieta,
ktera musi obsahovat —y podle hrani¢ni podminky (SB). Bud nyni V' komponenta
g~ (y) obsahujici prvek —y (totiz y € §D' implikuje —y € §D', g(—y) = ﬁ =
IIZ_H = y). Zejména tedy musi V byt regularni kiivka zacinajici v bodé —y a otevienou
v opacném konci. Pfipomenme, Ze kiivka e se nazyva regularni kiivka tridy C*, jestlize
ke kazdému bodu této kiivky existuje na této kiivce okoli, které je obloukem tridy
C?.

Zarovei je prinik V N D' = {—y} z hrani¢ni podminky (SB) a nutné je bod —y
obsazen ve V pouze jednou jakozto pocatecni bod, protoze je V regularni v bodé —y.
Specialné je V uzavienad podmnozina D! — F a tedy viechny jeji limitni body lezi v £.
Zejména tedy je mnozina E neprazdna a pokud za¢neme z bodu —y, musime jednou
dokonvergovat k . Tim jsme podali geometricky konstruktivni dukaz existence bodu
z* € D' tak, ze plati h(z*) = 0.

Poznamenejme, Ze pro pribliZzeni si konstruktivni povahy vyse uvedeného reseni
muZzeme ukazat, ze V' je fesici kivka ,globalni Newtonovy“ obyéejné rovnice Dh(x) % =
—Ah(x), kde A = £1 je vybrano tak, Ze ma stejné znaménko jako Dh(x) a zavisi na .
Je-li totiz derivace Dh(x) regularni, pak Eulerova metoda diskrétni aproximace nam
dava

T =21 F (Dh(xn 1)) h(zny),

coZ neni nic jiného, neZ Newtonova metoda pro feseni rovnice h(x) = 0.
Nyni piedpokladejme, Ze funkce h : D' — R' je pouze spojitd a stale spliuje

h(z) = —x pro viechna x € §D'. Definujme nové spojité zobrazeni hy : D) — R!
predpisem

ho(r) = h(z) pro |l <1,

ho(x) = —x  pro |lz]| > 1.
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Bud dale ¢;,1 = 1,2,...,00 posloupnost realnych ¢isel konvergujici k nule. Pro
kazdé @ prirozené zkonstruujeme hladkou tj. C'* aproximaci h; funkce hqy tak, ze
||hi(z) — ho(2)|] < &;. Bud déle ¢, hladké funkce na R' tak, Ze [ ¢, = 1 a nosi¢ funkce
¢, je obsazen v disku D! o poloméru r > 0. Ukazme konkrétni konstrukei funkce ¢, .
Zavedme nejprve pomocnou funkeci

{0 pro = <0

ple) = e~v pro x > 0.

Tato funkce je hladka. Pak fukce ¢(x+7)p(r—2x) je t¥idy C*, je kladna v intervalu
(—r,r) a rovna nule mimo tento interval. Funkce

l

(X1, x) = H ol + r)p(r — ;)

=1

l

je tiidy C*°, je kladné v intervalu (—r,r)" a rovna nule mimo tento interval. Funkce

O = foé/’—w ma tedy vSechny pozadované vlastnosti. Navic plati, Ze

or(x1, . x) =@ (—ag, . oo ) =00 = @1, =),

Specialné lze tedy spocitat, ze

/OO zo. () = 0.

— 00

Pripomenme, Ze nosicem funkce ¢ : U — R rozumime uzavér mnoziny bodi, v
nichz ma ¢ nenulovou hodnotu.

Definujme pak funkci h;(y) = [ ho(y — @), (x)dx = [ ho(x)e,,(y — x)dx tak, aby
bylo r; dostatecné malé vzhledem k ¢; a vzdy bylo r; < %

Pak h; aproximuje stejnomérné ho (viz [23], VIII, 7, 2.) v kaZdém intervalu a
hi(z) = —x pro x € §D} (totiz hi(x) = [ho(x — 2)e,,(2)dz = [(2 — 2)¢,,(2)dz =
[—xp,(2)dz 4+ [zp,(2)dz = —x [ ¢, (2)dz = —z). Pfipomenhme, Ze posloupnost h;
konverguje stejnomérné k hg v intervalu A, existuje-li pro kazdé ¢islo ¢ > 0 takové
prirozené ¢islo ig, ze ||hi(x) — ho(x)|| < & pro kazdé = € A a pro kazdé ¢islo i@ > .

Miizeme pak aplikovat vyse uvedeny vysledek na h; a pak tedy existuje x; € §D,
tak, ze h;(z;) = 0. Evidentné, z; € D' a zéroven x; — {x € D' : ho(x) = 0} (lze se
omezit na vybranou podposloupnost) tj. existuje = € § D' tak, ze h(z) = 0. Totiz, pro
viechna ¢ > 0 existuje i5 tak, Ze [|ho(x;) —0|| = ||(ho(xi) — hi(x;)) + (hi(;) — 0)]] < &
pro vSechna ¢ > i5 tj. ||ho(2)|| = 0.

Dokazme nyni vétu 1.2 v plné obecnosti. Bud tedy funkce f : D! — R' pouze
spojita a necht spliiuje podminku (Bp). Definujme nové spojité zobrazeni fg : D) —
R! takové, ze f(:z;) = —z pro x € § D), predpisem

) = (@) pro |[z]| <1,
) = = IlzlDfG/lz[D) + ()] = D(=2)  pro [[z]] = 1.

~

Ja
fla
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7. piedchézejicich vysledkii pak vime, Ze existuje z* € 6D} tak , ze f(:z;) =
Nutné pak ||2*|| < 1. Jinak by totiZz nastal spor s hrani¢ni podminkou (Bp). Tedy
existuje 2* € § D' tak , Ze f(x) = 0, ¢&im je ditkaz véty 1.2 ukonéen.

Abychom mohli ziskat hlavni vysledek — vétu 1.1, bude nutno modifikovat vétu
1.2 z kouli na simplexy. Definujme

Ay = {peRy:yip =1 A = {peA:(3)p =0)}
Ay = {zeR:Y_ p =0}

pe = (1/1,....1/1) € Ay, pe je stied simplexu Aj.

V dalsim budeme pracovat se spojitymi zobrazenimi ¢ : Ay — Ay, ktera budou
splnovat nasledujici hrani¢ni podminku:

(B) Pokud je p € §Aq, pak ¢(p) neni ve tvaru u(p — p.) pro zadné p > 0.

To nefikd nic jiného, nez ze pro hraniéni bod p neleZi p(p) na polopiimce se
smérnici p — pe.

Lemma 1.6 Necht D = D'NAy. Pak mezi mnoZinami D'T 1 a nD(Dl N = DND'T! x
NG Vi

R existuje vzajemné jednoznacna korespondence pomoct zobmzem projekce mp : D —
-1 -1 -1
D\ﬁ a zobrazent np : D7 — D; pritom np(xy, ... x21) = (X1, .., Tpmg, poi] ).
1

Dikaz. Nejprve ukazeme, ze obé zobrazeni jsou korektné definovana tj. Ze plati
mp(x1,..., 1) € DIL;I pro (x1,...,1) € UD(DZL;l) anp(ay,...,x-1) € UD(DL;) pro
! ! !

(x1,...,2-1) € D'T'. K tomu stadi ovéfit, Ze l|mp(21,. .. 2] < % allnp(ar, ... 221)|] <

1
1. To ale vede na maximalizacni tlohy

max Y i1 2?2
za podminek (P,)
Zé:l $2 S 1

-1 .2 1
sty <7

l

max 32y @7 + (Sisy @)
za podminky (P,)

2 1
1= 1 <
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Prvni je pak trivialné splnéna a druha je ekvivalentni s maximaliza¢nimi tlohou

-1 2 -1 .2
max )2y a7 + (2 @)
7 b
zal plodmmlliy (P,)
1.2 _
Pomoci varia¢niho poctu pak snadno ovérime, ze maximum alohy (P’,) nastava

napt. vbodu oy =, =... =21 = a méa hodnotu 1.

(-1
Pritom je vidét, Ze sloZeni obou téchto zobrazeni nam dava identitu jak na Di;

tak na np(D'T"). Navic jsou tato dvé zobrazeni linearni izomorfizmy mezi Yo a R'='.1
NG

Véta 1.7 Bud ¢ : Ay — Ag spojité zobrazeni spliugjici nasledugici hraniént podminku
(B). Pak existuje proek p* € Ay tak, Ze plati o(p*) = 0.

Abychom dokazali vétu 1.7 pomoci véty 1.2, budeme konstruovat homeomorfismus

zachovavajici ,paprsky®“. Definujme tedy zobrazeni h : Ay — Ay pfedpisem h(p) =
p—pe; ddle bud A : Ag—{0} — RT zobrazeni definované predpisem A(p) = —+- —%

I min; p; ©
Polozme pak ¢ : D — h(Ay) jakozto ¢(p) = )\(ﬁ)p. Evidentné, ¢ je zobrazeni
zachovavajici paprsky.
Uvazujme nyni kompozici o : D — Ay,

D5 R(A)S AL S A

Tvrdime pak, Ze a spliuje hraniéni podminku (Bp) véty 1.2. Bud tedy ¢ € 6D a
necht p = ¥(q) + p. = 7' (¥(q)). Ale dle podminky (B) neexistuje zadné kladné u
tak, ze ¢(p) = pu(p— p.) neboli ekvivalentné a(q) = pu(p— pe). To je rovnocenné s tim,
ze neexistuje zadné kladné p tak, ze a(q) = pp(q) a protoze ¢ zachovava paprsky,
mame, Ze neexistuje zadné kladné p tak, Zze a(q) = p(q), coZ je presné nase tvrzeni.
Okamzité pak z véty 1.2 dostavame, Ze existuje prvek ¢* € D tak, Ze plati a(q*) = 0.
Polozime-li pak p* = ¢(¢*) + p., obdrzime ¢(p*) = 0 a véta 1.7 je dokazana.

Abychom dokazali 1.1, definujme pomoci funkce nadbytku poptavky 7 : R{I— —
{0} — R’ novou funkci ¢ : A; — Ag predpisem p(p) = Z(p) — (2521 Zi(p)) p.
Poznamenejme, ze Y[_, ¢*(p) = Yoy Z'(p) — Xioy Z'(p) Xizi p' = 0. Je tedy ¢ ko-
rektné definované a je zfejmé spojité, jakozto slozeni spojitych funkei. Zaroven pokud
p € §Ay, je nutné p* = 0 pro jisty index 7 a tedy ¢'(p) = Z(p) > 0 dle podminky 4.5.
Je tedy podminka (B) véty 1.7 splnéna pro zobrazeni ¢. Existuje tedy p* € A; tak, Ze
o(p*) = 0. Tedy Z(p*) = S\, Z*(p*)p*. Uvazme nyni skalarni soudin obou stran rov-
nosti s vektorem Z(p*). Pak 12| = Z(57) - Z(p") = Sy Z4(p7) (- Z(57)) = 0
dle 4.4. Tedy i Z(p*) = 0 tj. véta 1.1 plati.

Je vsak vhodné pripomenout, Ze prirozeny rovnovazny stav muze nastat i v pri-
padé, ze D(p*) # S(p*). Uvedme nasledujici graf 4.2 jednoho trhu pro cenu p = 0.
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Piirozeny rovnoviing stav pro piipad p=0
“nabidka nens rovna poptavee

40
20
0
—Zﬂf
Obrazek 4.2: Prirozeny rovnovazny stav

Tedy pro prebytek poptavky je nékdy cenovy vektor p* € R{I_ — {0} s vlastnosti
Z(p*) < 0 nazyvan rovnovaznym stavem. Jinak muZeme o takovémto p* € R{I— — {0}
uvazovat jakozto o rovnovdize k wvolnému pouziti, pro pozdéjsi se zbaveni prebytku
nabidky pak mame rovnovazny stav Z(p) = 0.

Tvrzeni 1.8 Pokud funkce Z : R\, —{0} — R spliuje Walrasiv zdkon 4.4 a zdaroveni
Z(p*) <0, pak pro vsechna i bud Z'(p*) = 0 nebo p*' = 0.

Totiz jinak by existoval index 7 tak , ze Z'(p*) < 0 a p** > 0. Zaroven pro viechna
i mame Z(p*)p* < 0 a tedy St Zi(p*)p* < 0, co# je spor s Walrasovym zakonem.

Véta 1.9 ( Debreu-Gale-Nikaido) Bud funkce Z : R — {0} — R’ spojitd funkce

splnujict slaby tvar Walrasova zdkona
p-Z(p) <O0. (4.7)
Pak existuje cenovy systém p* € R, — {0} tak, Ze Z(p*) <O0.

Poznamenejme, ze véta 1.9 implikuje vétu 1.1. Totiz, splhuje-li funkce Z pred-
poklady véty 1.1, pak dle véty 1.9 existuje cenovy systém p* &€ R{I_ — {0} tak, ze
Z(p*) < 0. Podle tvrzeni 1.8 pro vSechna i bud Z'(p*) = 0 nebo p** = 0. Ale dle
hraniéni podminky 4.5 je pro p** = 0 nutné Z'(p*) > 0 tj. Z*(p*) = 0 a tedy celkem
Z(p") = 0.

Abychom mohli dokazat vétu 1.9, zavedeme funkei 3 : R — R predpisem 3(¢) =0
pro ¢t < 0a (1) =t pro ¢ > 0. Definujme déle funkci Z : R}, — {0} — R’ nasledovné:
Z'(p) = B(Zi(p)) pro viechny indexy i a cenové vektory p. Podobné jako v ditkazu
véty 1.1 definujme zobrazeni » : A; — Ag predpisem ¢(p) = Z(p) — (Zﬁ»zl 72(}7)) .
Pak ¢ splnuje predpoklady véty 1.7. Existuje tedy vektor p* € A; tak, ze o(p*) =
0. Tedy Z(p*) = ', Z'(p*)p*. Uvazme nyni skaldrni souéin obou stran rovnosti
s vektorem Z(p*). Pak Z(p*) - Z(p*) = S, Z'(p*) (p* - Z(p*)) < 0 dle 4.7. Tedy
S B(ZH(p) - Zi(p*) < 0. Ale ziejmé B(t)t > 0 prot >0 a B(t)t =0 prot <0 .
Nutné tedy Z(p*) < 0 pro viechna i tj. Z(p*) < 0 tj. véta 1.9 plati.
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Obrazek 4.3: Prirozeny rovnovazny stav

Jiné pfirozené zobecnéni vét 1.1 a 1.9 bude pro piipad, ze p' — 0 implikuje
Z(p) — oo (viz 4.3). Tato véta 1.10 je ptirozenym zobecnénim Arrow-Hahnovy véty.

Predpokladejme nyni, ze funkce prebytku poptavky Z je definovana pouze na jisté
podmnoziné D mnoZiny R, — {0} tak, Ze D je podmnoZiny mnoziny int(R, — {0})
a pokud p € D, pak Ap € D pro vSechna A kladna. Uvazme funkci Z s nasledujicimi
vlastnostmi:

7 : D — R'je spojita funkee, (4.8)
Z(Ap) = Z(p) pro vsechna A > 0 a pro vSechna p € D, (4.9)
p- Z(p) <0 pro vsechna p € D, (4.10)
I
pr — P & D implikuje 7' (pr) — oo. (4.11)

=1

Véta 1.10 Bud funkce Z : D — R’ funkce spliujici 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11. Pak existuje
cenovy systém p* € D tak, Ze Z(p*) < 0.

Uvazme funkei f : B — R stejné jako v diukazu véty 1.9. Definuyme pak novou
funkci o : R — R v zavislosti na pevné zvoleném kladném ¢islu ¢ predpisem

0 prot <0,
a(t)=< 1 prot>e,
% jinak.

Definujme pomocnou funkei Z : R, — {0} — R’ nasledovné:

{ 1 pokud p & D,
(1= (Sie 2(0)) B () + 0 (S1y 20(p)) - jinak

pro vSechny indexy ¢ a cenové vektory p.
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Podobné jako v diikazu véty 1.1 a 1.9 definujme zobrazeni ¢ : Ay — Ay pfedpisem
o(p) = Z(p) — (Zﬁ»zl 7 (p)) p. Pak ¢ splhuje piedpoklady véty 1.7. Existuje tedy vek-
tor p* € Ay tak, Ze p(p*) = 0. Tedy Z(p*) = X!, 7i(p*)p*. Nejdiive predpokladejme,
ze p* € D. Uvazme nyni skalarni sou¢in obou stran rovnosti s vektorem Z(p*). Pak
stejné jako v dikazu 1.9 dle 4.10 dostaneme Z(p*) - Z(p*) < 0. Tedy

1=

Z} (1 —a (; Zj(p*))) BZ (N2 (p*) + @ (; Zj(p*)) ;Zi(p*) <0.

ProtoZe pro vSechna redlna ¢ plati ta(t) > 0, nutné pak

=1

!
(1 —a (Z Zf(p*>)) B2 2 () < 0.
7=1
Tedy
! !
(1 —a (Z Z](p*))) 2 B(Z ()2 (") 0.
7=1 =1
Zaroveh pro viechna realna ¢ plati (1 —a(t)) >0 tj. S, B(Z(p*)) - Z°(p*) < 0
Ale ziejmé B(t)t > 0 pro t > 0 a 3(t)t = 0 pro ¢ <0 . Nutné tedy Z¢(p*) <0
vechna 1 tj. Z(p*) < 0.

Necht p* &€ D. Pak Z(p*) = (1,..., 1) tj. Ip* = Z(p*) = (1,...,1) tj. p* = p. € D,
spor. Tedy véta 1.9 plati.

pro

2 Ekonomika Gplné smény: existence rovnovazného
stavu

Tento odstavec se sklada ze dvou ¢asti; v prvni z nich budeme uvazovat silnéjsi pred-
poklady s dirazem na diferenciovatelnost, pricemz v druhém budeme pracovat v obec-
néjsim ramci. Existencni tvrzeni jsou specialnimi pripady Arrow-Debreuovy véty.

Uvazme nejprve jednoho tcastnika s prostorem komodit P = {z € R' : z =
(z',...,2"), (Vi)(z' > 0)} C RL. Tedy prvek = € P bude reprezentovat svazek komo-
dit spojenych s timto ekonomickym agentem. Budeme predpokladat, Ze preferenc¢ni
relace na P je reprezentovana funkel uzitecnosti v : P — R tak, Ze ucastnik preferuje
prvek € P pfed prvkem y € P piesné tehdy, kdyZ u(z) > u(y). PodmnoZiny u™*(c)
pro ¢ € R (vrstevnice funkce u) nazyvame indiferentnimi k¥ivkami (pro preferenéni
relaci). V dalsim budeme predpokladat silny predpoklad klasického typu:

Funkce u : P — R je tiidy C*. (4.12)
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Bud nyni g(x) orientovany jednotkovy normalovy vektor k indiferentni kiivce
u~'(c) pro ¢ € R tak, ze ¢ = u(z). Mizeme pak vyjadiit g(z) jakoZto _sredulz)

llsradu ()]
kde gradu = (%, cees %). Pak je g : P — S'! zobrazeni t¥idy C!. Toto zobrazeni
hraje zakladni roli v analyze preferenci spotiebitele a teorie poptavky.
Nas dalsi predpoklad je monotonie neboli ,vice je 1épe* tj.

glx) e PN S = int(Sﬂ__l) pro viechna z € P. (4.13)

Tedy 4.13 znamena, ze vSechny parcialni derivace g;‘i jsou kladné.
Nase treti hypotéza je konvexnost a to opét v silném a diferencovatelném tvaru.

Pro € P je derivace Dg(x) linearni zobrazeni z R' do kolmé nadroviny g(z)* k

vektoru g(z). MiiZzeme pak uvaZovat o g(x)* jakoZto o teéném prostoru T (S'™")
nebo o te¢né roviné k indiferentni kiivce. Pak restrikce Dg(x) z nadroviny g(z)* do
sebe je symetrické linearni zobrazeni.

Restrikce Dg(z) z nadroviny g(z)* do sebe mé zaporné vlastni hodnoty.  (4.14)

Ekvivalentni podminka k 4.14 je

Druhé derivace D*u(x) jakoZto symetricka bilinearni forma ome-
zend na tecnou nadrovinu g(x)* k indiferentni kiivce v bodé z je (4.15)
negativné definitni.

Ekvivalenci mezi 4.14 a 4.15 lze ukéazat nasledovné: bud Du(z) : R' — R bud prvni

derivace funkce u v bodé x s jadrem oznacenym Ker (Du(x)). Pak mame v - g(x) =

Du [ A ) 4 s v v . .
@%—)ﬁ. Déle v € Ker (Du(x)) pravé tehdy, kdyz v - gradu(a) = 0 tj. v - g(x) = 0 tj.

v € g(z)t. Necht vy, vy € Ker (Du(x)). Pak vy - g(x) Du(@)(e) Derivujeme-li obé

. = Tlaraau(@)]["
strany podle o, mame

=0

D*u(z)(v1)|lgradu(@)|| = Du(z)(v1)D (| |gradu(z)]])
12 '

v1 - Dg(x) =

||gradu(x)

Tedy vy - Dg(x) = M

llgradu ()|

Ptipomenme nasledujici dvé tvrzeni z linearni algebry ([5]).

Tvrzeni 2.1 Bud A matice nad télesem T, majicich n vlastnich hodnot (ne nutné
navzajem riznych). Pak matice A je podobnd Jordanové matici.
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Tvrzeni 2.2 Bud f, requldrni kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru
V., a bud A jeji matice vzhledem k bazi M prostoru V,,. Oznacme D;;i = 1,....n
determinant diléi submatice matice A, kterda vznikne z matice A vynechanim posled-
nich n — 1 radku a poslednich n — 1 sloupci. Pak fy je pozitivné definitni, prdve kdyZ
D;>0,1=1,....,n.

Dale je vhodné si uvédomit, Ze forma f; je pozitivné definitni, prave kdyz — f; je
negativné definitni.

Nyni muzeme dokon¢it dikaz ekvivalence podminek 4.14 a 4.15. Totiz, ma-li ma-
tice Dg(x) vSechny vlastni hodnoty zaporné, ma v odpovidajici bazi Jordanuv (troj-
thelnikovy) tvar B tak, Ze na diagonéle jsou zaporna ¢isla. Polozme A := —B. Pak
A ma na diagonale pouze kladna c¢isla a dle 2.2 je odpovidajici forma k A pozi-
tivné definitni, tj. odpovidajici forma k Dg(x) negativné definitni. Obracené, bud

D2u(x)

forma Teradu()Tl negativné definitni, A vlastni ¢islo matice Dg(x) a v prislusny nenu-

lovy vlastni vektor. Pak

B D?u(z)(v,v)

AMv-v)=v-(Av)=v-(Dg(x)v) T < 0.

~ Tleradu(x)

Tedy A < 0, coz se mélo dokéazat. Ukazme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3 Pokud funkce uZitecnosti u: P — R spliuge 4.14, je nutné u™*([c, o0))
,ostre“ konvexni pro vsechna ¢ € R.

Ukazeme, ze minimum funkce u na kazdém intervalu nemuze nastat ve vnitiku
tohoto intervalu. Presnéji, necht x, 2’ € P tak, Ze u(x) > ¢, u(z’) > ¢. Necht dale
S=Hy:y =X+ (1—=X2',0 <X < 1} je odpovidajici interval s krajnimi body
z,2" € P. Necht dale 2* = XMa + (1 — X*)2/,0 < A* < 1 je bod minima pro funkci
u na S. Pak 2* = 2’ — A (2’ — ). Navic Du(a*)(v) = 0 pro v = 2’ — z. Protoze *
je bod minima, nutné D*u(z*)(v,v) > 0. To je viak spor 4.15, Ze D*u(z*) < 0 na
Ker (Du(2*)). Je proto u vétsi nez ¢ na S.

Zaveéreéna podminka na funkei u je hraniéni podminka a jejim dusledkem je zba-
veni se pripadnych problému spojenych s hranici podprostoru Rfl_:

Indiferentni kiivka u~!(c) je uzaviena v R' pro viechna c. (4.16)

To lze interpretovat jakozto podminku, ze ucastnik si preje vlastnit od kazdé
komodity alespon néco. Je naptiklad pouzita v praci [6] (1959).

Odvodme si nyni funkei poptdavky od funkce uZitecnosti icastnika. Predpokladejme
proto, ze mame dan cenovy systém p € intR{l_ = P a vektor bohatstvi w € Ry. Tato
definice R je vhodna ackoliv ne zcela dusledna. Uvazujme dale rozpoctovou mnoZinu
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Byw={x € P:p-a=w}. MuZeme pak za B,,, povazovat za mnozinu komodit, které
ziskame za ceny p pro bohatstvi w. Poptavka f(p,w) je komoditni svazek maximali-
zujici uzite¢nost na mnoziné B, ,,. Poznamenejme, ze B, ,, je ohranicena a neprazdna
a tedy funkce u omezena na B,,, ma kompaktni indiferentni kfivky. Zejména tedy
ma funkce u na B, ,, maximum, které je jediné dle predpokladu konvexity 4.14 a dle
2.3.

Je tedy @ = f(p,w) poptivka naseho Gcastnika pii cenach p a bohatstvi w. Pfitom
je vidét, ze poptavka je spojité zobrazeni f : intR{l_ — Rt — P. Tedy v = f(p,w) je
maximum funkce u na B, ., derivace Du(x) omezena na B, ., je nulova neboli plati
g(x) = ﬁ. 7 definice p - f(p,w) = w a f(Ap,\w) = f(p,w) pro vsechna A > 0.
Celkem pak:

Tvrzeni 2.4 Individudlni poptivka je spojité zobrazeni f : intRfI_ — Rt — P a
spliiuge

1 g(fp.w)) = 2.

2. pf(pvw) = W,
3. f(Ap, Aw) = f(p,w) pro vSechna A > 0.

Déle ukazeme nasledujici znamou skute¢nost [7].

Tvrzeni 2.5 Funkce poptdvky je t¥idy C*. Obecné, funkce poptdvky je stejné tiidy
C" jakozto funkce g.

Poznamenejme nejprve, ze z tvrzeni 2.4 mame zobrazeni

pi P — (intSY) x Ry, o(e) = (g(2), - g(x)),

coz je inverzni zobrazeni k restrikei f na mnozinu (intSﬂ__l) x Ry. Protoze ¢ je tridy
C1, bude f t¥idy C! dle véty o implicitni funkei 1.4, pokud derivace Dp(x) je regulérni
pro vSechna x € P.

Abychom ukézali, Ze Do(x) je regularni, staci ovéfit, ze De(x)(n) = 0 implikuje
n = 0. Necht tedy n € R'. Pak

De(x)(n) = (Dg(x)(n),n - g(x) +x - Dg()(n)).
Je-li tedy De(x)(n) = 0, pak Dg(x)(n) = 0 tj. n € KerDg(x). Alein-g(z) =0

tj. n € g(x)*. Zéaroven vime z 4.14 Ze restrikce Dg(x) z nadroviny g(z)* je regularni
tj. KerDg(z) N g(x)* = {0}. Tedy n = 0.

7. vyse uvedeného okamzité plyne, ze mizeme psat R' = KerDg(z) @& g(x)* tj.
kazdy vektor z R' 1ze jednoznaéné zapsat jakozto n = 1y +1n2, 71-g(x) = 0, Dg(z)(n2) =
0.
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Muzeme pak orientovat piimku KerDg(z) tak, Ze fekneme, Ze vektor n € KerDg(x)
je pozitivni, pokud n - g(x) > 0. Zaroven mame: protoze Dg(x) je vidy regularni, je
i kiivka g7 (p) s p = g(z), p € ST pevné, regularni. Mluvime pak o kiivce rozvoje
prijmi. V bodé x € P je tecna piimka k ¢g~'(p) pravé piimka KerDg(z) (z definice).
Tuto kiivku lze pak interpretovat jakoZto kiivku poptavky rostouci s bohatstvim
pii pevnych cenach. Muzeme pak uvazovat bohatstvi jakozto funkci w : P — R
definovanou jako w(xz) = x - g(x). Pak w je ,ostie* rostouci podél kazdé kiivky
rozvoje pi{jmt. Skuteéné, kiivka ¢g~!(p) je diferencovatelné parametrizovatelna podle
w.

Predpokladejme nyni, Ze bohatstvi Gc¢astnika pochazi z obdareni e z P a je funkci
w = p - e ceny p. Posledni vlastnost poptavky je dana tvrzenim:

Tvrzeni 2.6 Bud p; posloupnost cenovyjch vektori lezict vintR!, konvergujict k p* €
SR proi — oco. Pak ||f(pi,pi - €)|]| = oo proi — oo,

Diikaz. Necht neplati, ze ||f(p:,p;i - €)|| = oo pro i = co. Pak pro né&jaké z* € R!
existuje vhodna podposloupnost i;, j = 1,2,..., 00 tak, ze f(p;,,p;, - ¢) = 2*. Totiz
pak vsechny prvky f(pi,,pi, -e) lezi v néjaké kompaktni kouli tj. z této posloupnosti lze
vybrat konvergentni podposloupnost. Muzeme tedy v dalsim bez tjmy na obecnosti
predpokladat, Ze posloupnost f(p;,p; - €) — a*. Pro kazdé i poloime w; = p; - e.
Pak € € By, w; tj- u(f(pi,pi - €)) > u(e). Specialné f(p;,p; - €) € v ([u(e), 00)). Z
uzavtenosti mnoziny u~*([u(e), 00)) pak nutné z* € u'([u(e),oc0)). Dle 4.16 mame,
ze z* € P. Proto je g(z*) definovano a rovno p*. Ale protoze p* € §R., dostdvame
spor s nasim predpokladem monotonie 4.13.

Ekonomika uplné smény sestava z: m Ucastniku se stejnym prostorem komodit
P. Utastnik 7 pro 1 = 1,...,m mé preference reprezentovany funkci uZite¢nosti u; :
P — R splhujici podminky 4.12, 4.13, 4.14 a 4.16. Zaroven predpokladejme, ze kazdy
ucastnik ¢ ma k dispozici obdateni e; € P. Tedy pro cenovy systém p; € R{I_ — {0} je
bohatstvi iicastnika ¢ rovno p - ¢;.

\ KerDgtx)
e

Obrazek 4.4: Funkce uzitku a poptavka
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MuZeme pak interpretovat tento model jakozto ekonomii smény, ve které se kazdy
ucastnik pokousi sménit své obdarené komodity za svazek komodit, ktery by zvy-
sil jeho uspokojeni pii omezeni danym rozpoctem. Pojem ekonomiky lze predstavit
nasledovné:

Stav ekonomiky se sklada z alokace x € P™, v = (x1,...,2y) a cenového systému
pi € Sfl__l. Alokace se nazyva pripustnd, pokud Y x; = Y e;. Tedy celkové zasoby
ekonomiky ukladaji omezeni na alokace; neexistuje produkce. Stav (z,p) € P™ x Sfl__l
se nazyva konkurencni ( Walrasoviv) rovnovdzny stav, pokud spliiuje podminky (A) a
(B):

(A) Z T, = Z c;.
coz neni nic jiného, nez podminka pripustnosti.
(B) Pro viechna 7, x; maximalizuje u; na mnoZiné zasob {y € P :p-y=p-e} tj. ;i = f(p,p - &).

Poznamenejme, ze podminka (B) se nezméni (diky monotonii funkce w;), jestlize
mnozinu zasob nahradime mnozinou {y € P : p-y < p-¢;}. Déle pfipomenme, Ze
podminku (B) lze nahradit podminkami (B1) a (B2):

(B1) p-x; = p- e pro viechna 1.
(B2) Pro vSechna 1, g;(x;) = p;.

Véta 2.7 Bud dana ekonomika uplné smény tj. m obchodniki s obdarenimi e;, 1 <
1 < m a preferencemi reprezentovanymi funkcemi uZitecnosti u; : P — R spliugicimi
podminky 4.12, 4.13, .14 a 4.16. Pak existuje rovnovdzny stav ekonomiky tj. muZeme
najit x; € P, 1 <i <m a cenovy vektor p € SI71 spliujici (A) a (B).

Prevedme podminky (A) a (B) do problému poptavky a nabidky. Bud tedy S :
R' — {0} — R’ konstantni zobrazeni, S(p) = 3_¢;. Podobné klademe D : intR!, —
{0} = R D(p) = X filp,p - €), kde fi(p.p - e;) je poptavka uréend funkef u;. De-
finujme nadbytek poptavky Z : intR}, — {0} — R’ pfedpisem Z(p) = D(p) — S(p).
Poznamenejme, ze rovnovazné podminky (A) a (B) jsou splnény pro vektor (z,p)
pravé tehdy, kdyz Z(p) =0 a @; = fi(p,p- ;). Budeme aplikovat vétu 1.10. Ovéime,
ze jsou splnény podminky 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11. Evidentné, Z je spojita funkce, Z je
homogenni, protoze jak S tak D jsou homogenni funkce, Z splnuje slaby Walrastuv
zakon. Totiz zejména pro p € intR{l_ mame

p-Z(p)=p-D(p)—p-Sp)=>_p- filp,p-e) =D p-ec=Y (p-ai—p-e)=0.

Ovéime podminku 4.11. Mame ukazat, ze pr — p ¢ int R, implikujeZézl Z(pr) —
00. Ale to je pravé tehdy, kdyz >=: 37 filpr,pr - &)’ — co. Z tvrzeni 2.6 mame, Ze
pro kazdé ¢ plati || fi(pk, pr - €i)]| = o0 pro b — oo tj. Zé‘:l (fi(Prs P - ei)j)Z — 0.
7. nezapornosti f; pak nutné i Zé‘:l fi(prypr - €))7 = oo. Celkem pak 3=; 57 fi(pk, pr -
¢;)’ = oo. Tedy existuje cenovy vektor p* € int R}, tak, Ze Z(p*) < 0. Z véty 1.8 pak
nutné Z(p*) = 0.
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Vénujme se nyni ekonomice iplné smény takové, ze budeme predpokladat pouze
spojité preference. Uvazme nyni preference na celém prostoru komodit Rfl_ reprezen-
tované spojitymi funkcemi u : R{I— — R. Nahradme podminky 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11
nasledujicim podminkami:

Funkce w : R{I— — R je spojita. (4.17)

u(Az + (1 — A)z') > ¢, pokud u(z),u(z’) >ca <A< 1. (4.18)

Predpokladejme déle, Ze kazdy obchodnik ma k dispozici, kromé preferenéni funkce
u;, obdareni e; € P. Zejména tedy ma k dispozici kladné mnozsti kazdé komodity.

Véta 2.8 Jsou-li dany preferencni funkce uZitku w; : R{I— — R, 1 <1< m spliujict
4.17, /.18 a obdaveni ¢, € P, 1 < 1 < m, existuje pak rovnovdziny stav ,voln€ho
pouziti“ (a*,p*). Tedy

1Y xi<)e,a

2. Pro vsechna i, 7 mazimalizuje u; na mnoZiné zisob {x; € R{I_ cptea; < pteet

Dikaz. Nez budeme konstruovat funkci poptavky, zbavime se ¢asti komoditniho
prostoru blizké nekoneénu. Pfesnéji, vyberme realné ¢islo ¢ > || 3; ¢;]| a polozme X, =
D.NRY, . Definujme déle ptidruzenou funkci falesné poptdvky f; : (R, —{0} xR, — X.)
nasledovné:

Jilp.w) = 2o, ulwo) = max{u(e) : v € By},

kde Bpﬂu ={z € X, : p-2 < w}. Protoze je mnoZina Bpﬂu kompaktni, konvexni a
neprazdna, okamzité plyne z ,ostré* konvexity u;, ze je funkce fi(p,w) dobte defino-
vana.

Véta 2.9 Fu?kce falesné p?ptdvky fi (R, — {0} x R, — Xf) je spojitd, je ho-
mogenni tj. fi(Ap, \w) = fi(p,w) pro vsechna A > 0 a p- fi(p,w) < w. Zdro-
ver, pokud ||ﬁ(p,w)|| < ¢, pak mazimum f;(p,w) funkce w; existuje na mnoZiné
Byw={x € R, : p-a <w} ( pravdivd poplivka) a navic plati f;(p,w) = ﬁ'(p,w).

Duikaz. Je evidentni, Zze funkce falesné poptavky f; je spojita, je homogenni a p -

N

fz(pv w) < w. R R

Ukéazeme zbyvajici ¢ast véty. Necht &; = fi(p,w) tak, Ze || fi(p, w)|| < ¢. Uvazme
x; € By tak, Ze wi(x;) > ui(2;). Necht S ={y:y = da; + (1 = N)2,,0 < XA < 1} je
odpovidajici interval s krajnimi body z;, ;. Pro vSechna z} # &; na mnoziné S N X.
mame u;(x!

Y > w(#;) z Lostré” konvexity, coz je spor s vybérem &; jakoZto bodu
maxima funkce falesné poptavky. 1



128 KAPITOLA 4. GLOBALNI ANALYZA A EKONOMIE

Nyni definujme funkce b(p) =5 ﬁ(p,p €), S(p) = X6 a 7 R — {0} = R!
jakozto Z(p) = b(p) — S(p). Pak evidentné Z splituje slaby Walrastiv zdkon a tedy
dle véty 1.9 existuje cenovy vektor p tak, Ze Z(p) = 0. PoloZime-li tedy &; = fi(p, w),
mamey ,; T; = > € a ||ﬁ(p,w)|| < ¢. Tedy dle 2.9 je nutné &; = ﬁ(p,w) = fi(p,w) =
z;. Zejména je tedy vektor (wy, ...,a,,p) rovnovaznym stavem ,volného pouZiti*
ekonomiky uplné smény. |

Predpokladejme nyni, ze funkce uzitku wu; : R{I— — R splhuje nasledujici
Podminka nenasycenosti: Funkce u; : Rfl_ — R nema maximum.

Pak muZeme bez (jmy na obecnosti tvrdit, Ze vektor komodit f;(p,w) = x; splije
dokonce rovnost p - fi(p, w) = w. Jinak bychom totiz mohli vybrat komoditni vektor
z; € R\ mimo B,, tak, Ze u;i(z]) > ui(#;), coz je opét spor podminky ,ostré*
konvexity a vybérem x; jakozto bodu maxima na B, . Celkem tedy dostaneme, ze
pro obvyklou funkci nadbytku poptavky Z(p) plati Walrasuv zakon v rovnovazném
stavu.

3 Paretova optimalita

Budeme nyni pracovat na né&jaké oteviené mnoziné W C R" a funkcemi tiidy C?
u; W — R, 1 <1 < m. Mazeme pak W povazovat za prostor stavu néjakého
sdruzeni, pricemz clenové tohoto sdruZzeni maji preference reprezentované funkcemi
uzitku u;. Bod @ € W se nazyva Paretovym optimem, pokud neexistuje zadny prvek
y € W tak, ze u;(y) > u;(x) pro vSechna i a pro né&jaké ig u;(y) > u;y(x). O takovém
y tikame, ze dominuje stav z. Je-li m = 1, je Paretovo optimum pravé obycejné
maximum. Bod x € W je lokalni Paretovo optimum, jestlize existuje okoli N bodu
x a x je Paretovo optimum pro funkce uzitku u; : W — R, 1 < ¢ < m omezené
na okoli N. Bod x € W se nazyva silné Paretovo optimum, jestlize y € W splhuje
ui(y) > w;(x) pro viechna ¢, pak nutné @ = y. Podobné, bod @ € W se nazyva lokalni
siln€ Paretovo optimum, jestlize existuje okoli N bodu x a x je silné Paretovo optimum
pro funkce uzitku uw; : W — R, 1 <1 < m omezené na okoli N. Poznamenejme, ze
tyto definice lze zavést obecné, napt. pro libovolnou podmnozinu W C R™.

Véta 3.1 Bud u; : W — R, 1 < 1 < m, funkce t¥idy C*, kde W je oteviend
podmnozina R*. Je-li « € W lokalnt Paretovo optimum, existuji nezdpornd cisla
A,y ooy Ay > 0, alespori jedno z nich nenulove tak, Ze

Z)\iDui(x) = 0. (4.19)

Pokud navic plati, Ze

> NiD*ui() je negativné definitni na (A Duy(x),. .., A Dup, (2))F, (4.20)
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je x bod lokdlntho silného Paretova optima.

Poznamenejme, ze polozime-li m = 1, n = 1, je véta 3.1 standardni véta ma-
tematické analyzy funkci jedné proménné pro maximum. Je-li m = 1 a n libovolné,
jedna se o pripad maxima funkce vice proménnych.

Véta 3.2 Stiemkeho véta Proto, aby systém linearnich rovnic Az = 0 mél kladné
feseni x > 0,2 € R™ je nutné a dostatecné, aby byl prinik mnozin {ATp:pc R} a
R — {0} prdzdny.

Véta 3.3 Tuckerova véta Systém linedrnich rovnic Az = 0,2 > 0 a systém linedr-
nich nerovnic ATp >0 maji vidy dvojici Feseni (x,p) takovou, e ATp 4+ > 0.

Ditkaz véty 3.1. Necht Pos = {v € R™ : v = (v1,...,0n),v; > 0}, Pos piislusny
uzavér. Pritom v = (uy,...,uy) : W — R™. Bud x lokalni Paretovo optimum a
predpokladejme, Ze ImDu(z) N Pos # (). Pak existuje v € R" tak, ze Du(z)(v) € Pos.
Déle bud «(t) kfivka zacinajici v x, obsaZena ve W takova, Ze o'(0) = v. Pak, z
Taylorova rozvoje funkei u;, dostavame, Ze existuje o tak, Ze pro vSechna ¢ a t < tq je
ui(a(t)) = wi(e(0))+tDu(x)(v);+ Ri(1);, kde RlT(t) — 0 prot — 0, Du(x)(v); > Ri(1);
tj. ui(a(t)) > w(a(0)) = u;(x) tj. « neni Paretovo lokalni optimum. Nutné tedy
ImDu(z) N Pos = (.

Predpokladejme nyni, Ze rovnice A-Du(a) = 0 mé pouze trivialni nezaporné feseni.
Pak dle 3.3 plati, ze existuje vektor v € R" tak, ze Du(x)(v) € Pos, coZ neni moZné.
Tedy rovnice A - Du(x) = 0 ma netrivialni nezdporné feseni, ¢imz je dokézana prvni
cast véty.

Ukazme vyse uvedené primo pomoci aparatu linearniho programovani:

Primarni tloha

maxy_ "t A
za podminek (PU)
A1

Ai >0
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a duélni tloha

min} 7, 0-v;

za podminky (DU)

(U1, 0,) - (Dug(x), ..., Duy(x)) > |
1

Protoze vsak primarni tloha je neomezena pravé tehdy, kdyz existuje netrivialni
nezaporny vektor A splitujici A- Du(z) = 0 a dudlni Gloha nema pfipustné reseni pravé
tehdy, kdyz ImDu(z) N Pos = (), mame z véty o dualité prvni ¢ast nasi véty.

Predpokladejme nyni, Ze druhd ¢ast nasi véty plati pro pripad A; >0, 1 <7 <m
a uvazme obecny pripad. Precisluyjme indexy tak, ze A\; > 0, 1 <1 < k, \; = 0,
kE+1 <1< m. Pak podminky 4.19 a 4.20 jsou tytéz pro optimalizaci uy, ..., u, v

bodé = a optimalizaci uy, ..., u v bodé x. Protoze ale dle predpokladu je véta platna
v tomto pripadé, je o lokalni silné Paretovo optimum v bodé = pro funkce uq, ..., ug.
Je tedy x lokalni silné Paretovo optimum v bodé = pro funkece uy, ..., u,,.

Staci se tedy omezit na dukaz pfipadu, kdy jsou vsechna \; kladna. Predpokla-
dejme pro jednoduchost, ze bod x je pocatek R™ a ze u(x) =0 € R™. Muzeme tedy
v dalsim volné pouzivat oznaceni = pro libovolny bod z W. Zejména tedy podminka,
ze 0 € W je bod lokalniho silného Paretova optima, je ekvivalentni podmince, ze
existuje okoli N pocatku 0 ve W tak, ze (u(N) — {0}) N Pos = ). Ukazeme tedy, ze
existuje takovéto okoli N.

Oznaéme K = KerDu(0) jadro linedrniho zobrazeni Du(0) a K* jeho ortogonélni
doplnék.

Lemma 3.4 Fuistuji redlnd cisla r,6 > 0 tak, Ze pokud ||z|| < r, v = (a1, 22),
1 € K, 29 € K+ a||zs|| < 6||21]], pak plati pro nenulové x nerovnost X - u(x) < 0.

Dukaz.Necht H = 37, X\; D*u;(0). Protoze H je negativné definitni na K, je H(x,x) <
—a||z||* pro néjaké vhodné kladné &islo o a pro vsechny vektory z € K (totiZ stadi se
omezit na jednotkovou kouli v A, tam ma funkce H maximum, které je nutné zaporné
a rovno —o).

Necht nynf @ € R", @ = (21, 23), 1 € K, 29 € K*. Pak miiZeme psét H(x,2) =
H(xq,21)+2H (21, 29)+H (29, x2). Ale vime, Ze |H (21, 22)| < Cl|aa||-||22]| a | H (22, 22)]
Chl|z2|| - [Jxz2|| pro vhodné nezaporné konstanty C a Cf.

Mizeme tedy vybrat vhodnéd dostatecné mald kladna éisla n,d tak, Ze pokud
l|lz2|] < 6]]xi]], pak H(z,z) < —nl|lz||*. Aplikujeme-li Taylorovu vétu o rozvoji pro
lz]] < r, u(z) = Du(0)(x) + D*u(0)(x,2) + Rs(x), kde |X - Rs(x)| < Z|[z||%. Pak
Au(z) =X Du(0)(x) + X - D*u(0)(x,2) + X+ Ry(z) < —nllz||?+ A+ Ra(x) < 0.1

IA
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Ozna¢me nyni J = ImDu(0) a pisme pro u € R™ jako u = (ug,up), uy € J,
Up € Jt.

Lemma 3.5 Jsou-li dina redlna ¢isla o« >0 a § > 0, existuje redln€ cislo s > 0 tak,
Ze pokud ||z|| < r, x = (21,22), 21 € K, 9 € K+ a ||as|| > §||21]|, pak nerovnost
[us(@)]] < alfua(@)]]-

Dukaz. Restrikce Du(0)g1 : K+ — ImDu(0) zobrazeni Du(0) : R” — ImDu(0) je
linearni izomorfismus. TotiZ, je-1i Du(0)(x) = Du(0)(y) je nutné Du(0)(x —y) = 0
tj.x—y € KN K+ = {0} tj. + = y. Necht z € ImDu(0). Pak existuje z € R"
tak, ze Du(0)(z) = 2. Alex = 2y + @9, 21 € K, 23 € K*. Tedy z = Du(0)(z) =
Du(0)(21) + Du(0)(x2) = 0 4+ Du(0)(x2).

Zaroven poznamenejme, ze pro kazdy linearni izomorfismus v euklidovském pro-
storu existuji kladné konstanty ky, ky > 0 tak, Ze

Fallz|] < [|F(@)]] < kall]]
pro vsechna . Specialné tedy existuji kladné konstanty ¢y, co > 0 tak, ze

[|Du(0)(2)|| = ||Du(0)(x2)]| > eil|az]| pro vSechna x = x1 + a4
> c|[z]|  pokud [[za|[ > d[z1]].

Rozviime u(x) do Taylorovy fady. Pak
Ug() + up(x) = u(x) = Du(0)(x) + R(x).

Ptitom pro [ > 0 muzeme predpokladat, ze ||R(x)|| < B]|x|| pro ||z|| < s, s > 0
vhodné redlné &islo. Pfitom R(x) = R,(z) + Ry(x), R.(x) € J, Ry(x) € J*+. Tedy

[ua (@) = [IDu(0)(2) + Ra(2)[| = [IDu(0)(2)]| = || = Ra(2)[] = (¢ = B[]l

s (2)[| = [[Ro(2)]] < Bll=]l.

Zvolme [ tak, Ze % < a. Pak ||up(2)]] < afluq(x)]]. 1

Dokonceme nyni dukaz véty 3.1. Vyberme a z lemma 3.5 tak, Ze pokud ||u;(2)|| <
ollua()l, pak u(z) ¢ Pos — {0},

Ukéazeme nyni, Ze rovnice A - Du(x) = 0 ma kladné feseni pravé tehdy, kdyz
ImDu(0) N Pos = .

Ukazme vyse uvedené pomoci aparatu linearnitho programovani:
Primarni tloha
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maxA;

za podminek (PU;)
A1

(Dug(z), ..., Duy(x)) - : =0
Am

A >0

a duélni tloha

maxy_ 7, 0 v,

za podminky (DU;)

S
1 0).

ProtoZe vsak vSechny primarni tlohy (PUj) jsou neomezené pravé tehdy, kdyz
existuje netrivialni kladny vektor A splnujici A - Du(z) = 0 a vSechny duélni tlohy
(DU;) nemaji piipustnd feseni pravé tehdy, kdyz ImDu(0) N Pos = {0}, mame z véty
o dualité nase tvrzeni o priniku ImDu(0) N Pos.

(U1, .., 05) - (Dug(x), ..., Duy(x)) > (0...

Vyberme tedy kruh se stfedem 0 a polomérem rq < min(r, s), r z lemmatu 3.4 a s
z lemmatu 3.5, § z lemmatu 3.5 dle lemmatu 3.4. Nutné pak u(x) ¢ Pos — {0} pokud
||z|| < ro tj. 0 je bod lokalniho silného Paretova optima. |

Prejdéme nyni k rozsiteni véty 3.1 o podminky omezeni. Jsou tedy funkce tridy
C? uy,...,u, definovany na néjaké oteviené mnoziné W C R! spolu s omezenimi
danymi podminkami tvaru gs(x) >0, 8 =1,...,k, kde g5 : W — R je funkce tiidy
C?. Muzeme vyjadiit tento problém jakozto hleddni optima restrikci funkei uy, . .., u,

na mnoziné Wo C R, Wo = {z € W :gs(z) >0,8=1,...,k}.

Véta 3.6 Bud u; : Wy — R, 1 <1 < m, funkce jako vyse uvedeno, x € Wy lokalni
Paretovo optimum. Pak existuji nezdpornd cisla Ay, ..., N, > 0, gy, oo pr > 0,
alespon jedno z nich nenulové tak, Ze

> AiDui(x) + > pipDgs() =0, (4.21)
i 5

pricemz pg =0 pro gs(x) # 0.
Pokud navic plati, Ze ¥, \iD*ui(x) + 25 1D gs(x) je negationé definitni na

(M Duy (), ..oy Ay D (), iy Dgy (), - ., g Dgr () (4.22)

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.
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Dukaz. Abychom dokazali prvni ¢ast véty, predpokladejme (bez Gjmy na obecnosti),
7e gs(x) = 0 pravé pro viechna 8 = 1,...,k a definujme zobrazeni ¢ : W — R™+k
predpisem ¢ = (U1,...,Um,G1,.--,gx). Tvrdime pak, ze ImDe(x) N Pos = 0. Ji-
nak by, analogicky jako v 3.1, existoval vektor v € R' tak, ze Dp(z)(v) € Pos a
necht a(?) bud kiivka ve W splijici a(0) = z, o/(0) = v. Pro dostatecné mala e
je a(e) € Wy a dominuje o(0) = x. Tedy « neni lokdlni Paretovo optimum. Nutné
tedy ImDe(z) N Pos = (). Existuje pak vektor (A1,..., A\, fi1,..., k) € Pos — {0}
normalni k podprostoru ImDe(x), stejné jako ve vété 3.1. Tim jsme dokézali prvni
cast véty 3.6.

K dikazu druhé c¢asti nejprve poznamenejme, ze z definice lokalniho silného Pare-
tova optima plyne pro bod = € W, Ze pokud bod z je bodem lokalniho silného
Paretova optima pro funkci ¢ na W, pak je i bodem lokalniho silného Paretova op-
tima pro funkce uy, ..., u, na Wy. Ale z 3.1 vime, Ze x je bodem lokalniho silného
Paretova optima pro funkci ¢ na W. |

Zakonceme tento odstavec s nékolika poznamkami:
1. Véta 3.1 je specialni pripad véty 3.6 pro k = 0.

2. Predpokladejme, Ze g, splnuji podminku nedegenerovanosti v bodé x € Wy. Pak
je mnoZina vektoru Dgg pro (3 takové, Ze gs(x) = 0, linedarné nezavisla tedy
specialné alespon jedno A; je kladné.

3. Pokud je ve vété 3.6 m = 1, neni prvni ¢ast nic jiného nez Kuhn-Tuckerova
véta. Je-li navic splnéna podminka nedegenerovanosti, 1ze volit A; = 1.

4 Zakladni véta ekonomiky blahobytu

Vratme se nyni k ekonomice uplné smény z odstavce 2. Pritom funkce uzitecnosti
u; : P — R 1—tého obchodnika, 1 = 1,...,m splnuji podminku 4.12 tj. Ze funkce
u; : P — R je tif{dy C? podminku monotonie 4.13 tj., ze g;(z) € PN S~ =
int(SY) pro viechna x € P, zde gi(x) = radui®) e gradu; = (5“" M),

||gradu(l’)||7 Sxlo ? Sl
podminku konvexnosti 4.14, Ze restrikce Dg; () z nadroviny g;(2)* do sebe m4 zaporné
vlastni hodnoty a nakonec je hrani¢ni podminku 4.16, Ze Indiferentni kiivka u;*(c)

je uzaviena v R! pro viechna c.

Nebudeme vsak predpokladat, Ze bohatstvi icastnika pochazi z obdareni ¢; z P a
je funkei w; = p-¢; ceny p. Budeme ale predpokladat, Ze Gplné zdroje nasi ekonomiky
jsou dany pevnym vektorem r € P.

Pak mnozina W dosazitelnych alokaci neboli stavii ma tvar

W:{:z;E P™ = (xl,...,xm),xie P,in:r}-



134 KAPITOLA 4. GLOBALNI ANALYZA A EKONOMIE

Funkce individualniho uzitku w; : P — R i-tého tcastnika nam indukuje zobrazeni
v W — R tak, ze v;(x) = u;(x;). Je prirozené si klast otazku, jak vypadaji Paretové
optimalni stavy pro funkce v;, 2 = 1,...,m. Plati:

Véta 4.1 Nasledugict tri podminky na alokaci x € W vzhledem k indukovanym funk-
ctm uZitku v; : W — R jsou ekvivalentni:

1. x je lokalni Paretovo optimum.

2. x je lokdlnt siln€ Paretovo optimum.

3. gi(x;) = p € ST pro vsechna 1.

Pritom mnoZinu vsech takoviychto x oznacime 6.

Dukaz. Poznamenejme, Ze evidentné podminka (2) implikuje podminku (1). UkaZzme,
ze (1) implikuje (3). Abychom to dokazali, staci ndm pouze predpokladat o funkcich
u; : P — R, Ze jsou tiidy C.

Predpokladejme tedy, ze x € W je lokalni Paretovo optimum. 7 prvni ¢asti véty 3.1
mame, ze existuji nezaporna ¢isla Ay, ..., A, > 0, alespon jedno z nich nenulové tak,
ze S ANDui(x) =0 tj. X, A Dui(a;) = 0. Bez Gjmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze
napiiklad A; je kladné. Uvazme nyni vektor T = (Z1,...,T,,) € (R)™ tak, 7e 3., 7; =

k

0, tj. jedna se o te¢ny vektor k W. Je-li navic specidlné © = (74,0, .. .,0, :/TT, 0,...,0),
mame pak ;A\ Dui(2)(Zi) = MDuq(x1)(T1) — A Dug(2x)(T1) = 0 pro vSechna 7 €
R'. Nutné tedy, protoze Du;(z;) € P pro viechna j, A; je kladné, je i A, kladné a
A Duy(x1) = ApgDug(ax). Po podéleni normou pak ¢1(x1) = gx(xx). Je tedy podminka
(3) splnéna.

Abychom dokazali ekvivalenci téchto ti1 podminek, zbyva ukazat, Ze pokud =z
spliuje podminku (3), pak plati (2) tj. « je lokdlni silné Paretovo optimum.

Lemma 4.2 Bud v : P — R funkce spliujict 4.14. Pokud y € P, u(y) > u(x) a
x#y, pak Du(z)(y —x) > 0. Pak iy-g(a) > x-g(x).

Dukaz. Pro 0 <t < 1 dle 2.3 je nutné u(x) < u(x + t(y — x)). Nutné tedy je jeji
derivace v bodé x nezaporna tj. plati (d/dt)u(z+t(y—=2))|i=0 > 0tj. Du(x)(y—=) > 0.
Predpokladejme, Ze Du(x)(y — x) = 0. Rozvojem v bodé x dostavame wu(x + t(y —
z)) = u(z) + 0 + D*u(x)(t(y — x),t(y — x)) +Rs(t). Tedy pro dostateénd mala ¢ je
0
u(x) > u(x 4+ t(y — x)), coz je s<p0r s vyse uvedenym.
Chceme nyni ukazat, ze = je bod lokalniho silného Paretova optima. Necht nyni y je

takovy bod, Ze v;(x) < v;(y) pro viechna i. Chceme ukazat, ze © = y. Predpokladejme
opak. Pak pro néjaké ig vime, Ze plati yi, - ¢i, (Ti,) > 4o - Gio (T4, ). Polozme p = g, (x4,).
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Pak p = ¢;(«;) pro viechna i. Tedy >, y; - p > >; @; - p. Ale protoze y € W, nutné
Yy =r =Y,z tedy 1Y ,y,-p=1r =73 x;-p. Nutné pak pro vSechna : mame
x; = y; t]. * = y tj. x je silné Paretovo optimum.

Zavedme nyni pojem rovnovdiného stavu ekonomiky blahobytu. Rekneme, Ze stav
(x,p) € W x Sfl__l je rovnovaznym stavem ekonomiky blahobytu, jestlize i-ta projekce
z; je bodem maxima funkce u; na rozpoc¢tové mnoziné B, ,.., ={x € P :p-x =p-x;}.
Mnozinu vSech rovnovaznych stavi ekonomiky blahobytu budeme oznacovat A. 7 této

definice plyne, ze bod (z,p), = (21, ..., 2), 2, € P,p € S lezi v A, pokud plati:
(1E) Zz Ty =T,
(2g) gi(x;) = p pro viechnai=1,...,m.

Mame-li navic k dispozici tdaje o individualnich obdarenich e; € P,i =1, ..., m

tak, ze Y. e; = r, dostavame Walrasuv rovnovazny stav
Bg) p-es=p-xiyi=1,...,m.

Véta 4.3 Mezi mnoZinami 0 a A existuje vzajemné jednoznacnd korespondence 3 :
A — 8 definovand predpisem [B((x,p)) = x a o : § — A definovina ndsledovné:

a(z) = (z,91(z1)).

Dikaz. Evidentné, (3 je korektné definovana surjekce. Totiz, vzorem prvku x je prvek
(x,g1(x1)). Ukazme, Ze je i injekce. Necht B(x, p) = fB(x, ¢). Pak nutné p = ¢;(21) = ¢.
|

V dalsim budeme o funkcich uZitku wu; predpoklddat pouze, Ze jsou tiidy C?.
Oznac¢me 6, podmnozinu mnoziny W, ktera sestava z lokalnich silnych Paretovych
optim.

Tvrzeni 4.4 Je-li bod x € W bod lokdlniho optima pro indukované funkce uZitku na
W, pak

1. existuji nezaporna cisla Ay, ..., A, >0, alespon jedno z nich nenulové tak, Ze
Z)\ZDUZ(J}) == 0,

coZ implikuje, Ze g;(x;) jsou nezdvislé na 1.

Pokud navic plati, Ze
Z)\Z»Dzui(:p)(@) je zdpornd na mnozin€ takoviych T, Ze
;

ST =0, T;-gi(x;) = 0 pro vSechna i a pro jisté ig je T, # 0, je x bod lokdlnitho
silného Paretova optima tj. x € 0.
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Dukaz. Stejné jako ve vété 3.1 vime, ze ImDu(z) N Pos = 0, tj. existuje vektor A
tak, Zze rovnice A - Du(z) = 0 ma netrivialni nezaporné feseni A, ¢imz je pomoci 4.1
dokazana prvni ¢ast véty. Polozme K = {7 : >, 7; = 0,7; - g;(x;) = 0 pro vSechna ¢}.
Pak K je vektorovy podprostor a forma H = Y, ;D*u;(z) je negativné definitni
na mnoziné K. Plati pak zejména obdoba lemmat 3.4 a 3.5. Tedy pak nutné mame
x el 1

Studujme nyni situaci z véty 4.1 pro prostory komodit s hranici. Predpokladejme,
ze kazda funkce uzitku wu; : R{I— — R je restrikce funkce t¥idy C? na n&jaké oteviené
mnoziné obsahujici mnozinu R{I_. Specialné pak mame definovany derivace Du;(z) a
D?u;(x) na hranici 5]%{'_ a podminky 4.13 a 4.14 maji smysl i pro hrani¢ni body.

Bud r € intR!, vektor celkovych zésob. Polozme déale Wy = {z: 2z € R", Yz, =
r}. Pak Wy je prostor pripustnych stavi nasi ekonomiky tplné smény. Bud déale W
relativni okoli mnoZiny Wy vzhledem k mnoziné W, = {z : x € R"™, ;x5 =r} tak,
ze funkce v; : W — R jsou zde definovany jakozto v;(x) = u;(@;), 7 = 1,...,m. Necht
jsou dale funkce omezeni g¥ : W — R uréeny piedpisem ¢¥(z) = z¥. Pak nalezeni
optima ve Wy je ekvivalentni nalezeni optima pro funkce v; : W — R s omezenimi
gf(x) > 0.

Véta 4.5 Necht funkce u; : Rfl_ — R spliuji

gradui(xi)

gradui(xi) | |

gi(z) = S (4.23)

pro vsechna 1 a
D*ui(x) je negativné definitni na g;(x;)*. (4.24)

Je-li bod v € Wy bod lokdalniho optima pro indukované funkce uZitku na Wy, pak

1. existuji normovany nezaporny vektor p € Sfl__l a nezdpornd ¢isla Ay, ..., A\, >0,
alespon jedno z nich nenulove tak, Ze

p > A Dui(x;) pro viechna 1,

pricemZ rovnost nastavd v k-t souradnici, jestlize x¥ # 0.

Pokud navic plati, Ze

p-x; #0 pro vsechna 1,

je x bod lokdlntho silného Paretova optima.
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Ditkaz. Pro omezeni ¢F(z) = 2 vime, ze Dgf(:z;)(f) = 7 pro viechny vektory =
Am

S
(RY™ takové, ze 3°, ; = 0. Dle véty 3.6 vime, ze existuji nezaporna éisla Ay, ..., A, >
0, pt1, -, g > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, ze

> D) (T) + Y pi T =0,
B i

pricemz pug = 0 pro ] # 0. 4 4
Provedme nyni konkrétni volbu @ = 1, @, = —1 a necht viechny ostatni sourad-
nice jsou nulové. pak nutné

ADui(x)(T:) + pl = MDug (i) (@)’ + i1

piicemz Duy(z)(Ty)’ znaci j-tou soutadnici vektoru Duy(zy)(Fy). Celkem tedy je
vektor ¢ = A\gDug(xr) + px nezévisly na indexu k. Piitom py, = (pi,...,puk) >0 a
nutné g - 2 = 0. Poznamenejme, Ze ¢ je nenulovy vektor (jinak by nutné vsechna A;

A
[lpl|

. . J
a ] byla nulova). Polozme p = ﬁ. Polozime-li Xl = iy = ﬁ, mame pak

p = N Dug(ar) + 1.

pricemz Ay, > 0, pj. > 0, pj. - x5 = 0. To ale neni nic jiného, neZ prvni ¢ast nasi véty.

Abychom dokézali zbyvajici ¢ast véty, uvazme prvek y € Wy tak, Zze u;(y;) > w;(x;)
pro vechna ¢. Dle lemmatu 4.2 plati Du;(x;)(y; — x;) > 0, pri¢em? rovnost nastava
prave tehdy, kdyz y; = x;. Plati ale zaroven, ze

p-x; = NDui(x;) - 2 + ph - 2y = NiDwy(a;) - ;.

Nutné tedy je X, # 0, protoze p - x; # 0. Zopakujeme-li tuto tvahu jesté jednou,
obdrzime nerovnost
plyi —x) > iy tjopryi > p-ay,
pricemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz y; = ;. Z druhé strany nutné >, y; = r =
St >y pryi=p-r=>,;p-x; apro vsechna ¢ skutecné nastava rovnost. |

Zavedme nyni pojem rovnovdzného stavu ekonomiky blahobytu pro Wy. Rekneme,
ze stav (x,p) € Wy x Sfl__l je rovnovaznym stavem ekonomiky blahobytu, jestlize i-ta
projekce x; je bodem maxima funkce u; na rozpoctové mnoziné B, .., = {x € P :
p-x < p-a;}. MnoZinu viech takovychto rovnovaznych stavii ekonomiky blahobytu
budeme oznacovat Ag. Pokud bod (x,p) lezi v Ag, pak >, z; = r.

Véta 4.6 Pokud (x,p) € Ao, existuji nezdpornd ¢isla \; > 0, 1 = 1,...,m a nezd-
porn€ vektory p; € RL, 1 =1,....m tak, Ze x;-p1; = 0 a p = N\;Dui(z;) + pt;. Obrdcene,
pokud (x,p) € Wy x St tak, Ze p- i # 0 pro vsechna i a navic \; > 0, p; € R,
i =1,...,m spliugi vyse uvedené, pak (x,p) € Ao.
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Dikaz. Protoze x; je maximum funkce u; na B, ,.,, pro vsechna 1, existuji A;,o; > 0

a nezaporné vektory p; € R_I_, 1 =1,...,m ne vSechny nulové tak, ze

Ai D () —I—Z/,LDgZ NT) —oip-Ti=0

pro viechna T; € R!.
To je ekvivalentni s tim, Ze

AiDug(z) + pi = oip,  pi-x; = 0.

Pokud by o; = 0, nutné i A; = 0, g; = 0. Muzeme tedy délit obé strany rovnosti
0; a po preznaceni mame

ANiDui(xi) + i =p, pi- 2 = 0.

Tim jsme dokazali prvni ¢ast. Pro dukaz druhé casti predpokladejme, Ze existuje
Vi € By, tak, Ze ui(x;) < ui(y;). Pak dle 4.2 plati Duw;(2;)(y; — «;) > 0 a pro
Py >y - NDug(x) > peag, Ay £ 0. Tedy y; € By, spor. Celkem (z,p) € Ag. 1

Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce budeme predpokladat, Ze Du;(x;) € intSfI__l a
D?u;(x;) < 0 na KerDu;(z;). Rekneme, %e pro bod x € W, existuje izolovand komunita
0 c S c{l,...,m}, jestlize pro kazdy prvek i € S a kazdy nenulovy prvek x} # 0
dostavame, Ze x;, = 0 plati pro viechna k ¢ S.

Lemma 4.7 Predpokladeyme, Ze © € Wy je bez izolovanych komunit a Ze 1,q €
{L,...,m} jsou dva tcastnici nasi ekonomiky. Pak existuje posloupnost iy,... i,
agentu tak, Ze 1y = 1,1, = q a posloupnost 2boZi ji,...,j, tak, Ze xi¥ # 0 a pro
vsechna k nutné bud’jgﬂ_l = Jg nebo 1541 = 1y

Duikaz. Sporem. Bez Gjmy na obecnosti lze tici, ze 1 = 13 = 1 a uvazme vsechny
posloupnosti (¢1,...,%,), (J1,...,7s) vySe uvedeného tvaru tak, ze i; = 1. Oznacme
S jakoZzto podmnozinu viech moznych i, dosaZitelnych timto zptisobem. Je-1i S # ()
vlastni, pak ma x izolovanou komunitu. |

Disledek 4.8 Necht bod x € Wy nema izolované komunity. Pak existuje jediny od-
povidajici cenovy vektor p € Sfl__l.

Dukaz. Stejné jako ve vété 4.5 a dle véty 3.6 vime, Ze existuji nezaporna cisla
My ooy Ay >0, g, oo, i > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, ze

p = ADu;(x;) + s,

pricemz u;-x; = 0. Bez ymy na obecnosti muzeme precislovat zbozi a ucastniky tak, ze
Gcastnik 1 ma néjakou ¢ast zbozi 1 tj. ] # 0. Normujme vektor p nasledovné: p' = 1.
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Pak p' =1 = A Duy(xy)' 4+ g1 = M Duy(z1)", protoze i = 0. Je tedy Ay jednoznacné

ur¢eno. Bud ¢ néjaky jiny acastnik. Uvazme posloupnost iy,...,%, agentu tak, Ze
i1 = 1,1, = ¢ a posloupnost zbozi ji,..., 7, tak, ze /¥ # 0 a pro vSechna k nutné

bud jr+1 = jr nebo g1 = iy. Predpoklddejme indukei, Ze A;, je uréeno pro vSechna
[ < k a chceme uréit A;, . Jsou dvé moznosti: bud ix_; = iy a pak A;, = A,
lk—1 # 1 @ potom jr_1 = Ji a oba Ucastnici ix_y, 1 maji nenulové mnozstvi zbozi jj.
Méame tedy rovnosti p'* = X, Du;,_ ()% a p’* = X, Duy, (2;,)%. Zname tedy p’*

nebo

a nasledné X;,. Opét jsme zde pouzili tu skutecnost, Ze odpovidajici g byla nulova.
Zejména tedy mame tedy az na nasobek jednoznacné urcené vsechny koeficienty A;.
Bud dale k né&jaké zbozi. Vyberme index i tak, ze =¥ # 0. Pak p* = X\Duy(x;)*
jednoznacéné uréuje p”*, coz dokazuje nase tvrzeni. |

Nasledujici vztah mezi Paretovymi optimy a rovnovaznymi stavy vyplyva bezpro-
stfedné z 4.8.

Véta 4.9 Jestlize ekonomika splnuje predpoklad neexistence izolovanych komunit pro
vsechna Paretova optima, pak mezi mnozZinou 8y Paretovijch optim a mnoZinou Ag
rovnovaznych stavi existuje vzdajemné jednoznacénd korespondence By : Ag — 0y de-
finovand predpisem Bo((x,p)) = @ a ag : 0y — Ao definovdna ndsledovné: ag(x) =
(2, g1(x1)).
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prostor cenovych systémi, 33
protiobrana, 18

pripad bez bocni platby, 11
pripustna alokace, 47

pripustny vektor, 13

pripustny vyherni vektor, 14

quasi-kooperujici oligopol, 24

regularni hodnota, 34

rovnovaha k volnému pouziti, 40

rovnovazny stav, 33

rovnovazny stav ekonomiky blahobytu,
56, 58

rozhodujici jednoduchd hra, 16

rozpoctova mnozina, 45

silné e-jadro, 20

silné Paretovo optimum, 49
singularni bod zobrazeni, 34
singularni hodnota, 34
slabé e-jadro, 20

smlouvani, 24

stabilni mnozinové feseni, 18
stav y dominuje stav x, 49
stav ekonomiky, 47
strategicka hra, 5

strategie hrace, 7
superaditivita, 11

surplus hrace, 19

symetrie, 17

trzni hra, 15
ucinnost, 17
vektor rozdéleni, 13

vnéjsi stabilita, 18
vnitiné stabilni mnozZina strategii, 18

vnitini jadro, 15

vnitini jadro hry, 20

vnitini jadro hry bez bo¢ni platby, 20

vnitini stabilita, 18

von Neumanova-Morgensternova rovno-
vazna mnozina, 15

vyherni vektor, 13

vyvazeny systém podmnozin, 16

Walrasoviv rovnovazny stav, 47
Walrasuv zakon, 33

zcela vyvazena hra, 16
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