Pocet pravdépodobnosti jako zaklad matematické statistiky

Pomoci metod popisné statistiky dokaZzeme pifehledné shrnout informace, které se tykaji vyhradné objekt vybérového
souboru. Pokud jsme vSak data ziskali na zaklad¢ dobte navrZzené¢ho vyzkumného planu, mizeme provadét induktivni
usudky o chovani sledovanych proménnych v celém zakladnim souboru. Metody statistické indukce se ovSem opiraji o
pocet pravdépodobnosti.

Pocet pravdépodobnosti

Je to disciplina, ktera se zabyva studiem zékonitosti v nahodnych pokusech. Matematickymi prostfedky modeluje situace, v
nichz hraje roli nahoda. Pod pojmem ndhoda rozumime ptisobeni faktorti, které se ziveln€ méni pii riznych provedenich
téhoz pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

Pokusem rozumime jednorazové uskute¢néni konstantné vymezeného souboru defini¢nich podminek. Predpokladame, Ze
pokus miizeme mnohondsobné nezavisle opakovat za dodrzeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou ménit,
proto riiznad opakovani pokusu mohou vést k riznym vysledkiim). Dale piedpokladdme, Ze opakovanim pokusu vznika opét
pokus.

Deterministicky pokus je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému moznému vysledku. (Napft. zahtivani vody
na 100°C pfti atmosférickém tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)

Nahodny pokus je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k prave jednomu

z vice moznych vysledk, které jsou vzajemné neslucitelné. (Napt. hod kostkou vede k pravé jednomu ze Sesti moznych
vysledki.)

Zavedeni métitelného prostoru

Neprazdnou mnoZinu moznych vysledkli ndhodného pokusu zna¢ime  a nazyvame ji zakladni prostor. Mozné vysledky
znacime o, My, ...

Vymezena mnozina vysledkt je nahodny jev, znac¢ime ho symbolem A. VSechny mozné nahodné jevy tvoii jevové pole A.
Dvojice (€2, A) se nazyva méritelny prostor. Q se nazyva jisty jev, (> nemozny jev.



Vztahy mezi jevy

a) A B znamena, Ze jev A ma za dusledek jev B.

b) A, Bznamend nastoupeni aspoil jednoho z jevi A, B

c) A B znamena spole¢né nastoupeni jevi A, B

d) A\B znamena nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B

e) A=Q\A znamena jev opaény k jevu A

f) A B= »>znamen4, Ze jevy A, B jsou neslucitelné

g) o _A znamena, Ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A.

Nékteré vlastnosti operaci s jevy
a) Pro sjednoceni a prinik jevl plati komutativni zakon, ktery pro dva jevy A, B ma tvar:
A, B=B, AJA , B=B A.
b) Pro sjednoceni a prinik tii jevl A, B, C plati zakon asociativni:
A, B, O)=A, B), CA - B ~O=A ~B) ~-C
distributivni: A, (B ~C)=(A, B) (A ~-O),A ~ (B, O)=(A ~B), (A ~CO)
¢) Pro sjednoceni a prinik jevi opacnych plati de Morganovy zakony, kter€ pro dva jevy A, B zapiSeme takto: A B=

A, A=A .



Pravdépodobnostni prostor

Motivace: Provadime opakované nezavisle tyZ ndhodny pokus a v kazdém pokusu sledujeme nastoupeni
jevu A, kterému tfikame uspéch. Ozna¢me n celkovy pocet pokust a N(A) pocet téch pokust, kdy nastal

vvvvv

uspéch. S rostoucim n pozorujeme, Ze relativni ¢etnost tspéchu se blizi ¢islu P(A), které povazujeme za

pravdépodobnost uspéchu. (Tento poznatek je znam jako empiricky zakon velkych cisel).

Iustrace empirického zakona velkych cisel

Provadime n nezavislych hodi minci. Padnuti lice povazujeme za Gspéch. Budeme sledovat zavislost
relativni ¢etnosti uspéchu na poc¢tu pokusi. (Pocet pokust volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000,
2000.)
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Vznik3 otazka, jak zavest pravdépodobnost, aby byla ,,zidealizovanym* protéjsSkem relativni Cetnosti. Zdalo
by se vhodné zavést pravdépodobnost takto:
PA_" Y

=, N
Jde o tzv. statistickou definici pravdépodobnosti. Z matematického hlediska tato definice neni v potadku,
protoZe pocet pokust je vzdy konecny a nelze se presvédcit o existenci uvedené limity. Proto ve 30. letech

20. stoleti rusky matematik A. A. Kolmogorov (1903 — 1987) vybudoval axiomatickou teorii
pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost jako funkci, ktera kazdému jevu ptitazuje
Cislo mezi 0 a 1 a pfitom je zidealizovanym protéjSkem relativni Cetnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti
relativni ¢etnosti a kromée toho nékteré dalsi vlastnosti, které vyplyvaji z vnitinich potieb matematické teorie.



Pravdépodobnosti rozumime realnou mnozinovou funkci P: A — R, ktera spliuje nasledujici tii axiomy:

kazdému jevu pfifazuje nezaporné ¢islo (axiom nezapornosti),

jistému jevu piifazuje ¢islo 1 (axidm normovanosti),

sjednoceni neslucitelnych jevl piifazuje soucet pravdépodobnosti téchto jevil (axidm spocetné aditivity).

Trojice (Q2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. Je to matematicky model jednorazového provedeni nahodného
pokusu.

Ilustrace pravdépodobnostniho prostoru

0 P(A) 1

Systém axi6mu pravdépodobnosti je bezesporny (tj. na kazdém métitelném prostoru Ize sestrojit pravdépodobnost) a
neuplny (tj. na kazdém meéfitelném prostoru, jehoz jevové pole neni minimalni, 1ze sestrojit pravdépodobnosti vice).



Vlastnosti pravdépodobnosti

Necht’ (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pro libovolné jevy A, A, A, ...
P1:
P2:
P3:
P4:

P5

P() =0

P(A) > 0 (nezapornost — axiom)

P(A;, A;)+P(A; ~Ay)=P(A)+P(Ay)
1 +P(A; ~Ay)>P(A)) +P(Ay)

:P(A;, Ay)<P(A))+ P(A,) (subaditivita)
Pé6:
P7:
P8:
PO9:

Ay ~A=r _PA, A)=P(A)) +P(A,) (aditivita)
P(A2\ A1) =P(Ay) - P(A1 ~Ad)

A1 — A2 — P(Az \ Al) = P(Az) - P(Az) (subtraktivita)
A, —~ A, _P(A) <P(A;) (monotonie)

P10: P(Q2) = 1 (normovanost — axidém)
P11: P(A) + P( A) = 1 (komplementarita)
P12: P(A) <1

PI13: A ~A;= (‘pI’Ol?fJ_P(Al. Az. ) P(A)+P(A2)+

P14: P(LJA%)— Z ZZ N

(Pro neslucitelné jevy Ay, ..., A, dostavame P( LA) = ))
(Vlastnosti P1, ...,

g

1

sCitani pravdépodobnosti.)

~ A plati nasledujicich 14 vlastnosti:

. (spocetnd aditivita — axidom)
oy -TAL )
+ZZZ N N =t a2l

P12 odpovidaji vlastnostem relativni Setnosti z popisné statistiky, vlastnost P14 je znama jako véta o



Klasicka pravdépodobnost

V Kolmogorovové axiomatické definici se nic nepravi o tom, jak na daném méftitelném prostoru konkrétné pravdépodobnost
zaveést. V piipadé, Ze zdkladné prostor je kone¢ny a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanci na uskute¢néni, mizeme
pouzit klasickou pravdépodobnost:

Klasicka pravdépodobnost je funkee, kterd jevu A piifazuje &islo P(A)_"}é), kde m(A) je podet moznych vysledkd piizni-
= o

vych nastoupeni jevu A a m(€2) je pocet vSech moznych vysledkd.

Priklad na klasickou pravdépodobnost (s vyuzitim vlastnosti pravdépodobnosti): V dodavce 100 kusii vyrobk neméa po-
zadovany primér 10 kust, pozadovanou délku 20 kust a sou¢asn€¢ nema pozadovany primér 1 délku 5 kust. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek z této dodavky ma pozadovany pramér 1 délku?

ReSeni:
Jev A spociva v tom, Ze vyrobek ma pozadovany priimér a jev B v tom, Ze vyrobek ma pozadovanou délku. PocCitdme

P(A ~B)=PA |, =1-P(A, B-

1-[P(A)+P(B-PA -B=1- (1%";)5{_ 53) =0,75.



Opakované zavislé pokusy - hypergeometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Mame N objektil, mezi nimi je M objekti oznageno, U_ | . Nahodné& bez vraceni vybereme n objekta (U _ ).
Pravdépodobnost Ze ve vyberu je prave x oznadenych objektd (mafllv_ | _ umM)y:

Mﬁ
PI\Mn(‘ \
\n)

Pravdépodobnost, Ze ve vybéru je nejvyse x; oznacenych objekti:
X
€

Pravdépodobnost, ze ve vybéru je aspon X, oznacenych objekti:

Nhonge



Priklad na hypergeometrické rozlozeni: Mame skupinu 20 lidi, mezi nimi 4 muze. Vybirame bez vraceni (tj. nikdo
nemuze byt vybran opakovan¢) pétici z této skupiny. Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet muzii mezi vybranymi?

Reseni:

Vypocitame vSechny mozZzné pravdépodobnosti a najdeme pocet muzi s nejveétsi pravdépodobnosti. Vzhledem k technice
vybéru (bez vraceni) jde o hypergeometrické rozloZeni pravdépodobnosti s parametry N =20, M =4, n=5.
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(Pro kontrolu — soucet vypocitanych pravdépodobnosti je 1.)
Vidime, Ze nejvyssi pravdépodobnost — 0,4696 — je dosazena v pripadé, kdy mezi pétici vybranych osob je pravé 1 muz.



Stochasticky nezavislé jevy

Za stochasticky nezavislé povazujeme takové jevy, kdy informace o nastoupeni jednoho jevu nijak neovlivni Sance, s nimiz
oc¢ekdvame nastoupeni druhého jevu.

V popisné statistice jsme zavedli ¢etnostni nezavislost dvou mnozin G;, G, v daném vybérovém souboru pomoci
multiplikativniho vztahu p}q ~ = q‘pﬁy

V poc¢tu pravdépodobnosti fekneme, ze jevy Aj, A, - A jsou stochasticky nezavislé, jestlize P(A; ~ A;) = P(A) P(A;). Pro
tf1 jevy budeme pozadovat, aby 1 jevy A; ~ A, a Az byly stochasticky nezavislé, coz vede ke vztahu

P(A; ~A; ~A;3)=P(A)) P(A,) P(A;). Tak miizeme pokracovat pro libovolny pocet jevi, tedy jevy Ay, ..., A, - A jsou
stochasticky nezavisle, jestliZze plati systém multiplikativnich vztahti:

S P(A; ~Aj)=P(Aj) P(A) (dvoymistny multiplikativni vztah)
v - - < PA ~A ~A)=P(A) P(A)) P(Ay) (trojmistny multiplikativni vztah)

P(A; ~... ~Ay)=P(A)) ... P(A,) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy Ay, Ay, ... - A jsou stochasticky nezavisle, jestlize pro vSechna piirozena n > 2jsou stochasticky nezavislé jevy
A, .., A A

(Lze snadno ukazat, ze jev nemozny resp. jev jisty a libovolny jev jsou stochasticky nezavislé jevy. Jestlize v posloupnosti
stochasticky nezavislych jevii nahradime libovolny pocet jevl jevy opacnymi, stochastickd nezavislost se neporusi. Rovnéz
tak pruniky a sjednoceni stochasticky nezavislych jevil jsou stochasticky nezavislé.)



Priklad na stochasticky nezavislé jevy: Necht' A, A,, A; jsou stochasticky nezavislé jevy, P(A ) = 1/4, P(A;) = 1/3, P(A3)
= 1/2. Jaka je pravdépodobnost, Ze

a) nastane prave jeden z jeva A, Ay, A;

b) nastanou praveé dva z jevi Aj, A,, As

c) nastanou nejvysSe dva z jevi Ay, Ay, Az ?

Reseni:

ad a)
Pﬁﬁ’\U’\’\Uﬂ’\;
=,.,F1’ﬁ+,“"ﬂ?’f"5+ “‘P"f‘i :

_ \;._\ — =
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= 34+ 3+ 5’-*2{:4

ad b) RAJRA)P (s, A)P(%Pﬁ fﬁ’(@)HAs)— ‘

ad ¢) 1-P(A) P(A2) P(A;) = 74



Opakované nezavislé pokusy: Nezavisle opakujeme tyz nahodny pokus. Necht’ jev A; znamena Gspéch v i-tém pokusu, pfi-
cemzP(A) = qi=1,2, ..

1. Binomické rozloZeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech ispéch nastane pravé x-krat (U _ ):

Ri= | -

K vypoctu v systému STATISTICA slouzi funkce Binom(x; q; n)

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech uspéch nastane nejvyse x;-krat (U < < )

X
Nhx.
X

K V‘}'/poétu v systému STATISTICA slouzi funkce IBinom(x;; Q; n)

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech Gispéch nastane aspoil x,-krat (U< < )
n

b X

X0, .

Vypocet 1ze provést takto: 1 - IBinom(x, - 1; q; n)

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech uspéch nastane aspon x,-krat a nejvyse x;-krat:
X

b x.

XX

\&poéei 1ze provést takto: IBinom(x;; q; n) - IBinom(x, - 1; q; n)



Priklad na binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Firma se Gc¢astni ¢tyf nezavislych vybérovych fizeni.
Pravdépodobnost, Ze uspéje v kterémkoliv z nich, je pro vSechny konkurzy stejna a je rovna 0,7. Jakd je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) prave 2x

b) aspon 2x

c) nejvyse 2x?

ReSeni: Poéet pokust n = 4, pravdépodobnost uspéchu q=0,7

ad a) B;‘Z\ \ 72Q32 "26¢4

ad ) 3@ ‘a»+ ‘4_ "\ 73Q3+/\} 2_")1€
wo B g, e ) 7133+ | P03 _"34¢

|



2. Geometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, Ze prvnimu uspéchu bude prfedchdzet x netispéchii:

P)(\ZI_ x )
K vypoctu v systému STATISTICA slouzi funkce Geom(Xx; Q)

Pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu bude predchazet nejvyse x; neuspéchi:
X

N

XV,

K vypoctu v systému STATISTICA slouzi funkce IGeom(x; q)

Pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu bude predchéazet aspon x, neuspéchii:
X0

1 'Px
x 0

Vyboéét 1ze provést takto: 1 - IGeom(xo-1; Q)



Piiklad na geometrické rozloZeni pravdépodobnosti: Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hie ,.Clovéce,
nezlob se!* nasadime figurku nejpozdéji pii tietim hodu?
Reseni:
|
Pocet nel'lspéchﬁ: x =0, 1, 2, pravdépodobnost uspechu: 9

o}

- < )v‘"B_'Jecgﬁé "12]

Pravdepodobnost ze figurku nasadime nejpozdéji pii tretim hodu, je 42,13%.

Priklad na geometrické rozlozeni pravdépodobnosti: Studenti biologie zkoumaji barvu oci octomilek.
Pravdépodobnost, ze octomilka ma bilou barvu o¢i, je 0,25, ¢ervenou 0,75. Jaka je pravdépodobnost, ze az
¢tvrta zkoumana octomilka ma bilou barvu o¢i?

Reseni:
Pocet neuspéchil: x = 3, pravdépodobnost uspéchu: q
P3_ 73027 “eoi25_ 10:

Pravdépodobnost, ze az ¢tvrtd zkoumana octomilka ma bilou barvu o¢i, je 10,55%.



3. Negativni binomické rozlozZeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, Ze k-temu uspéchu bude predchazet x netspéchu:

E(i(: - )

>

Pravdépodobnost, Ze k-tému Uspéchu bude predchazet nejvyse x; netuspéchuii:
X

gli X

x0,

Pravdépodobnost, Ze k-tému uspéchu bude predchazet aspon x, netispéchii:

1_XO ]R(X‘.
x0,

Ptiklad na negativni binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Hra¢ hazi kostkou tak dlouho, dokud mu nepadnou tfi
Sestky. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude muset hodit kostkou 10 x?

Reseni: |
Pocet netuspéchti x = 7, protoie v 7 z 10 hodl nepadne Sestka. Pravdépodobnost tispéchu 9

g("k_”‘ .\_ 7_“346

Hledana pravdepodobnost ]e 4 ,65%.



Podminéna pravdépodobnost
Opakovanég nezavisle provadime tyZ ndhodny pokus a sledujeme nastoupeni jevu A v téch pokusech, v nichz nastoupil jev

m
H. Podminénou relativni ¢etnost A za podminky H jsme v popisné statistice zavedli vztahem p‘As/ H_ éﬁ (za
. b+~
piedpokladu, Ze p(H) > 0). Tato podminéna relativni Cetnost se s rostoucim poctem pokust ustaluje kolem konstanty

P
P(NH_ M, kterou povazujeme za podmincénou pravdépodobnost jevu A za podminky H.
MY

Ilustrace podminéné pravdépodobnosti

Priklad na podminénou pravdépodobnost: Jaka je pravdépodobnost, Ze pi1 hodu kostkou padlo sudé &islo, je-li znamo,
ze padlo Cislo mensi nez 5?

Reseni: A ... padlo sudé &islo, A_ y , ,»H... padlo ¢islo mensinez 5, H_
A O = —

I () I ) o2

AT
PAH_ B o
- e



Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

Je ztejmé, ze jevy A, A, jsou stochasticky nezavislé, praveé kdyz

P(Al/Az) = P(Al) a pI'éVé kdyZ P(Az/Al) = P(Az)

OkamZit€ z definice plyne:

P(A; ~ Az) =P(A)) P(Ay/A;) pro P(A;) > 0,

P(A1 — A2) = P(Az) P(Al/Ag) pro P(Az) > 0.

Tento multiplikativni vztah lze zobecnit ve vétu o nasobeni pravdépodobnosti:

P(A1 — A2 o~ o~ An) = P(Al) P(Az/Al) P(A3/A1 — Az) P(An/A1 o~ o~ An-l) pro P(A1 P An-l) _‘O

Priklad na vétu o nasobeni pravdépodobnosti: Ze sady 32 karet ndhodn¢ vytahujeme po jedné karté, kterou nikdy nevra-
cime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze eso se objevi aZ ve 4. tahu?

Regen\if i-tém tahu nebylo vybrano eso,1=1, 2, 3, 4
Pé A A PAFAATAIA P(ZL/A A

T ;E v 91T

Eso se objevi az ve 4. tahu s pravdépodobnosti 0,0911.



Vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayesiiv vzorec

Jestlize Hy, ..., H, _ Ajsou jevy, které tvofi rozklad jistého jevu (tj. jsou neslucitelné a jejich sjednocenim je cely zakladni
prostor — fikdme, Ze tvoti uplny systém hypotéz), pak pravdépodobnost libovolného jevu A _ A lze vypocitat pomoci vzorce
pro Uplnou pravdépodobnost:

P(\j:f "~ PA)

Ilustrace vzorce pro uplnou pravdépodobnost

Podminénou pravdépodobnost libovolné hypotézy za podminky, Ze nastal jev A - tzv. aposteriorni pravdépodobnost
P(H,/A) - 1ze vypocitat pomoci Bayesova vzorce:

D
PH/ A: ( . (Pivodni pravdépodobnost P(Hy) se nazyva apriorni pravdépodobnost).



Thomzi.s ye (1702 — 1761): Anglicky kn€z a matematik

Piiklad na vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayesiiv vzorec: U jist¢ého druhu elektrického spotiebice se

s pravdépodobnosti 0,01 vyskytuje vyrobni vada. U spotiebice s touto vyrobni vadou dochazi v zaru¢ni lhité k poruse

s pravdépodobnosti 0,5. Vyrobky, které tuto vadu nemaji, se v zaru¢ni lhaté porouchaji s pravdépodobnosti 0,01. Jaka je
pravdépodobnost, ze

a) u nahodné vybraného vyrobku nastane v zaru¢ni lhlité porucha,

b) vyrobek, ktery se v zaru¢ni lhité porouchd, bude mit doty¢nou vyrobni vadu?

Reseni:

H, - vyrobek ma doty¢nou vyrobni vadu

H, - vyrobek nema tuto vyrobni vadu

A - vyrobek se v zarucni dob€ poroucha

Pak je: P(H;) = 0,01, P(H,) = 0,99, P(A/H,) = 0,5, P(A/H,) = 0,01

ad a) P(A) = P(H,).P(A/H,) + P(H,).P(A/H,) = 0,01.0,5 + 0,99.0,01 = 0,0149

P ~ (M) ~
av) PH/A_"Hpth T B 338



