Nahodné veli¢iny

Zavedeni ndhodné veli¢iny a transformované nahodné veli¢iny
Vysledky nahodného pokusu lze popsat realnymi Cisly (resp. realnymi vektory) pomoci néjakého zobrazeni X: €2 »

N : , s , v 1w w1t xr
resp. X = ((1 e Xy Q2 > ! , tj. zobrazeni, které moznému vysledku o ptitadi ¢islo X(®) nebo nekolik Cisel X;(w),
Xa(m). Napt. pti hodu kostkou 1ze poloze kostky Cislem i nahoru (tj. moznému vysledku w;) pfifadit ¢islo1,1=1, 2, ...,
6.
Pokud bude toto zobrazeni spliiovat podminku tzv. méfitelnosti, tj. pro vSechna relna Cisla x je mnozina

o ! Ko << _jev vzhledem k jevovému poli A, pak se X nazyva nahodna veli¢ina a X = (X, ..., X,) se nazyva
nahodny vektor (se slozkami X, ..., X,). Cislo X(®) se nazyva ¢iscln4 realizace nadhodné veli¢iny X p¥islusna moznému
vysledku o.

(Nehrozi-1i nebezpeci nedorozuméni, ndhodnou veli¢inu 1 jeji ¢iselnou realizaci znacime tymz symbolem X.)

V nékterych situacich potfebujeme nahodnou veli¢inu X transformovat pomoci funkce g na transformovanou nahodnou
/

velicinu Y = g(X). Napi. X — primér nahodné vybrané kuli¢ky do kuli¢kového loziska, Y = /E 5} - objem kulicky.

[lustrace ndhodné veliciny
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Vztah mezi znakem a nahodnou veli¢inou

Pojem ,,znak*, ktery jsme zavedli v popisné statistice, je sice blizky pojmu ,,ndhodna veli¢ina®, ale neni s nim totoZzny. Znak
muze byt povazovan za nahodnou veli¢inu, jestlize jeho hodnoty zjistujeme na objektech, které byly vybrany ze zdkladniho
souboru ndhodné.

Simultanni a marginéalni ndhodny vektor

JestliZze z ndhodného vektoru (X4, ..., X,) vybereme nékteré slozky, napt. Xy, ..., X, dostaneme marginalni nahodny vektor
Xk, ..., X)). Pivodni ndhodny vektor se v této souvislosti nazyva simultanni nahodny vektor.

Napft. vysledky péti zkouSek na konci semestru povazujeme za nahodné velic¢iny X, ..., Xs, pfi¢emz X3, X, jsou znamky ze

vvvvvv

dvou nejdiilezitéjSich predméth. Nahodny vektor (X, ..., Xs) je simultdnni, ndhodny vektor (X3, X,) je margindlni.

Zapisovani jevl pomoci ndhodnych veli¢in

Zapis @ i ) < @ = ' znamen4 jev, Ze nahodna veli¢ina X se realizovala v &iselné mnozing B. Zkracen& piseme
Xe |
Je-li B= - o i> nebo B = 7% S jev X < < znamen4, e nahodn4 veli¢ina X se realizovala hodnotou nejvyse x a jev

X = £ znamen4, Ze ndhodna veli¢ina X se realizovala hodnotou x.



Popis pravdépodobnostniho chovani ndhodné veliiny

Pti pozorovani realizaci nahodné veli€iny si pov§Simneme, Ze nékteré jeji hodnoty se vyskytuji s vétsi prav-
dépodobnosti, jiné s mensi. Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny X budeme popisovat pomoci dis-
tribucni funkce, kterd udava pravdépodobnost jevu, Zze ndhodna veliCina X se realizuje hodnotou nejvyse x:

Ve & =’€<<
Je to zidealizovany protéjsek empiricke distribucni funkce zavedené v popisnée statistice:

VARSE F((:: \LS/

n
Lze ocekavat, Ze s rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty empirické distribu¢ni funkce
F(x) ustalovat kolem hodnot distribuc¢ni funkce ®(x). Vlastnosti empirické distribucni funkce se prenaseji i
na distribu¢ni funkci — je to funkce neklesajici, zprava spojitd a normovana v tom smyslu, Ze
im . ®Dx)=0,1lm, , Ox)=1

Podobné se definuje i simultanni distribucni funkce nahodného vektoru (Xy, ..., X,):

r h n, T_ D | h
V {penX, € "0 ,..x, =€ <A AKX <<,
Distribu¢ni funkce libovolného margindlniho ndhodného vektoru se nazyva marginalni distribucni funkce.
Nejveétsi vyznam maji jednorozmérné marginalni distribu¢ni funkce @,(x;), ..., D, (x,) jednotlivych slozek
nahodného vektoru.



Diskrétni ndhodné veliCiny

V praxi maji znany vyznam nahodné veli¢iny, které¢ nabyvaji pouze konecné nebo spocetné mnoha hodnot — jsou to
diskrétni ndhodné veliciny.

Ptiklady diskrétnich ndhodnych veli¢in: pocet chyb, jichZ se dopusti néjaké zatizeni za urcitou dobu, pocet zakazniki ve

fronté, pocet zmetkll v denni produkci apod.
Pravdépodobnostni chovani diskrétni ndhodné veli€iny popisujeme pravdépodobnostni funket:

Ve ni{="€=«
Je to zidealizovany protéjSek Cetnostni funkce zavedené v popisné statistice v souvislosti s bodovym rozloZzenim Cetnosti:
V € Lipk = ——~
n :
S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty Cetnostni funkce ustalovat kolem hodnot pravdépodobnostni

funkce.
Vlastnosti Cetnostni funkce se pienaseji 1 na pravdépodobnostni funkci, tedy pravdépodobnostni funkce

jenezapona V. € T { =),

kel ~
je normovana Z nx =1 :

X= o0

s distribu¢ni funkci je spjata souctovym vztahem



[lustrace vztahu mezi ¢etnostni funkci a pravdépodobnostni funkeci
Provedeme n hodl kostkou. Zajimame se o ¢etnostni funkci poctu ok.
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Diskrétni ndahodny vektor
Jestlize vSechny slozky ndhodného vektoru (X4, ..., X,) jsou diskrétni ndhodné veli¢iny, hovotfime o diskrétnim nahodném
vektoru. Jeho pravdépodobnostni chovani je popsano simultanni pravdépodobnostni funkei:

V {heenX, € "I (X, =& = A AKX, =X,

Pravdépodobnostni funkce libovolného diskrétniho marginalniho ndhodného vektoru se nazyva marginalni pravdépodob-
nostni funkce. Nejveétsi vyznam maji jednorozmérné marginalni pravdépodobnostni funkce m(x,), ..., T .(X,) jednotlivych
slozek ndhodného vektoru. Ziskame je tak, Ze hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce secteme pres vSech n-1 pieby-
vajicich proménnych.



Spojité nahodné veli¢iny

Dal§im velmi dilezitym typem veli€in jsou spojité nahodné veliciny — ty nabyvaji vSech hodnot z n¢jakého intervalu.
Ptiklady spojitych ndhodnych veli¢in: rozméry sériové vyrabénych vyrobkl, hektarovy vynos néjaké zemédélske plodiny,
vysledky rtiznych fyzikalnich a chemickych méfeni apod.

Pravdépodobnostni chovani spojité nahodné veli¢iny popisujeme hustotou pravdépodobnosti @(x), coZ je zidealizovany
protéjSek hustoty Cetnosti f(x) zavedené v popisné statistice v souvislosti s intervalovym rozloZzenim ¢etnosti. S rostoucim
rozsahem vybé&rového souboru a klesajicimi Sitkami tfidicich intervali se budou hodnoty hustoty ¢etnosti ustalovat kolem
hodnot hustoty pravdépodobnosti.

Vlastnosti hustoty Cetnosti se ptendseji i na hustotu pravdépodobnosti, tedy hustota pravdépodobnosti

y -~
jenezaporna V. € 1 ¢ =),
je normovana

c].(p X:dX=1,

VxeR: P X:= j(p t:dt.

s distribu¢ni funkci je spjata integralnim vztahem



Pozor — na rozdil od pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny nema
hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny vyznam pravdépodobnosti!
Jeji vyznam lze odvodit z integralniho vztahu mezi distribucni funkci a hustotou
pravdépodobnosti.
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Pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina se bude realizovat v intervalu (x, x+h], je:

x+h X x+h

P& <X<x+h =Dx+h->x= fptdt- [ptdt= fotdt

Bude-1i h dostate¢né malé ¢islo, 1ze plochu pod grafem hustoty nahradit
obsahem obdélnika o stranach @(x) a h, tj. P ( <X<k+1~p g h
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Spojity nahodny vektor

Jestlize vSechny slozky nahodného vektoru (X4, ..., X,) jsou spojité nahodné veli¢iny, hovofime o spojitém nahodném
vektoru. Jeho pravdépodobnostni chovani je popsano simultanni hustotou pravdépodobnosti @(xy, ..., X,)-

Hustota pravdépodobnosti libovolného spojitého marginalniho ndhodného vektoru se nazyvéa margindlni hustota
pravdépodobnosti. Nejveétsi vyznam maji jednorozmérné marginalni hustoty pravdépodobnosti ¢;(x), ..., @u(X,)
jednotlivych slozek ndhodného vektoru. Ziskame je tak, ze simultanni hustotu pravdépodobnosti integrujeme pies vSech n-1

prebyvajicich proménnych.



Stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny

Pti provedeni pokusu se mtize stat, ze se realizace jedné nahodné veli¢iny Y daji jednoznacné urcit ze znamé realizace druhé
nahodné veli€¢iny X, tedy je mezi nimi funkéni vztah Y = g(X). Takové ndhodné veli€iny se nazyvaji deterministicky
zavislé.

Jejich protipolem jsou nahodné veliCiny stochasticky nezavisle: informace o realizaci jedné z nich nijak neméni Sance,

s nimiz pii témz pokusu o¢ekdvame realizaci druhé.

Napft. ndhodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Ndhodna veli¢ina X udava pocet ok, ktera padla na 1. kostce a
ndhodna veli¢ina Y udava pocet ok, kterd padla na druhé kostce. Nahodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezéavislost ndhodnych velicin zavddime na zaklad€ analogie s Cetnostni nezavislosti znakl v daném
vybérovém souboru, kterd se pouziva v popisné statistice. Musi platit multiplikativni vztah:

A 2, - B\ - L .
vV o5 ye - b (7 Yy =) ( B, Q, pro bodové rozlozeni &etnosti,
= 2. T h : . S ,
v o5 y e .. f (9 Y =4 ( Ez (’, pro intervalové rozlozeni etnosti.
V poctu pravdépodobnosti nahradime ¢etnostni funkci pravdépodobnostni funkci resp. hustotu ¢etnosti nahradime hustotou

pravdépodobnosti. Misto dvou nahodnych veli¢in X, Y miZeme uvazovat n ndhodnych veli¢in:
Néhodné veliciny X4, ..., X, jsou stochasticky nezavisle, kdyZ plati:

: n * : \— h h . )4 14 14 W
\ Hoee s X € 0 0T0 {peen X = T (1,‘---‘7?_ (n,vdlskretmmprlpade,
’ B n.oo0 T B h o
V (X, € 010 ¢heenX, =P (1/°...-pr_ (n,vespoptemprlpade,
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h n ° \— h h )4 w7 v
\ X € : D [peees Xy = 1)‘ &1/-.”-@“ gn,vobecnemprlpade.
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Vybrana rozloZeni diskrétnich a spojitych nahodnych veli¢in

Motivace

Nyni se sezndmime s piehledem dilezitych pravdépodobnostnich funkci a hustot pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom
analytické vyjadieni téchto funkci, ale téz jejich grafy. Vysvétlime rovnéz, v jakych situacich se Ize s uvedenymi
rozlozenimi pravdépodobnosti setkat. ZvIlastni pozornost budeme vénovat normalnimu rozlozeni, které hraje velkou roli v
celé fad¢ praktickych aplikaci poctu pravdépodobnosti a jak uvidime pozdéji, i v matematické statistice.

Oznaceni

Zname-li distribucni funkci ®(x) ndhodné veli¢iny X (resp. pravdépodobnostni funkci n(x) v diskrétnim ptipad¢ resp.
hustotu pravdépodobnosti ¢(x) ve spojitém piipad€), pak fekneme, Ze znadme rozloZeni pravdépodobnosti (zkracené
rozloZeni) ndhodné veliCiny X. Toto rozlozeni zavisi na n€¢jakém parametru 8, cozZ nejcastéji je realné ¢islo nebo realny
vektor.

Zapis X ~ L(9) ¢teme: ndhodna veli¢ina X ma rozlozeni L s parametrem §.



Degenerované rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X nabyva pouze konstantni hodnoty p, piSeme X ~ Dg(p).
[1prox= 1
(X)) =4 .
(0 jinak
Pravdep. funkce Dg(1)




Alternativni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet tspéchit v jednom pokusu, pticemz pravdépodobnost tspéchu je
9. PiSeme X ~ A(9).

(1- tprox=0 . .
a(x) = {9prox=1  neboli n(x) = {9 "<_ - prox=0.1
|0 jinak (0 jinak
1 Pravdep. funkce A(0.75)
0.751 *
0.5
0.251 *
0
-0.251
-0.5

1 05 0 05 1 15 2



Binomicke rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet uspéchii v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust,
pri¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 9. PiSeme X ~ Bi(n, 9 ).

I((n} ¥ 11— H"F prox=0,...,n

n(x) = {(x)
|0 jinak
(Alternativni rozloZeni je specialnim pfipadem binomického rozlozeni pron = 1.
Jsou-li X4, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(9),1=1, ...,n, pak X = iXi ~ Bi(n, 9).)

i=1

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)

0.6

0.41

0.2




Priklad na binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Firma se ucastni Ctyt
nezavislych vybérovych tizeni. Pravdépodobnost, Ze uspéje v kterémkoliv

z nich, je pro vSechny konkurzy stejna a je rovna 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) praveé 2x

b) aspon 2x

c) nejvyse 2x?

Reseni: X ... podet Gsp&snych konkurzd, X ~ Bi(4; 0,7)

/
ada) PK="' =10 = H

1),7°0,3> = 1,2646
\2)
V systému STATISTICA: =Binom(2;0,7;4)
- R A 1) a
adb) PK> '@ =0+ :6+:8 = _1.7°03"+ 1,703+ 1),7"=9163
\2) \3) 4
V systému STATISTICA: =1-IBinom(1;0,7;4)
- - R A a 1)
adc) PK< ! =D ' =:0+:0+:0= 13"+ 1,7-03"+ 1),7°0,3% =,3483
) \ ) \2)

V systému STATISTICA: =IBinom(2;0,7;4)



Geometricke rozlozeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet netispéchii

v posloupnosti opakovanych nezavislych pokusii ptedchéazejicich prvnimu
uspéchu, pficemz pravdépodobnost tispéchu je v kazdém pokusu rovna §.
PiSeme X ~ Ge(9)

(1= H*9prox=0,1,...
™) =10 finak

Pravdep. funkce Ge(0.25)

0.3
0.2 «

0.1 .




Hypergeometricke rozloZeni: V souboru N prvki je M prvkili oznaceno.
Néahodné vybereme n prvkii bez vraceni. Ndhodna veli¢ina X udava pocet
vybranych oznacenych prvki. PiSeme X ~ Hg(N, M, n)

( (M) N-M)

prox=max{0,M-N+n},..., mn{M, n}

Pravdep. funkce Hg(10,7,5)

0.4 T
0.31
0.2;

-0.1



Poissonovo rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet udalosti, které nastanou
v jednotkovém Casovém intervalu (resp. jednotkové oblasti), pficemz udalosti
nastavaji nahodné, jednotliveé a vzadjemné nezavisle. Parametr A > 0 je stiedni
pocet téchto udalosti. PiSeme X ~ Po(A).
(Poissonovym rozlozenim se fidi napft. pocet vyzev, které dojdou na telefonni
usttednu béhem urcitého casového intervalu nebo pocet mikroorganizmi
v zorném poli mikroskopu. Jde o tzv. fidce se vyskytujici jevy.)
X
'“L—e_ “prox=0,1,...

n(x) = %I x!
|0 jinak

Pravdep. funkce Po(5)

0 2 4 6 8 10 12 14 16



Vztah mezi pravdépodobnostni funkci binomického a Poissonova rozlozeni:
Necht ndhodnd veli¢ina X ~ Po(A) a ndhodna veli¢ina Y ~ Bi(n,$ ). Necht 3 — 0 pron — oo a pfitomn$ — A. Pak
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y konverguje k pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X, t;.
. n v Vo
hm( \Hny(— "= e

n_-~

n— ky ) y'
(Aproximace binomického rozlozeni pomoci Poissonova rozlozeni je vyhovujici, kdyZzn >30a 9 <0,1.)

Priklad na Poissonovo rozlozeni: Dé¢lnice v pradelné obsluhuje 800 vieten. Pravdépodobnost toho, Ze se pfize pretrhne
bchem Casového intervalu délky t, je pro vSechna vietena stejna a je rovna 0,005. Urcete pravdépodobnost, ze béhem
intervalu délky t dojde k nejvyse 10 pretrzenim.

Reseni: Y — podet pietrzeni v Easovém intervalu délky t, Y ~ Bi(800;0,005).

~ 12(800 i
Piesny vypodet: P <10 = 3| Wo,oosy (-0,005 "7 =0,997239

y=0 Ky
Ve STATISTICE: vypocet pomoci funkce IBinom(10;0,005;800).
Aproximativni vypocet: podminky dobré aproximace jsou splnény, parametr
L g
2=n$ =800.0,005=4,P€& <10 = > y'-e
y=0 J*

Ve STATISTICE: vypocet pomoci funkce IPoisson(10:4).

*=0,9971602



Rovnomérné diskrétni rozloZeni: Necht' G je kone¢nd mnozina o n prvcich.
Nahodna veli¢ina X nabyva se stejnou pravdépodobnosti kazdé hodnoty
z mnoziny G. PiSeme X ~ Rd(G)

1

.\ —proxe 1

n(x) = 1
| Jinak

(Typickym ptikladem je nahodna veli€ina udavajici pocet ok pfi hodu kostkou.)

Pravdep. funkce Rd({1,2,...,10})
0.18

0.141
017 = = = = = = = = x
0.061
0.021
-0.02

01234567 891011



Rovnomérné spojité rozlozeni: Predpokladejme, Ze veli¢ina X

- miZe nabyt jakékoliv hodnoty mezi Cisly a, b

- pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv intervalu v tomto
rozmezi je stejna jako pravdépodobnost, ze nabude hodnoty z jakéhokoliv
jiného intervalu stejné délky.

Jsou-li tyto podminky splnény, pak X ma rovnomérné spojité rozlozeni na

intervalu (a, b). Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X je konstantni na

intervalu (a, b) a plocha pod kfivkou hustoty tvoii obdélnik.

PiSeme X ~ Rs(a, b).

[ 1

(p(x)=4 Sproxe 1,b)
'L

jinak

Hustota Rs(-1,2)

0.4
0.3:
0.2:
0.1i

0_

Ol 51050051 152 25




Priklad na rovnonérné spojité rozloZeni: Na automatické lince se plni ldhve mlékem. Plisobenim
nahodnych vlivli mnoZstvi mléka kolisa v intervalu (980 ml, 1020 ml). Kazd¢ mnoZstvi mléka v tomto

intervalu povazujeme za stejné¢ mozné. Jaka je pravdépodobnost, Ze v ndhodné vybrané 1ahvi bude aspon
1000 ml mléka?

Reseni:
X — mnozstvi mléka v ndhodné vybrané lahvi, X ~ Rs(980, 1020),
( l 1020
S 780,1020 ~ g
o = oProxe BOI020) e g00= [Lax= LER-P=0,5
| jinak 4040 40
fl :{!'».:j
L
1,1.:.‘
—— B L s A

3
g
£ N
<y )
a
>



Exponencialni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava dobu ¢ekani na pfichod
n¢jaké udalosti, kterd se miize dostavit kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez

ohledu na dosud procekanou dobu. (Jde o tzv. ¢ekani bez paméti.) Pfitom %

vyjadiuje stiedni dobu ¢ekéni. PisSeme X ~ Ex()\)

ﬁ(?Le'“ prox>0 o [1—e™ prox>0
o) = (0 jinak » D) = 10 jinak
Hustota Ex(2)

2.2
1.8
1.4-

1]
061
0.21
-0.2

1 0 1 2 3 4 5 &



Priklad na exponencialni rozloZeni: Doba (v minutach) potfebna k obslouzeni zdkaznika v prodejné

potravin je nahodna veliCina, ktera se tidi rozlozenim Ex(;:) Jaka je pravdépodobnost, Ze doba potiebna
k obslouZeni nahodné vybraného zakaznika v této prodejné bude v rozmezi od 3 do 6 minut?
ReSeni:
X — doba pottebna k obslouZeni ndhodné vybraného zakaznika, X ~ Ex/ L) ,
\3)
PG <X<6)= [leiax="e | |=-e+e' =023,
3 301 ]

S pravdépodobnosti 0,233 bude zédkaznik obslouzen v dob¢ od 3 do 6 minut.

(V systému STATISTICA slouzi k vypoctu hodnoty distribu¢ni funkce F€ rozloZeni Ex . funkce
[Expon(x;lambda). V naSem ptiklad¢ tedy do Dlouh¢ho yjména proménné napiSeme
=IExpon(6;1/3)-IExpon(3;1/3). Dostaneme vysledek 0,2325.)
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Normalni rozloZeni: Tato ndhodna veli¢ina vznika napft. tak, Ze ke konstanté p
se pricitd velké mnoZstvi nezavislych nahodnych vlivii mirné kolisajicich kolem
nuly. Proménlivost téchto vlivii je vyjadiena konstantou ¢ > 0.

,X_H

Piseme X ~ N(y, 6°), hustota ¢(x) = 15 e 20 . Grafem této hustoty je tzv.
(6} T

Gaussova kiivka.
Hustota N(1,0.5)

0.6
0.51
0.41
0.31
0.2
0.14

7% 6 1 2 3 4




Ilustrace vzniku normalniho rozloZzeni pomoci Galtonovy desky:

Deska obsahuje n fad pravidelné uspotrddanych klint, a to tak, ze v k-té fadé je pravé k klinli. Do otvoru nahote padaji
kulicky, které jsou v kazdé fadé€ se stejnou pravdépodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Pod posledni radou je n -
1 ptihradek, ve kterych se kulicky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké mnoZstvi kuli¢ek, vytvoii v
piihradkach jakysi “kopec”, jehoz tvar je velmi podobny tvaru grafu hustoty nahodné veliiny s normalnim rozloZenim.
Nahodné vychylovani kuli¢ek jednotlivymi fadami piekazek je mozno chépat jako speciélni ptipad velkého mnozstvi
chybovych faktorti, ndhodné plisobicich na n&jaky proces, jako pisobeni mnoha blize nespecifikovatelnych vlivi, které
ovliviiyji zcela ndhodné rozloZeni jeho vysledku.

Obrazek




Standardizované normalni rozlozZenti:
2 . 14 . 14 14 14 w 14 rw
Pro n=0, ° =1 se jedna o standardizované normalni rozlozeni, piSeme

N2

e 2.

U ~ N(O, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto ptipad¢ tvar ¢(u) = \/%
T
Hustota N{0,1) Distr. funkce N(0,1)
0.5 1
0.4 0.8/
0.3/ 0.61
0.2 0.4/
0.1/ 0.2
% 2 4 0 1 2 3 % 2 1 0 1 2 3

2

d(u) = I \/_%p 2dt je tabelovana pro u > 0, pro u < 0 se pouziva piepodtovy
V2n

vzorec O(-u) =1 - O(u).



Pi¥iklad na normalni rozloZeni: Vysledky u piijimacich zkousek na jistou VS jsou normalné rozloZzeny
s parametry p = 550 bodi, o = 100 bodt. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany uchazec
aspon 600 bodii?
ReSeni:
X — vysledek nahodné vybraného uchazece, X ~ N(550, 1002),
P(X>600)=1-P(X <600)+P(X=600)=1-P(X<600)=
P Xt - ply 60550 _ g _ 0,5)=1-0,69146 = 0,30854.
o c ) L 100 )
Ve STATISTICE: vypocet pomoci funkce 1 - INormal(600;550;100)
Nahodn¢ vybrany uchaze¢ bude mit u zkousek aspont 600 bodt s pravdépodobnosti 0,31.
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Nékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:

Jestlize X~ Nuo ,pak U= L NO,I .
(&

Jestlize X~ Nuo ,a Y=+ X,pak Y~ N€+ub’c .
Jestlize X,,...,X, jsou stochasticky nezavisl¢ ndhodné¢ veli¢iny, X,~ N .6’ ,i=,...n, Y=3>X,,pak Y ~

n

(< 2)
lez i’z i)l.

i=1 i=1

Vyznam normalniho rozloZeni:

Normalni rozloZeni hraje tstedni roli v po¢tu pravdépodobnosti i matematické statistice. Jeho vyznam
spoc€iva jednak v tom, Ze normalnim rozloZenim se fidi pravdépodobnostni chovani mnoha nadhodnych
veli¢in a jednak v tom, Ze za urcitych podminek konverguje k normalnimu rozlozeni soucet nezavislych
nahodnych veli€in s tymz rozloZenim (viz centralni limitni véta).



X ((u [ 52 V)
Dvourozmérné normalni rozloZeni: |( ! \|~ N,! I(Ml \I,! 1 p01(252 Il
X, ) \\H2/(poio, 0,7 )

X
Néhodny vektor |( ! \I vznikd ve dvourozmérnych situacich podobné jako skalarni ndhodna veli¢ina v bodé (e).

2
~(x1:%,) [ 2 27

1 - R 1o(x, = )
P <,X,)= ——=¢ * ,kde q(x,x;)= , | .
G 5 \Jl— 1= 2 Lo J G o \ 02 /|

Prop =0, iz =0, 0.°=1, 6,> =1, p =0 se jedna o standardizované dvourozmérné normalni rozloZeni.

4 \
X1 — L1 X5 | Xy — |
1 1 %2 2 2 2

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvourozmérného normalniho rozlozeni

..-'
3,6
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Vrstevnice a graf hustoty dvourozmé&rného normalniho rozlozeni s parametry g, =0, i, =0, 6> =1, 6,° = 1, p = -0,75
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Upozornéni: Nasledujici tfi rozlozeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-
Snedecorovo — jsou odvozena ze standardizovaného normalniho rozloZeni. Maji
velky vyznam predevSim v matematicke statistice pi1 konstrukci intervalil
spolehlivosti a testovani hypotéz. Vyjadieni hustot téchto rozloZeni neuvadime,
je ptilis slozité



Pearsonovo rozloZeni chi-kvadrat s n stupni volnosti: Necht’ X;,
stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~N(0, 1),i=1, ..., n.

Pak nahodna veli¢ina X = X, + ... + X,> ~ ¢’(n).

0,26
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0,10
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0,04
0,02
0,00

-0,02

ey Xpjsou



Studentovo rozloZeni s n stupni volnosti: Necht’ X, X, jsou stochasticky
nezavislé nahodné veliciny, X; ~ N(0, 1), X, ~ Xz(n).

Pak néhodna velicina X = <L ~ t(n).

0,45

-0,05

xt



Fisherovo-Snedecorovo rozloZeni s n; a n, stupni volnosti: Necht’ X, ..
. . e s, , ey 2 .
jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X;~ y (n;), 1= 1, 2.

, , . X,/
Pak nahodna veli¢ina X = =1

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

-0,2

2

n,

~F(n, ny).

1=15, n2=25

v Xn



