Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Motivace

Doposud jsme poznali funkciondalni charakteristiky ndhodnych veli¢in (napft. distribu¢ni funkce, pravdépodobnostni funkce,
hustota pravdépodobnosti), které plné popisuji pravdépodobnostni chovani ndhodné veliginy. Ciselné charakteristiky
vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovani, napt. popisuji polohu realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose ¢i jejich
proménlivost (variabilitu). Jsou jednodussi nez Ciselné charakteristiky, ale nesou jen ¢aste¢nou informaci.

Podobné jako v popisné statistice volime vhodnou Ciselnou charakteristiku podle toho, jakého typu je dana ndhodna veli¢ina
- zda je ordinalni nebo intervalova &i pomérova. Ciselné charakteristiky znaki maji své teoretické prot&jsky v &iselnych
charakteristikdch nahodnych veli¢in.

Ciselné charakteristiky spojité ndhodné veli¢iny aspon ordinalniho typu

Charakteristika polohy : a-kvantil

Necht’ X je spojitd ndhodna veli¢ina aspon ordinélniho typu s distribu¢ni funkci ®(x) a hustotou pravdépodobnosti ¢(x).
Necht’ a (0, 1).

Cislo Ky(X), které splituje podminku

K. (X)

a=0K X)) = [p(x)dx,

se nazyva o-kvantil nahodn¢ veliciny X.

K()js()(X) - medién,

Ko 25(X) - dolni kvartil,

Ko .75(X) - horni kvartil,

K()J()(X), cees K()’go(X) -1.az9. dCCﬂ,

K(),()I(X), cees K()’99(X) -1.az99. percentil.

Kterykoliv a-kvantil je charakteristikou polohy ¢iselnych realizaci ndhodné veli€iny na ¢iselné ose.
Charakteristika variability: kvartilova odchylka q = Kg75(X) - Kg25(X).



[lustrace

k,(X)

Oznaceni pro kvantily specialnich rozloZeni

X ~N(0, 1) = Ky(X) =u,,

X ~72(n) = K(X) = 72u(0),

X~ t(l’l) = Ka(X) - ta(n)a

X ~F(ny, np) = Ky(X) = Fo(ny, np).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkéach.
Pouzivame vztahy:

Uy = = Uj-g,

tu(n) = - ty4(n),

1
Fo(n;, ny) = m
1- . 254



Vyznam kvantilu ug,s = -0,6745
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Vyznam kvantilu y.05(8) = 15,5073
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Vyznam kvantilu ty90(5) = 1,4759

1 1

Vyznam kvantilu F, 5(3,7) = ~=
M 005(3,7) F,, €3 88867

=),1125




Priklad: Necht' U ~ N(0, 1). Pomoci syst¢tmu STATISTICA najdéte medidn a horni a dolni kvartil.

Prvni moznost: Pouzijeme Pravdépodobnostni kalkulator. Do okénka primér napiSeme 0, do okénka Sm.
Odch. napiSeme 1, do okénka p napiSeme pro median 0,5, pro dolni kvartil 0,25 a pro horni kvartil 0,75.

V okénku X se objevi 0 pro median, -0,67449 pro dolni kvartil a 0,67449 pro horni kvartil.
[lustrace pro horni kvartil:

ﬂ Kalkulator pravdépod. rozd&leni . |
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Beta r s
Livaijité I wytv. grat
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Chi 2 [~ [1-Eumul. p) ;I
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Extrém. hodnot b I— e
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Weibullovo
I Fevné méfitka ‘\

Seda plocha pod grafem hustoty ma velikost 0,75 a hodnota distribuéni funkce v bodé 0,67449 je 0,75
(znaceno Srafovang).

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o tiech proménné a jednom piipadu.

Do dlouhého jména prvni proménné napiSeme =VNormal(0,5;0;1). Dostaneme O.

Do dlouhého jména druhé proménné napiSeme =VNormal(0,25;0;1). Dostaneme -0,67449.
Do dlouhého jména treti proménné napiSeme =VNormal(0,75;0;1). Dostaneme 0,67449.



Priklad: Necht X ~ N(3, 5). Pomoci systému STATISTICA najdéte dolni kvartil.

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdéleni Normalni. Do okénka pramér
napiSeme 3, do okénka Sm. Odch. napiSeme 2,236, do okénka p napiSeme 0,25 a v okénku X se objevi
1,4918.

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu.

Do dlouhého jména této proménné napiSeme =VNormal(0,25;3;sqrt(5)). Dostaneme 1,491795.

Priklad: Pomoci systému STATISTICA urcete x20,025(25).

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdéleni Chi 2. Do okénka sv.
napiSeme 25 a do okénka p napiSeme 0,025. V okénku Chi 2 se objevi 13,11972.

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu.

Do dlouhého jména této proménné napiSeme =VChi2(0,025;25). Dostaneme 13,1197.



Priklad: Pomoci systému STATISTICA urcete t(99(30) a tos(14).

Prvni moZnost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdé&leni t (Studentovo). Do okénka sv.
napiSeme 25 (resp. 14) a do okénka p napiseme 0,99 (resp. 0,05). V okénku t se objevi 2,457262 (resp.
-1,761310).

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu.
Do dlouhého jména této promeénné napiSeme =VStudent(0,99;30) (resp. VStudent(0,05;14)). Dostaneme
13,1197 (resp. -1,76131).

Priklad: Pomoci systtmu STATISTICA urcete F 975(5, 20) a F¢s(2, 10).

Prvni moznost: Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdé€leni F (Fisherovo). Do okénka sv1
napiSeme 5 (resp. 2), do okénka sv2 napiSeme 20 (resp. 10) a do okénka p napiSeme 0,975 (resp. 0,05).
V okénku F se objevi 3,289056 (resp. 0,05156).

Druha moznost: Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a dvou piipadech
Do dlouhého jména prvni proménné napiSeme =VF(0,975;5;20), do dlouhého jména druhé proménné
napiSeme =VF(0,05;2;10).Dostaneme 3,2891 (resp. 0,05156).



Ciselné charakteristiky diskrétnich a spojitych nahodnych veli¢in aspon intervalového typu

Charakteristika polohy: stfedni hodnota E(X) — Cislo, které charakterizuje polohu realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose s
piihlédnutim k jejich pravdépodobnostem.

Diskrétni ptipad: ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci m(x).

Stredni hodnota E €& _= z XTU X _, pokud je suma vpravo kone¢na.

X= 00

Vv

hmotnost n(x).
Spojity ptipad: ndhodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti @(x).

Stedni hodnota E & _= _[X(P x dx pokud je integral vpravo konecny.

Vv

podle predpisu ¢ (x).

Centrovana nahodna velicina: Y = X - E(X).
(Pro nahodnou veli¢inu Y plati: E(Y)=0.)



Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny Y = g(X)

/ngnk

X= -00

EQ =
\Ig((P x dx

Stiedni hodnota transformované ndhodné veliCiny Y = g(X, X5)

/Z Zg kX, kX,

E«/—
\ _[ Jg «.x, :(P ASER:S Elxldxz

—0—0




Charakteristika variability: rozptyl D(X) - €islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodné veli¢iny kolem jeji
sttedni hodnoty s pfihlédnutim k jejich pravdépodobnostem.

~ P )
Definiéni vzorec: D (( = I q( — 2 (( __ _ (rozptyl je stfedni hodnota kvadratu centrované nahodné veli¢iny).
-~ 4 ) =~ ~ 2‘
Vypocetni vzorec: D (( =3 « P I5 (( __ (rozptyl je stiedni hodnota kvadratu minus kvadrat stfednich hodnot).
/ Z / L Z k -
DK = - T
\J.Kz(p ¢ dx — J'K(p (Eile

Smérodatna odchylka /D «: - vyjadfuje primérnou variabilitu realizaci ndhodné veli¢iny X kolem jeji stfedni hodnoty.

L1

~

X- 1€

-

Standardizovana nahodna veligina: £= —=—= e
—

(Pro nahodnou veli¢inu Z plati: E(Z) =0, D(Z) =1.)



Priklad na vypocet stiedni hodnoty a rozptylu diskrétni nahodné veli¢iny: Postupné se zkousi
spolehlivost ¢tyt ptistroji. Dalsi se zkousi jen tehdy, kdyz piedchozi je spolehlivy. Kazdy z pfistrojt vydrzi
zkousku s pravdépodobnosti 0,8. Nahodna veli¢ina X udava pocet zkouSenych piistrojii. Vypoctéte stiedni
hodnotu a rozptyl ndhodné veli€¢iny X.

ReSeni:

X nabyva hodnot 1, 2, 3,4 a jeji pravdépodobnostni funkce je

(1) =P(X=1)=0,2,

n(2) = P(X=2) =0,8*%0,2 = 0,16,

n(3) = P(X=3) = 0,64*0,2 = 0,128,

n(4) = P(X=4)=0,512*0,2 + 0,64 = 0,512,

n(0) = 0 jinak

E(X)=1%0,2 +2*0,16 + 3*0,128 + 4*0,512 = 2,952

D(X) = 17#0,2 + 2%*0,16 + 37*0,128 + 4°*0,512 — 2,952° = 1,4697



Postup ve STATISTICE:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a cetnost a Ctyfech ptipadech. Do proménné X
napiSeme 1, 2, 3, 4, do proménné cetnost napiSeme 200, 160, 128, 512.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — zavedeme proménnou vah cetnost — OK -
Proménné X — OK — Detailni vysledky - zaskrtneme Primér, Rozptyl — Vypocet.

Popisné statistiky (Tabulka1)
Proménna [N platnych | Primér | Rozptyl
X 1000 2,952000 1,471167

Rozptyl vS§ak musime upravit, musime ho pfenasobit ¢islem 999/1000. Do vystupni tabulky tedy pfidame za
proménnou Rozptyl novou proménnou a do jejitho Dlouhé¢ho yjména napiSeme
=v3*999/1000

Popisné statistiky (Tabulka1)
Proménna [N platnych |Prf1mér |Rozpty| | NProm
X 1000/ 2,952000 1,471167 1,469696




Sttedni hodnoty a rozptyly vybranych diskrétnich a spojitych rozloZeni
X ~Dg(p) = E(X) =p, D(X) =0
X~A(8) =2 EX)=9,DX)= 9 (1-9)
X ~Bi(n, 9) = EX)=n9,D(X)=n9 (1-9)

~ 1— ~ =
X ~ Cﬁ ‘8 E = —, D = —

=>EK_ 5 «_ 5

X ~Hg@,M,n = E€ = \l\—/;n, DK = — - — .

X~Poh = E€ =\, D€ =1\

~ ~ 1+ ~ n° -
G = EK_ S « -
X ~ Rs(a, b) = E(X) = a; . D(X) = ‘5;3
X ~E)& = EQ(::I—,DQ(} L
- A A

X ~N(y, 6%) = BEX) =, DX)=¢°
X~y € = E€ =1, D€ =2n

X ~ tﬁ: — E((:= ) pro n> ! (pro n= stfedni hodnota neexistuje) , DQ(:= o pro n > . (pro n = ,2 rozptyl neexistuje).
n— .

~

21’12‘14-{—‘ }
2 1L 2 = pron,>5 (pro

- ~ n ~
X ~F€,,n, = E€ = —2— pro n, >3 (pro n, = ,2 stfedni hodnota neexistuje) , DK = Py e
n SR U S

-
) 4

—

n, = ,2,3,4 rozptyl neexistuje).



Cebysevova nerovnost:
Jestlize nahodna veli¢ina X ma stiedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X), pak

v > 1:PK- &[> DK < tlg.

(Vyznam: pokud nezname rozlozeni ndhodné veli¢iny, ale zndme jeji sttedni hodnotu a rozptyl, pak mizeme odhadnout
pravdépodobnost, s jakou se od své stiedni hodnoty odchyli o vice nez t-nasobek své smérodatné odchylky.)

[lustrace:
}@(x)=2
P
/ Teel __f1/d
! %
[" ﬁ/ﬂ-—‘

Ef)-tVYDId E()  E(x)+ t OO



P¥iklad: Necht E(X) = p, D(X) = ¢°.

a) Odhadnéte P ¢<- 1 >3c .

b) Jestlize X ~ N(u, (52), vypoctéte P €k 1 > 30 .
Refeni:

ada) P- 1 >3c < 3% =5 ,1. (Tento vysledek je znam jako pravidlo 3c a fika, ze nejvyse 11,1% realizaci

nahodné veli¢iny lezi vné intervalu (1 - 36, 1 + 36).)

adb) P&~ >3 =1 -P(30 <X -p<30)=1-P(-3< X-<3) = 1-0(3) + O(-3) = 2[1 - D(3)] =

=2(1-0,99865) = 0,0027. (Ma-11 ndhodna veli¢ina normalni rozlozeni, pak pouze 0,27% realizaci lezi vné
intervalu (u - 36, u+ 306).)




Charakteristika spole¢né variability: kovariance C(X,, X,) — €islo, které charakterizuje variabilitu realizaci dvou ndhodnych
veli¢in X, X; kolem jejich stfednich hodnot s pfihlédnutim k pravdépodobnostem téchto realizaci.

Defini¢ni vzorec: C ((1 s X2 =2 (1(1 — 2 ((1 B kz — 2 ((2 ___ (kovariance je stiedni hodnota soucinu centrovanych
nahodnych veli¢in).

Vypocetni vzorec: C ((1 ) Xz =2 lez — 2 ((1 E ((2 _(kovariance je stfedni hodnota sou¢inu minus soucin
sttednich hodnot).

/Z ZXXzTEkl,Xz lenl 1/ZX2752 2

X|= 00 X,= <0 X = 0 Xy= 0

CK,. X, :_ )
\ J-IX X,0 X,X, dx,dx, — J'chpl &, dx, IXZ(PZ &, dx

Vyznam kovariance: Je-1i kovariance kladna (zdporna), pak to svéd¢i o existenci jistého stupné pfimé (nepiimé) linearni
zavislosti mezi realizacemi nahodnych veli¢in X, X,. Je-li kovariance nulova, pak fikame, Ze ndhodné veli¢iny X, X, jsou
nekorelované a znamena to, Ze mezi jejich realizacemi neni zadny linedrni vztah. Pozor — z nekorelovanosti nevyplyva
stochasticka nezavislost, zatimco ze stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost.



Charakteristika té€snosti linearniho vztahu: koeficient korelace R(X,, X,) - ¢islo, které charakterizuje tésnost linearni zavis-

je nepiima linearni zavislost.

(Xl _E((1:X2 _E(izj

| R€,X, =E
Definiéni vzorec: R N N i pro kladné smérodatné odchylky, jinak klademe
L /D((l) D({2))P yiky, ]
R(X}, X;) = 0 (koeficient korelace je stfedni hodnota soucinu standardizovanych nahodnych veli¢in).

\
R (( X \: C ((1 9 X2 4
Vypodetni vzorec: o2 - \/ DK }/D « ™ (koeficient korelace je podil kovariance a sou¢inu smérodatnych
1 2 _~

odchylek).



Priklad na vypocet koeficientu korelace diskrétniho nahodného vektoru: Nahodna veli¢ina X udava pfijem manzela (v
tisicich dolaril) a ndhodna veli€¢ina Y piijem manzelky (v tisicich dolari. Je zndma simultanni pravdépodobnostni funkce
n(x,y) diskrétniho ndhodného vektoru (X,Y): n(10,10) = 0,2, n(10,20) = 0,04, n(10,30) = 0,01, n(10,40) = 0, ©(20,10) = 0,1,
7(20,20) = 0,36, n(20,30) = 0,09, 7(20,40) = 0, n(30,10) = 0, ©(30,20) = 0,05, ©(30,30) = 0,1, ©(30,40) = 0, 7(40,10) = 0,
73(40,20) =0, n(40,30) = 0, ©(40,40) = 0,05, n(x,y) = 0 jinak. Vypoctéte koeficient korelace pfijmli manzela a manZelky.
ReSeni:

Nahodna veli¢ina X 1 ndhodna veli¢ina Y nabyvaji hodnot 10, 20, 30, 40. Sestavime kontingen¢ni tabulku:

Y
10 | 20|/ 30 | 40 |= €
10 {0,20]|0,04/(0,01/0,00[0,25
20 [0,10]|0,36/(0,09/0,00[0,55
30 [0,00]0,05(0,10]|0,00](0,15
40 (0,00[|0,00/(0,00[0,05[0,05
© € [0,30]0,45(0,20]|0,05|[1,00

X

Spocteme

E(X) = 10.0,25+20.0,55+30.0,15+40.0,05 = 20, E(Y)=10.0,30+20.0,45+30.0,20+40.0,05 = 20,

D(X) = 10%.0,25+20%.0,55+30%.0,15+40%.0,05 — 20* = 60, D(Y) = 10°.0,30+20%.0,45+30%.0,20+40°.0,05 — 20* = 70,
C(X,Y) =10.10.0,20 + 10.20.0,04 + ... 40.40.0,05 — 20.20 = 49,

R(X,Y) = 49/N6070 = 0,76.



Postup ve STATISTICE:

Vytvoiime novy datovy soubor o trech proménnych X, Y, cetnost a 16 ptipadech. Do proménné X napiSeme
10, 10, 10, 10, 20, 20, 20, 20, 30, 30, 30, 30, 40 ,40 40, 40 , do proménné Y 4x pod sebe 10, 20, 30, 40 a do
proménné cetnost 20, 4, 1, 0, 10, 36,9, 0,0, 5, 10, 0, 0, 0, O, 5.

Statistiky - Zakladni statistiky/tabulky — zavedeme proménnou vah cetnost — OK - Korela¢ni matice — OK —
1 seznam proménnych — X, Y — OK.

Korelace (Tabulka6)
Oznag. korelace jsou vyznamé na hlad. p <,05000
N=100 (Celé pfipady vynechany u ChD)
Proménna |[Priméry [Smodch. | X | Y
X 20,00000 7,784989 1,000000 0,756086
Y 20,00000 8,408750 0,756086 1,000000




Vlastnosti stfedni hodnoty
a) E(a)=a
b) E(a + bX) =a + bE(X)
c) EX-E(X))=0

d) E(ZX] = Zn:E(Xi)

e) Jsou-li nahodné veliCiny X, ..., X, stochasticky nezavisle¢, pak E{]‘[Xlw = ﬁE(Xi)
i=1 i=1

Vlastnosti kovariance
a) C(al, Xz) = C(Xl, 32) = C(al, 3.2) =0
b) C(a; + b X, a, + by X;) = b;b,C(X;, X5)
c) C(X, X) =D(X)
d) C(Xi, Xa) = C(Xa, X))
e) C(Xy, X3) = E(XX3) — E(XDE(X3)

) C{ixi,iﬁq} >y C,Y)

i=1 j=1



Vlastnosti rozptylu
a) D(a)=0
b) D(a + bX) = b’ D(X)
¢) D(X) = E(X") - kx)?

d) D( » xij — $Dx)+ 25 30X, X)) (jsou-li ndhodné veliciny X,, ..., X, nekorelované, pak D( 5 xi} -
i=1 i=1 i=1

i=1 j=i +1

3 DX,))
i=1

Vlastnosti koeficientu korelace
a) R(a;, X,) =R(X, a,) =R(a;, a,) = 0
b) R(a; + b, X, a; + b, X,) = sgn(b;b,) R(X], X,)
c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak
d) R(X, X,) = R(Xs, X))
lf C(X,,X,]
e) R(Xy, Xy) = <| D(X,)\/D(X,)
0 jinak

pro/D(X,)/D(X,) >0

f) |R(X,.X,) < arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ mezi veli¢inami X, X, existuje
s pravdépodobnosti 1 uplna linedrni zavislost, tj. existuji konstanty a,, a, tak, ze P(X, =a; + a,X;) = 1.
(Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)



Priklad na vyuziti vlastnosti Ciselnych charakteristik: Nahodn¢ veli¢iny X, Y jsou nahodné¢ chyby, ktere
vznikaji na vstupnim zatizeni. Maji stfedni hodnoty E(X) = -2, E(Y) =4 a rozptyly D(X) =4, D(Y) = 9.
Koeficient korelace téchto chyb je R(X,Y) = -0,5. Chyba na vystupu zatizeni souvisi s chybami na vstupu
funkéni zavislosti Z = 3X* — 2XY + Y* - 3. Najdéte stfedni hodnotu chyby na vystupu.

ReSeni:

E(Z)=EGBX* - 2XY + Y*— 3) =3E(X’) - 2E(XY) + E(Y?) —E(3) =

=3{D(X) + [EX)]*} - 2[C(X,Y) + E(X)E(Y)] + D(Y) + [E(Y)]* -3 =

= 3[D(X) + [E(X)]’] - 2[R(X,Y)/DX)/D(Y) +EX)E(Y)] + D(Y) + [E(Y)]*-3 =
3(4 +4) -2[-0,5x2x3 + (-2) x4] + 9+ 16 -3 =24 +22 +25-3 =68



Centralni limitni véta:
Jsou-li ndhodné veli€iny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vS§echny maji stejné rozloZeni se sttedni hodnotou p a rozptylem

n
2 4 2 r W . 4 r 2 r 2 4 W rw
o, pak pro velkd n (n > 30) Ize rozloZeni souctu E X aproximovat normalnim rozloZzenim N(np, nc”). Zkracen¢ piSeme

i=1
z ~ ,\I‘lp nc

i=

. 2. —wm
Pokud soucet Z X; standardizujeme, tj. vytvofime ndhodnou veli¢inu U,=~ om pak rozlozeni této ndhodné veli-
i=1

¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozloZzenim. Zkracené piSeme U, = N(0,1)

Normalni rozloZeni je tedy rozloZenim limitnim, k némuz se bliZi vSechna rozloZeni, proto hraje velmi dileZitou roli v poctu
pravdépodobnosti a matematické statistice.



[lustrace centralni limitni véty:

Uvazme n stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in Xy, ..., X, pfi¢emzZ

kazd4 z nich ma rovnomérné spojité rozlozeni na intervalu (0,1), tj. X; ~ Rs(0,1),
1 ~ 1

i=1,...,n Protoze EK, = 2_ a DK, = o podle centralni limitni véty

X oow ¥y o,

14 14 v U b
nahodna veli¢ina —»

_ ~ V@,
c n n :
12
Polozime-li n = 12, pak U, = Z 5= NGl
i=
Pti ilustraci pisobeni centralni limitni véty na pocitaci postupujeme tak, ze pro
kazdou z 12 veli¢in X; ~ Rs(0,1),1=1, ..., 12 vygenerujeme dostate¢né velky
pocet realizaci , napt. 1000 a ulozime je do proménnych v az vi,. Do proménné
v13 uloZime soucet proménnych v, az v, zmenseny o 6. Histogram kterékoliv
proménné v, az vy, se svym tvarem bude blizit obdélniku, zatimco histogram
proménné vy3 se svym tvarem bude blizit Gaussové€ kiivce.

Histogram. Histogram.
113 = 1IEF 05 womal; 03T ; 10048
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Disledkem centralni limitni véty je Moivreova — Laplaceova véta:
Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodn¢ veli¢iny, vSechny se fidi alternativnim rozloZenim A( 9 ). Pak jejich
souCet Y, = > X, ma binomické rozlozeni Bi(n, 8). Stfedni hodnota veli¢iny Y, je E(Y,) =n$, rozptyl je D(Y,) =n9(1-9).

i=1

Podle centralni limitni véty se standardizovana ndhodna veli¢ina asymptoticky fidi standardizovanym normélnim

Y, —n$
V91— +
rozloZzenim N(0,1).

Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyz jsou splnény podminky: B N

n+ n+
Na zaklad¢é Moivreovy — Laplaceovy véty se pouziva aproximativni vzorec, ktery slozity vypocet distribu¢ni funkce
binomického rozlozeni nahrazuje jednoduchym hleddnim v tabulkach hodnot distribu¢ni funkce standardizované¢ho
normdlniho rozlozeni.

Mame nédhodnou veli¢inu Y, ~ Bl(n 9). Pak
),
B

pravdépodobnostni funkce P, = + = (- 'proy=0,1,...,n
\7)
-4 ~ L L v
distribu¢ni funkce P& <y = Y P¥ =t = L( \| 3 (- " - sloZity vypocet
t=0 =0
/ y-nd \

Aproximativni vzorec: P(Y, <y)~

\fS(l—)))



Priklad na aplikaci Moivreovy — Laplaceovy véty: 100 x nezavisle na sobé hodime hraci kostkou. Jaka je
pravdépodobnost, Ze Sestka padne asponi 20 x?

ReSeni:
Y 100 — pocet Sestek ve 100 hodech, Y g0 ~ Bi(100, é).

Xy ; . . 1 n
Oveéteni podminek dobré aproximace: — <} : — an8 -9 >

n+ n+
L 1_<10_0 a]()().l.( _l\\.z 3,8 > ).
101 6 101 6 6)
Aproximativni vypocet:
[, 00, 00 )
- - 100~ - -
P«lOO 2 0= -"€¥,u=<9= - 'I 165 = 16 5 I: B 'UIOO < L6026 ~
| \/100-- \/100..I
L 6 6 6 6)
~ — ) 1626 = — ,73565= 126435
Ptesny vypocet:
- < &700) 1) (5™
P€,> 0= — '€< 9 = ) ;\. (3\ = 1,219751
= ) 5)\s)



Priklad na aplikaci Moivreovy — Laplaceovy véty: Osob¢ prohlasujici, ze ma proutkaiské schopnosti, predlozime 100
dvojic zakrytych nadob. V kazdé dvojici je jedna nadoba prazdna a druhé naplnéna vodou. Vysledky proutkaie srovname
s vysledky hypotetické osoby, kterd pracuje zcela nahodné. Necht’ ndhodna veli¢ina Yoy udava pocet uspesné
identifikovanych dvojic naddob. Jaka je pravdépodobnost, Ze Yoo piekroci ptirozené ¢isloy, y=0, 1, ..., 100?
Reseni: Je ziejmé, e Y,,, ~ Bi{loo,%}.

- - ( ~100 - ~100 - ) - - ry_
Pg,, >y =1-P€,, <y =1-PI YIOO_IOO_O’S_\s y-100-05 | o Yue =50 y=50) [y Ty =50)

| 100-0,5- €=0,5 > /100-0,5- €(~0,5_] L 5 5 ) v 5 )

y=50: Pg,, >0 ~ - = —)5=)5
y=55:Pg,, > —),84134 = ),15866
y=60: PE,, > 0 = —),97725 =),02275
y=65: P,y > 55 = —),99865 = ),00135
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Ilustrace: zavislost Pg,,, >y nay
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