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Strucna historie teorie
portfolia

J. Hickse: Application of Mathematical
Methods to the Theory of Risk (1934) —
investori si vsimaji statistického rozdéleni
pravdepodobnosti dosazeni vynosu

Harry Markowitz: Portfolio Selection,
Journal of Finance, brezen 1952 - je
povazovan za zakladatele moderni teorie
portfolia




Harry Markowitz

jako prvni se zabyva vztahem mezi
vynosnosti a rizikem

konstruuje efektivni hranici portfolii, ktera
znazornuje body s maximalnim vynosem
pro danou uroven rizika

tim poklada zaklady pro teorii portfolia

Link to his Nobel Prize lecture if you are interested:
http://nobelprize.org/economics/laureates/1990/markowitz-lecture.pdf



http://nobelprize.org/economics/laureates/1990/markowitz-lecture.pdf

Harry Markowitz

Markowitz predpoklada, ze investor ma na pocatku
obdobi k dispozici urcité mnozstvi kapitalu, ktery bude
investovat na predem urcené casové obdobi, na jehoz
konci pak investor nakoupené a drzené cenn€ papiry
proda a zisk bud pouzije pro vlastni potrebu nebo jej
opet reinvestuje

na investovani se Markowitz diva jako na periodickou
aktivitu, pri které si investor vybira mezi investicemi
s rlznymi ocekavanymi vynosy a s rliznou mirou jistoty,
ze ocekavaného vynosu bude dosazeno

podle Markowitze sleduje investor dva protichtidné cile a
to maximalizaci vynosu na jedné strané a minimalizaci
rizika na strané druhé



Dalsi vyvoj (1)

model CAPM (model ocenovani kapitalovych
aktiv) — zaklady polozeny Clankem W. F. Sharpe:
Capital Asset Prices: A Theory of Market
Equilibrium under Conditions of Risk (1964) —
dochazi k rozsireni portfolia rizikovych aktiv o
bezrizikovou investici

V navaznosti na moznost bezrizikového
investovani byla vytvorena primka CML

objevuje se take primka SML



Dalsi vyvoj (2)

dllezitou etapou vyvoje teorie portfolia je
APT (arbitrazni teorie ocenovani)

neni zalozena na myslence, ze vsichni
investori pohlizeji na portfolio ve smyslu
ocekavaného vynosu a rizika dosazeni
tohoto vynosu

je postaven na myslence, ze investori

\YA"& 4

davaji prednost vyssi Urovni bohatstvi

VAV 4V 4

pred nizsi



Zakladni pojmy

portfolio — soubor rlznych investic (penézni
hotovost, cenné papiry véetné derivatQ,
nemovitosti atd.), které investor vytvari se
zamerem  minimalizovat  riziko  spojené
S investovanim a soucasné maximalizovat vynos

Z téchto investic

teorie portfolia — jedna se o mikro-ekonomickou
disciplinu, ktera zkouma, jaké kombinace aktiv
je vhodné drzet, aby takto vytvorené portfolio
melo predem urcené vlastnosti.



Aktiva v teorii portfolia

portfolio je obvykle definovano jako
skupina aktiv

hmotna, nehmotna a financni - asie bugeme
uvazovat pouze aktiva financni, a to cenné papiry

vynos(nost), riziko a likvidita — magicky
trojuhelnik investovani



Financni aktiva

financni aktiva délime na
hotovost a depozita

cenné papiry — majetkove, dluhove,
narokoveé

existuji i jiné pohledy na clenéni aktiv
dale nas budou zajimat predevsim akcie



Vynosnost aktiv

jednim z hlavnich ukazatelQ

P-P_,+D

4

£y

y =

kde P_, je cena akcie v Case t-k (pocCatek sledovaného
obdobi), P, je cena akcie v Case t (konec obdobi).

D jsou inkasovane dividendy.
pro k = 1 se jedna o jednodenni vynosnost



Ocekavany vynos a riziko

Vynos akcie je nahodna veliCina
\"4 V4 7 V' 4 [ f
Ocekavany vynos portfolia: |, _ S rr = r'x

i—=1

I

Riziko portfolia: oA(x) = Y wr;Viy = x'Vx.

i,7=1

r....ocekavany vynos i-té akcie (stredni hodnota)
X....vahy investic do akcii v ramci portfolia
I...pocet akcii v portfoliu

V;;...variancni matice vynosi akcii



Indiferencni krivky,
funkce uzitecnosti

Expected Return E(r) Snazime se najit takove

portfolio, aby byla
maximalizovana hodnota

maxE(U(rp,Gp»

p

kde U je funkce uziteCnosti
popisujici vztah investora k
riziku (a vynosu).

Increasing Utility

Standard Deviation o,



Dominance

Expected Return

Standard Deviation

e 2 dominates 1; has a higher return

e 2 dominates 3; has a lower risk
* 4 dominates 3; has a higher return



lllustration: 2 risky assets

Assume you have 2 risky assets (x & y) to
choose from, both are normally
distributed.

e ~ N(E(r,), 02,) & r, ~ N(E(r,), G?,)
You put a of your money in x, bin .
a+b=1
Portfolio Expected Return:

E(r,) = E[ar, + br,]J=aE(r,)+ bE(r,)



lllustration: 2 risky assets

r, ~ N(E(r,), 0%,) & r, ~ N(E(r,), 02))
Portfolio Variance:

0%, =E[r,-E(r,)F
= E[(ar, + br,)-E[ar, + br,]J
= E[(ar, - aE[r,])+(br, - bE[br,]) P
= E[a*(r, - E[r,])? + b’(r, - E[r,])* + 2ab(r,
- E[r, J)(r, - E[r,])]
= a’0?, + b’a?, + 2abCov(r,, r,)
= a’0?, + b’a?, + 2abCov(r,, r,)
= @’ 0%, + b’ 0?, + 2abo,00,,
=(a202, + b2 0?2, + 2abo,op,,)

2
0%
Op



Varying the portionon X & Y

Suppose:
E(r,) r, ~ N(13%, (20%)?) & r, ~ N(8%, (12%)?)

E(r,) = E[ar, + br J=aE(r,)+ bE(r,)

13%

8%

0% 100%



Varying the portionon X & Y

Suppose:

o, r, ~ N(13%, (20%)?) & r, ~ N(8%, (12%)?)

0, =\(a?0?, + b?0?, + 2abo,0,p,,)

20%

*e
......................

0% 100%



Min-Variance opportunity set
with the 2 risky assets

E(r,)

13%

12% 20%



Min-Variance opportunity set
with the 2 risky assets -details

X, ...vaha investice do akcie A

Xz ...vaha investice do akcie B

Rp...0oCekavany vynos portfolia

R,...0Cekavany vynos investice do akcie A
Rg...0Cekavany vynos investice do akcie B

o, ...rozptyl vynosu portfolia

o, ...rozptyl vynosu investice do akcie A

o, ...rozptyl vynosu investice do akcie B

Pas.. korelacni koeficient vynost investic do akcii A, B

%,




Min-Variance opportunity set
with the 2 risky assets - details

perfektni pozitivni korelace

Pap =1

‘XA:GP_GB ‘ RP:(RA_RB

G, =0y

]GP ; (RB ]

Tedy vychazi rovnice primky.




Min-Variance opportunity set
with the 2 risky assets - details

perfektni negativni korelace

‘ x,=9r*% R =| Ba=Rs | [ +Ra=Rs
O,+t0, O, +t0, O, +t0,

Op—O R,—R R,—R
Xy=—"—+ R,=—| 24— |o6,+| R, +——L0,
0,t0p o, +0, o, +0,

Tedy tentokrat vychazi rovnice primek.



Min-Variance opportunity set
with the Many risky assets

E(r,)

Efficient
frontier




Min-Variance opportunity set

Min-Variance Opportunity set — the locus of risk & return
E(I’ ) combinations offered by portfolios of risky assets that yields
p the minimum variance for a given rate of return



Efficient set

Efficient set — the set of mean-variance choices from the
investment opportunity set where for a given variance (or

E(I’ ) standard deviation) no other investment opportunity offers a
higher mean return.




Individual’s decision making with
2 risky assets, no risk-free asset

E(r,) v U2 U

Efficient set

Less
risk-averse
investor

More /

risk-averse
investor




Introducing risk-free assets

Assume borrowing rate = lending rate

Then the investment opp. set will involve any
straight line from the point of risk-free assets to
any risky portfolio on the min-variance opp. set

However, only one line will be chosen because it
dominates all the other possible lines.

The dominating line = linear efficient set

Which is the line through risk-free asset point
tangent to the min-variance opp. set.

The tangency point = portfolio M (the market)



Efektivni hranice portfolia s
bezrizikovou investici

E(r,)

R,...oCekavany vynos portfolia A

R-...0Cekavany vynos bezrizikove investice B
0, ...rozptyl vynosu portfolia A ER,) [rannnnnnnes
o, =0...rozptyl vynosu investice B

R, =(1-X)R, + XR, %R,
Cp= [(1 ~XVo;+X6i+2X(1-X)o 0, pFA]% o,

‘ o, =X0, ‘ Xzz—:
R :RF+(RAG_ARF ]ap




Capital market line = the
linear efficient set

E(r,)
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Individual’s decision making with 2
risky assets, with risk-free asset

E(r,) ‘/ CML
=/

—
S



Stanoveni optimalniho portfolia-
Markowitzuv model

Markowitz8v model je jednim z pfistupdl, jak hledat optimalni
portfolio. Tento model predpoklada, ze je investor racionalni,
tedy jeho cilem je maximalizovat zisk a minimalizovat riziko.
Ziskem se v Markowitzove modelu rozumi stredni hodnota
nahodného vynosu a rizikem pak jeho smérodatna odchylka.
Tento model ma fadu zjednodusujicich predpokladu:

- predpoklada idealni trh bez transakcnich nakladd a bez
arbitraze, neomezenou moznost investovani a pujcovani,
neomezenou deélitelnost aktiv, predpoklada, ze investori
preferuji vyssi vynosy a nizsi riziko a vyuzivaji k tomu shodné
informace - hodnoty ocekavanych vynosnosti akcii a rozptyll a
kovarianci téchto vynosnosti.



Oznaceni

I podet akeil, z nichz skladame portfolio,

ri wviaha -té akeie v portfolin, s = 1...., I

xy  vaha bezrizikového altiva v portfoliu,

pi nahodny vvnos i-té akcie ve zvoleném obdobi, e = 1,. ... 7

ri  otekivany vvnos -té akeie ve zvoleném obdobi, ¢ =1, ..., 1

rp  minimélni pozadovany vynos portfolia ve zvoleném obdobi,

ro  vvnos bezrizikového aktiva ve zvoleném obdobi.

Vektor vah cznadime x = (x1,..., rr ), vektor ndhodnych vynost p = (p1....,p1)"

Rozdéleni nidhodného vektoru p je charakterizovino znamym vektorem stfednich hodnot
E(p)=r = {(r1.....r7) avarianéni matici var(p) =V = [{'I:}"-’I:;J-j.;}j:l]ijzl.

Vynos portfolia s vahami x budeme chépat jako stifedni hodnotu celkové vinosnosti

I
ity =IrXx
1

rix) =

I
i—=

a riziko tohoto portfolia chapeme ve smyslu Markowitzova modelu jakozto smérodatnon
odchylkn celkové vynosnosti - odmocninu z rozptyln

I
tIZI:X] = Z J!-j_.I"_iiI"jj_ii = x""‘v’x.
ig=1



Optimalizacni uloha

Pii hledani optimélniho portfolia ve smyslu Markowitzova modelu pak musime Fedit
optimalizatni nlohn vicekriteridlniho programovéini

max r'x

min x'Vx 1)

i (1)

za podminek R
X<,

e mnozina y je urcena pozadavkem 1'x = 1 a pfipadné dalsimi podminkami na slozeni
portfolia.
Jinou moZnosti je fesit zjednoduSenou ulohu nelinedrniho programovani ve tvaru

1
max Ar'x — =x'Vx, (2)
XEX A

kde A = 0 je parametr modelujici investorav vztah k riziku.
Uloha, kterou pouzijeme pii hleddni optimalniho portfolia my, je nésledujictho tvaru

min x'Vx

za podminek 9)

I |

x E ‘*LL L
X = rp,

kde r; je zvolend hodnota minimélntho pozadovaného vynosu.



Markowitzuv model -varianty

a)

b)

Na trhu nejsou povoleny kratkeé prodeje. Sestavte efektivni hranici
portfolii. Vyberte nektera portfolia na efektivni hranici a uved'te
jejich slozeni (vahy) a ocekavané vynosnosti titulti zastoupenych
v portfoliu.

Jak se zméni efektivni hranice, pokud budete mit moznost
investovat do bezrizikového aktiva (nhapr. depozita v bance).

Jak se zmeéni efektivni hranice, pokud budete mit moznost
vypljcek od spravce portfolia az do 30 % hodnoty portfolia.

Co kdyz budete mit povoleny kratké prodeje az do 30 %
pocatecniho vkladu? Nakreslete efektivni hranici v tomto pripadé.

V souladu s vnitrni politikou investicni spolecnosti, kterou
zastupujete, nesmi zadny z titulti portfolia presahnout 15% vahu
v celkovém portfoliu. Nakreslete efektivni hranici pri tomto
omezeni.



Stanoveni efektivni hranice

Nasim tkolem je pro jednotlivé alohy najit efektivni hranice, tj. mnozinu portfolii, které
jeoun eficientni. Rekneme, ze portfolio je eficientni vzhledem ke stredni hodnoté a rozptylu,
jestlize neexistuje jiné portfolio, jehoz vynos by byl vé&t& nebo roven vynosu uvazovaného
portfolia a jehoz riziko by bylo mensi nebo rovno riziku uwvazovaného portfolia, s alespon
jednon nerovnosti ostrou. Efektivni hranice odpovidi optimalnim feSenim dlohy(3) pro
rmizné nastavené hodnoty vy = rpin, kde rpn je vinos portfolia xg, které je optimalnim
fefenim ulohy (4) bez podminek na ofekivanou vynosnost

min x'Vx
za podminek (4)
X e x.



Formulace ulohy a)

Nejsou povoleny kratké prodeje, to znameni, ze vihy jednotlivych akeil v portfolin musi
bt nezdporné.

min Efr s 0

i=1 & .j=1 LiLq Vg
za podminek
YuaTi=1, (5)
=0, i=1,..., I
v/ Ty =



Formulace ulohy b)

Nejsou povoleny kritké prodeje a mame moZznost investovat do bezrizikového aktiva. Zave-
deme novou proménnou g, kterd bude vyjadiovat, jakou éast investujeme do bezrizikového
aktiva. Bezrizikovy vynos znadime rq.
. I I b
min 35 20 wirVi
za podminelk
I oy
I+ E:’:l Ty =1, (6)
x>0, i=0,....1.
. . T\I . . — .
oo+ 25— TiTi £ Tp.



Formulace ulohy c)

Nejsou povoleny kratké prodeje, méme moznost investovat do bezrizikového aktiva a mame
moznost vvpijéek od spravee portfolia az do 30 % hodnoty portfolia. Zavedeme novou
proménnou r,, kterd bude vyjadiovat velikost ptjcky. Proménna x, mize nabyvat hodnot
v intervalu [0, 0.3], pfi¢emz r, = 0 pokud si nic nepijéujeme a =, = 0.3, pokud moznosti
pajcky vyuzijeme naplno a ptjéime si celych 30 % hodnoty portfolia. Vypuajéni sazbu
znacime r,. Vynos portfolia je pak roven xgrg + 3 oyry — myry.

: I I 7
min y ijl ryr i Vi
za podminek

I
xrp + Z'E:]. g = 1 + Ty,

rp =0, i=0,..., I (7)
Ty = 0,
Iy E 0.3,

! -
roprg + Zz’:l ridrg — Iply = Tp.



Formulace ulohy d)

Mame povoleny kratké prodeje, a to az do 30 %% poéateéniho vkladu. To znamena, ze vihy
r; mohou byt i zdporné, ale soudet zipornyeh éasti vah Ez‘r: L&y (r7 = —min(0, r)) nesmi
presihnout hodnotu 0.3.
min E:*r:l E::zl Ty Vi
za podminelk
"!s_“.r_l ry =1, (&)



Formulace ulohy e)

Zadny z tituli nesmi presdhnout 15% vihu v portfoliu. Toto omezeni se jednoduse vyjadii
tal, ze a; = 0.15 pro kazdé 1.

. I I ;
min 325 D05 wirs Vi

za podminek

I

Ez’—l €Iy = (9)
rg =0 i =1,.... I '
=015, i=1 I

2= TiTi = Tp.



Reseni zminénych modeli

Jde o modely kvadratického programovani, ktere
Ize resit napr. v programech R, GAMS,...:

[ [ http://www.r-project.org/

Knihovna fPortfolio:
http://cran.r-project.org/web/packages/fPortfolio/index.html

Knihovna Quadprog:
http://cran.r-project.org/web/packages/quadprog/index.html

http://www.gams.com/


http://www.r-project.org/
http://cran.r-project.org/web/packages/fPortfolio/index.html
http://cran.r-project.org/web/packages/quadprog/index.html
http://www.gams.com/

Mozneé vysledky

YIELD

Efeldivni hranice - uloha a)

3.2 3.0
2.8 Or:ﬁ'\-;'.l 2.8
2.4+ . 267
. MOL .
201 EON  AnE CBK E 24 parametry Portfolio
161 ve e r(x) 1.9
61 vie s 221
i T (x) 4.1264
1.2+ 204
REN .
0.8 T .| T
5 & 7 8 9 10 A1 12 e T i i .
RISK siamal
CBK EBS VIG EON RWE
Vahy (.00 0.20 0.35 0.22 0.04
[nvestované castky () 5 000 000 | 8 750 000 | 5 500 000 | 1 000 000
VW FIA REN OMV MOL
Vahy 0.04 0.05 0.00 0.03 0.07
Investované ¢astky | 1 000 000 | 1 250 000 0 750 000 | 1 750 000




