ANALYZA A KLASIFIKACE

DAT

MU

[
IBA |,

prof. Ing. Jiri Hol€ik, CSc.

Eunopsm UNIE w! I

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANf




IV. LINEARNI
KLASIFIKACE

IBA |




il
i

PRINCIPY KLASIFIKACE

v pomoci diskriminacnich funkci — funkci,

ktere urcuji miru prislusnosti k dané

Klasifikacni tride;

v pomoci definice hranic mezi jednotlivymi
tridami a logickych pravidel;

¥ pomoci vzdalenosti od reprezentativnich

o o . fm= v 7 4

obrazu (etalonu) klasifikacnich trid;

v pomoci ztotozneni s etalony;




e
A
A

LINEARNI SEPARABILITA

linedrné separabilni  linedarné neseparabilni nelinearnée
uloha uloha separabilni uloha
linearneé separované
klasifikacni tridy
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DICHOTOMICKA ULOHA
PRINCIP

nejjednodussi realizace hranicni plochy je
linearni funkci

y(X) = wix + w,

w je vahovy vektor, w, je prah;

X 0w, kdyz y(x) =0

x 0 w,, kdyz y(x) <0
rovnice hranice je y(x) = wix + w, =0

((n-1)-rozmeérna nadplocha (nadrovina) v n-

rozmerném prostoru
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zapis v jiném (kompaktnéjsim) tvaru:

DICHOTOMICKA ULOHA
ZAKLADNI VLASTNOSTI

~

Xo=1 a pak w =(w,,w)aXx =(X,,X)

Z toho

y(x)=w'X
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DICHOTOMICKA ULOHA
ZAKLADNI VLASTNOSTI

1 pro X,, Xz na hranicni primce je y(x,)=
y(Xg)= 0; proto je i w'(X,-Xz)=0 = vektor
w je ortogonalni (kolmy) k hranicni
primce;

¥ je-li X na hranicni primce, je y(x)= 0 a tak
normalova vzdalenost pocatku od hranicni

primky je dana vztahem

w'x _ w,

| wl




DICHOTOMICKA ULOHA
ZAKLADNI VLASTNOSTI
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DICHOTOMICKA ULOHA
ZAKLADNI VLASTNOSTI

y(x) udava kolmou vzdalenost d bodu x od
hranicni primky (je-li x, ortogonalni
projekce x na hranici tak, ze

X=X+ d-
[wi

vynasobenim obou stran wT, prictenim w, a s
pouzitim y(X) = wTx + wyay(X,) = wix, +

Wy = 0, dostaneme




ULOHA S VICE TRIDAMI

v kombinace vice trid (problem?):

- klasifikace ,,jedna versus zbytek"

R-1 hranice oddéli jednu klasifikacni tridu od vSech
dalsich

- klasifikace ,jedna versus jedna"
R(R-1)/2 binarnich hranic mezi kazdymi dvéma tridami

© Institut biostatistiky a analyz
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ULOHA S VICE TRIDAMI

v jak se vyhnout ,problémum®*?

zavedenim principu diskriminacni funkce
g.(x) = w.'x + w,
cv:lo r-té tridy w, zaradime obraz x za predpokladu,
ze
g.(x) > g.(x) pro O r#s

klasifika¢ni hranice je prumét pruseciku

g.(x) = g.(x) do obrazoveho prostoru
takto definovany klasifikacni
prostor je vzdy spojity a konvexni
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METODY STANOVENI KLASIFIKACNICH HRANIC

v metoda nejmensich &tvercu

v perceptron (neuron)
1 Fisherova linearni diskriminace
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METODA NEJMENSICH CTVERCU

v minimalizace soudtu &tvercu chybové
funkce;

v mejme cilovy (klasifikacni) vektor vyjadren

binarnim kédem 1 z R (t = (0,0,0,1,0)7)
v kazda je trida w, popsana linearni funkci
g.(x) = WX + w
kder =1, ..., R;




METODA NEJMENSICH CTVERCU

sumarni popis téchto reprezentaci je
g(x)=W'X

kde W T je matice, jejiz r-ty sloupec

zahrnuje n+1 dimenzionalni vektor

~

W, =(Wo,W,)aX=(xy,X')

hodnota x na vstupu je zarazena do tridy, pro

~T~

niz je g.(x)=w_.Xx nejvetsi;

r




METODA NEJMENSICH CTVERCU

pokud mame ucebni mnozinu vyjadrenou {x,t},
i=1,...,n ai-ty radek matlce T obsahuje vektor t" a
Y mat|C| X je i-ty Fadek X', pak funkce souctu
étvercu chyb je
~ 1 ~ o~ T[~ ~
E,(W) = ETr{(x.w - T) (x.w - T)}

Derivaci podle W, kterou polozime rovno nule

dostavame _ _
kde X° je tzv. pseudoinverzni matice k matici X .

Diskriminacni funkce pak jsou ve tvaru
gx)=W'X=T"(X")" X




‘ METODA NEJMENSICH CTVERCU
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METODA NEJMENSICH CTVERCU
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MODEL NEURONU

f:Zwixi—HZZ

i=1 i=0

Linearni model neuronu s prahem

vystup




Al .
e
o e

PERCEPTRON

predpokladejme, ze
w*Tx > 0 pro OxOw,

w*Tx < 0 pro OxOw,
snazime se o nalezeni extrému ztratové funkce perceptronu

Jw)=Y (Bw'x) (=)

xY
Y je podmnozina ucebni mnoziny, jejiz obrazy byly chybné
klasifikovany s danym nastavenim vahového vektoru w;
hodnoty proménné &, jsou stanoveny tak, ze 8, =-1 pro xOw,
a o, =1 pro xJw,.
soucet (&) je zrejmé vzdycky nezaporny a roven nule pokud
Y je prazdna mnozina.

je to funkce spojita a po Castech linearni (gradient neni definovan
ve chvili, kdy se méni polet chybné klasifikovanych vektor( x)

W




PERCEPTRON

algoritmus vypoctu w* (gradientni metoda):

w(t+1)=w(t)-p, 22
OW | o)
w(t) je vektor vahovych koeficientl v t-tém kroku iterace;
p >0
tam kde je gradient definovan je

aJ(w 26

xdY

po dosazeni do definicniho vztahu je

w(t+1)=w(t)-p, > 5,

xY
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PERCEPTRON

algoritmus vypoctu w* - pseudokod:
zvolte nahodné w(0)
zvolte p,
t=0
repeat
Y={0O}
for i=1 to N
if o, Ww(t)™x,20thenY =Y O {x}

W(t+1) = W(t) - pZ,y3,X |
nastavte p, #
t=t+1

until Y={}




PERCEPTRON
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FISHEROVA DISKRIMINACE

v redukce dimenzionality?
v nejdrive dichotomicky problém:

predpokladejme na vstupu n-rozmerny vektor X,

ktery promitneme do jednoho rozméeru pomoci

y=w'Xx

projekci do jednoho rozmeéru ztracime mnohou
s . . v ’ o)

zajimavou informaci, ale urcenim prvku

vahového vektoru w muZeme nastavit projekci,

ktera maximalizuje separaci trid;




FISHEROVA DISKRIMINACE
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FISHEROVA DISKRIMINACE

v predpokladejme, ze zname ucebni mnozinu
() V7 O
n, obrazu z tridy w, a n, obrazu z w,;

v stredni vektory reprezentujici kazdou tridu

jsou —ZX —ZX
|Doo1 |Doo1
¥ nejjednodussi mira separace klasifikacnich
tfid, je separace klasifika¢nich prumérq, tj.
stanoveni w tak, aby byla maximalizovana
hodnota m,-m;=w’'(m,-m,), kde m.=w'm,
je prumé&r projektovanych dat ze trldy wW,;
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FISHEROVA DISKRIMINACE

1 aby hodnota m,-m,; neomezené nerostla s
rustem modulu w, predpokldddme jeho

;ednotkovou delku tj. Zw;?=1

v Langranguv soucinitel (multiplikator) pro

nledani vazaného extrému
wa(m, -m,)

podle Fisherova pravidla stanovime pouze

Fisheruv

diskriminator

optimalni smeér souradnice, na kterou
promitame obrazy klasifikovanych trid.

abychom stanovili rozhodovaci pravidlo,
musime urcit hodnotu prahu wy
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LANGRANGUYV SOUCINITEL

v Langragova metoda neurcitych koeficientu

Necht f(x,y) a g(x,y) maji v okoli bodu kfivky g(x,y)=0 totalni
diferencial. Necht v kazdém bodé krivky g(x,y)=0 je aspon jedna
z derivaci dg/0x, dg/dy ruzna od nuly. Ma-li funkce z=f(x,y,) v
bodeé [Xg,Y,] krivky g(x,y)=0 lokalni extrém na této krivce, pak
existuje takova konstanta A, ze pro funkci

F(X,y)=f(x,y) + A.g(X,y) (®)
jsou v bode [X,,Yo] spInény rovnice
0F(Xq,Y0)/0x=0; 9F(Xq,Y()/0y=0 (%)
a samozrejme g(Xq,Yo)=0 (podminky nutné).

Vazaneé extremy lze tedy hledat tak, ze sestrojime funkci (9) a
resime rovnice () pro nezname X,,Yo, A (A hazyvame
Lagrangeuv soucinitel (multiplikator)).
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LANGRANGUYV SOUCINITEL

v Langragova metoda neurcitych koeficientu

totalni diferencial:

Je-li f(x,y) v [Xq,Yo] diferencovatelna, nazyva se vyraz

dz =(0f/0x).dx + (of/oy).dy
totalni diferencial funkce z=f(x,y).
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LANGRANGUYV SOUCINITEL

v Langragova metoda neurcitych koeficientu
podminky postacujici:

Sestrojme v bode [X,,Y,] druhy diferencial funkce ()
d2F(Xo,Yo)= 02F(Xq,Y0)/0X%+20%F(X,Y)/0X 0X +02F(Xq,Y()/0y? (=)

Jestlize pro vsechny body [x,+dx,y,+dy] z urcitého okoli bodu
[Xo,Yo] takove, ze g(x,+dx,y,+dy)=0 a ze dx a dy nejsou
zaroven rovny nule, je (s3) kladné, resp. zaporné, pak je v bodé
[Xo,Yo] Vazany lokalni extrém, a to minimum (resp. maximum).
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LANGRANGUYV SOUCINITEL

v Langragova metoda neurcitych koeficientu

Obdobné se resi uloha najit vazane extremy funkce nekolika
promennych, napr. nutna podminka k existenci lokalniho
extrému funkce w=f(x,y,z,u,v) pri podminkach F,(x,y,z,u,v),
F,(X,Y,z,u,v) je splnéni rovnic

0G/dx=0, 0G/dy=0, 0G/0z=0, dG/du=0, dG/dv=0, F;=0 a F,=0,

kde G= f+ A F,+A,F,, tj. soustava 7 rovnic pro 7 neznamych.




FISHEROVA DISKRIMINACE

problém:

52
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reseni:
nejen maximalni vzdalenost trid, ale
soucasné i minimalni rozptyl uvnitr trid
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FISHEROVA DISKRIMINACE

v variance transformovanych dat ze tridy w,

Je dana S; = Z(Yi -m;)?

Loy
kde y,= w'x;;

v celkova variance uvnitr klasifikacnich trid z

celé baze dat jednoduse souctem s,2 + s,2




FISHEROVA DISKRIMINACE

v Fisherovo kritérium:

J(W) — (m2 _m1)2

SZ + 85
v po dosazeni maticove:

w'Sgw =

J(w) =

w'S,w

kde S; matice kovariance mezi tridami
Sg =(my-my)(m,-m,)’

a S,, je matice celkové kovariance uvnitr trid

Sy = Z(Xi -my)(x; —m,)’ "'Z(Xi -m,)(x; —m,)"

oo, Lo, .
ma W
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FISHEROVA DISKRIMINACE

¥ maximalni J(w) urcime po derivaci (&) podle w

tehdy, kdyz plati

(WiS;w)S w = (W'S,,w)Sw

z toho pak
W d Sw_l(mz_ml)
o je Langranguv multiplikator

Fisheriv

diskriminator

smér vektoru m,-m, je na rozdil od puvodniho

pripadu modifikovan matici S,;

pokud je kovariance uvnitr trid izotropni (rozptyl je
tyz ve vsech smeérech), S,, je umeérna jednotkoveé

matici a w ma opét smeér vektoru m,-m;

W




FISHEROVA DISKRIMINACE
VICE KLASIFIKACNICH TRID

predpoklady:
pocet trid: R>2
rozmer dat: n>R

zavedeme n’ > 1 linearnich funkci y,=w, "X, kde k=1,2,...,n".

Hodnoty y, tvori vektor y. Podobné vahové vektory w,
reprezentuji sloupce matice W

y = WTx
zobecnéni matice kovariance uvnitr trid

R
Sw =) S,
r=1

S, = Z(Xi - m, )(X; _mr)T am; :ni'zxi

Do, M 0w,

kde

. n.je polet vzorku v r-té t¥idé




FISHEROVA DISKRIMINACE
VICE KLASIFIKACNICH TRID

v abychom byli schopni urcit zobecnénou matici kovariance

mezi tridami, urcime nejdrive celkovou kovariancni matici
n

_ T
St =) (x; ~m)(x; ~m)
i=1
v kde m je prumér celé mnoziny obrazd

1 & 1
m :—.in :—.anxi an :Z n,
N =1 N r=1 '

v pro celkovou kovariancni matici plati S; = S,y + S, kde




FISHEROVA DISKRIMINACE
VICE KLASIFIKACNICH TRID

v podobné mohou byt definovany matice v transformovaném
n'-rozmeérném prostoru y

R
Sw =) D (ViKY 1) a

r=1 0w,
R

sg = > N(H M) —1),
r=1

kde
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FISHEROVA DISKRIMINACE
VICE KLASIFIKACNICH TRID

v opét chceme urcit co nejvétsi skalar kdyz je velka kovariance
mezi tridami a mala kovariance uvnitr trid

z mnoha kritérii, napr.

JW) =Tr{sy .Sz}

toto kritérium mulzZe byt prepsano do tvaru

JW) =Tr{(WS,,W")" (WS, W")}

v vahoveé vektory jsou v tom pripadeé dany vlastnimi vektory
matice S, 1Sg, které odpovidaji jejim n’ nejvetsim vlastnim
Eislam
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