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3.Chovani viny na rozhrani

Jednou z nejcCastéjSich uloh je feSeni chovani elektromagnetické viny na rozhrani dvou

y
prostfedi. Omezime se na rovinné vilny a rovinné rozhrani dvou izotropnich, homogennich
prostiedi. Vztahy odvodime nejprve pro dvé neabsorbujici prostiedi a pak je zobecnime pro

vvvvvv

3.1. Hraniéni podminky

Zakladem jsou hrani¢ni podminky pro elektrické a magnetické pole. Pfi priichodu rozhranim
prvniho (1) a druhého (2) prostiedi jsou spojité tecné (t) slozky vektort E, H a normalové (n)
slozky D, B.
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Obr.3.1.1 Hranicni podminky pro jednotlivé slozky elmag. pole.



Pak
2 E,=2E,
2D, =2D,
Nebo
E, 1= E, %1

D,n=D,n

2H,=2H,
Z:Bnl :ZBnZ

H *1=H,>a
B,n=B,n

(3.1.1)
(3.1.2)

(3.1.2)
(3.1.4)

kde E; je celkovy vektor intenzity elektrického pole v 1. prostiedi, totéz plati analogicky pro

dalsi vektory.

3.2. Snelliuv zakon

Pro dopadajici vinu pouzijeme index d, odrazenou r a proslou t. V optické literatute je

obvyklé pouzivat index s pro slozky vektoru kolmé k roviné dopadu a index p pro slozky
rovnobézné. Slozka s se oznacuje rovnéz TE a slozka p TM. Vektor n je jednotkovy vektor

kolmy k rozhrani, t je jednotkovy vektor v roviné dopadu a roviné rozhrani.
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Obr.3.2.1 Chovani elmag. viny na rozhrani.
Ve shodé s obr. 3.2.1.
E,=E,tE, E,=E, (3.2.1)
kde
E, =E e (3.2.2)
E =E,e" (3.2.3)
E, =E,e" " (3.2.4)



Vyjdeme z hrani¢nich podminek (3,1,2), ty musi byt splnény v kazdém ¢ase a misté rozhrani
Pak fdze musi byt rovnéz stejné. Pak napft. pro t=0

o,=0 = =0 (3.2.5)
Frekvence pfi odrazu a priichodu se neméni. Dale plati ( polohovy vektor r na rozhrani je
rovnobézny s vektorem t, r=ut ). Pak

kK, t=k t=kt (3.2.6)
Vsechny tii vektory Kq, Ky, K¢ tedy leZi v jedné rovin€. Tato rovina urcend vektory kq a n se
nazyva rovina dopadu. Soucasn¢ plati nt=0 a odtud
k, 1=k, X215k, %1 (3.2.7)
Vztahy (3.2.6) nebo (3.2.7) davaji Snelliiv zdkon v obecném tvaru, ktery urcuje velikost thlu
odrazu a lomu v¢etné skutecnosti, Zze odrazeny a lomeny paprsek lezi v rovin€ dopadu. Pro
k = 27n/A dostaneme znamy zédkon lomu
n,sin ® =n,sin @, (3.2.8)
a odrazu
o =9 (3.2.9)

3.3. Fresnelovy vztahy

Pro uplnost rozepiSeme amplitudy do slozek

E,=A *A, E, A tA) E =A +tA) (3.3.1)
V4
Ap
X
y k
Obr. 3.3.1 Rozlozeni E do p a s slozky.
OznaCime T = (® —kr)=® t— asr/c), pak
T =0 t-a (xsin ® *zcos P )/c) (3.3.2)
T =0t (xsin @ ~zcos ¢)/c) (3.3.3)
T =0 t—a,(xsin P, + zcos (PL)/C) (3.3.4)



E, (A cos®e™ Ae™ ~\ sin®e™) (3.3.5)

E (A cos®e™ Ale™ =\ sin ®e™) (3.3.6)
Et(A;cos 9 e Ale" - \;sin 9 e (3.3.7)
Ptislu$né slozky vektoru H dostaneme napt. z (M.r.4.)
Na rozhrani (z=0) plati pro te¢né slozky
E,TE, =E, E,*tE =E, (3.3.8)
H,+H_=H_ H, +H_ =H, (3.3.9)

a pro normalové slozky

ni(E, *E,)=nE, H, *H,
Rovnost fazi jsme vyuzili pro odvozeni Snellova zédkona. Pro aplitudy dostavame 6 rovnic,
z nichZ jsou 4 nezavislé. Pro z=0 a ¢, = ¢’ dostaneme:

H (3.3.10)

tz

d

(AP_A;)COS o8 :A;cos ?, (3.3.11)
(A,=A)n, =A'n, (3.3.12)

(A, *A)=A' (3.3.13)

(A, ~A)n cos® =A'n,cos @, (3.3.14)

Po Gpravé do vhodného tvaru dostaneme pro koeficient odrazivosti ry, rs a propustnosti tp, t
dualezité Fresnelovy vztahy:

>

i n,cos ¢, —a,cos @,

r =r,e = —= (3.3.15)

p Op

A n,cos® +a,cos®
p 2 1
; A’ n cos® —1,cos®
r =re = = L2 : (3.3.16)
A, ncos® *tn,cos?,
o A 2 ¢
i n, cos
t =t,e ' = —= ‘ ‘ (3.3.17)
p P
A, n,cos® *a cos?,
o A 2n, cos @
£ =t e == ! : (3.3.18)
A n cos® *n,cos?,
Z praktického hlediska, zejména v elipsometrii, jsou velmi uzitecné poméry téchto
koeficientl:
r ; n,cos? —a,cos ? n cos® *n,cos?®
- tg\VrelA' — 1 2 2 (| 1 2 Z (3319)
I n,cos® +n,cos? n ,cos?® —n,cos?P,
t ; n,cos ¢ +n, cos®
L=gy et = L2 (3.3.20)
t, n,cos ¢ +*n cos®,

kde v _,A v A jsou tzv. elipsometrické uhly.



]
1

08 n1=1.0
| =1.5

0.8 — ' .

0.7

1

T
7]

0.6
0.5- Y .

0.4

]
1

1

0.3
0.2 Brewster \ \ i

0.1 \L \

0 L r r r r r r r r

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Obr. 3.3.2 Absolutni hodnoty amplitud odrazivosti a propustnosti v zavislosti na uhlu dopadu.
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Obr. 3.3.3 Zavislost rozdilu fazi na uhlu dopadu.



3.4.0drazivost a propustnost na rozhrani

Pro nejcastéjsi ptipad méfeni potfebujeme vztahy pro odrazenou a proslou intenzitu svétla.
Vyuzijeme vztah (2.7.8)

1= l—cgunE(z) = wE ; (3.4.1)
2

np

Obr. 3.4.1 Svazek svétla na rozhrani.
Pro jednotkovou osvétlenou plosSku P na rozhrani mizeme dopadajici, odrazenou a proslou
intenzitu psat (viz obr.3.4.1) ve tvaru:

I,=um A’ cos® I =un A7 cos® I, = ,A " cos®, (3.4.1)
I, =u A’cos®, I_=u A”cos® I,=un,A *cos®, (3.4.2)
Pro odrazivost R, Ry dostaneme
L, _ A I, _A”
R == _—"=¢ R =2L=_=¢ (3.4.3)
I A Al

T, = 2= % = titg(Pl cot g® (3.4.4)
L, A n, cos P
I A'’n_ cos @
T, = == ———2——==1t]tg®, cot g?, (3.4.5)
I, A n, cos @
Plati zdkon zachovani energie
L=+, 1,=1_+1I, (3.4.6)
nebo
I=R_ *T, 1=R_*T, 3.4.7)
3.5. Kolmy dopad

Pro kolmy dopad ¢ = 0 a plati



=r = 3.5.1
T (3.5.1)
2n
t =t = 1 352
L (3.52)
SR
R =R = R L (3.5.3)
Knl + n2 )
T,,=1-R | (3.5.4)
3.6. Brewsteriuv uhel
Brewstertv tthel ¢, je thel dopadu pro podminku r, = 0 , pak ze vztahu (3.3.15) plati
n,cos ® =n, cos ?, (3.6.1)
a po upravé s vyuZzitim Snellova zdkona dostaneme ¢ + 9, = '2 atedy
tg?, = —2 (3.6.2)
n

1
Tento tihel se s vyhodou pouziva pro konstrukci polarizatoru, ptipadné pro urceni napf. n,.
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Obr. 3.6.1 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro dva neabsorbujici materialy.

3.7. Kriticky uhel

V piipad¢ n;>n, definujeme kriticky thel ¢, = ¢ . pro ¢, = 90°, pak ze Snellova zdkona

. _n2
sin ¢, = —

n

1

(3.7.1)



Pro thel dopadu ¢, < @ je chovani koeficientii odrazivosti a propustnosti stejné jako

v pripadé n;<n,.

3.8. Totalni odraz

Pron;>nya ¢ =9 <= 90°nastane totalni odraz (R=1).
S vyuzitim Snellova zékona lze psat

2

n
cos @, =%+ [1=sin @, =+ |—sin’ 0 —1= iy (3.8.1)

n 2
Volba znaménka souvisi s redlnym chovanim proslé viny, ktera musi byt tltumena.
Pak pro proslou vinu (3.2.4),(3.3.4)

— (@ © ¢ sin®,t 0 ¢,
E, =E,e (3.8.2)
— -0 ‘Ci Y oi(e o Ici sin @ )
E, =E,e¢ e (3.8.3)
Dostali jsme vInu, ktera se §iii ve sméru x, tedy podél rozhrani a souc¢asn¢ je tlumena ve
sméru z. Jedna se tedy o evanescentni vinu. Pro intenzitu plati
L L B R Ry
EE, =Eje Eje (3.8.4)
kde
C

2n,0Y

8:

(3.8.5)

Jednoduchy ¢iselny odhad dava & ~ 10 m , tedy intenzita proslé viny velmi rychle klesa se
vzdalenosti od rozhrani.
Pro Fresnelovy koeficienty dostaneme po dosazeni

4

i A —n. Y " ¢
p o= et =—b=_T10 28, (3.8.6)
P Ip _
A n,Y Fn,cos®
p 1
: A" n cos® *inY
r, = ret == ] : (3.8.7)
A, n,cos® —in,Y
R =rcr =1 (3.8.8)
R, =rr =1 (3.8.9)

Nastane tedy totalni odraz, pole sice prosakuje pod rozhrani, ale tok proslé energie je nulovy.
Pro faze dostaneme
2Y ,n cos @

(3.8.10)

—
(4]
lo7]
|

nzcosz(Pl—JfY
2Y _n,cos ¢
tgd = 21 1 (3.8.11)

2 2 2
nycos P —a.v

Pro tok energie obecné plati (2.7.2)

S(r,t) = E(r,t) X H(r,t) (3.8.12)
V ptipad€ harmonickych vin pro stfedni casovou hodnotu toku energie (fyzikalni smysl ma
realnd hodnota toku energie) plati

(S(r,0) = %ﬁ(r)x H(r)_ (3.8.13)

Pro intenzitu elektrického pole ve druhém prostiedi plati podle (3.8.3)



[ 1
!—Elptp cos((PL)w| l - Y o I
Et :I Elsts |3—w zciyei(w © ¢ sin®) :I Elsts |:*‘*’ zciyei(w o ¢ sin‘Pl)(3.8'14)
| | :
| E, t, sin(®),) | !: nlsm((Pl)l
pop ‘ LJIP p n J
2
Pak ze 4. Maxwellovy rovnice (2.4.12)
H=-on _'&xE_ (3.8.15)
dostaneme pro Hy
I— B kZZEty —I
Ht=—®u0,1!k2ZEm—k2 E, ! (3.8.16)
|_ kZXEty J
pro slozky stfedni hodnoty toku energie _
e v -E H | I sin(o 1 €22 +E2 2]
l | ty tz tz ty | 1 | 1 1 Is ”s Ip " p | )
($)= ~Re|E H_ ~E _H, |=— [-*] 0 o T (3.8.17)
2 . Ll 2y I
LEtXth_EIyHtXJ L O J
Nenulovy tok energie je pouze ve sméru x.
1.4. L L L L L L L L
Rp
1.2 Rs ]
> Kriticky uhel
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Obr.3.8.1 Odrazivost v zavislosti na uhlu dopadu pro oblast totdalniho odrazu.
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Obr. 3.8.2 Zavislost faze pri totalnim odrazu v zavislosti na uhlu dopadu.

V ptipadé¢, Ze prostedi pod rozhranim je ohranicené, napt.v blizkosti je dal$i rozhrani ve
vzdalenosti srovnatelné s vinovou délkou , pak prosly tok energie neni nulovy, rovnéz
odrazeny tok neni jednotkovy a dochézi tak k tzv. porusenému totadlnimu odrazu. Totalni
odraz 1 poruSeny totalni odraz je vyuzivan v fad¢ aplikaci (svételna vldkna, totalné odrazejici
hranoly, ATR, SPR atd.).

3.9. Absorbujici prostredi

Na rozdil od pfedchazejiciho zobecnime nékteré vztahy pro piipad dvou absorbujicich
prostiedi. Hrani¢ni podminky (3.1.) zGistavaji stejné, rovnéz zobecnény Snelliv zakon (3.2.6),
(3.2.7) s tim, ze vektor k je komplexni a plati:

k=K' + k' =k'(ncos® +tsin ® + k' (ncos P tsin P (3.9.1)
kde vektory k"a n sviraji ahel ¢ a podobné k' a nthel® . Po upravé
k=k'+ Kk =n(k'cos ®+ k' cos @ +t(k'sin ®+ k' cos D (3.9.2)
coz lze formaln¢ napsat ve shod¢ s (2.5.3)
k=® N(ncos ® *tsin @ (3.9.3)

kde tihel @ je tzv. komplexni tthel dopadu. Porovnénim poslednich dvou vztahti (3.9.2) a
(3.9.3) dostaneme

®¢ 'Nsin @ =k'sin ¢ +ik’sin @ (3.9.4)
©¢ 'Ncos @ =k'cos ¢ +ik' cos P (3.9.5)

Podobné jako pro reélné uhly plati:
sin > @ + z0s° 9 =1 (3.9.6)

Ze vztaht (3.2.5) a (3.2.6) dostaneme podminku pro vSechna rozhrani:

10



Nsin ¢ = konst (3.9.7)

nebo
k'sin ® = kons t’ k'sin © = konst’ (3.9.8)
Pro odrazenou vinu
sin @ = sin @ (3.9.9)
a pro proslou vinu
N, sin ¢, = N, sin ¢, (3.9.10)

Tyto vztahy maji stejny tvar jako Snelliv zdkon, jen je nutné vyménit redlné proménné za
komplexni. Rozpis v redlnych proménnych ma tvar:

sin @ = sin ¢ sin ©_ = sin P (3.9.11)
k. sin @ =k sin @ k) sin ® =k sin P (3.9.12)
No=ng
t
>
n
N1=n1+ik1
No=n,+iks

Obr.3.9.1 Chovani rovinné viny na soustave vrstev.

Protoze ve vétSiné konkrétnich pfipadii ma méfeny vzorek podobu planparalelni desky,
respektive soustavy takovych desek (vrstev) —viz obr.3.9.1 a navic svétlo vstupuje do vzorku
ze vzduchu, pak ze vztahu ( 3.9.7) a (3.9.8) pro vSechna rozhrani plati

® =q,m (3.9.13)
Nsin @ =n_sin @ (3.9.14)
Ncos ® = N(1~sin° (P,]/2 = (N~ sin’ (PU)]/2 (3.9.15)

Podobnym postupem jako v pifedchozim piipad¢ neabsorbujiciho prostfedi dostaneme
prakticky stejné Fresnelovy vztahy, jen je nutné zaménit realné veliiny za komplexni:

11



I‘p rope
id
T, [, €
N
t, = ty,e
— id!
ts tOse

>

’
_ Sy _Nycos®, — N, cos ?

A N,cos ¢, + N, cos ¢

A, N,cos® = N,cos?,

A, N ,cos® *N,cos?,
zA; _ 2N, cos @,

Z N,cos® + N, cos®
ZAIS _ 2N, cos ¢,

A, N,cos® *N,cos?,

Pro vztahy vyuzivané v elipsometrii:
r A _ N,cos® —N,cos® N, ,cos? +N,cos?,

L= tg\IJrei L=

s

Pro kolmy dopad ¢ = 0 a plati

r N,cos®, * N,cos® N, cos? =~ N,cos?

n1=1.0

09~ Ge:N2=4.5+i2.5
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(3.9.16)

(3.9.17)

(3.9.18)

(3.9.19)

(3.9.20)

(3.9.21)

(3.9.22)

(3.9.23)
(3.9.24)

Obr.3.9.2 Zavislost odrazenych a proslych absolutnich hodnot amplitud na vhlu dopadu pro

polovodic.

12



200¢

180

160

140

120

100

80

60

40

20

T

1

1

T

— delta

r

n1=1.0
Ge:N2=4.5+i2.5

r r r r r r r

10

20 30 40 50 60 70 80 90

Obr.3.9.3 Zavislost rozdilu fazi na vuhlu dopadu pro polovodic.
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Obr.3.9.4 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro typicky kov a polovodic (viditelna oblast).

V ptipad¢ absorbujiciho prostfedi miizeme definovat jen tzv. pseudoBrewstertv thel pro

podminku:

13



de

ProtoZe v absorbujicim prostiedi vzdy R | # 0.

Pro absorbujici prostedi bude R, a Rgs vyjimkou @ = 90° vZdy mensi nez 1 a tedy totalni
odraz nenastane 1 kdyz pro slab¢ absorbujici prostiedi je odrazivost pro velké thly vysoka.

=0

0.9~
0.8~ )
/
0.7 - ( -
|
0.6~ / Rp
— Rs
0.5
N1=1.7+i0.05
0.4 n2=1.0
0.3
0.2
0.1
r r r r r r r
40 50 60 70 80

(3.9.25)
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poruseného totalniho odrazu.

Obr.3.9.5 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro slabé absorbujici material v oblasti
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