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5. Anizotropni prostredi

Zakladni rozdil proti izotropnimu prostfedi je ve skutecnosti, ze svétlo se §ifi v riznych
smérech rizné a tedy je nutné skalarni veli¢iny (permitivita, index lomu) nahradit tenzory
druhého tadu. To je samoziejmé zdrojem fady novych jeva, ale také formalni
komplikovanosti matematickych vztahi. I z tohoto divodu se omezime na neabsorbujici
prostiedi.

5.1.Materialové vztahy

Maxwellovy rovnice zlstavaji stejné, podobné je tomu i pro materidlové vztahy s tim, ze
skalarni veli¢iny nahrazujeme tenzory. Pak plati

D (0 =52 (OF(® (5.1.1)

Volime takovou soufadnou soustavu, aby zistaly pouze diagonalni ¢leny
D, (® =¢€& (0 E (® (5.1.2)

Pro tplny popis optického chovani potiebujeme tfi veli¢iny & (© & (® € (©, ,tzv. hlavni
permitivity, které jsou funkcemi © , ale kde vybér souradné soustavy mtize byt rovnéz funkci
frekvence © .
Pro rovinné vlny plati analogicky

D (r,t) =& & (® E (r,t) (5.1.3)
Ptirozena anizotropie uzce souvisi s krystalovou strukturou, piehled podava nésledujici
tabulka.

& soustava osy abc afPy
izotropni | & =& =g, kubicka y a=b=c |a=B=y=90°
jednoosd | & == #e | hexagondlni | ¢ a=b*c | a=B=120°7=90°




tetragonalni | ¢ a=b*c |a=B=90"#y

trigonalni U a=b=c | aPBy=90°
dvouosd | e #¢& #: |rombickd U azb#c | a=B=y=90°
e #e& #E, monoklinicka | x(® ,y(® ,z a®b#*c |a=B=90°#yY

e #e »e | triklinicka X(©,y(®,z(®, |a#*b*c | afy=90°

Tab. 5.1.1 Krystalografické soustavy, optické vlastnosti

ProtoZze uvazujeme pouze neabsorbujici materialy plati € = n”, u jednoosych materiald je

obvyklé znaCeni € =& =n’.e =n_,kden,je tzv. fadny index lomu (ordinarni) a n.

mimotadny (extraordinarni). Nazvy jednoosy a dvouosy se vztahuji k elipsoidu o poloosach

€ €
x? y?

€ . Optickd osa je kolmice k centralnimu kruhovému fezu tohoto elipsoidu. V obecném

ptipad¢ jsou mozné dva kruhové tezy, tedy dve optické osy. U rota¢niho elipsoidu oba fezy
splynou, tedy jedna osa a v ptipadé izotropnich latek se jedna o kouli.
Mimo pfirozenou anizotropii musime uvazovat o umélé, tj. obvykle do izotropniho prostiedi
je deformaci zavedena anizotropie. Vyznamnym piipadem izotropnich latek jsou amorfni

materialy.
Elipsoid permitivity ma obecné tvar
2 2 2
X_ + y_ + Z_ =1
€ € €

X y z

a podobné¢ elipsoid indexti lomu pro dvouosy material

Xz 2 Zz
—+ y_+_=l
2 2 2

n n n

X y z

Pro jednoosy se jedna o rota¢ni elipsoid
X 2 2 z 2
— + y_ + — =1
2 2 2
n n n e

o o

Pro izotropni dostaneme kouli
<2+ yz +,2=p2

5.2. Sifeni svétla v anizotropnim prostredi

ProtoZe plati (5.1.3)a B =4 H
pouzijeme Maxwellovy rovnice ve tvaru

kD =0
kH =0
kXH=0®)
KXE=-2%_H
Kde jako obvykle
2T ®
k = —ns = —ns
C
Dosadime M.r.3 do M.r.4
1 - n’ - n
p=-—Ixxxg)=-——Ixsxg)=
0)2!40 C2H0 ¢’ 0

2
IZE —s(sE) =
n

2

(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.2.1)
(5.2.2)
(5.2.3)
(5.2.4)

(5.2.5)

E. (5.2.6)

0



kde jsme vyuzili skutecnosti, Ze s=1 a

s(SE)=E, a E-E,=E, (5.2.7)
Viz také obr.5.2.1. Pak plati
HLl;,BLs,DLlsELHE L5 E/ s (5.2.8)
Oznacime s, jednotkovy vektor ve sméru toku energie, pak
S=sS, ELs HL;, (5.2.9)

Vektory s a ss nejsou rovnobézné, tedy smér toku energie je jiny nez smér Sifeni viny.

Ss

Obr. 5.2.1 Orientace vektori elmag. pole pro anizotropni prostredi.

5.3. Fresnelovy rovnice

Odvodime Fresnelovy rovnice, které¢ dovoluji vypocet fazové rychlosti nebo indexu lomu
v libovolném sméru. Ze vztahu (5.2.6) dostaneme s vyuzitim & 1 c® =1

eE, =n’ Ek - ik(sE): k=x,y,z (5.3.1)
To jsou tf1 homogenni rovnice pro tfi slozky E, determinant ma hodnotu 0. Vypocitdme
2
E, = ———s,GE) (5.3.2)
n T

K

Tyto tfi rovnice vynasobime sy a secteme

(5.3.3)

Nebo

S .U (5.3.4)

Nebo pro v, = c/\/SK_ av, =c/n



E, = %Sk(SE) (535)
a stejnym postupem

sy P (5.3.6)

2
Vp_V v TV v. TV

Vsechny tii rovnice (5.3.3), (5.3.4), (5.3.6) jsou ekvivalentni a nazyvaji se Fresnelovy
rovnice. Jsou to kvadratické rovnice pro n nebo v,. Pro dany smér s mame dva indexy
lomu(n’,n"") respektive dvé fdzové rychlosti (v,",v,""). Z rovnice ( 5.3.2 ) nebo ( 5.3.5)
milzeme vypocitat odpovidajici dva poméry Ey: E,: E, ptipadné D,: Dy: D, .

Velmi dilezity vysledek: v anizotropnim prostfedi se v daném sméru se §iii pouze dvé
monochromatické linearné polarizované viny riznymi rychlostmi. Dale ukdzeme, Ze se jedna
o navzajem kolmé polarizace.

5.4. Geometricka konstrukce pro urcéeni rychlosti a sméru kmitua

Pro hustotu elektrické energie plati
U = —DE (5.4.1)

Coz lze napsat
D, D
—x 4+ Y4z =K (5.4.2)

kde K = 2U , dale oznaCime

x=D,/JK,y=D,/JK,z=D,/JK (5.4.3)

pak
X y z

S (5.4.4)

€ € €

je tzv. elipsoid vlnovych normal.
Dokézeme, ze fezem tohoto elipsoidu, ktery je kolmy k s a prochézi sttedem je elipsa
s poloosami tmérnymi pfislusnému n (n",n"") (respektive Vp"], Vp"'l) a smery poloos jsou
sméry povoleného vektoru D.
Elipsoid je ur€en rovnici (5.4.4), podminka kolmosti sD=0 m4 tvar

xs, Tys *zs, =0 (5.4.5)
a pro pruvodic r elipsy plati

rP=x g+t (5.4.6)

Hledame extrémy r, tedy poloosy, Lagrangeovou metodou. Zavedeme dva parametry 224 , A
a hledame extrémy funkce

2 2 2
X z
F=x"+y>+722+ 2k (xs _+ ys, tzs )+ Mo(— A D) (5.4.7)
€ € €
X y z
Postupné rovnici derivujeme podle x, y, z
x+hs +h =9 yrhs +1 L= z+hs +h 2= (5.4.8)
€ 4 e €
Vynasobime x, y, z a rovnice secteme
P+ A =0 (5.4.9)



Podobné tyto tfi rovnice vynasobime s,, sy, s,, opét secteme

XS YS

T+ )= (5.4.10)
€ €

Odtud vypocitame A a* , dosadime do rovnic (5.4.8)

2
, XS ys

x(l—r—)+;xr (e + X+ 2y = (5.4.11)
Sx SX Sy 8Z
2 S
y(l_f_)+;yrz(xs_x+y r By oy (5.4.12)
gy € gy 3
2 S
Z(l_f_)+;zrz(xs_x+y_uzs_z>:0 (5.4.13)
€ € €

z X y z

Pro dané s mame tii homogennl rovnice pro x, y, z urcujici poloosy, determinant ma hodnotu
0 cozZ je podminka pro 1’ ve sméru poloos. Reseni oznatime r” ar’’. Do vztahu (5.4.6)
dosadime jiZ pouZitou substituci (5.4.3) a K = 2U , pak

2 2

, _D° D
ro = = (5.4.14)
2U ED
Ze vztahu (5.2.6) snadno dostaneme
,_ D D’

2
- b (5.4.15)
E, E,D D

Porovnanim (5.4.14) a (5.4.15) dostaneme

2

r’ =8 n’ (5.4.16)
Délka poloos je imérna indexu lomu nebo ptevracené hodnoté fazové rychlosti pro viny $itici
se ve smeru .

Z rovnic (5.4.11-13) méme tedy dvé trojice x:y:z, které urcuji poloosy fezu (r’,r"") a z (5.4.3)
dvé trojice Dy:Dy:Dy, které urcuji dva navzajem kolmé vektory D’, D”". Anizotropnim
prostiedi se tedy v daném sméru $ifi dvé viny navzajem kolmo polarizované.

Pozn.:
Analogicky k elipsoidu vinovych normal (5.4.3) se zavadi elipsoid paprsku. Plati
U = 1—DE = 1—808 E (5.4.17)
2 2
nebo
e E2+: E+: El =K (5.4.18)
kde
K'=2Ug, (5.4.19)

Opct oznaCime
x=E, /JK'.y=E, [JK',z=E,/JK’ (5.4.20)
a elipsoid paprskli ma tvar
8)‘)(2+5yy2‘*‘5zz2 =1 (5.4.21)
Podobné 1ze dokézat, Ze kolmo na smér s je elipsa s poloosami tmérnymi fazovym
rychlostem v;’a v;"" a tim jsou soucasn¢ ur¢eny dva navzajem kolmé vektory E"a E”*



Je uzitecné definovat plochu normal tak, ze z poc¢atku ve sméru s vyneseme ob¢ fazové
rychlosti vy'a v,”". Dostaneme dvé plochy (plocha je 6. stupn¢). Soucasné je mozné urcit

ptislusné indexy lomun’, n"".

Analogicky se definuje plocha paprskt tak, Ze vyneseme ve sméru s, fazové rychlosti v,'a
v;"". Rovnéz dostaneme dvé plochy (plocha 4. stupné).

5.5. Sifeni svétla v jednoosych krystalech

Upravime Fresnelovu rovnici (5.3.6)

So (Ve TV T sl T (v, T s (v v ) (Ve T va) E 0 (5.5.1)
Predpokladame, Ze optickou osou je osa z a oznacime
SV, TV, oV, TV (5.5.2)
Pak
(Vi—vo)lsi+;§)(vi—v§)+;i(vi—vi)_:[) (5.5.3)
Oznacime 9 thel, ktery svira vektor s s osou z, pak plati
s> +s?=sin’9 s> =cos’ 9 (5.5.4)
Dosadime do (5.5.3)
(Vf)—vi) VP—V:)sin23+:V§—vi)coszg-:[) (5.5.5)
Reseni pro v,'a v,”’
V;z =v V;z =vlicos’9 +vylsin’9 (5.5.6)
Pro v/ se jednd o koulia pro v/ ovaloid — viz obr. 5.5.1.
z
S S
I,’, \\\ //// \\\
1 \ / \
/ \ / K \
. - I
‘\ J X’y \ / Xﬂy
\ ) \ /
\\ /I \\ //
Vo> Ve Vo<Ve
Vp'
______ Vp’
Obr.5.5.1 Rezy plochou normal pro jednoosy krystal
Podobny vysledek dostaneme uZzitim substituce
V.S, TX v,s, Ty v,s, Tz (5.5.7)
do vztahu (5.5.3), pak
X'ty t=v: (x2+y2)(v;2_v§)+ zz(v;z_vé)zo (5.5.8)

Sméry kmitt D, tedy polarizaci, ur¢ime jako diive.



5.6. Sifeni svétla ve dvouosych krystalech

Plati Fresnelovy rovnice, ale obecné feSeni je slozité. Omezime se pouze na fezy pro x=0,
y=0, z=0 a pro urcitost zvolime

e <g < 8, (5.6.1)
Z Fresnelovy rovnice (5.5.1) pro s,=0 dostaneme
V;Z =v: V;Z = visj + vjsj (5.6.2)
Po substituci
V.S, Ty v,s, Tz V}z’ =z +y’ (5.6.3)
dostaneme
y i+l =y (y>+2%)° :Viy2+v§22 (5.6.4)

Maéme tedy rovnici kruznice a ovalu. Podobné lze postupovat pro dalsi fezy - viz obr.5.6.1.

x=0 y=0 z=0

AN 1N I
N2 L

Obr. 5.6.1 Rezy ploch normal pro dvouosy krystal

5.7. Lom svétla na rozhrani krystalu

Predpokladame, ze rovinna vina dopada z izotropniho prostiedi s indexem lomu n, (rychlosti
Vo) na rovinné rozhrani krystalu. Budeme hledat pouze sméry lomenych paprski. Vztahy pro
amplitudy se odvozuji podobné jako pro izotropni prostiedi, ale jsou relativné komplikované
— viz lit.



N,

Obr. 5.7.1 Snellitv zakon lomu pro anizotropni prostiedi

Podminka rovnosti fazi pro dopadajici paprsek (sq) a lomeny (s¢) ma tvar

t(ns, —n,8,)=0 nebo t(s—t— s—d) =0 (5.7.1)

\ v

o
Coz je zobecnény Snelliv zékon. Protoze r lezi v rozhrani je vektor (nsi-n¢sq) nebo

S S . Voo . ..
(—— —%) kolmy na rozhrani. Této skute¢nosti vyuzijeme pro geometrickou konstrukci viz

\'% \'%

[

obr. 5.7.1. V po&atku O vyneseme ve viech smérech s,délkun’an’’ (piipadng v, v''™"),
kterou vypocitame z Fresnelovy rovnice a ziskame tak dvé plochy. Bod P je koncovy bod
vektoru ngsq . Kolmice k rozrani a prochazejici bodem P protne obé plochy v bodech Q'a Q"
coz jsou koncové body n's"an’’s”". Spojnice O a Q’, Q" urcuji smer dvou paprski
respektive smér dvou rovinnych vin. To je znamy jev — dvojlom.

Pro z=0 plati r ~ t, pak

1

n'ts, = n,ts, n'ts’ =nts, (5.7.2)
nebo
n's' X 1=n,, X1 n's’ x1=n,s, X1 (5.7.3)
A ve shodé€ s obr. 5.7.1 plati
n'sin ¢ =n sin ¢ n'sin ¢ =n_ sin ¢ (5.7.4)

Coz je presna analogie obvyklého Snellova zédkona s tim rozdilem, Ze dostaneme dva lomené
paprsky. Podobné miizeme postupovat v piipadé€ rozhrani dvou anizotropnich prostiedi, ale
musime byt obezietni pro piipad odrazeného paprsku.






