Zaklady kvantové mechaniky, p. s. r. 2010/2011
Priklady - 3. tyden

Obecné vlastnosti feseni jednorozmérné stacionérni Schrodingerovy rovnice
Uvazujeme o TeSeni rovnice

Teorémy probrané na prednasce:

L. (O energiovém spektru). Oznaceni:

Vi lim, LoV,

Vo olim, .V,

Vinin - inf{V(z)}.

Predpokladame, ze limity existuji a ze V. > V_. Déle:

.. (—OO, Vmin)7

. (Vmina V_),

VoV,

(Vi 00).

.. Neexistuje Teseni.

. R. existuje jen pro diskrétni mnozinu hodnot energie, mluvime o diskrétni ¢asti
energiového spektra. Ke kazdé energiové hladiné z diskrétni c¢asti spektra existuje
pravé jedno FeSeni (az na konstantu).

C ... Jedno teseni ke kazdé hodnoté energie z tohoto intervalu.

D ... Dvé feSeni ke kazdé hodnoté energie z tohoto intervalu.

C & D ... tzv. spojita ¢ast energiového spektra.

DT QW

II. (O realnosti). Reseni odpovidajici hodnoté energie z diskrétni Gasti spektra je
realné (az na konstantu).

III. (O ortogonalité). Necht 1, 19 jsou feSeni odpovidajici hodnotam energie F;, Fs,
Ey # E, 7 diskrétni ¢asti energiového spektra. Pak [0 vy (x)iq(z) dz = 0.

IV. (O uzlech). Necht Ej, Es, ... jsou vzestupné usporadané hodnoty energie z dis-
krétni ¢asti energiového spektra, vy, 1y, ... odpovidajici vilnové funkce. v, ma n — 1
uzl.

V. (O sudosti/lichosti). Necht V(x) je suda funkce: V(—z) = V(x). Pak FeSeni odpo-
vidajici hodnoté energie z diskrétni ¢asti spektra je suda nebo licha funkce.

Priklady
1. Ukazte, ze ke kazdé energiové hladiné z diskrétni ¢éasti spektra existuje praveé jedno
feSeni (az na konstantu).

2. Dokazte teorém o ortogonalité.

3. Dokazte teorém o sudosti/lichosti.



K pravdépodobnostni interpretaci
Hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v misté s polohovym vektorem r jest

P(r) = |¢(r)|*. Plati

/P(r) dr :/|¢(r)|2dr ~1.

Tj. takzvana normovaci podminka pro funkci .
Hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu s hybnosti p jest II(p) =
lo(p)|?, kde ¢ je Fourierova transformace funkce 1:

p(p) = W/w(r)e—im/h dr , ¥(r) = W /gp(p)eipr/h dp .

Plati
Jue)dp = [lo(p)dp = 1.

Tj. normovaci podminka pro funkei ¢.

Priklady

4. Uvazujte o ¢astici, ktera se nachézi v nekonecné hluboké potencidlové jameé o sitce
[, ve stavu s vlnovou funkei 9, (x) = Asin (% :

(a) Uréete hodnotu konstanty A, pro kterou funkce 1 spliiuje normovaci podminku.
(b) Stanovte hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu s z-ovou slozkou
hybnosti p,.

Pouzijte jednorozmérné analogie vztahti uvedenych v tvodni ¢ésti.

5. (a) S vyuzitim ¢asové zavislé Schrodingerovy rovnice

- L

ukaZte, Ze hustota pravdépodobnosti P(r,t) = |¢(r,t)|*> vyhovuje rovnici kontinuity

88—];+divj20,

kde j(r,t) je hustota toku pravdépodobnosti definované nasledovné:
i) = e | Rorvu| = L v - vrvl
m 2m

(b) S vyuzitim integralniho tvaru rovnice kontinuity a predpokladu, ze vinova funkce
dostatecné rychle klesa pro |r| — oo, ukazte, ze pokud normovaci podminka plati
v ¢ase t = 0, pak plati ustavi¢né.

(c) Vyjadrete hustotu toku pravdépodobnosti pro de Broglieho vInu.

Poznédmka: podminkou postacujici pro spojitost hustoty toku pravdépodobnosti je
spojitost funkce v a jejich derivaci. Tuto podminku jsme vyuzili pii ,sesivani’ feSeni
v tlohach z minulého tydne.



Stiedni hodnoty funkei zavislych na poloze a na hybnosti, relace neurcitosti
Stfedni hodnota (F(r)) funkce F(r) je dana nasledovneé:

(F(r)) = / P(r)F(r)dr.

Pro stfedni hodnotu (G(p)) funkce G(p) méame

(G(p) = [ 1(P)G(P) dp.

Pro odvozeni relaci neurcitosti potiebujeme nasledujici teorémy:
I. Fourierovou transformaci funkce hybnosti p,p(p) je funkce —iha%w, kde 9 (r) je
Fourierova transformace funkce ¢(p),

Y(r) = W /@(P)eipr/h dp.

II. Necht 91 (r) a 15(r) jsou funkee, jejich Fourierovy transformace ozna¢me ¢;(p) a
©vo(p). Plati
/ U1 (x)ia(r) dr = / ¢1(p)p2(p) dp.

O v8ech funkcich vystupujicich v teorémech I a II se predpoklada, ze jsou kvadraticky
integrovatelné (tj., Ze existuje integral |f|?).

Priklady
6. S vyuzitim teorému I a IT ukazte, ze (a)

) = [ ool ap = [w) (~ing ) wiryar

a (b)
2 O

(p2) = / e(p)pie(p)dp = / V¥ (r) (—h 52

) () dr.

7. Odvozeni relaci neuréitosti pro =z a p, v jednorozmérném piipadé. Relace neurci-
tosti:
Az X Ap, > h/2,

kde Az = /((z — 7)2) a Ap, = \/{(px — P2)?), T = (x), pr = (pz). V daldim se pro

jednoduchost omezime na pfipad, kdy z =0 a p, = 0. Uvazujme o vyrazu I(\),

0=/ pyad
(W)= | |w+ Ao
Vyraz je pozitivné definitni. Ukazte nejprve, ze

I(\) = (2%) — M\ + N2 (p?).

2

dx .

Postup: roznésobeni, integrace per partes, vyuziti vysledku predchozi tlohy.
S vyuzitim pozitivni definitnosti I(\) déale odvodte relace neurcitosti.
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8. S vyuzitim relaci neurcitosti provedte fadovy odhad energie zakladniho stavu elek-
tronu v nekone¢né hluboké potencidlové jamé o sitce [ = (a) 1078 cm a (b) 1072 cm.

9. S vyuzitim relaci neurc¢itosti odhadnéte energii zakladniho stavu harmonického
oscilatoru.

Néavod.

(i) S pomoci Schrodingerovy rovnice a vysledki pf. 6 nejprve ukazte, Ze pro vlastni

funkce plati
2
o px 1 2>
E= <—2m> + <2/€x .

Pro harmonicky oscilator ziejmé navic plati (x) = 0 a (p,) = 0, tedy Ax = /(z?) a
Apx = <pg25>

(ii) S vyuzitim relaci neurcitosti ukazte, ze E > (hw)/2, kde w = +/k/m.

10. S vyuzitim relaci neurcitosti odhadnéte polomér atomu vodiku a energii zdkladniho
stavu.

Navod.
(i) S pomoci Schrodingerovy rovnice a vysledki pf. 6 nejprve ukazte, Ze pro vlastni

funkce plati
2 2 2 2
Dy Dy D e 1
= (=% it _ Z
<2m>+<2m>+<2m>+< 47Tz€07“>7
kde r = /22 + y? + 22. Pro atom vodiku ziejmé plati (z) = (y) = (2) = 0, (p,) =
(py) = (p:) =0, (%) = (y*) = (%) a () = (b)) = (P2).

(ii) Vyraz <%) aproximujte vyrazem \/<1—2> Podobné jako v pfedchozim piikladé dale

odhadnéte minimélni hodnotu £ a odpovidajici hodnotu /(r2).
Poznéamka: vysledky se lisi od pfesnych vysledku o faktor fadu 1, vice variant postupu.



