Optika nabitych ¢astic
PoznamKky k prednasce — ¢ast 3

Michal Lenc

8. Maticova formulace

8.1. Paraxialni optika

Ve svételné optice se jako standardni postup pro ndvrh optickych systémil pouziva vypocet se
systémem matic, které charakterizuji ptenos svétla od jedné roviny k dal§i pomoci matice pienosu
T, volnym prostorem a matice ¢oc¢ky T, ktera charakterizuje lom paprski na lamavé ploSe (optické
cocce).

Zopakujme zde struéné pojmy tykajici se zobrazeni tlustou cokou {obrazek).
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Tlusta Cocka je charakterizovana polohami hlavnich rovin H, a H; , polohami ohnisek F, a F; a

indexy lomu v pfedmétovém a obrazovém prostoru n, a n;. Paprsek rovnobézny s optickou osou v
predmétovém prostoru se ldme v obrazové hlavni roviné H; do obrazového ohniska F;, paprsek
prochdzejici pfedmétovym ohniskem F, se lame v pfedmétové hlavni roviné H, a jde dale v
obrazovém prostoru rovnobézné s optickou osou. Pro polohu piedmétu a obrazu je splnéna Cockova

rovnice
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Vzdalenosti v predmétovém prostoru se méii od predmétové hlavni roviny, tj. ]0_ ,

G_ __ ,avzdalenosti v obrazovém prostoru se méfi od obrazové hlavni roviny, tj. ji— o,
E_ __ . Pfimé a uhlové zvétSeni jsou definovany jako
- h f h - -

M

(8.2)

Plati zfejm¢e
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Toto je jeden ze zakladnich vztahli paraxialni geometrické optiky, Smithova - Helmholtzova véta.
Pro maticovy zapis paprskového chodu zavedeme pojem pirenosové matice. Oznac¢ime-li X
polohu a .X{smérnici paprsku v néjaké pocatecni roviné Z: a Xy polohu a .Xé smérnici paprsku
v n¢jaké koncové rovin¢ Z__ , miiZzeme psat
F |r —: (8.4)

kde 1 £2-4" je matice pfenosu. Pfenos ve volném prostoru od Z do 2 je popsan matici
o 1

1, 5 | (8.5)

nebot’smérnice paprsku se neméni a poloha se méni tmérné proslé vzdalenosti. Pro pfenos mezi
hlavnimi rovinami ¢ocky je matice pfenosu dana vztahem
B 1

ZJ ZH )ZI-L — I (8.6)

protoZe soufadnice paprsku se neméni a smérnice se méni jednak plisobenim cocky umérné

soufadnici a jednak diky Snellovu zakonu.

Oznacime-li X] polohu a )({ smérnici paprsku v rovin€ Z__  pied Cockou a X) polohu a )(é

smérnici paprsku v roviné Z__  za ¢ockou, mizeme psat

I'z,3 — T EZH,Z@ 7;; Zrpsd - (8.7)
Vynésobeni matic a drobné tpravy vedou k vysledku
r _

I'z,5 _ (8:8)
|
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Po vyuziti vztaht Zy 4 o 2 5 4o dostaneme pro matici 1 é,ﬁ‘
vyraz
r 1
I'z3 | (8.9)
! !
Jsou-li roviny opticky konjugované (tj. rovina Z__ v (8.8) nebo (8.9) je pfedmétova rovina a

rovina Z__ k ni sdruzena obrazova rovina), je ovSem matice pienosu mnohem jednodussi
r 1
I'z,z | (8.10)

to jest

- v
X_ — (8.11)

Také dosazeni opticky konjugovanych hlavnich rovin Z__  a Z__  do (8.8) nebo (8.9) dava

zpétné prenosovou matici Cocky (8.6). Pfenosovou matici pro volny prostor ale dostaneme pouze

z matice ve tvaru (8.8) (dosazenim ]0_ a limitnim pfechodem jz » :). V matici (8.9) totiz také

polohy ohnisek jdou do nekonec¢na a limitni pfechod neni dobie definovan.
Velmi vyhodny je maticovy zapis pii vypoctu vlastnosti systému slozeného z mnoha prvki -
jeden kazdy prvek charakterizujeme matici a vlastnosti systému ziskame vynasobenim matic

jednotlivych prvki a matic pfenosu volnym prostorem mezi nimi (transportnich matic).

8.2. Silna fokusace

Silnou fokusaci v urychlovaci rozumime periodické stfidani kvadrupola orientovanych jako
spojky nebo rozptylky. Budeme pouzivat maticového zapisu, tedy napt. pro smér x zavedeme

vektor o dvou slozkéch, tj. pfi parametrizaci pomoci parametru z je paprsek popsan normovanou
soufadnici X Z / X) a smérnici X z

/ \
Xz _| | (8.12)
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Po priichodu optickou soustavou uzavienou do intervalu Z, .2, je

X — , (8.13)



nebo rozepsano
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Pohyb ve volném prostoru délky L je vyjadfen matici (smérnice zlstdva konstantni, soufadnice

v zavislosti na parametru linearng nartsta)

TN
TL _|\ }I (8.15)
pusobeni kvadrupdlu jako tenké spojky resp. tenké rozptylky matici (soufadnice se nezméni,
smérnice se skokem zméni o optickou mohutnost nasobenou hodnotou soutadnice paprsku pii

dopadu na tenkou cocku)
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Jeden periodicky se opakujici element tvofeny volnym pohybem od spojky k rozptylce, plisobenim

rozptylky, volnym pohybem od rozptylky ke spojce a plisobenim spojky bude tak vyjadien matici

/ A\
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M_~ T T "*':i ! (8.17)
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Nasim tkolem je ale spocitat piisobeni velkého poctu (feknéme N) takovych elementt, tedy

Xe (8.18)

pficemz pozadujeme, aby se nezvétSovaly rozméry oblasti, kterou ve fdzovém prostoru zaujima

svazek paprskt. K tomu vyuzijeme rozklad obecného pocatecniho vektoru /g,do vlastnich vektorii
matice M, tj.

X (8.19)
kde

MX _ _ (8.20)

Obecn¢ pro vlastni hodnoty matice druhého fadu mame
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Diilezité jsou vlastnosti kotfenti
jy - — (8.23)
Ozna¢me
- NG
r A
T L (8.24)
U
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- - _ (8.25)
Parametr p je bud’ redlné, nebo ryze imaginarni ¢islo. Je ted’
K= = + = + = (8.26)

q el Vﬂ . _l_ B
Cviceni: presveédCit se nejprve, zZe protoie/g, je reédlné, bude také /Q{ redlné. Potom ukazat
rozdily pro p redlné a ryze imaginarni, nejlépe na skalarni veli¢iné
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9. Opticka soustava s primou osou

9.1. Multipdlova pole

Pro vypocet optickych vlastnosti jednotlivych prvka potiebujeme znat rozlozeni

elektrickych a magnetickych poli na ose, v jejiz blizkosti se svazek nabitych ¢astic pohybuje.



Protoze v blizkosti optické osy nejsou ani budici civky, ani elektrody, mizeme pole plsobici na
nabitou Castici charakterizovat pomoci skaldrniho magnetického potencidlu a elektrostatického
potencialu. Ze znamého rozlozeni potencidlu nebo pole na ose mizeme vyjadrit elektrostaticky
nebo magneticky potencidl v blizkosti osy pomoci Taylorova rozvoje v soufadnicich x, y.
Zékladnimi poli pro paraxialni aproximaci jsou pole rotaéné¢ soumérné (fokusacni), pole dipdlové
(vychylovaci) a pole kvadrupdlové (jak pro fokusaci jako kvadrupdlové Cocky, tak pro korekci
astigmatismu).

Zavedeme-li komplexni soufadnici w pomoci vztahu W_ _ __ , miZeme

obecné zapsat skalarni potencial jako

o :25 , - (9.1)

P = -- (9.2)
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Prvni cleny rozvoje potenciall rotacné soumérného pole, dipdlového, kvadrupodlového,

hexapolového a oktupolového pole jsou pro elektrostaticky potech Z ncial

b= - - — (9.3)

— — + - — ...

Zde P piedstavuje zavislost osového rotacné soumérného potencidlu na soufadnici z, a funkce
a Fn; Z udavaji (ve WM ) prub&h osové zavislosti pole multipolu. Obecné E«: Z je osové

rozlozeni pole 2n-p6lu s osou x v roviné symetrie a Fn; Z je s osoux v roviné antisymetrie.
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Pro magneticky skalarni potencial plati stejny rozvoj jako pro elektrostaticky

¥ :z ’ : (9.4)

1V val - \ . - |
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Magneticky skalarni potencial byva nejcastéji udavan v ampérech, v optice ¢astic se vsak pouziva
potencial jako po-nasobek obvyklého potencidlu (py je permeabilita vakua). Slozky indukce

magnetického pole jsou

, — = e - (9.5)
B_", _

Rozvoj potencialu v soufadnicich x, y dava



ILP:‘ ) - - - (9.6)
pBzw_
Y= — — _

Y= -+ - - +...
zde Bz (v jednotkach 1 - Tesla) je prabéh indukce fokusagniho pole na ose, L)r Za L% Z (v

+...
+...

77 - ) je multip6lové osové pole. Podobné jako u elekrostatickych multipola je [.)E Z osové

rozlozeni pole 2n-polu s osou x v rovin€ symetrie a Qg Z s osoux v roviné antisymetrie.
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9.2. Vztah mezi skalarnim a vektorovym potencialem
Vektor indukce magnetického pole ve vakuu muizeme vyjadiit pomoci vektorového nebo
skalarniho potencidlu
~ q (9.7)

neboli ve slozkach
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kde f ' X,V,Z je libovolna funkce. Pro skalarni potenciél pak

1% X

‘P:—[ [ [ 9.10)

9.3. Lagrangeova a Hamiltonova funkce

Lagrangeova funkce je

L. L4 L . (9.11)
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Ptejdeme k Hamiltonové formulaci. Zobecnény impuls je

(9.12)

Pro Hamiltonovu funkci pak mame

K.. .. __ - - - (9.13)
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Protoze hamiltonian nezédvisi explicitn€ na Case, piejdeme pomoci transformace souradnic



Xt.yt.zt _, -

r T 7 9.14)
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k novému hamiltonidnu, ktery budeme znacit H, tedy

)23 - - (9.15)

Hamiltonovy rovnice jsou ted’

dx_ -
az_@ ) 0 ) 1% ) (9.16)
% A A A

Provedeme-li explicitn€ pfislusné derivace v (9.16), dostdvame

ax D
dz= =
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HY S b . (9.17)
Z— -
dt |_ e J
dz=r -
I |
a
( )
dp._ O :
Gu = |
L |
dl?v_ | |
iz —_ )l Il (9.18)
K. | |
dz=
Ptechodem k lagrangianu
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M_ + L (9.19)

dostaneme
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M: . Lo ' ! )I (9.20)
Tento vysledek lze pochopitelné dostat i pfimo: pomoci zdkona zachovani energie zménime

parametrizaci, pfi¢emz zachovavajici se energie vystupuje jako Lagrangetiv multiplikator.

9.4. Paraxialni rovnice

Prvni ¢leny rozvoje potencialti rotaéné soumérného, dipélového a kvadrupolového pole jsou

0= - + D= - ’ (9.21)

Zde P predstavuje zavislost osového rotatné soumérného potencialu na soutadnici z, H; Za
E; Z predstavuji prubeh zavislosti x a y slozky dip6lového vychylovaciho pole na ose (ve V/ m a
funkce EC Z a }—ﬁ; Z udavaji (ve Wl’ﬁ ) prubéh osové zavislosti kvadrupolového pole. Prvni

¢leny rozvoje magnetickych potencialid jsou
1

T:jj | + Y= ~ ’ 9.22)
N

Bz ,L?y Z aL?C Z (v jednotkach 1 - Tesla) je prabéh indukce fokusa&niho a dipolového pole na

ose, QE Za Qy Z (v 1/ 7)) je osové rozlozeni kvadrupdlového pole. Pro vektorovy potencial je
I
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derivaci, takze
M_ (9.23)
kde
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| ‘ | (9.25)

| | (9.26)

5 | (9.27)

ZI' X + — -

Pravé strany rovnic (9.26) a (9.27) musi byt také fadu srovnatelného se soufadnicemi a jejich
derivacemi. Bud’ jsou tedy dipolova pole slaba, jak se predpokladé v teorii vychylovacich systémd,

nebo je pro energii K splnéna Wienova podminka, tedy
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Zapis rovnic (9.26) a (9.27) lze podstatné zjednodusit. Zavedeme znaceni

L - 4 (9.29)



Déle predpokladejme zaporn€ nabitou castici (vétSinou elektron) a zvolme nulovou hladinu

elektrostatického potencialu tak, abychom mohli polozit K: . Ozna¢me jesté F—— a
rovnice (9.26) a (9.27) nabudou tvaru
e .~ T T
$ - 4 |
- . i (9.30)
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10. Paraxialni rovnice ve specialnich pripadech
10.1. Magnetické pole
Zavedeme znaceni pro impulz
p_- T*. (10.1)
Potom je lagrangian
M_ - ‘
| AR n - - - (10.2)

j? L ” | | n _

a rovnice trajektorie jsou

Ex -Av 1 AR - _

Pz _ n _ _ (10.3)

& A 1 AR _ _ - = -
Py + 4+ = (104
Slozky magnetické indukce jsou
1 AR

BR_  _ _
1AR  __ - _
B__ _ n : (10.5)

B_-

Jsou-li splnény pohybové rovnice, je uc¢inek

S;] I L J (10.6)



10.1.1. Rota¢né soumérné pole

Se znaéenim

0 :_‘J (10.7)

vyjadiime feSeni rovnic (9.26) a (9.27) jako

XZ _
Z — - (10.8)
y —_— +
kde
Xz :|/ 3
k/ J (10.9)
|

Yz |
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aly Z,l, Z jsoudvé nezavisla feSeni rovnice trajektorie v rotujici soufadné soustavé
drz 7 N
dz +|\ }' (10.10)
L% = _ _ _
Pfi této volb¢ je wronskian
Ir . ’ (10.11)

Parametrizaci trajektorie musime pro vypocet ucinku obvykle pozménit oproti (10.10), kde zavisi
na pocatecnich hodnotach souradnic a smérnic. Naptiklad parametrizace pomoci pocatecnich a

koncovych hodnot soufadnic dava vyjadreni
1 .
X
¢= | |
bEhe- g7 |

Ye= | ]
a2 - ST
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(10.12)

L1

V zépisu pomoci komplexnich ¢isel



Potom mame pro smérnice v koncovém bod¢
1
X |_
1
L |

a pro smérnice v pocate¢nim bodé
1
X |_
1

= T

Uginek je (vynechavame argument z funkcf)
nr

= — +L

o+ +

]

Jiné vyjadteni G¢inku ziskame vyloucenim X, )() ze vztahd

w_"

Je pak

10.2. Kvadrupolové pole

Lagrangeova funkce je

17, N »

M_ It

ne
%Exy_ +

a rovnice trajektorie jsou

- |

|

]

]

]

]
I
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(10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)
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ClQ Y y (10.20)
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Paz + \ Joo )
Slozky elektrické intenzity a magnetické indukce jsou
t;’ pr— —|— —_— —_
—_ + — 4+ (10.21)

I v tomto piipad¢ plati, Ze jsou-li splnény pohybové rovnice, je ucinek
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S_ J‘ o4 | (10.22)
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11. Odvozeni ¢o¢kové rovnice z H-J rovnice

11.1. Zakladni vztahy

Lagrangeova funkce je

~7 N\
L | - (11.1)
- L) -
Zobecnéna hybnost je definovéana jako
v
~ T - o (11.2)
—_— AN - I
(2N |
S
Hamiltonova funkce je pak
- 1
H_. Lo (11.3)
¢ |
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Z(11.3)a(11.2) méame
/TN T 3
| | - (11.4)

N

| ! = g (11.5)



Pro kompaktnost zapisu zavedeme znaceni pro veli¢inu rozméru hybnosti

~ 1N

K 11
- 4 (11.6)
Hamiltonovu — Jacobiho rovnici dostaneme dosazenim
-~ - T 11.7
to znamena
- B ! - (11.8)

v — —
\ J
Jestlize potencialy nezdvisi na ¢ase, mame feSeni se zachovavajici se energii. PfepiSeme pak (11.8)
na
H_ , (11.9)
kde

H T T D T (11.10)

V casticové optice Casto pokladame

H (11.11)

Pi této volbé je kinetick4 energie rovna zaporng vzaté potencialni energii (1 — )

Ke & (11.12)
tedy na nulové hladiné elektrostatického potencidlu méa ¢éstice nulovou kinetickou energii. Pro
Castice s € ~ (typicky elektrony) je v klasicky dosazitelné oblasti (fys , pro kladn€ nabité ¢astice
(6§ ) potom fy- , je tedy vzdy __ Ay - Zavadi se tzv. relativisticky korigovany potencial

-

d _,_Y_.\ ) w " (11.13)
Vidyje (1';>_ (f @ v nerelativistické limité (ﬁ ¢f- Hamiltonova — Jacobiho rovnice je pak
v - - - - (11.14)

11.2. Model paraxialnich vlastnosti cocky

Budeme pouzivat valcové soufadnice, optickd osa bude osou z. Pro magnetickou cocku

predpokladame vektorovy potencidl ve tvaru



- z_
. ¢ (11.15)

- — 1 - -

CoI T
takze potencial v paraxidlni aproximaci bude
I . - . -

d — . — | | (11.17)

(11.16)

L1

Relativisticky korigovany potencial je pak

| . - . |

CD _ —— = =, . (11.18)
I |
S
U magnetické ¢ocky je ﬁ - , u elektrostatické cocky bude
. - -
| ,'Bf —= <
| _ —
| =
Prz_J . | T (11.19
“= | << 1
| —~—
! — — =
| P >

V nerelativistické aproximaci se vztah (11.19) podstatné zjednodusi na

( F_ <“

|

|

|

S LT

ﬁr,Z:)I + - << (11.20)
I
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Reseni Hamiltonovy — Jacobiho rovnice pro volnou ¢astici s hybnosti p, kterd vychazi z osového

bodu v pfedmétové roviné ¥__  __ nebo prichdzi do osového bodu v obrazové roviné

r_ _  je



‘S: -_|_ — ~ — + ” ’
S A 1 - P (11.21)
= +- =+ -+ _
Utinek ma tvar
S I ) (11.22)

budeme tedy ucinek v paraxidlni aproximaci hledat v tomto tvaru 1 v oblasti ¢o¢ky. Hamiltonova —

Jacobiho rovnice se v oblasti U ~ - borovnanim ¢lenii u mocnin r rozpada na dvé

- - - N

a 7
- _ [ | 11.23
w — = + +\ ] ( )
V krajnich rovinach pak bude
or=-=__ *T= = __. (11.24)
o | |
a
wo+= -= _ _ t=_ ~—=__. (11.25)

11.3. Coc¢kova rovnice

Nejobvyklejsi tvar co€kové rovnice je

1 -
i/ (11.26)

Zro_ _
S vyuzitim vyjadtreni ohniskovych dalek
foz — — (11.27)
muzeme rovnici (11.26) pfepsat na tvar
Z_ _ o (11.28)

Tento tvar je pro porovnani s vysledky vypoctu pomoci Hamiltonovy — Jacobiho rovnice vhodnéjsi.

11.4. Magneticka ¢ocka

Z rovnice (11.23) mame



I | 11.2
0 = + +  H (1:29)
Substituce
fl ~
11.30
o = (11.30)
ptevede druhou rovnici v (11.29) na
y ;s N ~
fz T | (11.31)
\ )
Resenim je tedy
e £ \ A \
fz_ { J i J (11.32)
a ucinek v oblasti Cocky je
S —~ oR s \
I I 11.33
=+ + | (1139
Pozadavek spojitosti u€inku podle (11.21) a (11.33) v rovinach Z: a Z: vede k nepodstatnym
podminkam
G__ h_ _ (11.34)
jednak k podminkam
n oR — 18] »R Yo N\
. — |k }I (11.35)
Vylouceni konstanty Cﬁgz‘ nam da hodnoty
aoao- 1 nRI
o = = _ (1136)
a
I/ /
ZFO - =
n n (11.37)
25 + —
Pro tenkou ¢ocku mame
A I/

o s~ ~ ~ (11.38)



11.5. Elektrostaticka ¢o¢ka

Z rovnice (11.23) mame

kde podle (11.19)

-
pZ:)I I

Uprava druhé rovnice v (11.39) dava

Pozadavek spojitosti funkce vrovinach Z__ a Z__ vedena

1)

1 2) 1 K - __

Potiebné integraly jsou
L I - o

f ]

V nerelativistické limité pak

(11.39)

(11.40)

(11.41)

(11.42)

(11.43)

(11.44)

(11.45)

(11.46)
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cC _D(‘J - +
Vyloucenim konstanty (é ziskame ¢ockovou rovnici s parametry

AT
£7 242}

— — — 7 ————— > (11.48)
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Zrp -- — . (11.50)
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Nerelativistické vyrazy jsou pak
1% wn ~ I nn
Jo _ (11.51)
P + — +
a
AT R - AT »

Zrp (11.52)



