1 Kombinatorika

V kombinatorice fesime tlohy typu kolik je moznych feseni daného problému, kolika zpusoby lze
néco provést, obecné kolik koneénych mnozin lze vytvorit zadanym zpusobem.

Zakladem pro feSeni téchto 1loh jsou dvé pomérné jednoduché pravidla - souc¢tu a soucinu.
Kombinatorické pravidlo souc¢tu fika, ze pokud mmnozina A; m& n; prvka, mnozina As ma no
prvki a prunik obou mnozin je prazdny, pak sjednoceni A; U As mé ny + ns prvka.
Kombinatorické pravidlo sou¢inu iiké, ze pokud mnozina A; méd nq, prvku a mnozina A, mé no
prvki, pak kartézsky soucin Ay x A obsahujici usporddané dvojice [ay, as], a1 € A, as € As mé
n1.no prvka.

Uvédomme si, ze pravidlo sou¢inu neni mozné pouzit, pokud vybér z druhé mnoziny zavisi na
vybéru z prvni. V takovém ptipadé pouzijeme kombinaci pravidla souc¢inu a souctu.
Obeé pravidla jsou rozsifitelna na libovolny koneény pocet mnozin.

Mezi typové kombinatorické ulohy patii kombinace a variace s opakovanim nebo bez. V
téchto tlohach hleddme pocet vybérovych souboru sestavenych ze zakladni mnoziny pfedepsanym
zpusobem. Jednotlivé pojmy jsou vysvétleny nize.
variace - zélezl na pofadi vybéru (zdlezi na potradi prvku ve vybérovém souboru, vybérovy soubor
chépeme jako usporddanou k-tici)
kombinace - nezdlez{ na pofad{ vybéru (nezédlez{ na poradi prvku ve vybérovém souboru, vybérovy
soubor chépeme jako mnozinu)

s opakovanim - stejny prvek ze zdkladniho souboru lze do daného vybérového souboru vybrat
opakované

bez opakovani - prvek ze zakladniho souboru lze vybrat nejvyse jednou

k-té tiidy - vybérovy soubor ma k prvku

z n prvku - zékladni soubor mé n prvku

Permutace je zvlastni piipad variace bez opakovani pro n = k.

Pro pocty jednotlivych vybérovych souboru lze odvodit nésledujici vztahy (vzdy k-té tiidy z
n prvku):

variace s opakovanim V'(k,n) = n*

pozn 1.1: Volime k-krat po sobé, pfi kazdém vybéru mame k dispozici n moznosti, celkem tedy nk.
variace bez opakovani V(k,n) =nl/(n — k)!

pozn 1.2: Volime k-krét po sobé, pfi prvnim vybéru mame k dispozici n moznosti, pfi druhém n — 1
(uz vybrané prvky se nemohou opakovat) a tak déle, az pfi k-tém vybéru zbyvd n — k + 1 moznosti,
celkem n.(n —1).(n —2)...(n —k+1)) =n!/(n — k).

. , n
kombinace bez opakovani C(k,n) = n!/(n — k)lk! = ( A )
pozn 1.3: Kombinace bez opakovani tvofime stejné jako variace bez opakovani, jedinym rozdilem je, ze
u kombinaci nezélezi na poradi, vSechny variace, které se lis{ pouze pofadim prvku, tvofi jednu kom-
binaci. Z jedné kombinace lze permutaci jejich prvkia utvoftit celkem k! ruznych variaci bez opakovani

lisicich se pouze pofadim prvku. Tedy V(k,n) = C(k,n)k!, tim je vztah odvozen

. (. n+k—1
kombinace s opakovanim C’(k,n) = ( 1
pozn 1.4: Nabizi se pouzit podobny postup, jako pfi odvozeni po¢tu kombinaci bez opakovéani. Byl by
ovSem chybny, protoze kombinace mohou obsahovat i stejné prvky, zménou jejichz potradi nevznikaji
ruzné variace. Extrémnim ptipadem je kombinace obsahujici viechny prvky stejné, jiz odpovida pouze
jediné variace.

Neni ovSsem tifeba hédzet flintu do zita, misto toho pouzijeme velmi uzite¢ny postup, jimz je
prevedeni problému, ktery fesit neumime, na ekvivalentni problém, ktery vyfesit umime.

Kombinaci s opakovdnim muzeme jednozna¢né urcit, uréime-li pro kazdy prvek pocet vyskytu v
kombinaci. Tedy n-tici celych nezdpornych ¢cisel, jejichz soucet je k. Hleddame-li naptiklad pétimistné

kombinace na mnoziné {a,b,c} (n = 3, k = 5), pak n-tice [1,4,0] uréuje kombinaci abbbb. Pocet



takovych n-tic ovSem jesté neumime uréit, proto si pomuzeme dalsi redukci. Kazdé ¢islo v n-tici
vyjadiime poctem jednicek rovnym velikosti ¢isla, jednotlivd ¢isla od sebe budeme oddélovat cislici
0 namisto ¢arky. Kombinaci abbbb popsanou n-tici [1,4,0] v takovém kédovani vyjaddiime Fetézcem
1011110. Plati, ze kazdy bindrni fetézec délky n + k — 1 obsahujici k£ jednicek a n — 1 nul popisuje
pravé jednu kombinaci s opakovanim. Kazdy takovy fetézec jednozna¢né uréime, pokud z celkem
n-+k—1 pozic vybereme k pro jednicky (nebo n— 1 pro nuly, vysledek je stejny). Celkem jich existuje
< nt Z -1 ) = ( " :ﬁ; 1 ), coz je také pocet kombinaci k-té tiidy z n prvku s opakovanim.

Pro teSeni obecnéjsich 1iloh neexistuje univerzalni postup, 1ze vsak pouzit nékolik osvédéenych
postupt. Dekompozice znamend rozklad tlohy na podilohy, které je mozné snadno vyfesit (v
pomérné jednoduché podobé je pouzita v piikladu 1.3). Redukee je pFevedeni tlohy na ekvivalentni,
sndze Fesitelny problém (je demonstrovéana na pifkladu 1.2 a pouzili jsme ji pfi odvozeni poctu
kombinaci s opakovanim).

Piiklad 1.1 Kolika zpusoby lze rozdélit x predmeéti do y (rozlisitelnych) prihradek, jsou-li
predméty a) rozlisitelné, b) nerozlisitelné?

a) Postupné bereme piedméty a kazdy z nich umistujeme do nékteré z prihrddek. Vybirdme tedy
vlastné prihradku pro kazdy z predméti, zdkladni soubor je tvofen piihradkami a mé velikost vy,
vybérovy soubor je tvoren prihradkami, v nichz jsou vlozené predmeéty a ma velikost x.

pozn 1.5: ReSeni tlohy zatneme vzdy analyzou zadéni, kterd ndm umozni vybrat vhodnou metodu
pro jeji feSeni. Pokud si nejsme jisti, zda jde o variaci, kombinaci nebo jinou ilohu, nema cenu nad
tim ptilis dlouho premyslet, spise si predstavime praktické provedeni tilohy. V daném ptipadé muzeme
naptiklad vzit do ruky prvni piihrddku a zac¢it do ni sklddat predméty (v libovolném poctu, od
zéddného po vsechny). To postupné opakujeme se vSemi pfihrddkami. Pfitom kazdy predmét musi
lezet pouze v jedné prihrddce a musime vypotfebovat viechny pfedméty. Tenhle postup (nazvéme jej
vybér pfedméti) neodpovidd zddné zékladni tloze (variaci, kombinaci - rozmyslete). Navic je dost
komplikovany (vyzkouSejte si jej pro n&jaky maly pocet pfedméti a krabicek). Proto se pokusime
vymyslet lepsi postup a okamzité se nabizi moznost brat do ruky predméty a kazdy z nich vlozit
do nékteré krabicky. Krabicky nyni hraji roli zdkladniho souboru, pocet pfedmétu urcuje velikost
vybérového souboru. Tenhle postup (vybér z pfihrddek) zatim muze vést na zdkladni{ kombinatorickou

tlohu, proto se jej budeme drzet.

Do kazdé prihrdadky lze umistit libovolny pocet pfedmétii, jde tedy o vybér (z pfihrddek) s opa-
kovanim.

pozn 1.6: Pokud by do kazdé ptihradky bylo mozné umistit nejvyse jeden predmeét, slo by o vybér bez
opakovani, kazdou ptihradku by bylo mozné vybrat nejvyse jednou. Pokud by bylo mozné umistit do

prihradky napf. nejvyse dva predmeéty, slo by o slozitéjsi kombinatorickou dlohu.
Predméty jsou rozlisitelné, zalezi tedy na potfadi, v némz piihradky vybirdme.

pozn 1.7: Rozlisitelné jsou predméty i prihradky, ale jejich rozlisitelnost znamend v obou piipadech
néco jiného. Rozlisitelnost pfihradek je nutnd pro to, aby pfihrddky mohly tvofit zakladni soubor,
nemuzeme vybirat z néteho, co se od sebe nelisi. (Samozfejmé ale je mozné formulovat tlohu tak, ze
piihrddky budou nerozlisitelné, pouze pijde o daleko néroénéjsi tlohu pro matematické naruzivce).
Rozlisitelnost predméta znamena, ze zédlezi na tom, ktery predmét se v dané prihrddce nachézi, pri
naSem postupu (vybér z piihrddek) to znamend, ze zdlezi na poradi vybéru. Pokud by pfedméty nebyly
rozlisitelné, pak by zdlezelo jen na poc¢tu predmétu v kazdé z prihrddek, pfi nasem postupu by tedy

nezalezelo na poradi vybéru.

Z4dng dalsi dopliujici pravidla pro vybér uz nejsou v zadéni uplatnéna. Hleddme tedy pocet -
prvkovych vybéru z y-prvkové mnoziny piihrddek, ve vybéru zédlezi na poradi a prvky je mozné
vybirat opakované. Tudiz hleddme pocet variaci s opakovanim z-té t¥idy z y prvka, kterych je y=.



pozn 1.8: To s témi dopliujicimi pravidly je dulezité. Jakymkoli dalsim netrividlnim pozadavkem
preformulujeme tlohu tak, ze uz nebude odpovidat tloze zdkladni a jeji feSeni muze byt znacné

zkomplikovéano.

b) Jediné, v ¢em se tloha lisi od piipadu a), je nerozlisitelnost predmeétu. Hleddme tedy pocet

o (. P . P -1
kombinaci s opakovanim x-té tiidy z y prvki, kterych je ( y +i )

pozn 1.9: Pridame jesté nékolik obecnych rad pro feseni kombinatorickych uloh.
e Za prvé, jak uz bylo feceno, zakladni soubor musi byt tvofen rozlisitelnymi objekty, aby bylo z
¢eho vybirat.

e Za druhé, ve vybérovém souboru museji byt obsazeny vSechny pozice (zato ze zdkladniho ne-
musi byt vybrany vsechny prvky). Pokud tedy obsahuje zaddni obecny kvantifikdtor (napf.
rozdélujeme vsechny pfedméty do piihrddek, kazdy ¢clovék bydli v nékteré ulici, ...), pak se
(velmi pravdépodobné) vztahuje k vybérovému souboru (a tedy pocet predmétt nebo lidi uddva
velikost vybérového souboru, pro kazdy predmét/élovéka vybirdme pfihrddku/ulici ...)

e Za treti, je uziteéné si tlohu nézorné predstavit, jak bylo popsdano napiiklad v poznamce 1.5.

proménnych (v nasem piikladé tfeba pro 3 predméty a 2 prihrddky), tento postup navic slouzi
pro kontrolu dosazenych vysledki.

e Za ctvrté, neaplikujeme slepé nauceny matematicky aparat, radéji se pokusime myslet. Ne kazda
uloha patfi mezi typové. Celou fadu problému je mozné vyftesit jednoduchou tivahou bez znalosti
pojmu variace a kombinace

Piiklad 1.2 Kolika zpusoby Ize k nerozlisitelnych pfedmétu umistit do n rozlisitelnych prihradek
tak, aby v kazdé pfihrddce byl aspon jeden predmét (k > n)?

Nebyt podminky aspon jednoho predmétu v kazdé prihradce, Slo by o kombinace s opakovanim
k-té t¥idy z n prvku.

pozn 1.10: Opét vybirdme pro kazdy pfedmét jednu z pfihradek, pfedméty jsou nerozlisitelné, proto

kombinace, do pfihrddky se vleze vice predmétu, lze ji tedy vybrat vicekrédt, proto s opakovanim.

Podminku je mozné splnit tak, ze do kazdé prihradky vlozime jeden predmét. Mélo by byt ziejmé,
ze rozdeélit predméty tak, aby v kazdé piihradce byl nejméné jeden, nebo dat do kazdé piihradky
jeden predmét a ostatni rozdélit libovolné jsou identické postupy, které davaji stejny pocet zpusobu
rozdéleni.

Vlozeni jednoho predmétu do kazdé prihradky lze vzhledem k nerozlisitelnosti predmétt to lze
udélat pouze jednim zpusobem. Zbylych k — n predmétiu pak muzeme rozdeélit libovolné. Pocet
takovychto rozdéleni je roven poc¢tu kombinaci s opakovdnim (k — n)-té tiidy z n prvka. Podle
pravidla soucinu je pak pocet vSech zpusobu rozdéleni dan souc¢inem poctu zpusobu v obou krocich
a je také roven poctu kombinaci s opakovanim (k — n)-té tiidy z n prvku, tedy

(R = (k)

pozn 1.11: Pokud by byly pfedméty rozlisitelné, podobny postup aplikovat nelze. Duvodem je, ze
pfi oddéleném spliiovdni podminky a rozdélovani zbylych pfedmétu se rozlisuje, pii kterém z kroku
byly predméty do prislusné prihradky vlozeny, coz neni v souladu se zaddnim. Mame-li naptiklad
dva predméty a jednu ptihradku, existuje jediné rozdéleni, ale vyse popsanym postupem ziskdme dvé
rozdélen{ lisici se pofadim vklddani predmeétu do prihradky. Tento rozpor neni mozné néjak jednoduse

obejit, pro feSeni je nutné pouzit princip inkluze a exkluze.

Priklad 1.3 Kolika zpusoby lze rozdélit 7 bilych a 2 ¢erné kulicky do 9 piihradek?

Ze zadani by mélo vyplynout, ze kulicky dané barvy povazujeme za nerozlisitelné, ptihradky
za rozlisitelné, budeme vybirat prihradky pro kulicky a bude mozné vybirat prihradky opakované.
Ulohu 1ze rozdélit na rozdéleni bilych kuliéek a rozdéleni ¢ernych kulicek, celkovy pocet zpusobu



rozdéleni pak bude souinem poc¢tu zpusobu rozdéleni bilych a ¢ernych kulicek. Obé podulohy
vedou na kombinace 7. nebo 2. t¥idy z 9 prvku s opakovanim, feeni je tedy

<9+§_1 ) % ( 9+;_1>:289575.

Priklad 1.4 Kolika zpusoby si mohou 4 déti rozdélit 10 modrych, 15 ¢ervenych a 8 zelenych
kulicek tak, aby kazdé dité meélo alespon jednu kulicku od kazdé barvy?

Nejprve pouzijeme stejnou tivahu jako v ptikladu 1.2, kazdému ditéti ddme jednu kulicku od kazdé
barvy a zbytek rozdélime libovolné. Poté pouzijeme pravidlo sou¢inu podobné jako v ptikladu 1.3.
Ze déleni zbyvajicich kulicek jedné barvy odpovidd kombinacim s opakovénim, pFicemz zakladni
soubor tvofi déti a velikost vybérového je ddna poctem kulicek, by uz meélo byt jasné. Vysledek je

4+6-1 4+11-1 4+4-11Y\
(E YY)
Piiklad 1.5 Kolik podmnozin mé n-prvkova mnozina?

Ukazeme si dva odlisné zptsoby feSeni této ulohy, jeden zaloZeny na redukci a vedouci na va-
riace, druhy zalozeny na dekompozici, vyuzivajici binomickou vétu a vedouci na kombinace.
Kazdou podmnozinu muzeme popsat binarnim tetézcem délky n, kde 0 na i-té pozici zna-
men4, ze i-ty prvek mnoziny patii do podmnoziny, 1 znamena, ze do podmnoziny nepatii. Pocet
podmnozin je stejny jako pocet bindrnich fetézcu délky n, a ten je roven pocétu variaci n-té tiidy
z dvou prvku s opakovdnim (pro kazdou pozici v fetézci vybirdme ze dvou ¢&islic, éislice se mohou
opakovat a zdlezi na jejich pofadi). n-prvkova mnozina mé tedy 2" podmnozin.
pozn 1.12: Rikdme, ze poéet podmnozin n-prvkové mnoziny a pocet bindrnich Fetézel délky n je
stejny. Aby to tak bylo, musi platit nasledujici: kazdy fetézec popisuje néjakou podmnozinu, kazda
podmnozina je popsdna néjakym fetézcem a toto pfifazeni je jednoznac¢né. Jinymi slovy existuje
bijekce mezi mnozinou podmnozin a bindrnich fetézcu.
Jind moznost je najit pocet i-prvkovych podmnozin a poséitat pies vSechna i od 0 do n (podle
kombinatorického pravidla sou¢tu). i-prvkovou podmnozinu ziskdme neuspoiddanym vybérem ¢

prvki z n-prvkové mnoziny bez opakovani, je jich tedy ( 7; > Celkovy pocet podmnozin je
Yo ( ZL ) Tuto sumu upravime s vyuzitim binomické véty (druhd rovnost):
- n - n i
— iqn—i _ n_ on
;( ) >_§< . >11 =(14+1)"=2"
Priklad 1.6 Hokejovy zapas skonéil 10:7 po tetindch 3:5, 7:6, kolik moznych prubéhu zapas mél?

Najdeme pocet prubéht kazdé tietiny a vyndsobime. Pocet prubéhu tietiny je dan nap¥. poradim

gélu, které dali doméci. Je-li skére tietiny a:b, pak pocet moznych prubéhu je ( azb ) (=

( “ Z b ) ). Viech moznych pritbéhit je 1120.

Priklad 1.7 Kolik je v obrazku pravothelniku? Kolik z nich obsahuje srafovany ¢tverecek?




Pravothelnik je zaddn jednozna¢éné dvéma vodorovnymi a dvéma svislymi souradnicemi (opét
existuje bijekce, tedy je stejny pocet pravouhelniki jako piislusnych soutadnic). Pti vybéru soufadnic
nezdalezi na poradi a soufadnice museji byt riazné. Na vybér je 7 vodorovnych a 6 svislych soutradnic,

o 7 6 , o
existuje tedy ( 9 ) X ( 9 ) = 315 pravothelnik.

Pokud mé pravouhelnik obsahovat Srafovany ¢tverecek, musi jeho leva vodorovna souradnice
lezet vlevo od pravoihelniku (4 moznosti), podobné pro zbyvajici souradnice, celkem je 4.3.3.3 =
108 moznosti.

Priklad 1.8 Kolik feSeni ma rovnice z1 + ...+ x = n v oboru pfirozenych ¢isel?

Resen{ opét spociva ve vhodné transformaci problému. Muzeme si piedstavit, Ze mame n jednicek,
které chceme postupné pricitat k jednotlivym proménnym z;, kterych je celkem k a které jsou
na pocatku rozdélovani vynulovany. Pro kazdou jednicku vybirat jednu z proménnych, k niz ji
pri¢teme, pochopitelné neusporddané (vSechny jednicky jsou stejné) a s opakovdnim (ke kazdé
n+k—1

proménné je mozné pricist jednicek vice). Celkem je n

) moznosti.

pozn 1.13: Muzeme také postupovat velmi podobné, jako pfi odvozovani poctu kombinaci s opa-
kovanim (pozndmka 1.4). Reseni popiSeme bindrnim Fetézcem slozenym z n jednicek a k-1 nul, kde
nuly budou mit vyznam oddélovacu mezi jednotlivymi proménnymi a jedni¢ky mezi dvéma nulami

vzdy pficteme k pfislusné proménné.

Piiklad 1.9 Tii muzi a dvé zeny hledaji misto, 3 podniky ve mésté berou pouze muze, 2 pouze
Zeny, 2 muze i Zeny, kolika zpusoby je mozné rozmistit uchaze¢e do podniku (kazdy z nich je
schopny piijmout vice uchazecu)?

Muzi si vybiraji ze ti{ podniku, Zeny ze dvou, jde o uspofddany vybér (lidé jsou rozlisitelni) s
opakovanim, celkem je 52.4%2 = 2000 moznosti.

Priklad 1.10 Kolika zpusoby je mozné rozdélit k predmétu do n rozlisitelnych piihrddek, mé-
li byt v prfedem urcené piihrddce pravé r predmétu a jsou-li predméty a) rozlisitelné, b) ne-
rozlisitelné?

a) Nejprve vybereme r predmétu do uréené piihrddky, to lze udélat ]: zpusoby. Zbylych
k—r predmétu rozdélime libovolné do n—1 prihrddek, pticemz jde o usporddany vybér z prihradek
s opakovanim. Celkem je podle pravidla sou¢inu ( I: ) (n — 1)*=" moznosti.

b) Rozdélujeme libovolné k& — r pfedmétu do n — 1 pfihradek, pficemz jde o neusporddany vybér
n+k—r—2

s opakovanim. Celkem je ( —

) moznosti.

Dusledkem kombinatorického pravidla sou¢tu a soucinu je princip inkluze a exkluze. Oznac¢me
«; fakt, ze objekt ma i-tou vlastnost z néjaké mnoziny vlastnosti a &; fakt, ze ji nemd. Oznacme
N(o, ...q;,.04, ... a; ) pocet objektu, které maji vlastnosti v, . .. a;, anemaji vlastnosti o, . .. oy,
pricemz o ostatnich vlastnostech se nic bliz§iho neptredpokladd. Princip inkluze a exkluze lze
vyjadiit nasledovné:

N(ay...an) =N =Y N(ai)+ > N, i) = > N, i, ai,) + ...
i1 01,182 11,12,13

Odvozeni principu inkluze a exkluze presahuje rozsah tohoto textu, doporucujeme rozmyslet si
vyznam jednotlivych ¢lent na piikladu 1.11.



Priklad 1.11 7 67 zaméstnancu ustavu mluvi 47 anglicky, 35 némecky, 20 francouzsky, 23 an-
glicky a némecky, 12 anglicky a francouzsky, 11 némecky a francouzsky a 5 vSemi tifemi jazyky.
Kolik zameéstnancu ustavu neovlada zadny z téchto cizich jazyka?

Oznacime A, N, F, AN, AF, NF, ANF pocty zaméstnancu mluvicich piislusnymi jazyky, O pocet
vSech zaméstnancu. Podle principu inkluze a exkluze plati ANF = O — A — N —F + AN + AF + NF — ANF = 6.

pozn 1.14: Na tomto piikladu lze vysvétlit funkci principu inkluze a exkluze. Kdyz hleddme pocet
zameéstnancu nemluvicich zddnym jazykem, odec¢teme od poctu vSech zaméstnancti pocet mluvicich
anglicky, némecky a francouzsky. Pfitom jsme ale zaméstanance mluvici anglicky i némecky odecetli
dvakrat, musime je tedy zase pricist. Takhle se pokracuje do té doby, kdy je kazdy zaméstnanec ko-
rektné odecteny pravé jednou. Princip inkluze a exkluze ndm umoznuje provést korektni odecteni
automaticky, bez toho, ze bychom kontrolovali spravnost odecteni toho kterého zaméstnance. Do-

porucujeme si nakreslit obrazek a rozmyslet si vyznam jednotlivych skupin.

Piiklad 1.12 Kolika zpusoby lze k rozlisitelnych pfedmeétu umistit do n rozlisitelnych ptrihradek
tak, aby v kazdé prihrddce byl aspon jeden predmét?

Podobnym problémem jsme se zabyvali v piikladu 1.2, tam Slo ovSem o nerozliSitelné predmeéty.
Zkusime si ukdzat mozny zpusob uvazovani, ktery nas pfivede k feSeni tlohy.

Zadani je jasné, mame néjaké predméty, ty budeme davat do prihradek, tedy pro kazdy predmét
potfebujeme vybrat néjakou ptrihradku, pricemz predméty jsou rozlisitelné, tudiz zalezi na poradi
vybéru piihrddek (neboli neni dulezité pouze to, ze dame néjaky predmét do prihrddky, dulezité
také je, ktery_ predmét tam dédme). Tato é4st zadani by vedla na variace s opakovdnim, médme
ale jesté dopliujici podminku (aspon jeden predmét v kazdé piihrddce).

Chceme-li délit pfedméty do prihradek tak, aby v kazdé byl aspon jeden pfedmét, udélame to v
redlném svété pravdépodobné tak, ze ddme jeden predmét do kazdé prihradky (aby byla podminka
splnéna) a ostatni rozdélime libovolné. Zkusime to stejné i pfi vypoctu, muzeme nejdiiv vybrat n
predmétu, které umistime po jednom do kazdé prihradky. Vybirdme-li napfed predmét pro prvni
prihrddku, poté pro druhou atd., jde o uspotddany vybér bez opakovani n-té tiidy z k prvka,
ktery lze provést k!/(k — n)! zptsoby (vSimnéme si, ze vybirdme z pFfedmeétu, ne z piihradek).

pozn 1.15: Ke stejnému vysledku dospéjeme, pokud nejprve vybereme ( fL ) zpusoby n predmétu,

které pak k! permutacemi rozdélime mezi pfihradky.
Zbyvajicich (k — n) piedméti rozdélime libovolné, pticemz mame celkem n*~" moznosti. Aniz
bychom to zminili, pouzili jsme dekompozici probému na podproblém splnéni podminky a pod-
problém rozdéleni zbyvajicich predmeéti.

Za ptredpokladu, ze vySe zminénym postupem vygenerujeme pravé vSechna ruzna rozdéleni
odpovidajici zadéni, a to préavé kazdé jednou, bychom mohli (podle kombinatorického pravi-
dla soucinu) vyndsobit pocty feseni obou podproblému a obdrzet vysledek. Musime ovsem jesté
ovérit platnost predpokladu. Jeho prvni ¢ast splnéna je, druhd nikoli, protoze stejnd rozdéleni jsou
zapoCtena vicekrat. Blizsi vysvétlen{ pfindsi nésledujici komentér (1.16).

pozn 1.16: Abstraktni matematické tivahy jsou ¢asto pomérné obtizné. Vyplati se tedy vyfesit néjakou
jednoduchou variantu piikladu s pevné dosazenymi ¢isly (za volné proménné n a k). To ndm umozn{
jednak zjistit, zda v doposud udélanych tivahdch nebyla chyba, jednak muze napovédét dalsi postup.
Je dobré volit ¢isla co nejmensi, pfitom ale musime mit na paméti, ze nékteré zaludnosti problému se
mohou projevit az pfi vyssich ¢islech. V nasem piipadé postaci déleni 3 pfedmétu do 2 piihrddek.

Nejprve najdeme vSechna rozdéleni splnujici zadani, je jich celkem 6. Pak zjistime, ze nasemu
postupu odpovid4d 12 Feseni (6 moznosti, jak obsadit kazdou pfihrddku jednim pfedmétem, 2 moznosti,
jak rozdelit zbyvajici pfedmét). Nyni se zarazime a za¢neme hledat chybu. Po chvilce uvazovani patrné
dojdeme k zdvéru, ze problém je nésledujici: predstavme si, Ze v prvni prihrddce se nachazi predméty
A a B a v druhé prihrddce pfedmét C. To je rozdéleni spliiujici zadani. V naSem postupu jej ovsem
muzeme ziskat dvéma zpusoby (do prvni pfihrddky se muze pfedmét A dostat v prvnim kroku a
pfedmét B ve druhém, nebo naopak), je tedy zapocitén dvakrat.



N34S postup tedy zatim nevysel, ale muzeme se jej jeSté pokusit néjak zachranit. Urcité si vSimneme,
ze kazdé rozdéleni odpovidajici zadani je zapocitdno pro dany pocet predmétu a krabicek prave
dvakrat, stacilo by tedy ziskany pocet rozdéleni délit dvéma. Otézka je, zda tento postup lze zobecnit

pro libovolné n a k a odpovéd znf ne (viz komentai 1.17).

pozn 1.17: Zjistime, kolikrat je v naSem postupu zapocitdno jedno rozdéleni odpovidajici zadani.
Uvazme jednu pfihrddku, v niZz je r pfedméti. V nasem postupu rozlisujeme prvni pfedmét (vlozeny v
prvnim kroku) od ostatnich (vlozenych v druhém kroku), rozlisujeme tedy celkem r ruznych rozdéleni
pouze pro tuto piihrddku. Je-li v jednotlivych ptihrddkéch r; pfedmétu, pak je toto jediné rozdéleni
spliujici zaddni v nasem postupu zapocteno H:;l r;. Toto ¢islo je ruzné pro ruzna rozdéleni, proto
jim délit nejde.

Miuze nés také napadnout odecist vicenasobné pfictend rozdéleni. Podrobnéjsi analyzou zjistime,

ze tento postup by byl obtizné priuchodny. S dekompozici jsme tedy neuspéli.

Jsme opét na zacatku feseni a snazime se vymyslet jiny postup. Pokud se nam nepodafilo najit
pocet rozdéleni spliujicich podminku, zkusime najit pocet rozdéleni, kterd podminku nesplnuji
a odecist je od poc¢tu vsech feSeni. Jak vypadd rozdéleni, které podminku nespliuje? Nékteré
prihradky jsou préazdné. Urcité by pomohlo védét, které piihradky to jsou. Muzeme si predem
vybrat, ve kterych pfihrddkach nic nebude a potom poséitat pies vsechny vybéry prazdnych
prihradek. Muzeme néjak snadno vyfesit tlohu, v niz by predem zadané pfihradky byly préazdné
a v ostatnich byl aspoii jeden predmét? To urcité ne, prazdné piihradky prosté jenom odstranime
a zustane nam problém, ktery pravé resime.

pozn 1.18: Presné vzato, nemdme stejny problém, ale podobny problém s mensim n (po¢tem pfihradek).
Tudy by mél (nemdm to vyzkousené) vést postup vyuzivajici matematickou indukei (problém s jednou

piihrddkou lze vytesit trividlng), vysledkem by byly pravdépodobné nepficetné vypadajici sumy.

Muzeme ale vyftesit tlohu, v niz pfedem vybrané prihrddky budou prézdné a o ostatni se nebudeme
zajimat. Pomuze ndm to néjak? Ale ano, mame piece princip inkluze a exkluze. Tim méame popsany
princip feSeni.

Vyberme r prihradek, které budou prazdné. Tento vybér lze provést celkem ( Z ) zpusoby.

Do zbylych piihrddek mizeme predméty rozdélit celkem (n — 7)* zpiisoby (pro kazdy vybér
prazdnych prihradek). Ziskand ¢isla budeme stiidavé odeéitat a piicitat od poétu vech rozdéleni,
jak veli princip inkluze a exkluze. Vsech rozdéleni spliujicich zadani je

n’f—<’f)(n—1)k+(;’)(n—2)k— ( g>(n—3)k+...=i(—1)r( :f )(n—r)k.

Piiklad 1.13 Do vytahu pétiposchod' ové budovy nastoupilo osm lidi, kolika riznymi zptisoby
mohou vystoupit, mé-li v kazdém poschodi vystoupit aspon jeden clovék?

Opét typicky piiklad na princip inkluze a exkluze, nejprve najdeme pocet vSech zpusobu vy-
stoupeni, pak odecteme ptipady, kdy v jednom z pater nikdo nevystoupil atd. Reseni je

58—(?>48+(g)38—<g>28+(i)18=126000

pozn 1.19: Clen s 08 ve vysledku chybi, jednak je nulovy, jednak pokud maji lidé z vytahu vystoupit,

nemuze se stat, ze by v zddném patie nikdo nebyl.

pozn 1.20: Vezmeme-li misto obvyklych lidi napiiklad nerozliSitelné klony, pak patra pro jednotlivé
osoby vybirdme neuspoiddané (variace s opakovdnim musime nahradit kombinacemi s opakovénim).

Vysledek mé pak tvar
4
r( 5 8+5—r—1"1\
Z(_l) (7‘)( 5—r—1 >_35

r=0



Z druhé strany je uloha ekvivalentni neuspofdadanému vybéru s opakovanim z péti pater pro tii klony,

kterych je ( Z

pienechdme jako (ndro¢né) cviceni.

) = 35. Ukdazdni shodnosti obou vysledku (zejména pro obecny pocet lidi a pater)



2 Pravdépodobnost

Uvazme piiklad hdzen{ kostkou. Tento experiment mé Sest moznych vysledku (elementérnich jevi)
a mizeme pii ném rozligit 2° riznych jevii (kazdd podmnozina mnoziny vysledki je jev, napf.
podmnozina {1,3,5} odpovidé jevu ”padne liché ¢islo”). Jevy lze tedy chdpat mnozinové, coz je
dulezité pro matematické zavedeni pravdépodobnosti. Pravdépodobnost jevu lze definovat nékolika
zpusoby. V klasickd definici je dana podilem poctu vysledku pokusu piiznivych jevu a poctu vsech
moznych vysledku pokusu. V nasem piikladé je Sest moznych vysledku, pficemz tii jsou piiznivé
jevu ”padne liché ¢islo”, tudiz pravdépodobnost tohoto jevu je 1/2. (Predpokladd se ovsem, Ze
vSechny vysledky pokusu jsou ”stejné pravdépodobné”.)

pozn 2.1: Toto vypada trochu jako definice kruhem. Ale moznd tusime, Ze pojem ”stejné pravdépodobné”

muzeme zavést daleko intuitivnéji, nez samotnou pravdépodobnost.

Statistickd definice je zalozena na opakovaném provadéni pokusu a je urcena podil pottu po-
kusu piiznivych jevu a poctu vSech pokusu v limité pro nekoneény pocet pokusi. Matema-
tickd (axiomatickd) definice pravdépodobnosti neddva navod na konkrétni vyécisleni, ale vyjadiuje
nékteré dulezité vlastnosti pravdépodobnosti. Pravdépodobnost je v ni zavedena jako zobrazeni
P z mnoziny jevii A do mnoziny redlnych ¢isel spliiujici ndsledujici podminky (mnozinu vysledku
pokusu oznac¢ime {2, A je mnozina viech podmnozin Q):

1. P(X) > 0 pro kazdy jev X € A
Q) =1
3. P(AUB) =P(A) + P(B) pro kazdé dva vzdjemné se vylucujici (AN B =0) jevy A,Be A

N
g

Piiklad 2.1 Systém je tvofen dvéma bloky, pravdépodobnost poruchy prvniho bloku je 0,05,
pravdépodobnost poruchy druhého bloku je 0,15. Jakd je pravdépodobnost poruchy systému,
jestize bloky pracuji a) v sérii, b) paralelné?

a) Oznacime A1, As jevy selhdn{ prvnfho a druhého bloku. Hleddme P(A; U As) (pravdépodobnost
selhén{ aspori jednoho bloku). Nemuzeme ji urc¢it ¢iselné, pokud nezndme vztah mezi jevy Ap, Ao,
muzeme vSak najit interval, v némz bude lezet. Nejmensi hodnota pravdépodobnosti bude, po-
kud A; bude podmnozinou A, (naopak to nejde kvili velikostem pravdépodobnosti). V takovém
piipadé se prvni blok rozbije pouze tehdy, pokud nebude fungovat ani druhy blok, pravdépodobnost
poruchy systému v takovém piipadé bude 0,15. Druhy extrém ziskdame, pokud se jevy A, As bu-
dou vzajemné vylucovat, pravdépodobnost poruchy systému pak bude 0,20.

b) Hleddme P(A; N Az) (pravdépodobnost selhdni obou blokii). Ta je zjevné zdola omezena nulou
(vzéjemné se vylucujici jevy), shora 0,05 (v ptipadeé, ze jev A; je podmnozinou jevu As).

pozn 2.2: Muzeme jeSté uvazit pripad nezavislych jevu. V takovém piipadé jsou pravdépodobnosti v
piipadé b) P(A; N A2) = P(A1)P(A2) (z definice nezévislosti jevi), v piipadé a) P(A4; U Az) =
P(A1) + P(A2) — P(A1 N A2) (sjednoceni rozdélime na vzdjemné disjunktni podmnoziny, jejichz

pravdépodobnosti pak podle tiettho axiomu sec¢teme).

Piiklad 2.2 Hodime nx minci, jakd je pravdépodobnost, ze pravé kx padne lic?

Vyuzijeme klasickou definici pravdépodobnosti. Pokus ma celkem 2" moznych vysledka (pro

kazdou minci volime ze dvou vysledki), ptiznivych je ( n ) (volime k pozic pro lice), pravdépodobnost

k
je ( Z >/2”.

pozn 2.3: Také ( Z ) pozic pro lice, (1/2)*, Ze na zvolenych pozicich padne lic, (1/2)"F, ze na
zbyvajicich padne rub.



Piiklad 2.3 7Z balicku 32 karet vybereme 2, jakd je pravdépodobnost, ze budou mit stejnou
barvu a) pokud karty vracime, b) bez vraceni?

Prvnf karta pouze uréi barvu, do které se ma vejit druhd. a) 8/32, b) 7/31.

Piiklad 2.4 7 balicku 32 karet vybereme k, jaka je pravdépodobnost, ze budou mit stejnou
barvu (karty vracime)?

Vsech moznosti je 32%, pifznivych 4.8% (8 karet od dané barvy, 4 riizné barvy).

Piiklad 2.5 Urcete pravdépodobnost, ze mezi k lidmi nemaji zadni dva narozeniny ve stejny
den (uvazujte nepfestupny rok).

Budeme vybirat narozeninové dny pro jednotlivé lidi. Jde o uspofddany vybér k-té z 365 prvka,

pro vSechny jevy je s opakovanim, pro pfiznivé bez opakovani. Vysledek je %

Piiklad 2.6 7 balicku 32 vybereme nahodné 4 karty, jaka je pravdépodobnost, ze mezi nimi
bude aspon jedno eso?

Resenf najdeme jako doplnék k pravdépodobnosti, ze mezi vybranymi kartami eso nebude.

pozn 2.4: Pievést pravdépodobnostni tilohu na inverzni je ¢asto pouzivany postup. V tomto piipadé
je jasné, ze znalost poctu es ve vybéru zjednodusi feseni tilohy. Bylo by mozné se¢ist pravdépodobnost
toho, Ze ve vybéru bude postupné 1, 2, 3 nebo 4 esa (tedy aspoinl jedno), jednodussi je ale spocitat

pravdépodobnost toho, ze ve vybéru eso nebude a tu pak odecist od jedné.

Vybéry z karet jsou variace bez opakovani (na pofadi zdlezi), vybirdme-li ze vSech 32 karet, do-
staneme vsechny vysledky, vybirdme-li z 28 (bez es), dostaneme vysledky nepiiznivé hledanému

jevu. Pravdépodobnost je 1 — (2827?!4)!/(32373!4)! = 0,4306.

Piiklad 2.7 Dvakrat hodime minci, jakd je pravdépodobnost, ze padne v obou hodech stejnéa
strana?

Jsou celkem 4 mozné vysledky pokusu (LL, LR, RL, RR - variace s opakovdnim), z toho 2 piiznivé
(LL, RR), pravdépodobnost je 1/2.

pozn 2.5: Na piikladu je vhodné promyslet si, kdy zdlezi na pofadi vybéru a kdy ne. Pfedstavme si
nasledujici argumentaci: Nezalezi na tom, kterou minci hodim jako prvni. Proto nezalezi na poradi, v
jakém dostanu vysledek, rozhodujici je po¢et kombinaci, nikoli variaci. Jsou tedy t¥i ruzné vysledky
pokusu (dva lice, dva ruby, lic a rub). Hledand pravdépodobnost je 2/3.

Ve skutecnosti samozfejmé mince ze své podstaty (jako fyzikdlni objekty) rozlisitelné jsou. Kom-
binace rub a lic pad4 dvakrat ¢astéji nez kombinace LL, RR, protoze miize byt realizovana bud licem
na prvni a rubem na druhé minci, nebo naopak.

Uvedeme a vyvratime jesté jednu ndmitku: Ptame-li se, kolik lici padne pfi hodu dvéma mincemi,
pak jisté existuji pouze 3 (a ne 4) mozné ruzné vysledky. Pro pravdépodobnost (ve smyslu klasické
definice) je v8ak nutné, aby tyto vysledky pokusu byly stejné pravdépodobné, coz ovsem v uvedeném
piikladé neplati.

Pokud je nékdo vyse uvedenymi argumenty nepiesvédcen a stdle povazuje vysledek 2/3 za spréavny,

Ize proti nému tuto skutec¢nost vhodné vyuzit v hazardni sdzkové hre.

Piiklad 2.8 Dva hréci stiidavé hazeji minci, vyhrava ten, kterému jako prvnimu padne lic. Jaka
je pravdépodobnost vyhry prvniho a druhého hréace?

Prvni hra¢ vyhraje, pokud v néjakém lichém hodu padne lic a ve vSech pfedchozich rub. Oznacime-

li poradi hodu n, pak pravdépodobnost vitézstvi prévé v tomto hodu je (1/2)™. Tyto pravdépodobnosti
poscitame pres viechny liché hody (to ndm umoziuje skutecnost, ze vitézstvi v ruznych hodech jsou
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vzdjemné se vylutujici jevy, lze tedy pouzit pravidlo souctu) a dostdvdme Py = Y o0 (1/2)%*! =
2/3 (scitdme geometrickou Fadu, kde plati >_.°  ag" = a/(1—g)). Podobnym zpusobem (nebo také

jako doplnék do 1) zjistime, ze pravdépodobnost vitézstvi druhého hrace je 1/3.
Piiklad 2.9 Jakd je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfema kostkami padne soucet a) 11 b) 127

Je celkem 62 = 216 moznych vysledkii pokusu. Vypiseme véechny davajici dany soucet:

a) 6,4,1 6x b) 6,51 6x

6,3,2 6x 6,4,2 6x

5,5,1 3x 6,3,3 3x

5,4,2 6x 5,5,2 3x

5,3,3 3x 5,4,3 6%

4,4, 3 3x 4,4, 4 1x
Vidime, ze 27 vysledkt pokusu odpovida souc¢tu 11 a 25 souctu 12. Pislusné pravdépodobnosti

jsou a) 0,125, b) 0,1157.

Piiklad 2.10 Jakd je pravdépodobnost, Ze pii soucasném hodu 6 kostkami padne: a) na kazdé
kostce jiné ¢islo, b) samé Sestky, ¢) pravé 5 Sestek, d) aspon 4 Sestky, e) vSechna ¢isla suda, f)
vSechna ¢isla stejna?

Pokus mé 6% moznych vysledki.

a) Jednotlivé ¢islice lze na kostky rozmistit 6! permutacemi (obecnéji jde o kombinace bez opa-
kovani Sesté tiidy (Sest kostek) z Sesti prvka (Sest ¢islic)). Pravdépodobnost je 0,01543.

b) Samym Sestkdm odpovid4 jediny vysledek, pravdépodobnost je 2,14.107°.

¢) Vybereme jednu kostku ze Sesti (kombinace prvni t¥idy ze Sesti prvku bez opakovéni), na niz
padne néco jiného nez Sestka (je na ni moznych pét ruznych vysledku - variace prvni ti{dy z
péti prvku s opakovanim). Na ostatnich kostkdch padnou Sestky, coz je mozné realizovat jedinym
zptisobem. Celkem méme 6.5 = 30 piiznivych vysledki, pravdépodobnost je 6,43.107°.

d) Poscitame piipady, kdy Sestky padnou na Ctyfech, péti a Sesti kostkdch (diléi pocty najdeme
zpusobem popsanym pod pismenem c). Mame celkem ( g ) 52 + ( (13 ) 5t + ( g ) 59 vysledkt
piiznivych jevu, pravdépodobnost je 8,037.1073.

e) Vybirame Sestkrat ze tif sudych éisel, celkem je 3% pifznivych vysledki, pravdépodobnost je
0,015625 (= (1/2)°, v kazdém hodé mame poloviéni pravdépodobnost, ze padne sudé &fslo).

f) Celkem je Sest riznych vysledki pifznivych jevu, pravdépodobnost je 1,286.107°.

Piiklad 2.11  Ctyii osoby si odlozily étyii klobouky, poté si je ndhodné rozdélily, jaks je pravdépodobnost,
Ze si aspon jedna osoba vzala svij klobouk?

Ulohu budeme fesit jako doplnék problému, kdy si zddnd osoba nevzala svij klobouk. Pocet
odpovidajicich rozdéleni najdeme pomoci principu inkluze a exkluze. Existuje celkem 4!=24 (per-
mutace, resp. variace bez opakovén{) libovolnych rozdéleni klobouku, od nichz postupné bu-
deme odecitat (a pricitat) rozdéleni, v nichz pifedem vybrané osoby dostanou svuj klobouk a
ostatni jsou rozdéleny nahodné. Pocet rozdéleni, v nichz zddné osoba nedostane svij klobouk,
je 4! — combd13! + comb422! — combd31! + comb440! = 9, (kombinaé¢ni ¢islo udavd pocet kom-
binaci piislusného poctu osob, které dostanou vlastni klobouk, faktoridl je rozdéleni zbyvajicich
klobouku). Celkem 15 rozdéleni klobouku z 24 spliiuje puvodni zadédni, hledané pravdépodobnost
je 0,625.

pozn 2.6: Matematicky otrlejsi jedinci se mohou zabavit problémem, v némz svuj klobouk dostanou
asponi dvé osoby/pravé dvé osoby a poté zobecnit pro libovolny pocet osob a libovolny pocet osob s

vlastnim kloboukem.
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Piiklad 2.12 Pét osob vystupuje nahodné z vytahu v osmipatrové budové, jaka je pravdépodobnost,
Ze vystoupi a) vsichni ve stejném patfe, b) vSichni v Sestém patte, ¢) kazdy v jiném patie?

Existuje celkem 8% = 32768 riznych zplsobil rozmisténi osob do jednotlivych pater. Z nich 8
vyhovuje podmince a), 1 podmince b), u podminky ¢) vybirdme uspoirddané 5 z 8 pater bez opa-
kovéni, celkem je 8!/3! = 6 720. Odpovidajici pravdépodobnost jsou a) 2,44.10~%, b) 3,05.107°, c)
0,205.

Piiklad 2.13 Jak4 je pravdépodobnost, Ze a) pii hodu Sesti kostkami padne aspon jedna jednicka,
b) pifi hodu dvandcti kostkami aspon dvé jednicky?

a) Pokus m4d celkem 6% = 46 656 riznych vysledkii (opét si uvédomme, Ze se nam jedna o to,
aby kazdy vysledek pokusu byl stejné pravdépodobny, musime tedy rozlisovat, na jakych kostkach
piislusné hodnoty padnou, pocitdme tedy variace, nikoli kombinace). Aspon jednu jednicku ziskdme
nejvyhodnéji jako doplnék do ani jedné jednicky. Ani jedna jednicka znamenda vybér z péti zbyvajicich
hodnot, takovych vybéri je celkem 5° = 15625, vybéri s aspon jednou jednickou je 31031 a
pravdépodobnost je 0,6651.

b) Od celkového poétu riznych vysledkt (612 = 2176 782 336) odecteme hody bez jednicky (5'2)

a s pravé jednou jednickou (( 112 > 51111 a zjistime, ze pifslusna pravdépodobnost je 0,6187.

pozn 2.7: Pro¢ se pravdépodobnosti lisi a pro¢ je druhd z nich mensi?

pozn 2.8: Zatimco u tohoto piikladu je hledéni feSeni pfimocaré, u podobné formulovaného piikladu
s klobouky (2.11) bylo nutné pouzit princip inkluze a exkluze. Bylo to opravdu nutné? Pokud ano, v

jaké odlisnosti zadéni tkvi pricina?

Piiklad 2.14 Dité dostalo sdcek s péti zlutymi a péti cervenymi bonbdny, jaka je pravdépodobnost,
ze mezi Sesti ndhodné vybranymi bonbény budou préavé dva cervené?

Bonbdny vybirdme bez vraceni, pficemz na pofadi vybéru nezdlezi (podrobnéji viz pozndmku 2.9),
jednotlivé bonbény samoziejmeé rozlisujeme (jako fyzikalni objekty se od sebe lisf). 6 bonbént z 10
10
6 4
zpusoby, prislusna pravdépodobnost je 0,238.

lze vybrat celkem zpusoby, pricemz prave 2 cervené (a 4 zluté) lze vybrat ( ; ) < > >

pozn 2.9: U piikladu s kostkami (2.13) jsme zduraziiovali, Ze pocitdme variace, najednou ale tvrdime,
ze vystacime s kombinacemi. Tento rozpor si zaslouzi vysvétleni. Pozadujeme, aby vysledky pokusu,
z nichz pocitdme pravdépodobnost, byly stejné pravdépodobné. V praxi jsou stejné pravdépodobné
vzdy variace, protoze variace odpovidaji redlnému provedeni experimentu. Bonbény také vybirdme v
néjakém poradi. V piikladé s bonbdny ale kazdé kombinaci odpovida stejny pocet variaci, vSechny
kombinace jsou stejné pravdépodobné. V piikladé s kostkami tomu tak nebylo. Pfi¢ina je v tom, ze
u bonbéntu jde o vybér bez opakovani (kde kazdé kombinaci odpovidé stejny pocet variaci lisici se
permutacemi navzdjem ruznych prvku), zatimco u kostek slo o vybér s opakovéanim, kde pocet variaci
odpovidajicich jedné kombinaci je ruzny (stejné prvky uz permutovat nemuzeme).

Pokud bychom po¢itali opravdu variace, pak mame celkem 10!/4! vSech vybéru, z nichz ( g ) (5!1/30)(5!/11)
spliiuje podminku (vybirdme 2 ¢ervené, 4 zluté a 2 pozice ze 6, na nichz vybereme zluté bonbény).

Vysledna pravdépodobnost bude samoziejmé stejna.
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3 Podminéna pravdépodobnost

Megjme jevy A, B. Zavedeme podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky B vztahem

P(A|B) = P(%E)B) (pravdépodobnost podminky musi byt nenulovd).

pozn 3.1: Definice je zcela intuitivni, vysvétlime si ji na pfikladé. Predstavme si, ze kazdy den sledujeme
pocasi a viimdme si, zda prs{ (jev A) a zda je zatazeno (jev B). Pozorovdnim zjistime, ze napf. v 40%
dnt je zatazeno, v 32% dnu prs{ a ve 24% dnu je zatazeno a prsi (jev AN B, muZe pret také napf. z
polojasné oblohy). Podminénd pravdépodobnost toho, ze prsi, za podminky, Ze je zatazeno, je podle
definice 60%. Tedy pokud nevime nic o obla¢nosti, pak lze tvrdit, ze prsi s pravdépodobnosti 32%, ale
pokud uz jsme zjistili, ze je zatazeno (je splnéna podminka), pak je (podminénd) pravdépodobnost
deste 60%).

Pifmo z definice lze odvodit uziteény multiplikativn{ vztah (véta o ndsobeni pravdépodobnosti)
P(ANB) = P(B)P(A|B).

pozn 3.2: Ten muzeme ¢&ist ndsledovné: pravdépodobnost souc¢asného vyskytu jevi A a B je déna
soucinem pravdépodobnosti, Ze nastane jev B a (podminéné) pravdépodobnosti toho, Ze pfi splnéni
podminky B nastane jev A (tato podminénd pravdépodobnost se obecné lisi od pravdépodobnosti

jevu A, coz demonstruje i piiklad s destém a obla¢nost{).

Méjme néjaky dplny systém hypotéz {H;} (tj. systém jevi s nenulovou pravdépodobnosti, které
se navzajem vylucuji a jejichz sjednoceni je jisty jev). Pak pro libovolny jev plati véta o tplné
pravdépodobnosti
P(A) = P(H;)P(A|H;).
i

pozn 3.3: Vratme se k piikladu s po¢asim. Jednoduchou mnozinovou tivahou zjistime, Ze pravdépodobnost
toho, Ze nenf zatazeno a prsi, je 8%, pravdépodobnost toho, Ze neni zatazeno, je 60% a podle definice
je podminénd pravdépodobnost desté za piedpokladu, ze neni zatazeno, 13,33%. Nyni dést tvoii jev
A, tplny systém hypotéz je tvoien jevy ”je zatazeno”, "neni zatazeno”. K desti mize dojit bud tak,
ze je zatazeno a prsi, nebo neni zatazeno a prsi, pravdépodobnost desté je sou¢tem uvedenych dil¢ich
pravdépodobnosti. S pravdépodobnost{ 40% je zataZeno a za této podminky je pravdépodobnost desté
60%, tedy s pravdépodobnosti 24% je zataZeno a prsi, podobné zjistime, Ze s pravdépodobnosti 8%
neni zatazeno a prsi, celkem tedy prsi s pravdépodobnosti 32%. Mélo by byt patrné, ze véta o tiplné

pravdépodobnosti je jednoduchd a dobfe srozumitelna.

Dvoji aplikaci definice podminéné pravdépodobnosti ziskdme Bayesuv vzorec, ktery meéni jev a
podminku:
P(B|A)P(A)

PUAIB) = =55

pozn 3.4: Pokud naptiklad vime, Ze s pravdépodobnost{ 40% je zataZeno, s pravdépobnost{ 32% prsi
a podminénd pravdépodobnost desté za podminky zataZeno je 60%, pak pomoci Bayesova vzorce
zjistime, Ze pravdépodobnost zatazené oblohy za splnéni podminky, ze prsi, je 75%. To je ve shodé
s dffve uvedenym tvrzenim, Ze v 24% ze vSech pozorovéani prii a je zatazeno, zatimco v 8% prsi a

zatazeno neni.

pozn 3.5: Nami uvedeny Bayesuv vzorec je zjednodusenou podobou dvou puvodnich Bayesovych
vzorcum, které jsou doplnény o vétu o uplné pravdépodobnosti aplikovanou na jev A (1.BV), popf. i
jev B (2.BV).
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Piiklad 3.1 Jakd je pravdépodobnost, ze pii hodu dvéma kostkami padly dvé pétky, vime-li, ze
soucet ok na obou kostkach je délitelny péti?

Jev A jsou v nasem piipadé dvé pétky, podminka B soucet délitelny péti. Nejprve najdeme
pravdépodobnosti obou jevi. Pii hodu dvéma kostkami je 36 moznych vysledkii, z nichz jeden
vyhovuje jevu A a sedm (144, 243, 3+2, 441, 446, 5+5, 6+4) jevu B. Plati tedy P(A) = 1/36,
P(B) = 7/36. Pravdépodobnost pruniku obou jevu, tedy toho, ze padnou dvé pétky a vysledek
je delitelny péti, je také 1/36. Odtud uz najdeme P(A|B) = (1/36)/(7/36) = 1/7. Vysledek ma
jednoduchou interpretaci: platnost podminky B nam ze vSech 36 vysledku pokusu vybere 7, mezi
nimi je 1 vyhovujici také jevu A (tedy 1 ze 7), odpovidajici podminénd pravdépodobnost je 1/7.

Piiklad 3.2 V nddobé je a bilych a b ¢ernych kouli, vybereme 2 bez vraceni. Jaka je pravdépodobnost,
ze druhd koule byla bild (jev 2B) za podminky, ze prvni koule byla bild (jev 1B)?

Z celkem a+b zpusobu, jimiz lze vybrat prvni kouli, vyhovuje a jevu 1B. Z celkem (a+b)(a+b—1)
zpusobu, jimiz lze vybrat prvni dvé koule, vyhovuje a(a — 1) jevu 1B N 2B. (Ve v8ech ptipadech
jde o usporddany vybér bez opakovéni.) Mdme tedy P(1B) = a/(a +b), P(1BN2B) = a(a —
1)/[(a+b)(a+ b—1)] a podle definice P(2B|1B) = (a —1)/(a+b—1).

pozn 3.6: Vysledek ma velmi intuitivni interpretaci: Vybereme-li v prvnim tahu bilou kouli, zbyva jich
v néddobé a + b — 1, z &ehoz a — 1 je bilych, (podminénd) pravdépodobnost tazenf bilé v druhém tahu
je (a —1)/(a + b —1). Naopak je-li v prvnim tahu vybrdna c¢ernd koule, je ze zbyvajicich a + b — 1
koulf a bilych a za této podminky je pravdépodobnost tazeni bilé koule v druhém tahu a/(a +b—1).

Piiklad mé zejména demonstrovat, ze neni tfeba bat se podminéné pravdépodobnosti.

Piiklad 3.3 V nadobé jsou vlozeny listky, na nichz jsou napsany ¢islice 0-9, kazda pravé jednou.
Vybereme postupné bez vracenf tfi z nich, jakd je pravdépodobnost, ze (uspofdaddny v pofadi
vybéru) daji éislo 1257

Ulohu lze vyfesit kombinatorickou dvahou (ze 720 variaci bez opakovén{ 1 vyhovuje danému jevu),
vyuzijeme ale vétu o ndsobeni pravdépodobnost. Podle ni plati P(7;2503) = P(71)P(22|71)P(03]71
25). Jednotlivé podminéné pravdépodobnosti opét najdeme jednoduse, kdyz si uvédomime, ze v
prvinim tahu mdme 1 pffznivou moznost z 10, v druhém 1 z 9, ve tfetim 1 z 8 (podminky v nasem
ptipadé nefikaji nic jiného, ze tazeny listek jesté v nadobé je, tedy napft. byla-li v prvnim tahu
vybréna 7, pak pred druhym tahem je 2 jesté uvnitf nddoby). Hledand pravdépodobnost je pak
podle véty o soucinu pravdépodobnosti rovna 1/(10.9.8)=1/720.

D

pozn 3.7: Uvédomme si rozdil vyznamu pravdépodobnosti tazeni 2 v druhém tahu a tazeni 2 v druhém
tahu za podminky tazeni 7 v prvnim tahu. Druhou z pravdépodobnosti jsme nalezli v pirikladu.
Prvn{ z nich najdeme nésledovné: v 9/10 pifpadu je v prvnim tahu taZena jind &islice, nez 2. V ta-
kovém piipadé je v druhém tahu 1/9 Sance na tazeni 2. Pokud vytdhneme 2 uz v prvnim tahu (s
pravdépodobnosti 1/10, pak uz ji v druhém tahu pochopitelné vytdhnout nemizeme. Podle véty o
dplné pravdépodobnosti je P(22) = P(21)P(22]21) + P(21)P(22]21) = 9/10.1/9 + 1/10.0 = 1/10.
Totéz plati pro libovolnou &islice a libovolny z prvnich deseti tahtu. Stejny vysledek lze ziskat i kom-
binatorickou uvahou.

Predchozi tahy ale ovliviuji pravdépodobnost tazeni dané ¢islice v nésledujicim tahu. Pokud uz
byla tazena, je pravdépodobnost jejiho znovuvytazeni nulova, pokud jesté nebyla tazena, pravdépodobnost

jejiho tazeni vzrustd (ubyvé konkurence).
Priklad 3.4 1.délnik vyrobi za sménu 60 vyrobku, z toho 10% zmetku, 2. délnik 40 vyrobkiu,
z toho 5% zmetku. Jakd je pravdépodobnost, ze je vyrobek zmetek a pochézi od 1. (2.) délnika?
Jakd je pravdépodobnost, ze je-li vyrobek zmetek, pochdzi od 1. (2.) délnika?

Na tloze budeme procvicovat zejména pirevod slovniho zadani do matematického pravdépodobnostniho
popisu a rozpoznani jednotlivych typu pravdépodobnosti.
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Uloha je jednoduchd, ale vyzaduje jistou peclivost a duslednost. Nejprve tedy oznacime jed-
notlivé jevy: D1 a D2, ze vyrobek pochézi od 1. (2.) délnika, Z, ze je vyrobek zmetek, jiné
jevy neuvazujeme. Nyni zjistime, jaké pravdépodobnosti zndme. V zadani jsou explicitné uvedeny
dvé (pozndme podle procent), zjevné jde o podminéné pravdépodobnosti, ze vyrobek je zmetek
za predpokladu, ze pochdzi od 1. (2.) délnika. S trochou usili také najdeme pravdépodobnosti,
ze nédhodné vybrany vyrobek pochézi od 1. (2.) délnika (ze 100 vyrobku vyrobenych za sménu
pochdzi 60 (tedy 60%) od 1. délnika a 40 (tedy 40%) od 2. délnika). Zndme tedy P(Z|D1) = 10%,
P(Z|D2) = 5%, P(D1) = 60%, P(Z|D1) = 40%.

V prvni éésti dlohy hleddme pravdépodobnost toho, ze je vyrobek zmetek a pochdzi od 1. (2.)
délnika, tedy P(Z N D1) (P(Z N D2)). Podle véty o ndsobeni pravdépodobnosti je P(Z N D1) =
P(D1)P(Z|D1) = 6% (1. délnik vyrobi 60% z celkového poctu vyrobku, z téchto 60% piedstavuji
10% zmetky, celkem tedy 6% z celkového poctu vyrobku jsou zmetky vyrobené 1. délntkem. A
skutec¢né primo ze zaddni vyplyvd, ze 1. délnik vyrobi za sménu 6 zmetku, coz je 6% z celkového
poctu 100 vyrobki.), podobné P(Z N D2) = 2%.

V druhé ¢asti o vyrobku predpokladame, Ze je zmetek a hledame pravdépodobnost, ze pochézi
od 1. (2.) délnika. K tomu potiebujeme kromé uz nalezenych pravdépodobnosti pruniku znét
také pravdépodobnost, ze je vyrobek zmetek. Tu najdeme pomoci véty o tplné pravdépodobnosti
(méné ucené, secteme pravdépodobnosti pruniku, které uz zname, je-li z celkového poctu vyrobkua
6% zmetkl vyrobenych 1. délnikem a 2% zmetkt vyrobenych 2. délnikem, pak z celkového poétu
vyrobku je 8% zmetk), P(Z) = 8%. Podminéné pravdépodobnosti potom jsou P(D1|Z) = P(ZN
D1)/P(Z) = 75%, P(D2|Z) = 25% (a skute¢né z 8 zmetku vyrobenych za sménu pochézi 6 (75%)
od 1. a 2 (25%) od 2. délnika).

Priklad 3.5 V urné je n bilych a n ¢ernych kouli. Postupné vSechny koule vybereme ven z urny,
vzdy po dvou. Jaka je pravdépodobnost, ze v kazdé dvojici je jedna koule bild a jedna Cernd?

Ozna¢ime P(n) hledanou pravdépodobnost. Uvazme vybér prvni dvojice kouli. Oznacime B;,
C; jev, ze v i-tém tahu byla vybréna bild (Cernd) koule, ¢ € {1,2}. Jev, Ze jedna koule ve
dvojici je bild a jedna Eernd, lze zapsat nasledovné ve tvaru (B; N C3) U (Cy N By) (bud'to je
prvni koule z dvojice bild a druhd ¢ernd, nebo naopak). Pravdépodobnost tohoto jevu najdeme
ndsledovneé: pravdépodobnost P(B1NCy) vyjadiime jako soucin pravdépodobnosti tazeni bilé koule
v prvaim tahu (z 2n kouli je n bilych) a podminéné pravdépodobnost tazeni ¢erné koule v druhém
tahu (z 2n — 1 zbyvajicich kouli je pfi splnéni podminky tazeni bilé v prvnim tahu n ¢ernych),
P(B1NCy) = P(B1)P(Cs|B1) = 5545 Stejnou pravdépodobnost dostdvame i pro jev popsany
druhym prunikem a protoze oba jevy se vzajemné vylucuji, muzeme jejich pravdépodobnosti seéist.
Pfi vybéru prvnf dvojice kouli tedy uspéjeme s pravdépodobnosti 25- 51—

Pokud jsme v prvnim tahu uspéli, mame stejny problém, jako na pocatku, pouze s mensim

poctem kouli. Zjevné tedy plati rovnice P(n) = 25 525 P(n — 1). Jejim fesenim je (diikaz mate-
2" (n!)?
2n)! -

matickou indukef 1ze ponechat jako cvigeni) P(n) =

pozn 3.8: Ulohu lze pomérné snadno vyfesit i kombinatoricky. Pro vypocet pravdépodobnosti jsou
rozhodujici variace, jak uz bylo nékolikrdt vysvétleno. 2n koulf lze vybrat celkem (2n)! zpusoby.
Pocet vybéru pfiznivych jevu uréime nésledovné. Pro kazdou bilou kouli ur¢ime, v jaké dvojici se
bude nachézet (n! moznosti), totéz provedeme i pro ¢erné koule. V rdmci kazdé dvojice je jesté nutné

stanovit potradi kouli, pro jednu dvojici jsou 2 moznosti, pro n celkem 2™ moznych uspotradani. Celkem
27 (n1)2

tedy 2™(n!)? ze viech moznych vybért vyhovuje jevu a jeho pravdépodobnost je P(n) = CIE

Piiklad 3.6 Z 23 studenti MMZM/PVE je pro 8 pravdépodobnost ziskdni zapoctu 0,9, pro 12
0,6 a pro 3 0,4. Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student ziskd zapocet.

Pouzijeme vétu o uplné pravdépodobnosti, podle niz je prislusna pravdépodobnost —2830,9 + %0,6 +
3

0,4 = 0,6783.
23 )
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pozn 3.9: Napf. clen %0,9 udéva pravdépodobnost, ze student patii do prvni skupiny studentu a ziskd
zapocet. Tento ¢len je dan soucinem pravdépodobnosti, ze ndhodné vybrany student patii do prvni
skupiny (8/23) a podminéné pravdépodobnosti, ze student ziskd zdpocet za podminky, ze patii do
prvni skupiny (0,9). Pos¢itanim pfes vSechny skupiny studentu ziskdme hledanou pravdépodobnost

(jev ziskdni zdpoctu je shodny s jevem ziskdni zdpoctu a piislusnosti do sjednoceni t¥{ skupin studenti).

Piiklad 3.7 Expert posuzuje skupinu obrazi, mezi nimz je 8 origindlu a 2 kopie. Pravdépodobnost
chyby experta je 1/6. Jestlize expert ozna¢i ndhodné vybrany obraz za originél, stanovte pravdépodobnost,
ze jde skutecné o original.

Zavedeme nasledujici oznaceni jevu: Oobraz je original, K-obraz je kopie, FO-expert oznaci obraz
za origindl, F K-expert oznaci obraz za kopii.

Ze zadédni zndme P(O) = 8/10, P(K) = 2/10. Chyba experta znamend, ze expert oznaci obraz
za origindl za podminky, Ze jde o kopii, pfipadné naopak. Mame tedy P(EO|K) = 1/6, P(EK|O) =
1/6 (a samoziejmé také P(EO|O) = 5/6, P(EK|K) = 5/6). Hleddme pfitom P(O|EO), podle
definice tedy musime najit P(O N EO) a P(EO). Plati P(O N EO) = P(EO|O)P(0) = 2/3,
P(EO) = P(ONEO)+P(KNEO) = P(EO|O)P(O)+P(EO|K)P(K) = 7/10. Odtud P(EO|O) =
20/21.

pozn 3.10: Zapis feSeni je pomérné hutny, doporucujeme dobie rozmyslet jednotlivé kroky. Hodné
nejasnosti muze vyfteSit peclivé pretteni zaddni a rozmysleni vyznamu jednotlivych jevi, jejichz

pravdépodobnosti se pocitaji.
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4 Nezavislé jevy
Jevy Ay, ..., A, oznatujeme jako stochasticky nezdvislé, jestlize plati:

Vz<y€{1,,n}P(AZﬂA])zP(Az)P(AJL
Vi<j</€€{1,...,71}ZP(AiﬂAjﬂAk):P(AZ‘)P(AJ‘)P(A]C),

P(AyN...AAy) = P(Ay)... P(Ay).

pozn 4.1: Tedy vybereme-li libovolnou podmnozinu jevu, musi byt pravdépodobnost sou¢asného na-
stoupeni (pruniku) téchto jevi rovna sou¢inu pravdépodobnosti jednotlivych jevu. Je nutné provérit

vS8echny multiplikativni vztahy, jak ukazuje i priklad 4.1.

pozn 4.2: Jsou-li jevy A, B stochasticky nezavislé, plati P(A|B) = P(A), jinymi slovy, pravdépodobnost
nastoupeni jevu A neni ovlivnéna nastoupenim jevu B. Toto tvrzeni lze rozsitit pro libovolny koneény

pocet jevu.

Priklad 4.1 V nddobeé jsou ¢étyfi listky s ¢isly 000, 110, 101, 011. Oznaéime A; jev, Ze na i-tém
misté ndhodné tazeného éisla je ¢islice 1 (i € {1,2,3}). Jsou jevy Ay, A, A3 nezdvislé?

Pravdépodobnosti jednotlivych jevi a jejich pruniki nalezneme snadno, napf. jevu A; N A (prvni
dve éislice jsou jedna, tfet{ muze byt libovolnd) vyhovuje jedno &islo (110) ze étyt, pravdépodobnost
je 1/4 Mame P(Al) = P(Ag) = P(A3) = 1/2, P(Al ﬁAQ) = P(Al ﬂA3) = P(A2 ﬂAg) = 1/4,
P(A; N Ay N A3) = 0. Bindrn{ multiplikativni vztahy splnény jsou, terndrni (pro vSechny) jevy
ovSem ne a proto jevy nejsou nezavislé.

pozn 4.3: Vysledek m4 jednoduchou interpretaci: vime-li, ze prvni &islic{ vybraného &isla je 1 (nastoupil
jev A1), tahli jsme bud é&islo 110 nebo 101, pravdépodobnost nalezeni 0 a 1 na libovolné z obou
zbyvajicich pozic je 1/2, stejné jako v piipadé, ze prvni &islici je 0. Obecnéji zndme-li jednu &islici
vybraného ¢isla, jesté to nic nefikd o zbyvajicich &islicich (nejenze nejsou jednoznaéné urceny, ale
jejich (podminéné) pravdépodobnosti jsou stejné jako v piipadé, ze zddnou &fslici nezndme). Zndme-li
vSak dvé &islice, je jednoznacné uréeno celé ¢islo a tedy i zbyvajici &islice, proto tfet{ jev z {A;} neni

nezavisly na zbyvajicich dvou.

pozn 4.4: Jevy by byly nezavislé, pokud bychom doplnili ”chybéjici” ¢isla 100, 010, 001, 111.

Piiklad 4.2 Jevy A, B, C, jsou nezdvislé, pro jejich pravdépodobnosti plati P(A) = 0,5,
P(B) =0,5, P(C) = 0,25. Jakd je pravdépodobnost nastoupeni alespoii jednoho jevu?

Pravdépodobnost nastoupeni alespon jednoho jevu najdeme jako doplnék k pravdépodobnosti,
7e nenastoupi ani jeden jev (neboli Ze nastoupi jevy doplitkové, které jsou také nezavislé - rozmys-
lete). Plati P(AUBUC) =1-[1 - P(A)][1 — P(B)][1 — P(C)] = 13/16.

pozn 4.5: Bylo by projevem ¢irého zoufalstvi pocitat pravdépodobnost alespon jednoho jevu jako
soucet pravdépodobnosti jednotlivych jevu. Takto s¢itat pravdépodobnosti lze pouze u vzdjemné se
vylucujicich jevu (tam je to dokonce soucdsti definice pravdépodobnosti), oviem ne v pfipadg, ze jevy
nemaji prdzdné pruniky. V daném piipadé by nas jesté navic méla zarazit pravdépodobnost vétsi, nez
1.

Piiklad 4.3 Systém je slozen ze dvou bloku, jev A; znamend, ze i-ty blok funguje. Jevy Ay,
As jsou nezavislé. Zndme P(A;) = 61, P(As) = 5. Jakd je pravdépodobnost, Ze systém funguje,
jsou-li bloky zapojeny a) sériové, b) paralelné?

V prvnim piipadé P(A; N Ag) = 616, v druhém P(A; U Ay) = 1 —[1 — P(A)][1 — P(4)] =
01 4 02 — 6105. (Obecnéjsi verzi tohoto pitkladu je piiklad 2.1).
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pozn 4.6: Vsimnéme si druhé ¢asti tlohy: pravdépodobnost sjednoceni dostaneme jako soucet pravdépodobnosti
jednotlivych jevli (61 +62) minus pravdépodobnost priniku (6162), ktery byl zapo¢ten dvakrat. Piesné

tak to vyzaduje princip inkluze a exkluze.

Priklad 4.4 Opakované hazime kostkou, za ispéch povazujeme padnuti Sestky. Pravdépodobnost
uspéchu je § = 1/6. Urcete a) pravdépodobnost, ze prvnimu tspéchu predchéz x netspéchu, b)
pravdépodobnost, ze k-tému uspéchu predchdzi = netspécht, ¢) pravdépodobnost, Ze z n pokusu
je k uspésnych.

Vysledky vsech hodu kostkou jsou navzdjem nezavislé.

a) Prvnich 2 pokust je nedspésnych, posledni je ispésny, pravdépodobnost je (1 — 6)*4.

b) Posledni pokus je uspésny. V predchazejicich © + k — 1 pokusech bylo k£ — 1 tspéchu a x
nedspéchu. Pokud by poradf{ netspéchi (a tedy i tspéchi) bylo pfedem urcené, byla by odpovidajict
pravdépodobnost (1 — 6)*6*, pro libovolné potadi musime poséitat pies véechna mozna rozlozeni

nedspéchu do prvnich z+k—1 pokusu (kombinace bez opakovan{). Mdme tedy ( . +I; -1 > (1-

)0k,
¢) Pro pevné dané rozlozen{ uspéchii a neispéchu je pravdépodobnost k tispécht a n netspéchu

0% (1 — 6)"~*, po poscitani pres viechna mozna rozlozeni tispéchti mame ( Z ) ok (1 — g)n—k,
Piiklad 4.5 Na mosté se vlaky potkaji max. jednou denné, a to s pravdépodobnosti 0,2. S ja-
kou pravdépodobnosti se vlaky béhem tydne potkaji a) pravé tfikrdt b) nejvyse tiikrét, ¢) aspon
trikrat?

Vyuzijeme ¢ast c¢) predchoziho pitkladu (4.4). Za dspéch budeme povazovat setkani vlaku.
a) P(S=3) ; 0,230,8* = 0,1142.

b) P(S<3)=P(S=3)=P(S=2)+P(S=1)+ P(S=0)=0,9666.

¢) Bylo by mozné postupovat obdobné, jako v piipadé b. Misto toho chytfe vyuZijeme to, co
uz zndme (uvédomte si pfitom, jak se uplatni ze ruzné pocty setkdn{ béhem jednoho tydne jsou
vzajemné vylucujici se jevy). P(S >3) =1— P(S <3)+ P(S =3) =0,1481.

Piiklad 4.6 Dvacetkrat hodime tfemi mincemi, jaka je pravdépodobnost, Ze aspon jednou pad-
nou tfi lice?

Pravdépodobnost tspéchu v jednom hodu je (1/2)3 = 1/8. Pravdépodobnost dspéchu aspoit v

jednom z dvaceti hodi ziskdme jako doplnék k netspéchu ve véech hodech: P =1 — (1 —1/8)%0 =
0,9308.
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5 Nahodné veli¢iny

Ndhodné veli¢ina (ndhodnd proménnd) je veli¢ina, kterd laicky Feceno nabyvé uréitych hodnot s
urcitou pravdépodobnosti. Matematicky korektni definici 1ze najit v matematicky korektni lite-
ratute.

Nahodn4 veli¢ina se pouzivd k popisu vysledku pokusu (vysledek muze mit sdm o sobé &iselnou
povahu, jak je tomu u méreni fyzikalni veli¢iny, nebo je mozné vysledky oc¢islovat, napt. v piikladech
s kartami pfifadime kazdé karté ¢islo od 1 do 32). Kazdd hodnota ndhodné veli¢iny popisuje jeden
mozny vysledek pokusu a piislusi j{ pravdépodobnost, s niz tento vysledek nastane (u spojitych
veli¢in hustota pravdépodobnosti, viz déle).

Diskrétni ndhodné velicina X muze nabyvat spoc¢etné mnoha hodnot. Ke kazdé hodnoté &
piislusi pravdépodobnost 7(§) zadand pravdépodobnostni funkei 7. Vlastnosti pravdépodobnostni
funkce vyplyvaji z vlastnosti pravdépodobnosti; pro kazdou hodnotu nahodné veli¢iny lez{ hodnota
pravdépodobnostni funkce v intervalu (0; 1), soucet hodnot pravdépodobnostni funkce pies cely
defini¢ni obor ndhodné veli¢iny je roven jedné.

pozn 5.1: Hod kostkou je popsan ndhodnou veli¢inou X s oborem hodnot dom(X) = {1,2,3,4,5,6} a
pravdépodobnostni funkef 7(¢) = 1/6 pro ¢ € {1,2,3,4,5,6}, 0 jinak.

pozn 5.2: Ndhodn4 veli¢ina popisuje pouze vysledky pokusu, tedy elementdrni jevy. U hodu kostkou
existuje napf. jev "padlo liché &fslo”, ktery nen{ ndhodnou veli¢inou pfimo (tedy prostiednictvim)
jedné hodnoty popsédn. Dusledkem je mj. fakt, ze jevy popsané ruznou hodnotou ndhodné veli¢iny se

navzajem vylucuji.

Spojitd ndhodn4 veli¢ina je definovédna bud’ na celém redlném oboru, nebo néjaké jeho po
¢astech spojité podmnoziné. Nelze ji popsat pomoci pravdépodobnostni funkce (pravdépodobnost
odpovidajici kazdé z nespocetné mnoha hodnot je nulova), misto toho pouzivdme hustotu pravdépodobnosti
f(&) = limag—o PE<X<E+AL) (E<XA<§§+A5). Hustota pravdépodobnosti udava pravdépodobnost, ze ndhodna
veli¢ina nabude hodnotu z né&jakého (limitné malého) intervalu délend velikosti tohoto intervalu.
Musi byt nezdpornd (ale muze byt vétsi nez jedna, protoze nevyjadiuje piimo pravdépodobnost),

(oo}
normovaci podminka m4 tvar [ f(£)d¢ = 1.
—00

Ve fyzice (zejména v kvantové mechanice) se objevuji i ndhodné veli¢iny, které jsou v ¢asti
svého defini¢niho oboru diskrétni a v ¢asti spojité.

Vsechny typy ndhodnych proménnych jsou déle popsény distribuéni funkei, pro niz plati F/(§) =
P(X < &). Distribuéni funkce musi byt neklesajici a plati pro ni F'(—oco) = 0, F(c0) = 1. Déle pro
n% plati F(§) = ang m(n), ptipadné F(§) = ffoo f(n)dn. Inverzni vztahy si kazdy snadno odvod{
sam.

pozn 5.3: Disledné rozlisujte mezi ndhodnou veli¢inou a hodnotou ndhodné veliciny. Casto se znaci

shodné, coz je zdrojem nedorozumeéni a chyb.

Priklad 5.1 N&hodnd velicina X udava maximalni pocet bezprostfedné sousedicich stejnych
¢islic v bindrnim fetézci délky 3. Stanovte pravdépodobnostni funkei této ndhodné velic¢iny.

Maéame celkem 8 fetézci odpovidajicich zadani: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. Z nich
ve dvou (000, 111) jsou vSechny ¢cislice stejné a tedy X=3, ve dvou (010, 101) se ¢islice pravi-
delné sttidaji a tedy X=1, ve zbyvajicich ¢tytech jsou vzdy dvé ¢cislice vedle sebe stejné a posledni
odlisnd. Mame tedy (pfidrzime-li se klasické definice pravdépodobnosti - podil po¢tu vyhovujicich
a vSech moznost{) (1) = 1/4, n(2) = 1/2, ©(3) = 1/4, ve vSech ostatnich ptipadech je hodnota
pravdépodobnostni funkce nulové.

pozn 5.4: Systematicky uvazujici studenti by moznd radi tuto ilohu vyfesili obecné (pro n-arni fetézec

délky m). Na vlastni nebezpe¢i jim lze tuto ¢innost doporuéit.
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Priklad 5.2 Stfelec ma ¢tyfi naboje a stiili do terce az do prvniho zasahu. Ndhodna veli¢ina X
udévé pocet nespotiebovanych naboju. Najdéte jeji pravdépodobnostni funkci, je-li pravdépodobnost
zésahu pfi jednom vystielu 0,6.

Pravdépodobnost, 7e se stielec treff pti i-tém pokusu, je P,(i) = 0,4°71.0,6. Zasah v prvnim
az tietim pokusu znamend tii az jeden zbyvajici ndboj. Mame tedy w(1) = 0,42.0,6 = 0,096,
m(2) = 0,4.0,6 = 0,24, 7(3) = 0,6. Pokud stfelec mine v prvnich tfech pokusech, nezbude mu
bez ohledu na vysledek ¢tvrtého pokusu ani jeden nédboj (coz znamend, ze mu jich zbude 0).
Pravdépodobnostni funkci v 0 tedy spocitdme bud jako pravdépodobnost netrefeni se v prvnich
tfech pokusech (7(0) = 0,43 = 0,064), pifpadné také jako doplnék souctu piedchozich hodnot
pravdépodobnostni funkce do jedné. Vsude jinde je pravdépodobnostni funkce nulova.

Piiklad 5.3 Muze byt funkce f(x) = ¢(1 — 6)* pro x € Ny, 0 jinak pro € (0;1) a vhodné ¢
pravdépodobnostni? A distribué¢ni?

Pravdépodobnostni funkce musi byt vSude nezaporna, coz je pro kladné c¢ splnéno. Déale musi
byt normovand. Spo¢itdme-li pifslusnou sumu 7 ¢(1 — 6)* = ¢/6, vidime, ze pro ¢ = 0 je f(z)

pravdépodobnostni funkce.
O distribuéni funkci nejde, protoze neni neklesajici a neni v nekone¢nu rovna jedné.

Piiklad 5.4 Ctyfikrat hodfme minci, X oznacuje pocet lict, najdéte pravdépodobnostni a dis-
tribuéni funkei.

Pravdépodobnostni funkce je trividlni, 7(0) = 7(4) = (%)4 =i, m(1) =7(3) = ( 4 ) (%)4 = &,

m(2) = ( ;1 ) (%)4 = %. Distribu¢ni funkce vypada nasledovné:

interval hodnota

(—00;0) 0
(0;1) 1/16
1:2)  5/16
(2:3)  11/16
(3;4)  15/16
(4;00) 1

Piiklad 5.5 Diskrétni ndhodnd velicina X mé pravdépodobnostni funkci 7(z) = £.0,7¢ pro
x € N, 0 jinak. a) urcete konstantu k, b) uréete P(X > 4), c) urcete P(1 < X < 4).

a) Konstantu uré¢ime z normovaci podminky

> w(z) = ;k.w = 0,7.k1770’7 =1,

odtud k = 3/7.
b)

=3 3 0,7
PX>4)=> nx)=> S0.77 = 2g - 0= 0,7* = 0,2401
>4 r=>5 ’

P(1 <X <4)=m(2)+m(3) =0,357
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pozn 5.5: Pokud vdm zpusob, jimZ jsme secetli nekone¢né fady v ¢astech a a b, pfijde zdhadny,

zopakujte si geometrické fady.

Piiklad 5.6 Spojitd ndhodna velicina mé hustotu pravdépodobnosti f(x) = ax pro x € (0;1),
0 jinak. Urcete konstantu a a vypoctéte P(1/3 < X < 2/3).
1

.. . . 1 1
Konstantu uré¢ime z normovaci podminky;, fo axdr = [anﬂo =1l=a=2.

Pro hledanou pravdépodobnost plati (rozvazte zavedeni hustoty pravdépodobnosti) P(1/3 <
X <2/3) = [7/7 2wdz =1/3.

Priklad 5.7 Spojitda ndhodna veli¢ina ma distribuéni funkci

0, r<—5
F(z)=< =2 —5<az<2
1, T > 2

a) Urcete hustotu pravdépodobnosti.
b) Urcete P(—2 < X < 2) pomoci hustoty pravdépodobnosti i distribuéni funkce.

Piiklad 5.8 Najdéte konstantu c tak, aby funkce

cr?’(l—z), 0<z<l1
@) = { 0 jinak
byla hustotou pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X. Najdéte jeji distribuéni funkci a
urcete pravdépodobnost P(0, < X < 0,8).

Normovaci konstantu opét uré¢ime z normovaci podminky,

1 3 471
/CxQ(lx)dxc{mx} =c—=1=c=12
0 N

Distribué¢ni funkci ziskame integraci hustoty pravdépodobnosti, mame

0, z € (—0o0;0)
F(z)=1{ 42% -32% 2€/(0;1)
1, z € (1;00)

Konecéné

P02 < X <0,8) =F(0,8) — F(0,2) = 0,792.

Typova rozdéleni

Binomické rozdéleni Bi(n, #) uddva pocet tspéchu v sekvenci n nezdvislych pokust, je-li pravdépodobnost
tspéchu béhem jednoho pokusu 6. Plati

( " >9r(1—9)n—w, zef{l,... n}
0, jinak

m(x) =

Geometrické rozdéleni Ge(#) udava pocet netispéchu predchézejicich v sekvenci nezdvislych pokusu
prvnimu uspéchu, je-li pravdépodobnost tispéchu béhem jednoho pokusu 6. Plati

_ [ (1-6)%0, zeN
m(e) = { 0, jinak
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pozn 5.6: Pravdépodobnostni funkce obou rozdéleni jsou velmi snadno odvoditelné, rozhodné to neni
néco, co byste si méli pamatovat. S obéma rozdélenimi jsme se také v mnoha pfedchozich pfikladech
setkali.

Priiklad 5.9 Kolikrat padne Sestka, hodime-li 11x kostkou? Kolik hodu pfedchazi prvnimu pad-
nuti sestky.

pozn 5.7: Ackoli je to znevazovanim ctendfovy inteligence, povazujeme za potiebné podotknout, ze
odpovéd ve tvaru jednoho &fsla oéekavame od véstce, nikoli od statistika. ProtoZze hody kostkou jsou

nahodné pokusy, 1ze piislusné pocty vyjadrit pouze pomoci ndhodnych veli¢in.

Oznactme X nahodnou veli¢inu oznacujici pocet Sestek padnuvsich v n pokusech. Veli¢ina ma
binomické rozdéleni s poétem opakovani n a pravdépodobnosti uspéchu (tj. pravdépodobnosti, ze
v ur¢itém hodu padne Sestka) § = 1/6. Pocet Sestek v n hodech je popsdn pravdépodobnostni

funkei
n . -
N B O T TR
0, jinak

pozn 5.8: z-krat padne Sestka, (n — z)-krdt nepadne Sestka, to vie ndsobime poc¢tem kombinaci pofadi

pokusu, v nichz Sestka padne.

Ozna¢me Y ndhodnou veli¢inu oznacujici pocet hodu predchazejicich prvni Sestce. Veli¢ina ma
geometrické rozdéleni s pravdépodobnosti tispéchu (tj. pravdépodobnosti, Zze v ur¢itém hodu padne
Sestka) 8 = 1/6. Pocet hodu predchézejicich prvni Sestce je popsdn pravdépodobnostni funkei

m(x) = { 8’%) (5) ;nilljo

pozn 5.9: V prvnich x pokusech padne néco jiného, nez Sestka, pak padne Sestka.

Piiklad 5.10 Zkousi se telefonni spojeni v n = 10 pokusech, pravdépodobnost tispéchu v jed-
nom pokusu je 6 = 0,23, jaka je pravdépodobnost, ze bude uspésnych celkem x pokust.

Pravdépodobnost je uréena binomickym rozlozenim Bi(10;0,23), nékolik konkrétnich hodnot je
vypsano v tabulce.

n 0] 1 2 3 L [ 5] 6
P[%] [ 73] 21,9 | 294 | 234 | 122 | 44 | 1,1

Poissonovo rozdéleni Po(\) udéva pocet uddlosti, které nastanou za uré¢ity casovy tsek, prichézeji-
li udalosti ndhodné a nezavisle na sobé a je-li stfedni pocet udalosti béhem jednoho ¢asového tiseku
. Pro pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni plati
{ )‘—?e_A, x € Ny

X

@) =16 jinak

Piiklad 5.11 Odvod'te pravdépodobnostni funkeci Poissonova rozdélen.
Vime, ze béhem jednoho ¢asového tseku nastane v pruméru A udélosti. Muzeme si dany usek
rozdélit na n stejné velkych poduseku, pficemz v kazdém z nich nastane udalost se stejnou

pravdépodobnosti 6 (pravdépodobnost je stejna préavé proto, ze jednotlivé udélosti jsou ndhodné a
nezdvislé). Podiiseku musi byt dostate¢né mnoho a museji byt dostateéné krétké, aby pravdépodobnost,
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ze se v nékterém poduseku vyskytne vice udalosti, byla zanedbatelné mala. V kazdém podiseku
tedy bud uddlost nastane (to povaZujeme za tispéch) nebo nenastane. Pocet tspéchti v n poku-
sech je ale uréen binomickym rozdélenim, Poissonovo rozdéleni je tedy v dané limité (velké n,
malé \) ekvivalentni binomickému. Jesté zbyva najit vztah mezi parametry binomického a Pois-
sonova rozdéleni. Lze ukdzat (a pozdéji bude ukdzéno), ze stfedni hodnota ndhodné promeéné s
binomickym rozdélenim je n#, musi tedy platit A = nf. Z toho, co bylo prozatim fe¢eno, mame

(@) I I n! L(1=0)"
xTr) = 1m ; = 1m
TPo(X) n—oo, §—0, nf—X\ TBi(n,6) n—oo, 8—0, nf—X\ l"(?’l — $)' (1 — 6)”

(Kombinaé¢ni ¢islo rozepsané do podilu faktoridlu jisté nikoho nezaskoci.) Naddle nebudeme vypi-
sovat nepiehlednou limitu, patii ale pred kazdy vyraz az do konce tohoto piikladu.

Z clenu, které ve vyrazu mame, je na svém misté pouze z!. Déle nds napadne, Ze by se dalo
délat néco s podilem n%'w), Vzhledem k tomu, Ze x je v dané limité zanedbatelné malé vuci n,
1ze jej nahradit n®. Tento ¢len da po vynéasobeni s 0% vyraz A®, ktery se uz je soucasti hledaného
vztahu.

Zbyva upravit (1 —6)™ a (1 — 6)®. Prvn{ ¢len nen{ mozné polozit rovny jedné (skoro jedna na
nekonecno nenf jedna), ale u druhého to udélat 1ze (skoro jedna na konecno je jedna). Déle vime,
ze plati lim, (1 + z)*/* = e. Provedeme nésledujici ipravu:

(1-0={n+ (—9)]—1/9}7”0 — e = e,

Ke vSem vyraztim samoziejmé patii piislusnd limita.

Kdyz to vsechno poskldddme dohromady, dostdvame 7 (z) = %e"\. Tim je odvozeni hotovo.
pozn 5.10: Podstatnd na celém odvozeni bylo pravé ta limita, tedy rozdéleni tiseku na dostatecné
malé podiseky. Zatimco z pohledu binomického rozdéleni se v jednom podiseku muze vyskytnout
maximalné jedna udélost, z pohledu Poissonova rozdéleni jich tam muze byt libovolny pocet. Oba
piistupy zac¢nou byt ekvivalentni teprve v okamziku, kdy je pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné

udalosti dostatecné mala.

Priklad 5.12 V nemocnici je prumérny pocet volani 1ékafe pii sméné 3, jakd je pravdépodobnost,
ze 1ékar stravi neruSenou noc za predpokladu, ze jednotliva volani jsou ndhodné nezavislé jevy?

Pocet volani se fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 3, hledana pravdépodobnost
. 0 —
Je P= 7Tpo(3)(0) = ?(’T!e 3 = 0,05.

Priklad 5.13 Z radioaktivniho zdroje vyleti za jednotku ¢asu v pruméru 10 Castic, jaka je
pravdépodobnost, Ze jich vyleti 0, 2, 5, 10, 1007

Pocet rozpadu za jednotku ¢asu se ridi Poissonovym rozdélenim, piislusné pravdépodobnosti jsou
v tabulce.

T 0 2 5 10 100
7(2) po10) | 4,5-107° | 2,3.1073 [ 3,8.107% | 1,3.10~" [ 4,9.10%

pozn 5.11: U tohoto ptikladu jsme mlcky predpokladali, ze béhem casového tseku se aktivita zdroje
zméni pouze zanedbatelné mélo. Lze si naptiklad predstavit radioaktivni zdroj, ktery je slozeny z 11
radioaktivnich ¢astic a zvolit ¢asovy usek tak dlouhy, aby béhem néj doslo k 10 rozpadum. V takovém
piipadé ale naSe tvahy nebudou platit (vzdjemné rozpady uz nebudou nezévislé), pravdépodobnost
rozpadu bude klesat s klesajicim poctem dosud nerozpadnutych Céastic, pocet rozpadlych castic se
nebude fidit Poissonovym rozdélenim. Na druhé strané bude mozné pouzit binomické rozdéleni.
Podminkou pro pouzitelnost Poissonova rozdéleni tedy v nasem piipadeé je, ze ve zdroji je mnohem

vice ¢éstic, nez se jich béhem daného ¢asového tseku rozpadne.
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Exponencidln{ rozdéleni Ex(\) uddvd dobu ¢ekdni na ndhodné prichdzejici uddlost, je-li stfedni
doba ¢ekdni 7 = 1/). Hustota pravdépodobnosti (ano, jde o spojité rozdéleni) je f(x) = Ae .
Vlastnosti rozdéleni demonstruje néasledujici ptiklad.

Priklad 5.14 Radioaktivni ¢astice se nahodné rozpada, pravdépodobnost rozpadu za maly
casovy usek délky At je AAt. Uvazujte ¢astice, které existovaly v okamziku ty = 0. Urcete

a) Pravdépodobnost P(t), ze se ¢astice dozije okamziku ¢

b) Hustotu pravdépodobnosti rozpadu v okamziku ¢.

¢) Stiedni dobu zivota jedné ¢astice (t).

d) Polocas rozpadu T}/, (tj. dobu, za kterou se rozpadne)

e) Intenzitu rozpadu (tj. pocet ¢dstic rozpadajicich se za jednotku ¢asu) v zdvislosti na case.

a) Nejprve si uvédomime, co vlastné hleddme. P(t) je pravdépodobnost, Ze se ¢dstice dozije casu
t, tj. ze se v intervalu 0. ..t nerozpadne. Nehledame tedy pravdépodobnost toho, ze se ¢astice v
okamziku ¢ rozpadne (ta je nulovd, proces rozpadu bychom popsali hustotou pravdépodobnosti).

Budeme postupovat nasledovné: predpokladejme, Ze zname pravdépodobnost, Ze se Castice
dozije néjakého ¢asu 1 (tuto pravdépodobnost zna¢ime P(t1)). Budeme hledat pravdépodobnost,
7e se Castice dozije casu t; + At, kde At je dostatecné malé (znacime ji P(t; + A;)). Castice se
dozije ¢asu t1 + A praveé tehdy, kdyz se dozije ¢asu t; a nerozpadne se béhem ¢asového tseku délky
At. Pravdépodobnost, ze se ¢astice dozije ¢asu tq, zname. Pravdépodobnost, ze se ¢astice rozpadne
béhem kratkého ¢asového tuseku délky At, je p(At) = AAt, pravdépodobnost, ze se béhem tohoto
useku nerozpadne, je tedy ¢(t) = 1—p(t) = 1 — AAt. Pravdépodobnost toho, ze se ¢édstice soucasné
dozije ¢asu t; a nerozpadne béhem tseku At (a tedy ze se dozije ¢asu t; + At), je ddna soucinem
dil¢ich pravdépodobnosti, tedy

P(tl + At) = P(tl)(l - )\Af)

pozn 5.12: Ten soucin tam neni proto, ze by §lo o nezavislé jevy, ale proto, ze druhy jev je podminény
nastoupenim prvniho a jeho pravdépodobnost je pravdépodobnost podminénéd nastoupenim prvniho
jevu. Souéin je tam tedy kvuli podobé definice podminéné pravdépodobnosti. Pokud této poznamce

nerozumite, nenechte se ji zmast.

Uvedenou rovnici muzeme vhodné upravit a prevést na diferencidlni rovnici:

P(tl + At) — P(tl)
At

dP
— AP(t) = 2 — P,
(t1) = o

Odtud uz (s uvdzenim pocatecni podminky P(0) = 1) muZzeme piimo psét
P(t) = e M.

pozn 5.13: Nabizime jeSté jeden postup: ¢astice se dozije okamziku ¢, pokud se nerozpadne celkem v
t/ At po sobé jdoucich dostatecné kratkych tsecich délky At. Plati tedy

P(t) = [q(t)]/21 = (1= AA)YA = [(1 = aap A8 T = e,

kde posledni rovnost plyne ze vztahu limg_o(1 + z)/®

=e.

b) Hleddme hustotu pravdépodobnosti rozpadu v okamziku t. Vyraz 1—P(t) uddva pravdépodobnost,
ze se Castice rozpadne do okamziku ¢ a predstavuje tedy distribuéni funkei k hledané hustoté. Od-
tud f(t) = 4[1 — P(t)] = Ae~*. Vsimnéme si, ze okamzik rozpadu ésstice se Fidf exponencidlnim
rozdélenim.

¢) Stedn{ doba Zivota je

(t) :/ tf(t)dt :/ the Mdt = [—te ] +/ e Mdt = {ie”] = % =T
0 0

0
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d) Poloc¢as rozpadu uddvé dobu, béhem niz se rozpadne pravé polovina ze viech ééstic. Potfebujeme
tedy zndt zavislost poctu ¢éstic na case N (t). To je ovSem ndhodnd veli¢ina. Bylo by samoziejmeé
mozné zavést pocet Castic i polocas rozpadu jako ndhodné veli¢iny, tento postup by byl ale ne-
prakticky. Misto lze vzit za pocet ¢astic stfedni hodnotu piislusné ndhodné veliciny. K tomu by
bylo nutné provést pomeérné slozity statisticky vypocet, kterym se nebudeme zdrzovat. Prohlasime
pocet ¢astic za nekonecné velky a podle statistické definice pravdépodobnosti muzeme hned psat
N(t) = Nye*, kde Ny = N(0). Nyni uz najdeme polocas rozpadu T} /2 snadnym FeSenim rovnice

In2
N(Tl/Z) =No/2 = Ty = ~ =7In2.

_dAN(#)
dt

e) Intenzita rozpadu je definovéna jako pocet rozpadu za jednotku casu, tedy jako I =
potom I(t) = AN(t) = Iye ™, kde Iy = I(0).

25



6 Nahodné vektory, nezavislé nadhodné proménné

Néhodny vektor (X1, ..., X,) je n-tice ndhodnych proménnych, at uz diskrétnich, nebo spojitych.
Je popsan distribuéni funkei F(&1,...,&,) = P(X1 < &,ldots, X,, < &,) a podle typu bud
pravdépodobnostni funkci, nebo hustotou pravdépodobnosti. Plati obvyklé prevodni vztahy se
sumaci a ode¢itanim (popf. integraci a derivaci).

Kromé téchto tzv. simultdnnich funkci se zavadéji také tzv. marginalni funkce, ve kterych
se vzdy sCitd pres vS8echny hodnoty nékterych nahodnych proménnych. Mame-li napf. spojity
ndhodny vektor (X7, Xo, X3), ktery je popsan simultdnni{ hustotou pravdépodobnosti f(&1, &2, &3),
muzeme prvnf slozku vektoru X; popsat margindlni hustotou pravdépodobnosti fx, (&1) = [ [ f(&1, &2, £3)dEadEs.
Pojem marginalni hustota ma vyznam pouze ve vztahu k nadhodnému vektoru, jinak jde o ob-
vyklou hustotu pravdépodobnosti jedné spojité ndhodné proménné s obvyklou statistickou inter-
pretaci. Podobné zavadime marginalni pravdépodobnostni funkci a distribu¢ni funkci. Marginalni
funkce mohou byt definovany i pro vice nez jednu ndhodnou proménnou, zobecnéni je piimocaré.
Pti prechodu od simultannich k margindlnim funkcim vzdy sumujeme po volnych ndhodnych
proménnych (tj. po téch, které nds nezajimaji). Naopak z margindlnich funkci obecné neni mozné
zkonstruovat funkci simultanni.

Mgjme nédhodny vektor (X7, ..., X,). Nahodné veliciny X, ..., X, oznaiime za stochasticky
nezavislé pravé tehdy, pokud pro vSechna &1,... &, z definiéniho oboru ndhodnych proménnych
plati F(&1,...,&,) = Fx, (&) ... Fx, (&), neboli pokud je simultdnni distribuéni funkce sou¢inem
marginédlnich distribuénich funkei (jedné proménné). Stejné multiplikativni vztahy plati i pro
pravdépodobnostni funkci nebo hustotu pravdépodobnosti, sta¢i provérit vzdy jen jeden mul-
tiplikativni vztah.

Priklad 6.1 Systém je tvofen dvéma bloky. Pravdépodobnost funkénosti i-tého bloku je 6;,
pravdépodobnost funkénosti obou dvou bloku soucasné je 0;2. Zavedeme ndhodné proménné X,
které budou popisovat funkénost i-tého bloku (0 bude znamenat nefunkéni, 1 funkéni blok). Urcete
simultanni a obé margindlni pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X7, Xs).

Budeme pouzivat oznaceni 7, 7wy, o postupné pro simultdnni pravdépodobnostni funkci a mar-
ginalni pravdépodobnostni funkci pfislusejici prvni a druhé proménné.

Nejprve si ujasnime, co vime ze zadani. Vime, ze pravdépodobnost fungovani prvniho bloku
(bez ohledu na stav druhého) je 6;. Tato pravdépodobnost je uréena margindlni pravdépodobnostni
funkci, tedy m1 (1) = 61. Podobné m5(1) = 65. Déle zndme pravdépodobnost souc¢asného fungovani
obou bloku a tedy 7(1,1) = ;2.

Dopoéitdme obé margindlni funkce. Vime, Ze prvni blok bud funguje nebo nefunguje, vice
moznosti neni. Mame tedy m1(0) + 71 (1) = 1 (pravdépodobnost jistého jevu je 1), odtud m(0) =
1 — 61, podobneé m2(0) = 1 — 6s.

Zbyva uréit tfi nezndmé hodnoty simultdnni funkce (7(0,0), 7 (0, 1), 7(1,0)). K tomu podminka
normovani sta¢it nebude, musime vyuzit znalosti marginalni funkce a vztahy mezi marginalni a
simultanni funkci. Zndme napiiklad pravdépodobnost toho, ze prvni blok funguje. Z pohledu obou
blokii muZe prvni blok fungovat dvéma zptisoby: bud’ fungujf oba bloky, nebo prvnf funguje a druhy
ne. Pro pravdépodobnosti to znamend, ze m (1) = 7(1,0) + «(1,1). Tato rovnice ndm uz umozni
uré¢it m(1,0) = 61 — 02 (od pravdépodobnosti, ze funguje prvni blok, ode¢teme pravdépodobnost,
ze funguji oba bloky, dostaneme tak pravdépodobnost, ze prvn{ blok funguje a druhy ne). Podobné
m(0,1) = 61 — 0;2. Podobné nebo z normovaci podminky uré¢ime 7(0,0) =1 — 61 — 2 + 0;2.

pozn 6.1: Vztah 71 (1) = w(1,0) + w(1,1) je pouze specidlnim piipadem obecného vztahu
&)= Y > > Y At
§1€dom(X1)  §—1€dom(X;_1)&xt1€dom(X;41)  En€dom(Xp)

Pii pfechodu od simultdnni k margindlnim funkcim tedy sc¢itdme pfes vSechny hodnoty ndhodnych
proménnych, které se vyskytuji v simultdnni funkci, ale ne v margindlni, Rozmyslete si (na piikladu

i obecné), co to znamend pro jednotlivé jevy.
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Piiklad 6.2 Spojity ndhodny vektor (X, Xo, X3) mé (simultdnn{) hustotu pravdépodobnosti

k 2, S 0,1, (= 071’ c 0’3
f(x]_,.’EQ,J,'g):{ Oxm:zl‘s jxi;ak( ), x2 € (0,1), a3 € (0,3)

a) Urcete normovaci konstantu k.
b) Urcete P(0 < X3 < 1/2, 1/3< X5 <2/3, 1< X3<2)
¢) Urcete simultdnn{ distribuéni funkci a vSechny margindlni distribuéni funkce jedné proménné.

a) Z podminky

N 1 ' ’ 1127 9
e /// Jlon vz o )dradeades = k/ xldm/ xzdm/ waday = ks> 20 = ko
—00 0 0 o 293 1

dostaneme k = 4/9.
b)

1/2 (2/3 f2 4 [1/2
P(0<X1 <1/27 1/3<X2<2/3, 1<X3<2)=/ / / f(xl,xg,xg)dx1dx2da:3:§/ xldml/
0 1 1 0 1

/3

¢) Pii hledédn{ distribuéni funkce se omezime na oblast, v niz je hustota nenulova (rozmyslete si,
jak bude vypadat v ostatnich 26 oblastech). Pro simultdnn{ distribuéni funkci méme

&1 &2 &3 41 .1 .1 1

o) = [ de [ de [ daf(€n ) = et gedgel = poatadd
—infty —infty —infty

Snadno ovéfime, ze F(—o0, —00, —00) = F(0,0,0) = 0, F(oc0,00,00) = F(1,1,3) = 1, coz bylo

tfeba predpokladat.

Pokud jde o marginalni distribuéni funkce, je jisté mozné hledat je tak, ze najdeme marginalni
hustoty (integraci pfes nadbytecné proménné) a z nich uréime piislusné distribuéni funkce. Inte-
graci pfes nadbytectné proménné ale muzeme provést také piimo v distribuéni funkce, a to tak, ze
nadbyteéné proménné vy¢islime v nekone¢nu (rozmyslete). Pak méme

L o3

Fx,(x1) = F(x1,00,00) = F(21,1,3) = x%, Fx,(x2) = x%, Fx,(x3) = ﬁl‘?).

pozn 6.2: Vsimnéme si, ze jsme spocitali distribu¢ni funkci pouze na jedné z mnoha oblasti. Pokud je
hustota pravdépodobnosti definovdna po ¢dstech ruznymi funkénimi pfedpisy na ruznych intervalech,
nejde to udélat jinak. To je pomérné nepraktické, protoze pocet oblasti roste exponencialné s poctem
ndhodnych proménnych tvoticich ndhodny vektor. Pokud je ale hustota pravdépodobnosti definovana
jednim funénim predpisem na omezené oblasti a vsude jinde je nulovd, muZeme si pomoci tak, ze
spoc¢itdme distribuéni funkci pouze na této oblasti. Pfi jejim vycislovani v bodech lezicich mimo tuto
oblast budeme postupovat tak, ze soufadnici lezici pod oblasti nahradime souadnici dolni hranice
oblasti, soufadnici lezici nad oblasti nahradime soufadnici horni hranice oblasti. Tento postup je

pochopitelné mozné aplikovat pouze pro kartézsky soucin jednorozmérnych intervalu.

Piiklad 6.3 Diskrétni ndhodny vektor (X, X, X3) je popsdn (simultdnn{) pravdépodobnostni
funkel ) 0.1} 0.1 ( )
| kxizoxs, 1 €{0,1}, z2 €{0,1}, 23 €1{0,1,2,3
(21, 22, 3) = { 0 jinak
a) Urcete normovaci konstantu k
b) Najdéte margindlni pravdépodobnostni funkci 73 ndhodné proménné Xs.
¢) Najdéte margindlni pravdépodobnostni funkci 712 ndhodného vektoru (Xi, X5).
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a) Normovaci konstantu uréime z normovaci podminky:

1 1 3 1 1 3
Z Z Z 7(x1, T2, 3) Z > Z k(04+1)(04+1)(0+14+4+9) = 14k = k = 1/14.
1=022=023=0 1=0 x2=0 3=0

b) Marginalni pravdépodobnostni funkci najdeme sumac{ simultdnni pravdépodobnostni funkce
pres volné (nadbyte¢né) proménné

1 1 1 1
= E E l'l,ﬂjQ,xg E E
z1=0 z2=0 1=0 =0

pozn 6.3: Na tomto misté je dobré si uvédomit, ze postup, ktery pouzivdme pro sc¢itdni pres nad-

1
0 +1)(0+1)23 = ﬁxg

byte¢né proménné (vyuziti distributivnosti s¢itdn{ vici ndsobeni), je sice elegantni, ale nikoli uni-
verzalni; muzeme jej pouzit jen diky tomu, ze pravdépodobnostni funkce méa tvar soucinu hodnot
jednotlivych ndhodnych proménnych. Zcela obecné bychom museli scitat ¢len po clenu, pficemz
vysledna pravdépodobnostni funkce by nemusela byt vyjadritelnd funkénim predpisem. Tam, kde

to bude mozné, ale podobné zjednoduSeni budeme vyuzivat.

¢) Pouzijeme stejny postup, jako v ¢dsti b, pouze sumujeme pies jedinou volnou proménnou X3

1
T2 331,.132 ng—O .1‘1,332,113) ﬁ$11‘2(0+1+4+9)—$1$2

Piiklad 6.4 Spojity ndhodny vektor (X7, X2) je popsan hustotou pravdépodobnosti

2422(1 — 21)xe, x1 € (0,1), z9 € (0,1
f(zlaIQ){ 0 1( 1) ? Jlilak( ) ? ( )

Najdeme obé marginalni hustoty pravdépodobnosti a ovéiime platnost multiplikativniho vztahu

f(x1,m2) = fi(z1) fa(22).

1
fi(xy) = / 2423 (1 — x1)wodry = 1223 (1 — 21),
0

1
f2<$2> = / 243’5%(1 — Lll‘l).’lﬁgd.’ljl = 24(1/3 — 1/4)372 = 2.’132.
0
Multiplikativni vztah je splnén, obé proménné jsou tedy stochasticky nezavislé.
Piiklad 6.5 Nahodné veliciny 17, Ts, popisujici doby zivota dvou ¢astic, se fidi exponencidlnim

rozdélenim s parametry A\; = 1571, Ay = 0,5 57! a jsou navzdjem nezévislé. Jaka je pravdépodobnost,
ze druhd castice prezije prvni?

Znéme obé margindlni hustoty pravdépodobnosti ndhodného vektoru (T3, T»); plati fr,(t;) =
i exp(—M\;t;). Nezdvislost obou veli¢in ndm umozni zkonstruovat simultdnn{ hustotu

f(trsta) = fr, (1) fr, (t2) = M Age™Mfe 202,
Hledanou pravdépodobnost zapiSseme jako integral hustoty pres oblast, na niz je splnéno ¢ > to:

P(tl > tg) = f(tl,tz).
tllQ

Tuto oblast potfebujeme vhodné parametrizovat. Ma-li byt to < t1, pak integrél ptes to pujde od
0 k 1. Integrél pies t; pak pujde od 0 do oo. Integrél pies to bude vnitini, integral pies t; vnéjsi.
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pozn 6.4: Pokud vam neni jasné, pro¢ je oblast parametrizovdna popsanym zpusobem, nakreslete si
obrazek znazornujici cely definiéni obor proménnych 77, T2 a v ném oblast, v niz plati t; > ¢2. Je
jasné, ze chceme-li popsat celou oblast, pak jedna proménnd prochdzi cely defini¢ni obor (¢1 jde od
0 k 00), zatimco interval druhé je uren hodnotou prvni (t2 jde od 0 k ¢1). Pofadi integralu je pak

uréeno zavislosti proménnych.

Méme tedy

[e'e] 11 [e'e]
Pty > t) = / [t t2) = )‘1)\2/ e M / e M2 dtydt, = )\1)\2/ e~ Mt {—
0 0 0

t1>t2

1

tl o0
€_A2t2:| dtl = /\1/ e_Altl {1
0

2 0

pozn 6.5: Vzhledem k tomu, Ze prvni Castice ma stfedni dobu Zzivota 1 s a druhd 2 s, je vysledek

rozumny.

Piiklad 6.6 Predpoklddejme, Zze doba ¢ekani zdkaznika u pokladny se fidi exponencidlnim
rozdélenim s parametrem \ a ze doby ¢ekani ruznych zdkaznikua jsou navzajem nezavislé. Vybereme-
li ndhodné n zakazniku, jaka je pravdépodobnost, ze

a) nejdéle cekajici zékaznik ¢ekal nejvyse po dobu y

b) nejméné ¢ekajici zdkaznik cekal aspon po dobu z

Podobné jako v pfedchozim piikladé vyuzijeme nezéavislosti jednotlivych ndhodnych proménnych
k sestaveni simultanni hustoty pravdépodobnosti

f(tlv e 7tn) = >\n€_)\ ZT=1 ti_

V piipadé a jdou integraéni meze u viech proménnych od 0 k y (nejdéle cekajici zdkaznik cekd
nejvyse y prave tehdy, kdyz kazdy zdkaznik ¢ekd nejvyse y). Mdme

Y n
y n "
P(tmae <y) = // A"e”zizl“dtl...dtn = /)\e_’\tdt = (1 —e—Ay) .
0

0
V piipadé b jdou integra¢ni meze u vsech proménnych od z k oo (nejméné cekajici zdkaznik cekd
aspon z prave tehdy, kdyz kazdy zdkaznik ¢eka aspon z). Méme

P(tmin > 2) = // /\ne—*Zj:l Lidty ... dt, = //\e_ktdt = (e_)‘z)n = e "Mz,

Alternativné lze postupovat podobné, jako u ptikladu ?77.
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7 Transformace ndhodnych proménnych

Libovolnd rozumna funkce ndhodné proménné (ndhodného vektoru) je opét ndhodnd proménnd.
Ve fyzice se s podobnymi transformacemi setkdvame pomérné ¢asto. Bez ohledu na matematickou
korektnost a iplnost se budeme zabyvat nékolika vyznamnymi piiklady.

Obvykle mdme ddnu transformaci ¥ = ¢(X) (kde X a Y jsou ndhodné proménné nebo vek-
tory), zndme distribu¢ni funkei (pravdépodobnostni funkci, hustotu pravdépodobnosti) proménné
X a hleddme odpovidajici funkci proménné Y.

Vyuzivame piitom skutecnosti, ze pravdépodobnost urcitého jevu je vzdy stejnd, bez ohledu na
to, jakou ndhodnou promeénnou je jev popsan. Je-li zobrazeni ¢ prosté (tj. kazdé hodnoté proménné
Y odpovida pravé jedna hodnota proménné X ), pak pravdépodobnost odpovidajici ur¢ité oblasti
defini¢niho oboru proménné X je rovna pravdépodobnosti odpovidajici takové oblasti definiéniho
oboru proménné Y, kterd vznikne aplikaci zobrazeni ¢ na puvodni oblast.

P(Y € ¢(0)) =P(X € O)

pozn 7.1: Mé&jme ndhodnou proménnou X (7x(0) = 0,4 mx (1) = 0,6) a transformovanou proménnou
Y = X + 1. Jeji pravdépodobnostni funkci ziskdme ze vztahtu typu P(X =0) =P(Y =0+1=1).
Maéme 7y (1) = 0,4, 7y (2) = 0,6.

Neni-li zobrazeni ¢ prosté, pak urcité oblasti definicniho oboru proménné Y muze odpovidat
vice oblasti defini¢niho oboru proménné X, pires néz je nutné scitat.

P(Y €0)=P(X € ¢~ 1(0))

pozn 7.2: Méjme ndhodné proménné X; (mx,(0) = 0,4 7x,(1) = 0,6) a transformovanou proménnou
Y = X + X2. Jejf pravdépodobnostn{ funkci ziskdme ze vztaht typu P(Y = 1) = P(X; = 0,Xs =
1) + P(X1 =1,X2 = 0). Méme TI'y(O) = 0,16, ﬂ‘y(l) = 0,48, 7Ty(2) = 0,36.

pozn 7.3: Uvedené transformacni vztahy pro pravdépodobnost vypadaji jednoduse, ale v obecném

piipadé mohou byt velmi slozité. Je nutné vzdy peclivé prozkoumat vlastnosti transformace ¢.

pozn 7.4: Uvédomme si, ze samotna hustota pravdépodobnosti nemd vyznam pravdépodobnosti, ten

ziskd az po vynésoben{ infiniteziméln{ oblasti definicniho oboru. Netransformujeme tedy f(z), ale

f(z)dx.

Priklad 7.1 Planckav vyzafovaci zakon pro spektralni hustotu zafivé energie v objemu V m4
tvar

8mhe 1

Ex(\) =V _
") N oeds 1

Preved'te jej do podoby frekvenéni zévislosti (tj. nahrad'te ndhodnou proménnou A transformova-
nou ndhodnou proménnou v = ¢/\.)

Muzeme si predstavit, ze velicina F) udava hustotu pravdépodobnosti, ze ndhodné vybrany maly
dilek energie bude mit vlnovou délku A. Od obvyklé hustoty pravdépodobnosti se E 1is{ pouze mul-
tiplikativnim faktorem - nenf normovana na jednicku, ale na celkovou energii. (Mluvime o dilcich
energie, ackoli by se mohlo zdat rozumné pouzivat pojem foton. Ale fotony ruznych vinovych délek
nemaji stejnou energii, proto je rozdéleni poctu fotonu jiné, nez rozdéleni energif.)

V naSem piipadé je transformacni zobrazeni prosté (injektivni), proto vyuzijeme platnosti
vztahu E, (v)|dv| = Ex(A)|d)], kde A = ¢/v, |d\| = cdv/v?. Po dosazeni dostavdme

8rhy? 1
A e -1

E,(v)=V
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pozn 7.5: Casto se misto celkové energie pouziva objemové hustota energie u = dE/dV. K ni pak
obvyklym zpusobem zavadime spektrdlni hustoty obejmové hustoty energie uy, popf. u,. Mluvime
opravdu o hustoté hustoty. Objemovéd hustota energie u udévd, kolik energie se nachazi v jednotce
objemu a mé rozmér J.m 3. Spektralni hustota uy udivé, jak je objemové hustota rozlozena podle
jednotlivych vinovych délek. Jeji rozmér je J.m~%. Integrujeme-li spektralni hustotu objemové hustoty
energie pres vlnovou délku, dostaneme objemovou hustotu energie, integrujeme-li ddle pfes objem,

dostaneme celkovou zafivou energie ve zvoleném objemu.

Piiklad 7.2 Nezavislé spojité nahodné veliciny X1, Xs jsou popsany hustotami pravdépodobnosti
fx,(z1), fx,(x2). Urcete hustotu pravdépodobnosti transformované ndhodné veli¢iny ¥ = X; +
Xs.

Protoze zachézet ptimo s hustotami neni uplné jednoduché, spocitime nejdiiv distribuéni funkeci
Fy (y) proménné Y jako integral ze simultdnni hustoty pravdépodobnosti ndhodného vektoru
(X1, X>2) pres oblast, v niz plati z1 + x2 < y. Nechdme tedy napiiklad (integra¢ni) proménnou z;
prochéazet pies cely redlny obor, zatimco x5 pujde od —oco y — x7.

Fy(y) = /_O:o fx, (1) [/y_xl fx2($2)d9€2} dry

—00

Déle budeme hledat hustotu fy. Integral budeme derivovat jako funkci horni meze.

fr(y) = CZ//_OO fx,(21) [/y—m fX2($2)dx2:| dzy = /_OO Ix (1‘1)% [/y_zl fxz(l‘z)dxz} dry = /_Oo Ix(@1) fx, (y—21.

— 00 — 00

Hustota pravdépodobnosti sou¢tu dvou ndhodnych proménnycb je tedy konvoluci hustot sé¢itanct.

pozn 7.6: Je-li napfiiklad rozsifeni spektralni ¢ary dédno souctem pusobeni ndhodnych vlivi s Gaus-
sovym a Lorentzovym profilem, je vysledny profil konvoluci Gaussova a Lorentzova profilu (tzv. Voi-
ghttuv profil).

Piiklad 7.3 Nezavislé spojité nahodné veliciny X7, X5 jsou popsany hustotami pravdépodobnosti
fx,(z1), fx,(x2). Urcete hustotu pravdépodobnosti transformované ndhodné veliciny

a) Y1 = max (X1, Xo)

b) Y2 = min(Xl,Xg).

a) Maximum dvou veli¢in je mensi, nez néjakd konstanta y; pravé tehdy, kdyz kazdd z obou
veli¢in je mensi nez konstanta y;. S vyuzitim této skutecnosti (ve t¥eti rovnosti) lze psat

Faz(y1) = P(Y1 < 1) =P P(maz(X1, X2) <y1) =®) P(X) < yinXe <) =@ P(X) < 1) P(X2 < 1) =P Fx, (s

V této rovnici dale prvni a pata rovnost plynou z definice distribu¢ni funkce, druhd je vyjadienim
Y pomoci transformace a ¢tvrtd plyne z nezdvislosti obou nahodnych proménnych.

b) U minima postupujeme podobné, jako u maxima, pouze oto¢ime nerovnost a distribuén{ funkeci
nahradime jejim doplinkem do jedné.

1= Fpin(y1) =1 P(Y1 > y1) =@ P(min(X1, Xa) > 11) =% P(X; > y1AXy > 1) =@ P(X; > y1)P(X2 > y1) =) [1-

pozn 7.7: Postupy lze zobecnit na maximum/minimum libovolného po¢tu proménnych, pouze doplnime
dals{ ¢initele. Zejména pro n proménnych se stejnou distribuéni funkei F' plati Fiaz(y) = [F(y)]™,
1 — Frin(y) = [1 — F(y)]™. Zkuste si timto zpusobem vyfesit piiklad 6.6.
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8 Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Distribuéni funkce nese plnou, ale nepiilis informaci o ndhodné proménné. Proto se pro popis
nahodnych proménnych zavadi jednoduché ¢iselné charakteristiky.
Zavedeme stiedni hodnotu ndhodné proménné X

E(X) = / h zf(z)dz, B(X) =Y xpi(z)

0

a podobné stfedni hodnotu funkce ndhodné proménné g(X)

E(9(X)) = /OOC g(@) f(x)dz, E(g(X)) = g(a)pi(x).
Definujeme -ty moment ndhodné proménné jako
M(X,r k)= E(lx — k]").

Je-li kK = 0, mluvime o poc¢dtecnim momentu, je-li k = E(X), mluvime o centrovaném momentu.
Prvni poc¢ateéni moment se nazyva stiedni hodnota, druhy centrovany moment rozptyl (zna¢ime
jej D(X))

D(X) = E([X - B(X)]?).

Pomoci tietiho a ¢tvrtého centrovaného momentu se zavadi Sikmost a §picatost.
Dalsi vyznamnou tiidou ¢&iselnych charakteristik jsou kvantily. 6-kvantil, kde 6 je libovolné
redlné ¢islo z intervalu (0, 1), se znaci jako Ky a plati pro néj F'(Ky) = 6. Specidlné K 5 nazyvédme
medidn, Ko 25 a Ko 75 dolni a horni kvantil, Ko 75 — Ko 25 je kvartilovd odchylka.
Oznageni modus pouzivdme pro nejpravdépodobnéjsi hodnotu (tj. pro bod, v némz ma pravdépodobnostn{
funkce nebo hustota pravdépodobnosti maximum).
Pro dvojici ndhodnych proménnych zavadime kovarianci

C(X1,X2) = E([X1 — E(X1)][X2 — E(X2)])
a koeficient korelace
C(X1,X5)
D(X1)D(Xs)
Koeficient korelace udava miru zavislosti ndhodnych velicin, je-li v absolutni hodnoté roven jedné,
pak jsou na sobé ndhodné veli¢iny zcela zavislé (uréeni hodnoty jedné z nich urc¢uje automaticky i
druhou hodnotu), naopak pro nezdvislé ndhodné proménné je koeficient korelace nulovy (opa¢na

implikace neplati, pokud maji dvé ndhodné veli¢iny nulovy koeficient korelace, nemusi byt jesté
nutné nezdvislé; tady se projevuje redukce informace obsazené v éiselnych charakteristikdch).

R(X;,X9) =

Piiklad 8.1 Odvodte uziteény vztah pro vypocet rozptylu D(X) = E(X?) — [E(X)]?.

E([X-E(X)]?) = E(X?-2XE(X)+(E(X))?) = BE(X*)~EQ2XE(X))+E(E(X))? = E(X*)—2E(X)E(X)+[E(X)]* = |

Pokud neni néktery z kroku jasny, predstavte si pfisluSnou Upravu na stiedni hodnoté vyjadiené
pomoci sumy/integralu.

Piiklad 8.2 Nahodnd proménnd X se iidi exponencialnim rozdélenim s parametrem 1. Najdéte
obecny 6 kvantil, medidn a kvartilovou odchylku.

Hustota pravdépodobnosti mé tvar f(z) = Ae™** = ™. Integraci najdeme distribucni funkci
F(z) = 1 — e~®. Podle definice plati F(Kp) = 1 — e %2 = §, odtud uz snadno najdeme Ky =
—1In(1 — 6). Medidn je Ko 5 = 0,693, kvartily Ko 25 = 0,288, K5 = 1,386, kvartilovd odchylka je
Ag = 1,099.
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Piiklad 8.3 Vypoctéte stiedni hodnotu (a pripadné i rozptyl) ndhodné proménné s rozdélenim
a) alternativnim A(#) b) binomickym Bi(n,#) c) Poissonovym Po()\) d) exponencidlnim Ex(\)

a) Alternativni rozlozeni md pravdépodobnostni funkci 7(0) =1 —6, n(1) = 6.

Odtud E(X) =6, D(X) = 6(1 — ).

b)
g2

= x

n
— (z—1)! n—x)

x jsme pohltili faktoridlem. Pokud ze sumy vytkneme n, upravime faktorialy zpét na kombinacéni
¢islo. Pokud déle vytkneme 6 a zavedeme substituci y = x — 1, m = n — 1, pfevedeme sumu opét
na binomicky soucet, ktery, jak vime, je roven jedné.

n

Z(l__l)n"e ( - _HQZL&L 1(1 9) nGZLQ (1 e)m —

— I(n—x)! (z — Dl(n — )!

U druhé mocniny postupujeme podobné, pouze je nutné ipravu provést dvakrat.

E(X"‘)—i:x?( >9$(1 —n92x+1 ( >9$(1 0)" 1% = nf[(n—1)0+1]

x=0

Odtud E(X) =nb, D(X) =nb(1—0).
c) Postup je podobny, jako v ¢4sti b, v poslednim kroku séitdme Taylorovu fadu e*. Pouzivame
substituci y = = — 1.

_ § - _ § - _ § - _ A=A
E(X)— xﬁe = m@ =)\ ae = Xele —A,
=0 =1 y=0

S = o
2):2()9025@ A:)\E)(y—&-l)ae A=A\ +1).
r= y=

Odtud E(X) =\, D(X) = \.
d) Oba integraly jsou praktickym cvi¢enim metody per-partes.

oo 1
_ —Axr _
E(X) = /x)\e =+
0
Odtud E(X) =1/, D(X) = 1/)2.
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Piiklad 8.4 Spojity ndhodny vektor (X,Y) md hustotu pravdépodobnosti

f(x,y):{ (gl—x-i-y), jﬂinéalg(),l), y € (0,1)

Uréete E(X), E(Y), D(X), D(Y), C(X,Y), R(X,Y).

Pro nalezeni pruméru a rozptylua jednotlivych proménnych se vyplati nalézt marginalni distribuéni

funkece.
Ifx(z fol—x—i-y)dy—l—m—kf 3 —u,
fry fo (l-z+yde=14+z—3=1+y.
Déle najdeme stiedni hodnoty a rozptyly.
B(X) = [y @ (*—x)fv 151
E(Y)=fyy(3+u)dy=5+3=1

2 1=
11 11

Ted uz muZeme spoéitat kovarianci a koeficient korelace.

cory= [ [ (e B) (o )t isan =

 oxy) 1
REY) = 5Dy ~ 11

Piiklad 8.5 Diskrétni ndhodny vektor (X1, X1) je popsén pravdépodobnostni funkei

1
. ﬁ(acl + 2x9 + 1)7 1 € {0 1} T2 € {0 1}
(21, 22) = { 0 jinak

Najdéte koeficient korelace R(X7, X3).

Najdeme margindlni pravdépodobnostni funkce
TX, (.%'1) = Zi220 Tlo(-rl + 229 + 1) =
Txs(22) = 30 _o 15 (1 + 222 + 1) =

Uréime stfedni hodnoty a rozptyly.

Dale spocitame kovarianci
6 7\ 1 4 (0 T\ 2 6\ 3 3 4 3 4 1

Odtud uz snadno najdeme koeficient korelace
1

1
R(X), Xp)= — 20 — = —0,089.
(6, %) sqrt 265 12010 3v14
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Piiklad 8.6 Spojité ndhodné proménné X, Xo maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).
Jak4 je stfedni hodnota a rozptyl proménné Y = max (X1, X5)?

Distribuéni funkce obou puvodnich proménnych je Fx(z) = z. V piikladu 7.3 jsme ukdzali, ze
distribuéni funkce maxima je Fy (y) = y? a odpovidajici hustota pravdépodobnosti je f(y) = 2y.
Nyni uz snadno spoc¢itame
1
E(Y) = Jy y2ydy =3,
2y _ 2 _1
E(Y?) = |y v"2ydy = 3.

Priklad 8.7 Rychlosti molekul idealniho plynu se #idi Boltzmannovym rozdélenim

m \3/2 m(vi 4 v} +v?)
) exp(————2 =%

F vz, vy,v2) = (mT kT ):

Odvod'te Maxwellovo rozdéleni velikost{ rychlosti a najdéte stiedni rychlost, nejpravdépodobnéjsi
rychlost a stfedni kvadratickou rychlost.
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