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Kapitola 1

Primitivni funkce

1.1 Definice primitivni funkce

Definice 1.1. Budte f, F funkce definované na intervalu I. Rikdme, Ze
funkce F je primitivni k funkci f na I, jestlize pro kazdé z € I plati

F'(z) = f().

Poznamenejme, Ze jestlize v pfedchozi definici néktery z krajnich bodt
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Priklad 1.2. a) Necht a € R,a > 0. Jak snadno ovéfime derivovanim,
funkce In(z++vz?2 + a?) je primitivni k funkci \/a_:?l-|-_a7 na intervalu (—o0, 00).

b) Podobné, pro a > 0 je funkce In(z + V2% — a?) primitivni k funkci

,/pltgf na intervalu (a,00) a funkce In(—z — v/z2 — a?) je primitivni k
ﬁ na intervalu (—oo,—a). VSechny tfi predchozi vztahy lze shrnout
do jediného: je-li ¢ € R, c # 0, pak funkce In|z + V22 + c| je primitivni k

funkci —~—— na libovolném intervalu, na ném? je funkce L__ definovéna.
’ 7?
Tr“+c

Vz2+c
P¥iklad 1.3. a) Funkce arctgz je primitivni k funkei P%r— na intervalu
(—00,0). Obecnéji, derivovanim snadno zjistime: je-li zop € R,a € R,
a > 0, pak funkce i—-arctg =20 je primitivni k funkci (—z_Tol)gm na intervalu

(—00,00).
b) Funkce arcsinz je primitivni k funkci ——— na intervalu (—1,1) a
. G \/_1—:.52 -
wes . T—x . . ., ’ .
obecnéji, funkce arcsin = je primitivni k funkei T (o=
(o0 — a,z9 + a) (zo € R,a > 0).

Je jisté pfirozenou otdzka, zda ke kazdé funkci definované na néjakém in-
tervalu existuje na tomto intervalu funkce primitivni. Odpovéd — negativni

— na tuto otdzku nalezneme snadno. Pfipomenime, Ze funkce f se nazyva
PL WY SR ERIETEE . BT L ;n‘l'nrtrn‘rl T == T)f f\ ;anl;;o m™ra LQ;AD’ r]vn hnﬂv Ty T = T

na intervalu
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funkce F(z) = z?sin 51:- pro z # 0, F(0) = 0 je k ni primitivni na intervalu (—o00,00): pro z # 0

ovéfime vztah F'/(z) = f(z) pfimym derivovidnim a F’(0) = 0 = f(0) zjistime z definice derivace.

Nyni se obratime k popisu mnoziny vSech primitivnich funkci k dané
funkci na intervalu.

Lemma 1.1. Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I. Pak
pro libovolné c € R je také funkce F' + ¢ primitivni k f na I.

Diikaz. Podle pfedpokladu plati F'(z) = f(z) pro kazdé z € I. Z pra-
videl pro derivovani plyne (F(z) + ¢)) = F'(z) = f(z) pro kazdé z € I a
tedy F + c je primitivni k f na I. O

Lemma 1.2. Necht F,G jsou primitivni funkce k funkci f na intervalu I.
Pak existuje takové éislo ¢ € R, Ze plati G(z) = F(z) + ¢ pro kazdé = € I.

Diikaz. Plati F'(z) = f(z) = G'(z) pro z € I, takZe funkce F,G maji
stejnou derivaci na I. Tedy existuje takova konstanta ¢ € R, Ze plati G(z) =
F(z) + c identicky na I ([N], Disledek (3) k Vété 3.2 v kapitole V). O

Z prechozich dvou lemmat plyne

Véta 1.3. Necht F' je néjakd primitivni funkce k funkci f na intervalu I.
Pak {F + c;c € R} je mnoZina vsech primitivnich funkci k funkci f na I.
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(3) [efdr=e"
(4) famdx=ﬁl%(a€R,a>0,a7él)
(5) [coszdz =sinz

(6) [sinzdzr = —cosz

(7) [, =tgz

(8) S—lfﬁ* = —cotgzx
f s54+7 = arctg z, obecnéji t—;——ﬂ%“)ﬁw = arctg =% (zo € R,a > 0)

(10) [ % = arcsin z, obecnéji = arcsin =22 (29 € R,a > 0)

f\/az (z—z0)2

Bt n s - 1 2 r o 2 Y 4 I — 2 N\
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1.2 Zakladni integraéni metody

' Lemma 2.1. Necht f,g jsou funkce definované na intervalu I a necht F
je primitivni funkce k funkci f, G primitivni funkce k funkci g na I. Pak
. je F + G primitivni funkce k f + g na I.

Diikaz. Plati F'(z) = f(z),G'(z) = g(z) a tedy (F + G)'(z) = F'(z) +
G'(z) = f(z) + g(z) = (f + g)(z) pro kazdé z € I, tj. F + G je primitivni
k f+gnal. ]

V symbolice neuréitych integrali lze Lemma 2.1 zapsat takto: [(f(z)+
9(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz, z € I.

Pfesndji je tfeba pravé uvedenou rovnost chapat takto: mnoZina v8ech primitivnich funkef k
funkci f + g na intervalu I je totoZnd s mnoZinou vSech funkci tvaru F' 4+ G, kde F je libovolna
primitivni funkce k f, G libovolnd primitivni funkce ke g, na intervalu I. Podobny vyznam maji

vSechny identity, které v dalsim odvodime a v nichZ vystupuji neurcité integraly.

Lemma 2.2. Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I a necht
c € R. Pak je cF primitivni k cf na I.

Diikaz. Plati F'(z) = f(z) pro z € I a tedy (cF) (z) = cF'(z) = cf(z)
pror €] ti. cF 1e orimitivni k ¢f na [ ]
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Vé&ta 2.2. (Tzv. metoda per partes.) Necht funkce u,v maji derivaci na
intervalu I. Pak plati: md-li funkce uv' primitivni funkci F na I, je uv — F
primitivni funkce k funkci u'v na I.

Diikaz. Podle véty o derivaci soudinu funkci ([N], Véta 1.4 v kapitole
V) méa funkce uv derivaci na I a pro z € I plati (uv)'(z) = u/(z)v(z) +
u(z)v'(z). Podle pfedpokladu plati F'(z) = u(z)v'(z) na I. Odtud plyne
(uv — F)(z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(z) — F'(z) = v/ (z)v(z), takze uv — F je
primitivni funkei k funkci u'v na I. O

Predpoklady v&ty jsou splné&ny zejména tehdy, kdyZ derivace v’ je spojitd na I, nebot pak
je uv’ spojitd na I (spojitost u plyne z existence derivace u’) a podle Véty 1.2 na I existuje

primitivni funkce k funkci uv’.

Pravidlo pro integraci per partes zapisujeme ve tvaru [ u'(z)v(z)dz =
u(z)v(z) — [u(z)v'(z)dz, z € I a ma bohaté praktické vyuziti.

Priklad 2.2. a) Vypoététe [ z cos 2z dz na intervalu (—oo, 00).

Reseni. Volme u' = cos2z,v = z, takie u = %sin 2z,v' = 1 a dostaneme:

fa:cos2:rda: == %xsinZ:c — -é—fsin2a:dsc = %xsian + %0082(17.

b) Vypoéctéte [ arccotg z dz na intervalu (—oo,00).
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a? ) dz = 1= ;‘o)gﬂz)n + 2n (Kn(z0,a) — a’?Kny1(z0,a)). Od-

(GG=z0)T+a?)" 1

tud vyjadiime Kni1(zo,a) = ¢ (2" LKn(z0,0) + 5 (= :o)2+a2)“)

Qa

Vyznam tohoto rekurentniho vzorce pozndme v pfistim paragrafu.

Pi#iklad 2.4. a) Vypoctéte [ (5’%77 na. intervalu (—o0, 00).

ReSeni. f?ﬂ%}f =. [ ((H%)zdf(%z)g)z
- (b () b ) = 1 s + ]
E—éﬁarctg 23"21 R sy ;
b) Vypoctéte [ (—xggf-l—)g' na intervalu (—oo, 00).
Refeni. [rmffy = K3(0,1) = 3K2(0,1) + % - =iy =

Bilvi 1 1 o 3 1
(0D + 4 5) + 1 e = farctgs + } -+ b

Véta 2.3. (Substituéni metoda.) Necht f je funkce definovand na intervalu
I1, ¢ je funkce majici derivaci na intervalu I a necht p(Iz) C I,. Pak plati:
md-li funkce f primitivni funkci F na I, je F oy primitivni funkce k funkci
(fow) ¢ na L.
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Reseni. Substituce arcsin z = ¢, \/——, dz = dt dava [ EEE arcsm Ede=ft*dt =

t3 __ arcsin® z

3 3
UkaZme na tomto pfikladg, Ze pfedpoklady V&ty 2.3 jsou spln&ny. Funkce f(t) = t2 je spojita
na intervalu I; = (—00,00) a ma zde primitivni funkci F(t) = %, funkce @(z) = arcsin £ mé

derivaci ¢'(z) = \/11_7 na intervalu I = (—1,1) a plati ¢(I2) = (=%, %) C I1. Tedy funkce
-z

(Fop)(z) = 28i0° 2 je primitivni k funkei (f o 9)(z) - ¢’ (z) = arcsin? z - \/11_2 na intervalu
-

3
I.

| Vé&ta 2.4. (Substitu¢éni metoda.) Necht f je funkce definovand na intervalu
I1, ¢ je funkce majici nenulovou derivaci na intervalu Iy a necht o(Iy) = I.
Pak plati: md-li funkce (f o @) - ¢ primitivni funkci F na intervalu I3, je
F o o~ primitivni funkce k funkci f na intervalu I.

Diikaz. ProtoZe funkce ¢’ je darbouxovskd na intervalu I, a nenabyva
zde hodnoty 0, je bud ¢'(t) > 0 pro vSechna ¢t € I3 nebo ¢'(t) < 0 pro
vSechna t € I, takZe ¢ je bud rostouci nebo klesajici na I5. Tedy je funkce
@ spojita a ryze monotonni na I, takze podle véty o derivaci inverzni funkce
([N], V&ta 1.6 v kapitole V) funkce ¢~ m4 derivaci na intervalu I, pfiéem?
pro z € I,z = (t) plati (¢~ 1) (z) = l(t) = ((p_ll(x)) Podle predpokladu
plati F'(t ) = f(cp(t)) ( ) pro t € Iy. Tedy pro z € I,z = <p( ) plati
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b) Vypoététe [ 'gj@—l dz na intervalu (—o00, 00).

Vz2+

ReSeni. Polozme z = t3,t € (—o00,) , tedy dr = 3t?dt a dostaneme

3 _ 3 = t _
fjl_—mildx=f-,—t i 3t2dt_3f(-,if+§—-,—t fH)dt—Bf(t——,—t +1)dt-
3(% — LIn(t2 + 1)) = 3(Vz? — In(V2? + 1)).

Cviéeni

L.

DokaZte: jestlize ke dvéma z funkci f, g, f + g, f — g existuje na inter-
valu I funkce primitivni, pak existuje i ke zbyvajicim dvéma.

Udejte pfiklad funkci f,g a intervalu I takovych, Ze k f + g existuje
na I funkce primitivni, ale k f ani ke g neexistuje.

Je mozno sestrojit takové funkce f,g na intervalu I, Ze k f existuje
na I primitivni funkce F, ke g existuje na I primitivni funkce G a
pfitom F - G je na I primitivni k f - g7

Metodou per partes vypoététe: a) [ z?sinz dz, b) [(z3 +z2)e® dz, c)
[z cos?zdz, d) [ €® cosz dz, €) [ 2% sin2z dz,z € (—00,00).

Ukazte. Ze metoda per partes vede vzdyv k cili u téchto typu neurci-
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1.3 Integrovani racionalnich funkeci

Bud 7 racionalni funkce. P¥i vypoctu f ) dx se miZeme omezit na piipad,
kdy r je ryze lomend, nebot v opa¢ném prlpa,de ji vyjadiime jako soudet
polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Je-li vSak r ryze lomen4, lze ji
rozloZit na soudet parciilnich zlomku ([N], Véta 3.5 v kapitole III). V tomto

rozkladu vystupuji zlomky tvaru
);

——Tw—(;:o —.n € N,n > 1 (odpovidajici vicendsobnému redlnému kofenu zg

jmenovatele),

w—’;‘cggﬁq (odpovidajici imagindrnimu kofenu zy + ai jmenovatele),

: ((x_é’:)j;'iag)n,n € N,n > 1 (odpovidajici vicendsobnému imaginadrnimu

kofenu zg * a? jmenovatele)
Integrace zlomkd — :co o xo)"

== dat __ ol -
fxmod:c-a,f —alnltl—alnlx—w0|,fmd:c=aft Bt =
t—n+1 a 1

je snadna: substituci z—zy = t obdrzime

e I ToaT-
Zlomek —22+E _ upravime takto: bz+c _ _ 3(20—2z0)+bzotc _ p

22229 R | . . 2z—2x0 _ 2
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i o S T : 272 —3x+3 L3 1 ¥
Reseni. Rozklad na parcilni zlomky vdee oD ) = -1 T 5T
”, * 2, v’ T (23: 2 1 227—2
Déle vyjadtime Zz—3.=3 x?—2x+3 ‘Fgzf3 T &= 1)2+2 Tedy

[ 252m23w;c3+3) T = ff;"’—l §fp%dz+fm In|z — 1| +
2 ln(:z: —2z43) + % arctg %; vysledek plati na intervalu (—oo,1) a na
intervalu (1, 00).
c) Vypoctéte T+—1-
Reseni. Rozklad jmenovatele v redlném oboru je z* +1 = 2% + 222 + 1 —
2 = (22 +1)2 — (vV2z)? = (22 + V22 + 1)(2? — V2 + 1) a rozklad na

1 1
1 A m$+§ 7$+2
(a:2+\/§a:+1)(x2—\/§x+1) T 2242241 + r2—/2z+1 - Dale

parcialni zlomky dava

1 1 1 1

Sl et S AT R
O = SR - b+ b gy Odiue
g = 4\1/2. In(z2+v2z+1)+1-v/2-arctg x;?é —4\1/5 In(z? -2z +1)+
% .2 - arctg x;f _ 4‘1/2_ - gjﬁﬁi ke \/Ti (arctg(\/ﬁw + 1) + arctg(v/2z

—1)) na intervalu (—o0, 00).
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i)-f @D é gfx w2 Ve vSech pripadech urcete intervaly, na nichZ pri-

slu$né primitivni funkce existuji.

2. Vypoctéte ;ﬂ% jednak rozkladem na parcidlni zlomky, jednak vhod-
nou substituci a zdivodnéte rozdilnost vysledki.

1.4 Integrovani jinych funkci

V tomto paragrafu uvedeme nékolik typt funkci, jejichz integraci lze vhod-
nymi substitucemi prevést na integrovani funkci racionalnich. Pro potreby
dalsiho vykladu definujeme nejdfive pojem racionalni funkce dvou promén-
nych. Polynomem v proménnych z,y rozumime funkci tvaru P(z,y) =
S S r_oair -7t y*, kde ax € R proi =0,1,...,m, k=0,1,...,n; ra-
cionalni funkci v proménnych z,y rozumime funkci tvaru R(z,y) = %%%,
kde P(z,y), Q(z,y) jsou polynomy v proménnych z,y. V dal$im bude sym-
bol r vzdy znadit racionalni funkci jedné proménné a symbol R racionalni

funkci dvou proménnych.

(1) Funkce typu r(/z)

Trtasgrar: Hhinlel tabhota i loa anadnn weasract na tvtaorons BanlEad woanios
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Id o . 2
Reseni. Polozime t} = t?, t_] T = H'l Jdr = (—ﬁ—ﬁgdt a dostaneme

[ 3/2-{-{ :c+1 dr = —6-[t-¢ _2?3_ _3_V dt = 3f . Primitivni funkc1

k funkci —3— dostaneme rozkladem na parcialni zlomky ve tvaru f ==

ilnjt — 1] — gln(#* +t + 1) — arctg 2:7-1 Tedy [ /% - x+1 diL‘ =
2 23 _+__|.1
~n|{/z - 1]+ im ("‘ (22) +3% %Hl) +~/5arctglj— .

libovolném z intervald (—oo,—1),(—1,1), (1, 00).

(8) Funkce typu R(z, Vaz? + bz + c)

U funkci tohoto typu se muZeme ze zfejmych divodi omezit pouze na
piipad, kdy a # 0 a kdy polynom p(z) = az? + bz + ¢ nem4 dvojnisobny
kofen. Pfedpoklddejme nejdrive, ze tento polynom maé redlné kofeny z;, zo,
kde 71 < T2, takZe az’+bz+c = a(z—z1)(z—1z2). Je-lia > 0, je polynom p
kladny na intervalech (—oo, 1) a (2, ) Na libovolném z téchto intervalﬁ

jeJax2+bx+c=ﬁ.\/(x—x1 I8 = a- |z -z \/2=22. Podle

bodu (2) substituce 7=72 = t2_ vede k integraci racionalni funkce. Je-h a <0,
je polynom p kladny pouze na intervalu (z;,z2). Na tomto intervalu plati

Vaz? +bz+c = \/— (£ —z1)2 - 822 = \/—a - (z — z1) - /E=2, takZe
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arctg "‘1’ na intervalu (1, 2).

Ovéfme alespoii na tomto pfikladg, Ze jsou spln&ny pfedpoklady Véty 2.4 o substituci. Funkce
. : : — _ 242
flz) = (z_l)\/:‘i’z2+3:_2 je definovéna na intervalu I; = (1,2), funkce ¢(t) = pﬁ mé zapornou
derivaci ¢'(t) = F’({T%? na intervalu Iz = (0,00) a plati ¢(I2) = I. Funkce (fo)(t) - ¢'(t) =
-2 %;—j_% ma na Iz primitivni funkci F(t) = —2(t + arctgt). Tedy podle Véty 2.4 je funkce
(Fop1)(z) = -2 (\ / %:—T— + arctg %—E—’;— primitivni k funkci f na intervalu I.

b) Vypoététe [ — \/gg_m.

Regeni. Pouzijeme Eulerovu substituci vVz2 —z+1 = z — t pak je T —
Vz2 —z+1 = t a ze substitu¢ni rovnice vypolteme z = 2t },d:c N

"—yff;t__tfl dt. Odtud [ - \/%m__z +1 =2 tt22;t4;1 dt; rozkladem na parcidlni
zlomky nalezneme —ttl dt = Inlt| - 2 - 52~ — — - In|2¢t — 1|. Ted
th_ﬂf 4" 2t-1 4
dz - e g § g 1 _ 3 _
f r—VzZ—z+l 2In|z & z+1| - 22—2vx2—z+1-1 2 1n|2:1;

2v/z2 — z + 1 — 1| na intervalu (—oo, 1) nebo (1,00).

(4) Funkce typu R(sinz,cosz)
Integraci funkci tohto typu lze vidy prevést na integraci funkci raciondlnich,
a to substituci
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Reseni. Vzhledem k tomu, %e cos? z = ﬁg—m, pouéijeme substitucitgz =t

na intervalu ( ,2). Pak z = arctgt,dz = —m a obdrifme [ % — =
J 1+217§ﬁ ' t2+1 dt 3 Eﬁ% = %a,rctgﬁ = gal‘Ctg( tgz) na intervalu

(—%a %)

Nalezli jsme tedy primitivni funkci na intervalu (—7%, 7). Funkce f(z) = 1—_;-3—:5;,—:- je v8ak
spojitd na intervalu (—o0,00), takZe k ni musi existovat primitivni funkce na tomto intervalu.
UkéZeme, jak se da tato primitivni funkce sestrojit. PoloZme Fo(z) = arctg(2 tg z); pak Fo
je primitivni k f na (-3, %) a lim,_, x_ Fo(z) = 7. Polozime-li Fi(z) = 3 a.rctg(§ tgz) + 5
pro r € (%, 37"), je F1 primitivni k f na (3, 32") a plati limm_,%+ Fi(z) = %. Definujeme
nyni funkci F' na intervalu (-7, %’5) piedpisem F(z) = Fo(z) pro z € (-3, 3), F(z) = Fi(z)
pro = € (%,3’7"') a F(3) = . Pak je F primitivni k f na (-7%,7%) i na (’2",3;) a z Véty
3.3 v [N], kap. V plyne, Ze existuje i F'(%) a plati F'(§) = lim,_, x lz) = lim,_, = flz) =
f(%). Je tedy F primitivni k f na (— ;, <5-). Popsany postup pze nyni opakovat pro intervaly

(37r 5") (5"’ 7”),... a také pro intervaly (——— —%),(“'5'575’“;'2!)"'
2—sinz
c) Vypoctéte f 2+cosz dz.
2t

Reseni. Substituce tg 3 = t, z niz plyne sinz = THE COST = —g,da: =
2t

9
2 ‘£ _ Tt 2 t2—t+1
Tz At dava /3 2T (S::)léﬁ dz = [ = +1+:2 TR dt = 4/ (2 +1)(¢2+3) dt. Rozkla-

1+t
& . A B ) Yiia
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za integraénim znamenim funkce typu R(z, v/a + bz), kde s je jmenovatel
¢isla p. Podle &asti (2) substituce a + bz = t° a tedy a + bz™ = t° vede k
integraci racionalni funkce.

Necht je nakonec p€Z, mTHéZ. Substituce z™ = z vede k neurcitému inte-

gralu [ 2oL (a+b2)P dz. PiSme funkci za integra¢nim znamenim ve tvaru
it o (2th2)P. Je-li ™t + p € Z, jde o funkei typu R (z, {/%),

kde s je jmenovatel ¢isla p. Podle (2) substituce % =t tj.az™"+b=1{°
vede k integrovani racionalni funkce.

Mizeme tedy shrnout:
| Binomicky integrdl [ z™(a+bz™)? dz, kde m,n,p € Q lze pfevést na integrdl
" z raciondlni funkce v téchto pFipadech:

1) p € Z, a to substituci x = t°, kde s je spolecny jmenovatel ¢isel m,n,
2) mT‘H € Z, a to substituct a + bx™ = t°, kde s je jmenovatel ¢isla p,

3) ﬂ:{—l +p € Z, a to substituci az™™ + b = t°, kde s je jmenovatel éisla
P.

TYVY*1. 1. 3 A ® _\ X7.___ _wvaivae_. I \/E K P I . T S
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zlomky nalezneme f -dt = —3In|H5| + § arctgt. Celkem [ \/i%‘ =
1n Ytz iz ﬁ"lq{_i’_ — 7 arctg Y+ 4" Hhe

Ve v3ech pfipadech, které jsme dosud popisovali, byly nalezené primitivni funkce elementarni.

V obecném pripadé v8ak primitivni funkce k elementarni funkci nemusi byt elementarni. Podle
Véty 1.2 sice existuje primitivni funkce ke kaZzdé elementédrni funkci na libovolném intervalu, na
_ném? je tato funkce spojita, aviak miZe to byt tzv. vySsi funkce. Vy38imi funkcemi jsou vyjadieny
" napf. tyto neur&ité integraly:
af i;‘—” dz = Si(z),z € (—o0,00), tzv. integralsinus
[ 22 dz = Ci(zx),x € (—0,0) a = € (0,00), tzv. integralkosinus

m = Li(z),z € (0,1) a z € (1,00), tzv. logaritmusintegral
fe‘z dz,z € (—00,00), tzv. Gaussova funkce
[ sinz? dz, [ cos z? dz,z € (—00,00), tzv. Fresnelovy funkce.

Vy&3imi funkcemi jsou rovnéZ vyjadfeny neuréité integraly typu [ R(z, \/M) dz, kde p je poly-
nom 3. nebo 4. stupné nemajici vicendsobné kofeny; jsou nazyvany eliptickymi intergraly (tento
_nazev je odiivodnén tim, Ze integralem tohoto typu je vyjadfena délka oblouku elipsy). Také bi-
" nomické integrdly vedou k vy$8im funkcim, pokud nenastane néktery z pfipadd uvedenych v &asti
~ (5). Neexistuje v8ak univerzalni pravidlo, kterym by bylo moZno vZdy rozhodnout, zda se ndm
_ nedafi primitivni funkci nalézt jako elementérni jen v disledku nevhodné volenych integragnich

" metod nebo zda je to skuteéné vyssi funkce.



