Kapitola 2

Riemannuv integral

2.1 Definice Riemannova integralu

K pojmu (uréitého) integrdlu vede celd fada geometrickych a fyzikalnich dloh, z nichZ jednu z
nejstardich, n€kdy nazyvanou zédkladni Glohou integralniho poltu, lze stru¢né formulovat takto:
Bud f spojitd a nezdporna funkce na intervalu < a,b > a necht A je mnoZina viech bodt [z, y]
v rovin& R2, pro n&% plati €< a,b >,0 < y < f(z) (obr. 1); m4 se uréit ploiny obsah (mira)

mnoZiny A.
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Obr. 2

Podobng, je-li My maximalni hodnota funkce f na < zp_i1,Zr >, je My - (Tx — Tx—1) Obsah
obdélniku o zdkladn& < zj_1,zx > a vysce My a Y p_, My - (zx — zx—1) vyjadfuje obsah
mnohothelniku, ktery je nadmnoZinou mnoZiny A a ktery je sjednocenim v3ech t&hto obdélnikd
(obr. 3).
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symbolem D(< a, b >) nebo jen D, pokud bude zfejmé, Ze se jedna o inter-
val < a,b >.

Definice 1.2. Necht a,b € R,a < b a necht f je omezena funkce
na intervalu < a,b >. Necht D = {z¢,z1,...,2,} € D(< a,b >).
Oznatme my = inf{f(z);z €< zk_1,zr >}, My = sup{f(z);z €
< Tk_1,Tk >} pro k =1,...,n a polozme s(D, f) = > 7_, mg - (zx —
zx-1),S(D, f) = Y. p—1 Mk - (zx — zk—1). Cislo s(D, f) nazyvime dolni
soucet, Cislo S(D, f) horni soucet funkce f pri déleni D.

Pfipomefime, Ze délku omezeného intervalu I o krajnich bodech a, b, tj. &islo b — a, znafime

symbolem d(I). Oznaéime-li tedy < zx_1,zr >= I}, pak dolni a horni souet miZeme zapsat ve
tvaru s(D, f) = Yk, mi - d(Ix), S(D, f) = X h=y Mk - d(Ii).

Lemma 1.1. Bud f omezend funkce na intervalu < a,b > a nechtc,d € R
- jsou takovad cisla, Ze plati ¢ < f(z) < d pro kazdé x €< a,b >. Pak pro
- libovolnd Dy € D(< a,b >),Dy € D(< a,b >) plati c¢(b—a) < s(Dy,f) <
1 8(Do, f) < d(b—a).

Diikn> 1 Neidvrive nkaveme o i li D — [ . 2~ Y D libhovnlnd

A\
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7 Lemmatu 1.1 plyne, Ze ob& mnoziny {s(D, f); D € D},{S(D, f); D €
D} jsou omezené. Lze tedy definovat:

Definice 1.3. Bud f omezena funkce na mterva.lu < a,b >. Pak kla-
deme f f = sup{s(D, f); D € D(< a,b >)}, f 7 = inf{S(D f);D €

D(< a,b >)}. Cislo f f nazyvame dolnim integrdlem, ¢islo f f hornim
integrdlem funkce f pres interval < a,b >.

Véta 1.1. Bud f omezend funkce na intervalu < a,b > a necht c,d €
R jsou takovd ¢isla, Ze plati ¢ < f(z) < d pro z €< a,b >. Pak plati

c-b-a)< [P <Tof<d-(b-a).

Dikaz. Nerovnosti ¢ (b —a) < iz f,d-(b—a) > Tz f jsou zfejmé. Bud
Dy néjaké déleni < a,b >; podle Lemmatu 1.1 plati s(D, f) < §(Dy, f) pro
kazdé D € D, tedy i sup{s(D, f); D € D} = L‘; f < S(Dy, f). Déleni Dy

viak bylo libovolné, takze plati ﬁ f < S(D, f) pro kazdé D € D. Odtud
4 —b
inf(S(D, f);D € D} = [,f > [ f. O
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b) Bud f Dirichletova funkce na intervalu < a,b >, tj. f(z) = 1 pro

.2 €EQN<ab>f(z) =0proz € IN<a,b>. Zjistéte, zda je f € R
(< a,b>).

Reseni. Bud D = {29, 21,...,Zn} € D(< a,b >) libovolné. Ziejmé je my =

inf{f(z);z €< Tk—1,Tk >} = 0, M = sup{f(z);z €< Tk_1,7x >} =1 pro

kazdé k = 1,...,n. Tedy s(D, f) = Y.5-10 (zx — zx—1) = 0,5(D, f) =

S h—11l- (zk — zk—1) = b — a pro libovolné déleni D € D(< a,b >). Odtud

—b
iif =0, [,f = (b—a), takZe f neni integrovatelnd na < a,b >.

¢ Lemma 1.2. Bud' f omezend funkce na intervalu < a,b >. Pak ke kaZdému
e € R,e > 0 existuje § € R,6 > 0 takové, Ze pro kaZdé déleni D € D

(<a,b>) on(D) <6 plati [.f < S(D,f) < [.f +&.

Dikaz. Nerovnost J.f < S(D, f) plati pro kasdé déleni D podle de-
finice horniho integrilu; dokdZeme tedy zbyvajici ¢ast tvrzeni. Protoze f
je omezend na < a,b >, existuje h € R,h > 0 tak, Ze |f(z)| < h pro
kazdé z €< a,b >. Bud nyni ¢ € R,e > 0 libovolné. Podle definice

_b
horntho integralu existuje D1 € D(< a,b >) tak, ze [_f < S(Dy,f) <

—b
[+ 5. Necht Dy ={20,21,...,2}. PoloZme § = ﬁ; ukaZzeme, Ze Cislo
d ma vlastnost uvedenou v tvrzeni. Bud tedy D € D libovolné takové,
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Kromé dolnich a hornich souétt se v ivahach pii konstrukci Rieman-
nova integralu vyskytuje jesté tieti typ souctid, ktery nyni popiSeme.

Bud D = {z¢,z1,...,Zn} déleni intervalu < a,b > a necht ¢, €
< Zg—1,Zk > je libovolné &islo pro k = 1,...,n. MnoZinu V = {¢;,...,¢,}
nazveme vybérem z délicich intervald p¥i déleni D, struénéji vybérem pfi
D.

Definice 1.5. Bud f omezena funkce na intervalu < a,b >. Necht
D = {zg,z1,...,Zn} € D(< a,b >) a necht V = {¢1,...,c,} je vybér
pii D. Cislo i(D, f,V) = >_%_, f(ck) - (zk — Tk—1) nazyvame integrdlnim
souctem funkce f pfi déleni D a vybéru V.

Geometricky vyznam ¢éisla i(D, f, V) je patrny z obr. 4.
t
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[2£,8(Dx, f) = [, f. Je-li f € R(< a,b>), je s(Dx, f) = [ ,5(Dx, f) =
[2f ai(Dx, £, Vi) = [° f, kde Vi je libovolng vgbér pii Dy.

Diikaz. Bud € € R,e > 0 libovolné. Podle Lemmatu 1.2 ex1stu3e >0

takové, Ze pro kazdé D € Do n(D) < § plati f f<8(D,f)< f f+e, tedy

i|S(D, f) —faf| < €. ProtoZe n(Dy) — 0, existuje ko € N tak, Ze pro k > ko

_b
je n(Dg) < 8. Tedy je |S(Dk, f) — [, f| < € pro k > ko, coz dokazuje vztah
S(Dg, f) — TZ f. Podobné se dokaze s(Dg, f) — i:, f. Je-li f integrovatelna
. rb b b " b b
na < a,b >, je iaf = [.f =], f,takie s(Dy, f) = [, f,S(Dr,f) = [, .

Vztah o(Dg, f, Vi) — f;f plyne z nerovnosti s(Dg, f) < ¢(Dg, f, Vi) <
S(Dg, f) platné pro viechna k € N a z Véty o tfech posloupnostech ([N],
Véta 5.4 v kapitole IV). O

' —=b
Z této véty plyne: k vypottu L‘; £ T.f (atedyi [P f,jeli f € R(< a,b >)) sta&i zvolit libo-
volnou nulovou posloupnost déleni intervalu < a,b >, sestavit odpovidajici posloupnost dolnich,

resp. hornich soultd a urcit jeji limitu.

Cvideni
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3. Necht f je funkce definovand na < a,b >, kterd je zde omezena
shora a neni omezena zdola. Rozhodnéte, zda lze definovat T: f jako
inf{S(D, f); D € D(< a,b >)}.

4. Sestrojte omezenou funkci f na intervalu < 0,1 > takovou, Ze Ll) f =
2, Tof =5.

5. Necht f je funkce definované na intervalu < 0,1 > takto: f( %) =]
pron € N, f(z) = 0 pro z €< 0,1 > —{%;n € N}. Dokaite, Ze
fER(<0,1>)aze [y f=0.

6. Volbou vhodné nulové posloupnosti déleni a uzitim Véty 1.2 vypoctéte

1-01 T, 01 z2.

2.2 Podminky integrovatelnosti

~ Lemma 2.1. Bud f omezend funkce na intervalu < a,b >. Pak je f €
R(< a,b >) prdvé tehdy, kdyZ ke kaZdému ¢ € R,e > 0 ezistuje D €
D(< a,b>) tak, Ze S(D, f) —s(D, f) <e.

Dikaz. 1. Necht je podminka lemmatu splnéna. Vzhledem k tomu, Ze <—|
— L —h L
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je mp = inf{f(z);z €< zk_1,2k >} = f(zk-1), Mx = sup{f(z);z €
< Zkp_1,Zx >} = f(zx) pro libovolné k = 1,...,n. Odtud S(D, f) —
s(D, f) = Yp=1 F(zk) * (@k — Th—1) = Ppy [ (@R—1) - (T — Th—1) = D2y
(f (k) = f(-1) - (@6 —zk-1) < 2ko1(f(zk) — f(26-1)) - n(D) < 35557007 -
Y k=1 (f(zk) = fzR-1)) = W - (f(b) — f(a)) = €. Podle Lemmatu 2.1
je f integrovatelna na < a,b >. O

: Vé&ta 2.2. Necht funkce f je spojitd na intervalu < a,b >. Pak je f €
R(< a,b>).

Diikaz. Uvodem poznamenejme, Ze podle Weierstrassovy véty ([N], Véta
3.5 v kapitole IV) je f omezend na < a,b >. Bud e € R,¢ > 0. ProtoZe podle
Heine-Cantorovy véty ([N], Véta 3.9 v kapitole IV) je f na < a,b > spojita
stejnomérné, k ¢islu ;= > 0 existuje d € R, > 0 tak, Ze pro libovolné body
z,y €< a,b > s vlastnosti |z — y| < d plati |f(z) — f(y)| < ;=;- Bud nyni
D = {zo,z1,...2n} € D takové, Ze n(D) < 4. Podle druhé Weierstrassovy
véty ([N], Véta 3.6 v kapitole IV) v kazdém intervalu < zp_;,zr > exis-
tuji body wug, vk takové, Ze f(ur) = max{f(z);z €< zk_1,zk >}, f(vg) =
min{f(z);z €< zk_1,zx >} Tedy i mp = inf{f(z);z €< z}_1,21 >} =
f(vk), My = sup{f(z);z €< xk_1,7x >} = f(ug); pfitom My —my =
flu) — flv) < €— nebot lue — vl < dl< 7o 1+ 7 S)Y < n(D) < & Od-

)

)

*)
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Diikaz. Bud h € R, h > 0 takové &islo, Ze plati |f(z)| < h pro vSechna
z €< a,b >. Necht ¢ € R,e > 0 je libovolné a polozme £* = z=5—.
Pak je €* > 0 a tedy existuje kone¢ny pocet po dvou disjunktnich uzavre-
nych intervald Ii,...,I, C< a,b > tak, ze > p_;d(Ix) < €* a Ze kazdy
bod nespojitosti funkce f, ktery je vnitfnim bodem intervalu < a,b >, je
vnitfnim bodem nékterého I;; pokud je néktery z bodl a,b bodem nespo-
jitosti funkce f, pak je i krajnim bodem pfislu$ného intervalu Iy. Necht
D, € D(< a,b >) je takové déleni, které jako délici body obsahuje kromé
bodi a, b pravé jen krajni body intervali Iy, ..., I,; toto déleni tedy uréuje
dé&lici intervaly I, ..., I, a dal3i délici intervaly I7,...,I;, (obr. 5).

AT AT

&

e —— — o — —— —

v
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jesté My = sup{f(z);z € It},m; = inf{f(z);z € It} pro k = 1,...,n.
Ziejmé plati |[My| < h, |mx| < h, tedy My — my < |Mg| + |mg| < 2h pro
kazdé k = 1,...,n. Odtud plyne S(D, f) — s(D, f) = Sp_i Mxd(I}) +
t o Mid(J;) — Sopey med(T) — Yimy mad(J) = ko (M — my)d(Ix) +
S (Mi—my)d(Ji) < 2h-3h_; d(Ix) +e*- 35, d(J;) < 2h-e*+e*-(b—a) =
€*(2h+b—a) = e. Podle Lemmatu 2.1 je f integrovatelnd na < a,b>. [
ProtoZe kazd4 kone&nad mnoZina redlnych éisel je ziejmé mnoZinou ob-
_ jemu 0, dostavame odtud zejména
- Dusledek. Necht f je omezend funkce na intervalu < a,b >, kterd zde md
* konecny pocet bodi nespojitosti. Pak je f € R(< a,b>).
Piiklad 2.1. a) Bud f funkce definovana na intervalu < —1,1 > takto:
f(z) =sinZ pro z # 0, f(0) = 0 (obr. 6). Pak je f € R(< —1,1 >), nebot
f je omezena na < —1,1 > a ma zde jediny bod nespojitosti 0.

Jr A

TN

y = sin

813

v
']—“““"““——1
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takovych, ze d(I1) + --- + d(In) < 35 a Ze kaZdy vnitini bod z intervalu
< a,b >, pro ktery je f(z) # g(z), je vnitinim bodem nékterého Ii. Jestlize
pro bod a, resp. b také plati f(a) # g(a), resp. f(b) # g(b), je tento bod
krajnim bodem né&kterého I. Necht Dy je ono déleni intervalu < a,b >,
které obsahuje pouze body a,b a krajni body v3ech intervali I a necht
D € D je libovolné takové, ze Dy C D. Necht {Ji,...,Jm} je mnoZina
viech délicich intervalt pfisludnych k D, které maji s libovolnym intervalem
I spoleény nejvyse krajni bod a necht {Jj,...,J;} je mnoZina zbyvajicich
d&licich intervalt piislusnych k D. Tedy ke kazdému i € {1,...,p} existuje
k€ {1,...,n} takové, ze J| C Iy. Dale plati JJU---UJ, =T U---UI,
a tedy také d(J7) + --- +d(Jp) = d(I1) + -+ + d(In) < z7. OznaCme
M; = sup{f(z);z € J;},N; = sup{g(z);z € Ji} proi =1,...,m,M; =
sup{f(z);z € J.}, N; = sup{g(z);z € J;} pro k = 1,...,p. ProtoZe pro
libovolné i« € {1,...,m} plati z € J; = f(z) = g(z), je M; = N; pro
i =1,...,m; dale je |[M}| < h,|N;| < h pro k = 1,...,p. Odtud plyne
IS(D, f) — S(D,g)| = |2y Mid(Ji) + SE_, Md(J}) — Sy Nid(J;) —

P_ NLd(TL)| = |0y (M} — NJ) - d(JL)] < S8_, (1M1 + INI)-d(J}) <
2h - Y P_,d(J}) < 2h- F = €. Tedy pro kazdé D € D s vlastnosti D 2 Dy
plati |S(D, f) — S(D, g)| < €. Zvolme libovolnou nulovou posloupnost (Dy)
déleni intervalu < a,b > takovou, Ze je Dy 2 Dy pro kazdé k € N.
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(a) f+g€R(<a,b>),
(b) f-g € R(<a,b>).
3. Necht r je raciondlni funkce a a,b € R,a < b. Udejte nutnou a po-
stacujici podminku pro to, aby r € R(< a,b >).

4. DokaZte tato tvrzeni:

(a) Kazda podmnozZina mnoziny objemu 0 je mnoZinou objemu 0.
(b) Sjednoceni koneéného poétu mnozin objemu 0 je mnoZina ob-
jemu 0.

(¢) Mnozina bodt konvergentni posloupnosti je mnoZina objemu 0.

5. Ukazte na prikladech, Ze sjednoceni spoéetného systému mnoZin ob-
jemu 0 muze, ale nemusi byt mnozinou objemu 0.

6. Sestrojte funkci f na intervalu < 0,1 > takovou, Ze f neni monotonni,
mé na < 0,1 > nekoneéné mnoho bodd nespojitosti a pfitom f €
R(<0,1>).

7. Necht f je omezena funkce na intervalu < a,b > a necht mnozina
{z €< a,b >; f(z) # 0} je mnoZinou objemu 0. DokaZte, Ze f €
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Diikaz. Bud D = {z¢,Z1,...,Zn} € D a necht my = inf{f(z);z €
< Tk_1,Zk >}, nk = inf{g(z);z €< k1,2 >}, Pk = Inf{f(z) + g(z);z €
< Tk_1,Zx >} pro k = 1,...,n. Pro z €< zj_1,zx > plati my + ng <
f(z) + g(z), takZe i mg + ng < pg. Odtud plyne my - (zx — Tk—1) + Nk -
(zx — Tk—1) < Pk - (Tx — zx—1) pPro k = 1,...,n. Secteme-li viechny tyto
nerovnosti, obdrzime s(D, f) + s(D,g) < s(D, f + g). Bud (D) libovolna
nulova posloupnost déleni intervalu < a,b >; podle predchozi Gvahy plati
s(Dg, f) + s(Dk,9) < s(Dg, f + g) pro kazdé k € N. Pfechodem k limité
pro k — oo obdrzime podle Véty 1.2 f:f + fabg ot _f_Z(f + g). Pro horni
soudty odvodime podobné nerovnost S(D, f +g) < S(D, f) + S(D,g), z
niz limitnim pfechodem pies nulovou posloupnost déleni plyne _f_z( f+g) <
J2f+ [;g. Celkem tedy plati [, f + [;9 < [*(f +9) < T.(f +9)
f: f+ f: g a odtud plynou obé tvrzeni lemmatu.

O IA

Indukci 1ze tvrzeni Lemmatu 3.1 zifejmé rozdifit na libovolny koneény po&et funkci.

Lemma 3.2. Necht f € R(< a,b >) a necht ¢ € R. Pak je cf €
R(< a,b>) a plati f:cf =cfff.

Dikaz. Je-li ¢ = 0, je tvrzeni zfejmé. Necht ¢ > 0 a necht D

Y

2)

3

|'.|)

A)

p 1
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Véta 3.3. Necht f € R(< a,b >). Pak je |f| € R(< a,b >) a plati
| [ 1< 3151,

Diikaz. Uvodem poznamenejme, %e pro libovolnou funkci g omezenou
na libovolném intervalu I plati sup{|g(z)|;z € I} — inf{|g(z)|;z € I} <
sup{g(z);z € I} — inf{g(z);z € I}. Jsou-li totiz u,v € I libovolné, plati
lg(u)| —1g(v)| < |g(u) —g(v)| < sup{g(z);z € I} —inf{g(z);z € I}; precho-
dem k suprému v prvnim ¢lenu nalevo v této nerovnosti a k infimu v dru-
hém ¢lenu obdrzime tvrzeni. Bud nyni € € R, e > 0 libovolné. Podle Lem-
matu 2.1 existuje D = {zg, z1,...,z,} € D takové, ze S(D, f) —s(D, f) <
e. Oznadime-li my = inf{f(z);z €< zk_1,2x >}, My = sup{f(z);z €
< Tp—1,Tk >}k = inf{|f(z);z €< z_1,7x >}, Nk = sup{|f(z)|;z €
< Tx_1,Zk >}, plati podle pfedchozi ivahy N —ny < My —my pro vSechna
k=1,...,n. Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym ¢islem z; — zx_1 a se-
¢teme pro k =1,...,n, vyjde S(D7 lfl) _S(Da |f|) = ZZ:I(NIC _nk) ’ (wk -
Tk-1) < Dp=1 (M — my) - (zk — 2k-1) = S(D, f) — s(D, f) < e. Podle
Lemmatu 2.1 je |f| € R(< a,b >). Protoze je f(z) < |f(z)|,—f(z) <
|f(z)| pro vSechna z €< a,b >, plati podle Dusledku k Vé&té 3.2 f:f <

L=< D1 atedy i | ) £ < [D1F1. O
Véta 3.4. Necht f,g € R(< a,b >). Pak je fg € R(< a,b>).
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Necht nynif,g jsou libovolné integrovatelné funkce na < a,b >. Pak
jsou omezené, takZe existuje k € R takové, Ze je f(z) < k,g(z) < k pro
viechna z €< a,b >. Tedy je k— f(z) > 0,k—g(z) > O na < a,b > a podle
Véty 3.2 jsou funkce k — f,k — g integrovatelné na < a,b >. Podle prvni
¢4sti dikazu je funkce (k — f) - (k — g) = k? — k(f + g) + fg integrovatelna
na < a,b >. Protoze fg = (k— f) - (k—g) + k(f + g) — k?, je podle Véty
3.2 funkce fg integrovatelnd na < a,b >. O

Véta 3.5. Necht f,g € R(< a,b >) a necht ezistuje cislo c € R,c > 0
takové, Ze plati g(z) > c pro z €< a,b >. Pak je -g[ € R(< a,b>).

Diikaz. Bud € > 0 libovolné. K é&islu c?e > 0 existuje podle Lem-
matu 2.1 D = {zo,%1,...,Tn} € D takové, ze S(D,g) — s(D,g) < c?e.
Necht my = inf{g(z);z €< zk_1,zx >}, Mi = sup{g(z);z €< zk_1,
2 S} 0 = inf{ala;:c €< Tk_1,Zk >}, Ng = sup{g—(lx—);:z: €< Tk_1,Tk >}
Ziejmeé je ng = Ml—k-,Nk = ;11-’;- a mg > ¢, My > c. Odtud plyne Ny — ng =

m%c = ML;: = %‘l < A—’Ibz_,ﬂh Vynésobime-li tuto nerovnost kladnym &is-
lem zp — zx—1 a sefteme pro k£ = 1,...,n, vyjde S(D,%) — s(D,%) <

315 (S(D,g) —s(D,g)) < Elg-czs = ¢. Podle Lemmatu 2.1 je % € R(< a,b>)
a tvrzeni plyne z Véty 3.4, nebot 'gi = f %. O
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s(Dx, f) = s(Dy, f) + s(Dj, f), S(Dk, ) = S(Dy, f) + S(Dg, f). Limitnim
- —b

pfechodem pro k — oo obdrZime podle Véty 1.2 _f_i f=f+ fcb fif =

fac f+ f cb f. Odtud plynou obé tvrzeni véty. O

Tvrzeni véty lze zfejmé& indukci zobecnit takto: necht a1,a2,...,an € R,a1 <a2 <---<an
a necht f € R(< ag,ak+1 >) prok =1,...,n — 1. Pak je f € R(< a1,an >) a plati f:l" f=
LEf+fag bt t ol f

Véta 3.8. (Tzv. véta o stfedni hodnoté integralniho poétu.) Necht f,g €
"R(< a,b >) a necht g(z) > 0 pro z €< a,b >. Pak ezistuje takové cislo
c € R, Ze inf{f(z);z €< a,b >} < ¢ < sup{f(z);z €< a,b >} a Ze
b b

Lfa=cf g

Diikaz. Oznadme inf{f(z);z €< a,b >} = m,sup{f(z);z €< a,b >} =
M.Proz€<a,b>jem< f(z) < M, tedy i mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z).
Podle Diisledku k V&t& 3.2 odtud plyne m [*g < [ fg < M [*g. Jelli
[ : g = 0, pak z této nerovnosti plyne fab fg = 0 a tvrzeni véty je splnéno
pro jakékoliv &islo c¢ s vlastnosti m < ¢ < M. Je-li viak [’ g > 0, polozme

b
c= Lfl”% a ¢islo ¢ vyhovuje obéma pozadavkim ve vété. [



36

2 RIEMANNUV INTEGRAL

Cvicéeni

Nechtf, g jsou funkce definované na intervalu < a, b >. Dokazte: jsou-
li dvé& z funkci f,g, f + g, f — g integrovatelné na < a,b >, jsou inte-
grovatelné i zbyvajici dvé.

Necht f € R(< a,b >). DokaZte, Ze jestlize mnoZina {z €< a,b >;
f(z) < 0} je mnoZinou objemu 0, pak f: f>0.

Necht f € R(< a,b >) a f(z) > 0 pro z €< a,b >. Dokazte: existuje-
i zg €< a,b > tak, Ze f(zo) > 0 a f je spojitd v bodé zo, pak

fif 0,

Pro funkce f,g definované na intervalu < a,b > definujeme funkce
max{f, g}, min{f,g} pfedpisem max{f,g}(z) = max{f(z),g(z)},
min{f,g}(z) = min{f(z),g(z)}. Dokazte: je-li f € R(< a,b >),g €
R(< a,b >), pak je max{f,g} € R(< a,b >),min{f, g} € R(< a,b>).

Pro funkci f definovanou na intervalu < a,b > poloZzme ft = max
{f,0}, f~ = max{—f,0} (funkce f7, resp. f~ se nazyva kladna, resp.
zapornd &ast funkce f). Dokazte, Ze f € R(< a,b >) plati pravé
tehdy, kdyZ je fT € R(< a,b>), f~ € R(< a,b >); v tomto pfipadé
ia [P 7= o7+ _ o p-
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takové, Ze |f(z)| < h pro z €< a,b >. Necht ¢ € R,e > 0 je libovolné. 7)
Polozme § = £; pak pro z €< zo, o + )N < a,b > plati [F(z) — F(zo)| =
|2 =20 fl= 1[5 fl £h-(z —z0) < hé = ¢; poutili jsme Disledek (2)
k Vé&té 3.1. Je tedy F zprava spojitd v bodé zo. Podobné se dokaze, Ze F' (b)
je zleva spojitd v kazdém bodé zy € (a,b > a odtud plyne tvrzeni. O

' Véta 4.2. Necht f € R(< a,b >) a necht zg €< a,b >. Je-li funkce
f spojitd v bodé zg, md funkce F(z) = f: f derivaci v bodé xo a plati
' F'(zo) = f(z0).

Diikaz. Predpokladejme, Ze je zop €< a,b) a dokdZeme, Ze funkce F' (o)
mé v bod& z( derivaci zprava rovnou f(zg). Necht z € (zo,b > je libo-
volné &islo; pak F(z) — F(zo) = [ f = [J°f = [, f- Podle Disledku
2 k Vété 3.8 existuje &islo ¢ s vlastnosti inf{f(¢);t €< zo,z >} < ¢ <
sup{f(t);t €< zo,z >} takové, Ze [ f = c- (z — 20).Oznatme toto ¢&islo
c(z); tim je definovdna funkce ¢ na intervalu (zo,b > takova, ze m(z) < ¢
c(z) < M(z) pro z € (zo,b >, kde m(z) = inf {f(¢);t €< zp,2 >}, M(z) =
sup{f(t);t €< zo,z >} a Ze plati F(z) — F(zo) = c(z) - (z — zo), tj.
ﬂ%:—%ﬂl = c¢(z). ProtoZe funkce f je (zprava) spojitd v bodé zp, plati
limg_yz,, m(z) = limg_yzo, M(z) = f(x0) a tedy i limz_yzo, c(z) = f(z0). =

Odtud limgq,, ZE=2E) = f(z), tj. F)(z0) = f(zo). Podobné doké- (e )

r—xo

=
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Nyni miZeme dokazat Vétu 1.2 z kapitoly I.

Véta 4.3 (o existenci primitivni funkce). Necht f je spojitd funkce na
- intervalu I. Pak k ni na tomto intervalu eristuje funkce primitivni.

Diikaz. Je-li interval I uzavieny, I =< a,b >, pak je podle Disledku k
V&t& 4.2 funkce F(z) = [ ax f primitivni funkci k f na < a,b >. V obecném
pfipadé zvolme né&jaké C&islo ¢ € I a polozme F(z) = [ : f pro z € 1.
Funkce F' je definovana na I, nebot pro x € I,z # c je f spojitd a tedy
integrovatelna na intervalu o krajnich bodech ¢, z; pro z = ¢ je pak F(c) =
0. Bud z € I libovolny bod. Zvolme &isla a, b € I tak, Ze a < min{c,zo},b >
max{c, zg},a < b. Pak je f spojitd na < a,b > a podle Poznamky 4.1 plati
F'(z¢) = f(zo). Protoze z¢ € I byl libovolny, plati F'(z) = f(z) pro kazdé
z € [ a F je primitivni k f na [. O

Je-li f integrovatelnd funkce na intervalu < a,b >, lze analogicky na
< a,b > definovat funkci G pfedpisem G(z) = | ;’ f nebo obecnéji G(z) =
[5f, kde ¢ €< a,b > (integrél jako funkci dolni meze). Pro tuto funkci
plati podobna tvrzeni:

. Poznamka 4.2. Necht f € R(< a,b >) a necht ¢ €< a,b >. PoloZme
G(z) = [ f pro z €< a,b >. Pak je funkce G spojitd na < a,b >. Je-li

¥ fmbkno f enoiitd 1 bodé Ta €E< a. b > md funkee (3 v tomto bodé derinacd
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q(D). Protoze g je nerostouci na intervalu < zx_1, zx >, plati zde g(zx—1) >
g(z) > g(zk) a soudasné sup{g(z);z €< Tk-1,7k >} = g(zk-1), inf{g(z);
T €< Tp_1,Tk >} = g(xk) Odtud plyne |¢(D)| < Ykoi fo0, 1f] - 19 —

g(we)| < b0y [ (glwr-1) — (k) = b Ty (9(ok- 1) a(aw)) -
(zk — zk—1) = h - (S(D,g) — s(D,g)). Uvazme nyni funkci F(z) = [’ f.
Podle Véty 4.1 je F spojita na < a,b > a podle Welerstrassovy vety exis-
tuje min{F(z);z €< a,b >} = m,max{F(z);z €<a,b>} = M.Proz €<
a,b > tedy plati m < F(a:) < M Dale je f f = F(zx) — F(zk-1) pro
k=1,...,n. Odtud plyne p(D) = > ¢_; 9( -’13k—1) ka_l Fr==5T (1) -
(F(zx) — F(zk-1)) = g(wo)F(wl) + g(z1)F(z2) + -+ + g(Tn-1)F(zn) —
(g9(zo)F(zo) + g(z1)F(z1) + -+ - + 9(zn-1)F(Tn-1)) = g(z0)F(z1) + g(z1)
F(z2) + -+ + g(xn-1)F(zn) — (9(z1)F(z1) + 9(z2) F(22) + - - - + 9(Zn-1)
F(-’Dn—l) +9(zn)F(zn)) = F(wl)(g(ﬂ?o) — 9(z1)) + F(z2)(g(z1) — g(z2)) +
-+ F(zn)(9(zn-1) — (fﬂn)) _1 F(zk) - (9(zk-1) — g(zk)); PEi dpravé
jsme vyuzili toho, ze F(zo) = [ f =0 a %e g(z,) = g(b) = 0. Pro kazdé
k=1,...,n viak plati m < F(zx) < M, takie m Y ;_;(9(zk—1) —9g(zx)) <
Zﬁzl F(zk) - (9(zk—1) — g(zx)) = p(D) < M 34—, (9(wk-1) — g(zk)). AvSak
> k=1(9(zk-1) — g(zk)) = g(z0) — g(zn) = g(a) — g(b) = 1. ObdrZzeli jsme
tak nerovnost m < p(D) < M. Tedy pro kazdé D € D plati f: ff=

7 1™\ 7 1T\ e e LTSN o A Xl AT\l 1 I ol oYY ATy N\
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< min{a, b, c}, max{a, b, c} >. Dokazte, Ze plati f;f = [ f+ fcbf.
Uvedte takovou formulaci Véty 3.1 a Véty 3.3, aby platily pro libo-
volna éisla a,b € R.

Dokazte Poznamku 4.2 pfimo, tj. bez uziti vztahu | : f=- fcx f.

4. Udejte priklad funkce f integrovatelné na intervalu < a,b >, jez neni

2.5

spojitd v bodé z¢ €< a,b > tak, aby pro funkci F(z) = [ ; f platilo:

a) F nemd derivaci v bodé z,
b) F ma derivaci v bodé zq, aviak F'(z¢) # f(zo)-

Necht f € R(< a,b >), je spojitd funkce na intervalu I a necht
¢(I) C< a,b >. Dokazte, 7e funkce F(z) = f:’(z)f je spojitad na
intervalu 1.

Necht f je spojitd funkce na intervalu < a,b >, je funkce majici
derivaci na intervalu I a necht ¢(I) C< a,b >. DokaZte, ze funkce

Fiz) = fa‘p(x) f ma derivaci na I a pro z € I plati F'(z) = (fop)(z)-
¢ ().

Metody vypoctu Riemannova integralu
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Dikaz. 7 existence derivace F'(z) = f(z) pro z €< a,b > plyne, Ze F
je spojitd na < a,b >. Tvrzeni tedy plyne z Véty 5.1. O

Véta poskytuje pohodlnou metodu pro vypocet f: f, dovedeme-li najit funkci F', ktera je
primitivni k f na < a,b >, ev. kterd je primitivni k f na (a,b) a spojitd v bodech a,b. Cislo
F(b) — F(a) se obvykle zna&i stru¢ngji [F]%, takZe vzorec uvedeny ve v&t& se zapisuje ve tvaru

25 =1Ft.

Piiklad 5.1. a) Vypotltéte [ sinz.

Reseni. ProtoZe funkce sinz je spojitd na < 0,7 >, je na tomto intervalu
integrovatelna. Déle je funkce — cos z primitivni k funkci sin z na (—o00, 00),
tedy i na < 0,7 >. Odtud [ sinz = [—cosz]|j = —(cos 7 — cos0) = 2.

3
Lhx 2 2 de
b) Vypoététe f% P Y i

Reseni. Funkce za integra¢nim znamenim je spojita, tedy integrovatelna na
intervalu < 4, 2 >. V Prikladé 4.3.a) v kapitole I jsme k ni nalezli primitivni

funkci F(z) = —2 (\/ 2 + arctg 4/ 2 — ) na intervalu (1,2) a tedy i na in-
d
tervalu < 2,3 >. Odtud f5 G _1)\/“_’_:;4_3&: = = —2 [‘/ L+ arctg /2= ﬂ

=—2(1+arctql—\/——arctgﬂ—2(\/§—I—I—-———\—2(\/_ 4 B

jon oW
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Regeni. Volime v’ = z,v = arctgz, takie u = 32%,v' = -7 a dostaneme
) zarctgz = [z a.rctg:::]0 L ;gij_—l =z_1f@1- ) =§—-3lz-
arctgz)y =% -3(1-3) =% -3

'Véta 5.3. (Substituéni metoda.) Nech? f je spojitd funkce na intervalu
< ¢,d >. Necht funkce ¢ md derivaci na intervalu < a,b >, necht (,0 €
R(< a,b>) a necht p(< a,b >) C< ¢,d >. Pak plati f:(fow)-(p’ e e T\

v(a)
Diikaz. 7 pfedpokladil plyne, Ze funkce (f o @) - ¢’ je integrovatelna na
< a,b >. Definujme na intervalu < c,d > funkci F predpisem F(z) = [ f.

Podle Dusledku k Vété 4.2 je funkce F' primitivni k f na < c, d -
véty o derivaci sloZené funkce pak plyne, Ze funkce F o ¢ je primitivni k
(f o) - ¢ na intervalu < a,b >. Podle Dusledku k Vété 5.1 tedy plati

J2(700) ¢ = [Foplt = Fp(o) = Flola) = [0 1 [ 1 = [7 1.

Vzorec uvedeny ve v&té se zapisuje také ve tvaru

w(b)

b
f fe(@)) - ¢ (z) dz = [ f(2) dt,
a v(a)

ktery ukazuje, Ze schéma jeho pouZiti je podobné jako u integrilu neur&itého (V&ta 2.3 v kapitole
I): v integralu [? f(o(z)) - ¢ (z)dz klademe o(z) = t,¢'(x)dz = dt; musime vSak pomoci
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4. Uzitim nékterého z pfedchozich dvou cvieni vypoctéte: a) ffl sgn ,
b) [Z2=L,¢) [ f, kde f je na < 0,1 > definovéna takto: f(z) =

pron €N, f(z)=1proz €<0,1> -{51;,—;nEN}.

5. Metodou per partes vypoé&téte: a) fol ze*®, b) [? 2% cosz, c) f12 Inz,

d) 1‘/5 z? arccotg z, ) [,? e®sinz.
6. Substituéni metodou vypoctéte: a) folx(:v2 -1 b) [* &s—f;%:—%, c)

fol V1 —2z2, d) fol arctg /7.

2.6 Nevlastni Riemanniv integral

Riemanniv integrdl jsme konstruovali pro funkce definované na uzavieném intervalu. V zavéru §2
jsme vidéli, Ze je mozno hovofit o integralu funkce f i pfes interval otevieny, piip. jednostranné
uzavieny. Dva poZadavky pro konstrukci integralu funkce f pfes interval I jsou vSak zasadni:
omezenost intervalu I a omezenost funkce f. V tomto paragrafu ukdZeme, jak lze pojem integralu
roz3ifit i na pfipady, kdy n&ktery z t&hto poZadavkid (pFip. oba) neni splnén. Integrély tohoto

typu se nazyvaji nevlastni.
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Maéme tedy tento vysledek: Nevlastni integral f1°° ;lk- konverguje (a je roven
), je-li k > 1 a diverguje, je-li k < 1.
b) VySetrete konvergenm nevlastniho integralu fo ke , kde k € R.

Resem Polozme opét F(z) = [y &*. Je-lik # 0, je F(z ) = —% [¥], =
(1 — k%), takie limg oo F(a:) = £ pro k > 0 a lim; F(:I;) = 00 pro

k < 0. Je—li viak k = 0, je F(z) = z a lim,;_,oo F(z) = oo. Plati tedy:
Nevlastni integral fo ’“” konverguje (a je roven ) je-lik>0a dlverguJe
i\t
" ¢) Dokate konvergenci a vypoététe [ o T
Reseni. Podle Pozndmky 6.1 stadi vysetrlt oba nevlastni integraly fo —m,
fo ——. Polozme F(z) = [ 7—; pak F(z) = arctgz a lim; 0 F () =
5. Tedy fo _731-_1? konverguje a ma hodnotu % 2 Podobné ovéfime, Ze f 1+1

konverguje a m4 hodnotu . Tedy [ —’ﬁ konverguje a [0 —' 1+1 .

d) Vysetiete konvergenc1 fo COS .
Reseni. Zde je F(z) = [; cost = sinz a lim; ;o F(z) neexistuje. Tedy
00 . . v w . . .
o cos z diverguje. Podobné [;™ sinz diverguje.

e) Necht f je funkce definovana na intervalu < 0,00) takto: f(n) = n
pron € NU{0}, f(z) =0 pro z € (n—1,n),n € N. VySetiete konvergenci
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oo tehdy a jen tehdy, kdyz ke kazdému € > 0 existuje zo > a takové,
7e pro kazdi z,y € R,z > zo,y > zo plati |F(y) — F(z)| < €. Avsak
Fy)-F)=Lf-[f=[1 m

* V&ta 6.2. (Srovnévaci kritérium.) Necht pro z €< a,00) plati 0 < f(z) <
g(z). Konverguje-li integrdl [ a°° g, konverguje i integrdl fa°° f. Diverguje-li
. integrdl [° f, diverguje i integrdl [ g.

Drikaz. 1. Necht integral [ g konverguje a bud € € R, & > 0 libovolné.
Podle Véty 6.1 existuje zg € R, zo > a takové, Ze pro z,y € R,z > :co,y >
zo je | [ g| < e. Volme oznaleni tak, %e je y > . Pak je | [ g| =
nebot na intervalu < z,y > je g(t) > 0. Z téhoz divodu je i | [ K fl = _[%
Podle Diisledku k V&t& 3.2 je viak [Y f < [Yg. Plati tedy |f§f| < € pro

T > 29,y > o a podle Véty 6.1 [*° f konverguje.

2. Necht f f diverguje. Kdyby. f g konvergoval, pak by podle prvni
¢asti dikazu f f konvergoval, coz je ve sporu s na§im predpokladem. Tedy
[° g diverguje. O

' Vé&ta 6.3. (Limitni srovnavaci kritérium.) Necht funkce f,g jsou nezd-

- porné€ na intervalu < a,00) a necht existuje lim,_, %%— =c. Je-li c < >
a konverguje-li integrdl fa°° g, konverguje i integrdl [ a°° f. Jelic>0a

P 1, R SRR, ol A WSt i | roo IO [ RS Pl Ll SO (TR ) | rw £
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Priklad 6.2. a) Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci integralu f0°° g—i—}

’ v . 2 :' . .
Reeni. Protoze limg 00 7 - & = 1> 0, [§° L1 diverguje.
. v [00 arctgz .
b) Dokaite, ze [ *—&~ ~%* konverguje.
v I'd I'd . g
Reseni. Tvrzeni plyne ze vztahu limg oo 22 - %g-f =§ < oo.

c) Dokazte, Ze pro libovolné n € N a libovolné a € R,a > 0 integral
o0 g .
G o konvergltue. ) )
ReSeni. Plati e2%% . = —;1: a opakovanym pouzitim ’Hospitalova pra-
€

vidla zjistime limg_, —E% = 0. Tedy fooo ;—7; konverguje.
e

Véta 6.4. (Nutnd podminka konvergence.) Necht integrdl [ a°° f konverguje
a necht ezistuje limg_,o, f(z) = c. Pak je c = 0.

Drikaz. Predpokladejme naopak, Ze je ¢ # 0, napt. ¢ > 0. Zvolme ¢islo
k € R tak, Ze je 0 < k < c. Pak existuje z; € R,z; > a tak, Ze pro
z > z1 je f(z) > k. ¥ &islu € = 1 existuje podle Véty 6.1 o € R,zp > a
takové, Ze pro libovolnd z,y € R,z > z¢,y > z( plati | f;’ fl < 1. Zvolme
z € R,z > max{zo,z1} a necht y € R je takové, ze y > z + 1. Pak je
z > x0,y > zo a pfitom | [ f| = [¥ f > k(y—z) > 1 a to je spor. Podobns
ovéfime, Ze nemuZe platit ¢ < 0. Tedy je ¢ = 0. O
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Dikaz. 7 predpokladt véty plyne, Ze plati | fcd f| < 2k pro libovolna
c,d € R,c > a,d > a, nebot |fcdf| = |fff-facf| < |fff|+|fa°f|. Necht
e >0 je libovolné K &islu 5z > 0 existuje zo > a takové, Ze pro z > zg
je |g(z)| < #%- Necht z,y € R jsou takova, Ze je zp < z < y. Podle Véty
4.4 existuje c €< x y > tak, Ze plati fyfg g(:r f f+ g( y)fyf Odtud

plyne | [2 ol < lg(@)}-| [£ f1+19(@) | [ £ < & -2k + & -2k =  a podle
Véty 6.1 integral [ f g konverguje. O

Piiklad 6.3. a) Necht k € R, k > 0. Dokaite, Ze integraly [ SBE, [P cosz
konverguji.

ReSeni. PoloZime-li f(z) = sinz, resp. f(z) = cosz a g(z) = plg, jsou ziejmé
splnény predpoklady Véty 6.6.

- Specielné tedy konverguji oba integraly f1°° Sig“’ ; 1°° R,

b) Dokazte, Ze 1ntegraly [ sinz?, [ cos z* konverguji.

’ Resem PoloZzme F(x f1 sint? dt. Substituce t? = u, i T = Judf =
2\/— du dava F(z) = 22 Sy—“ du = 3G(z?), kde G(z) = [/ smu“ Pro-

toze integral [ S‘% konverguje, existuje vlastni hmlta iy oo Glg) =

c. Podle véty o limité sloZzené funkce ([N], Véta 1.7 v kapitole IV) plati

i ses Flz) = %c a integral f1°° sinz? konverguje. Podobné ovéfime, Ze

(e oo 1, Pt '
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JestliZze funkce f na intervalu < a, 00) neméni znaménko a jestlize inte-
gral f > f konverguje, pak zfejmé konverguje absolutné. V obecném p¥ipadé
vSak muZe integrdl [ f konvergovat a integral [°|f| divergovat; ¥ikadme
pak, Ze integral f f konverguje neabsolutné.

Piiklad 6.4. Dokaite, Ze integral [ S2Z konverguje neabsolutné.

Reseni. Podle Prikladu 6.3 a) tento integral konverguje. Pfedpokladejme,

ze konverguje absolutné tj. Zze konverguje °° ]S]zﬁ ProtoZe pro vSechna
z € R plati 0 < sin®z < |sinz|, plyne odtud podle Véty 6.2 konvergence

integralu f1°° Sm: Z Protoze sin’z = %(1 cos 2z), konverguje tedy integral
i l—%s—g‘-”— Z Dirichletova kritéria plyne konvergence [/ °°i2“’ Snadno
ovéfime, Ze z konvergence [ f, [*° g plyne konvergence [ °(f + 9) (viz
Cvideni 1). Tedy konverguje integral [ (1=<0s2z 4 cos 222) = [ 1 ato je

spor, nebot [ 1 diverguje (Piklad 6.1 a)). ’ y

T

Nyni se budeme zabyvat druhym typem nevlastnich integralid, kdy in-
tegrujeme neomezenou funkci pfes omezeny interval. Uvahy a vysledky
o téchto typech nevlastnich integrali jsou podobné predchozim tvrzenim;
proto se omezime jen na nejzékladnéj$i pojmy a véty.

[ Nalwvrtnnan £ 9 NTQI"]'\"-’ i oA™Y a o Lk oa eswmnlid? oS Poaealesiioilhoalfd ok sk oo I
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je funkce definovani na mnoziné U}_,(ax—1,ak), Pro niz ay,...,an—1 jsou
jeji singularni body (body a = ag,b = a, mohou, ale nemusi byt jejimi
singuldrnimi body). Volme ¢&isla ¢y, ... ,cp, tak, Zejeag < c; < a3 <cz--- <
n—1 < ¢n < apn. O nevlastnim integrilu f f fekneme, Ze konverguje,
jestlize konverguji viechny nevlastni integraly [°* Sl JoEfk=1,...,n)
a jeho hodnotu definujeme jako soucet hodnot téchto mtegra,lu.

Priklad 6 5. Necht k € R,k > 0; vySetfete konvergenci nevlastniho inte-

gralu fO
Resem Smgularmm bodem funkce T je bod 0. Polozme F(z) = fxl ;175

Prok # 1 je F(z) = ﬂ [Ekl-_l]i = lik (1- -57}:7), takze limg_o, F(z) =
2, jeli k < 1 a limgo, F(z) = oo, jeli K > 1. V piipadé k = 1 je
viak F(z) = [Int]l = —Inz, tak¥e lim;—o, F(z) = co. Mame tedy zavér:
Nevlastni integral fo - konverguje (a ma& hodnotu -1{—,6), je-i kK < 1 a
diverguje, je-li k& > 1.

Piiklad 6.6. a) DokaZte konvergenci integralu f 1 \/—5 a vypodtéte jeho
hodnotu.

Reseni. Singuldrnimi body jsou obé& meze integralu; vySetfime tedy oba inte-
21 ] I‘O oo Pelebene it el - % L

a () — arccin.m
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% (ln% —In :—_"'_%) a lim;_,1, G(z) = oo. Tedy f12 551_—1 diverguje a tudiz i

o0 1 . .
—o0 a1 dlverguje.

Pro nevlastni integrély typu [ : f,kde a,b € R,a < b ab je singularnim
bodem funkce f, plati véty analogické k Vétdm 6.1 - 6.3 a 6.5 - 6.8 (nikoliv
oviem k Vété 6.4). Dikazy se provedou naprosto shodnym zpisobem. Na
ukazku zformulujeme analogie Véty 6.1 a Véty 6.3.

Véta 6.9. (Cauchy-Bolzanovo kritérium.) Necht a,b € R,a < b, necht f je
funkce definovand na intervalu < a,b) a necht b je jejim singuldrnim bodem.

Nevlastni integrdl [, ; f konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz ke kazdému € €
R,e > 0 ezistuje z9 €< a,b) takové, Ze pro libovolnd =,y € (zg,b) plati

Wik E-41

Véta 6.10. (Limitni srovnavaci kritérium.) Necht a,b € R,a < b a necht
f, g jsou nezdporné funkce definované na intervalu < a,b). Necht' b je sin-
gularnim bodem obou funkci f,g a necht existuje limg,_,)_ ﬁ%))' = ¢. Je-li
¢ < 0o a konverguje-li integrdl [ : g, konverguje 1 integrdl [ : f.Jelic>0
a diverguje-li integrdl | ab g, divergugje 1 integrdl [ : i
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4. Dokazte toto tvrzeni: mecht [°f konverguje. Pak plati limg_,o
o0
f:c f = 0.

5. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci nevlastnich integrali: a)

00 z24z+1 00 arctgx )
fO $5—+—1’ 0 z3toii’C fl ;‘3—;;“, f _\/:c__g3T_1’ e) [, arccotg
z, f) f o Gt h +$x+3, g) f_oo r(z), kde r je raciondlni funkce, jejiz jme-

novatel nema relné kofeny, h) [ e%* cosbz(a,b € R).

6. Necht f je funkce definovand na intervalu (—oo,00), jez je integro-
vatelnd na kazdém omezeném intervalu. K definici konvergence a
hodnoty nevlastniho integralu [~ > f je mozno zvolit jinou ,,priro-
zenou“ cestu: Proz € Rz > 0 polozme F(z f f; existuje-
li vlastni lim; o0 F(z), Yekneme, ze [% f konvergu_]e a klademe
ffooo f = limgy_, o F'(z). VySetiete vztah této definice k definici po-
dané v Poznamce 6.1.

e e ’ . ’ b .
7. Dokazte, ze konvergence a hodnota nevlastniho integralu fa f, jak
byla zavedena v Poznamce 6.3, nezavisi na volbé &isel cy,...,c,.

8. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci nevlastnich integrali: a)

1
Jo T\/11_=m’ fo W’ fo tgz, d) fo Iz fo (1 - =)’



52

2 RIEMANNUV INTEGRAL

jeho hlavni hodnotou. Dokazte: Jestlize [’ f konverguje v obvyklém
smyslu (tj. ve smyslu definice podané v Pozndmce 6.3), pak konver-
guje ve smyslu hlavni hodnoty a jeho hodnota splyva s jeho hlavni
hodnotou. Udejte pfiklad funkce f, pro niz f f diverguje, avSak kon-
verguje ve smyslu hlavni hodnoty.



