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Kapitola 3

Newtontuv integral

3.1 Definice Newtonova integralu

Definice 1.1. Necht a,b € R*,a < b a necht f je funkce definovana na
intervalu (a,b). Necht plati:

(1) existuje primitivni funkce F' k funkci f na (a,b),

(2) existuji vlastni limity lim;_,,, F(z) = A,lim;,;_ F(z) = B.

Pak fikame, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelnd v Newtonové
smyslu a definujeme jeji Newtontv integrdl pres interval (a,b) vztahem
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Dikaz. Je-li f spojitd na < a,b >, pak k ni na tomto intervalu exis-
tuje primitivni funkce F' (Véta 4.3 v kapitole II). Tedy je F' primitivni
k f ina (a,b) a je spojitd na < a,b >, takze lim; o, F(z) = F(a) €
R,lim;_,;,_ F(z) = F(b) € R. Odtud f € N((a,b)). O

Pro a,b € R,a < b oznaéme symbolem C(< a,b >) mnozinu vSech
funkci spojitych na intervalu < a,b >. Je-li f € C(< a,b >),je f € R
(< a,b>) (Véta 2.2 v kapitole II) i f € N((a,b)) (Véta 1.2); jinymi slovy,
plati C(< a,b >) C R(< a,b >) N N((a,b)). Pro mnoZiny R
(< a,b>),N((a,b)) viak neplati ani R(< a,b >) C N ((a,b)) ani N ((a,b)) C
R(< a,b >). Vztah mezi mnoZinami R(< a,b >),N((a,b)),C(< a,b >) je
zndzornén na obr. 8.
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3. Udejte piiklad intervalu < a,b > a funkce f na < a,b > tak, Ze je
f € R(<a,b>), fEN((a,b)).

4. Udejte priklad intervalu < a,b > a funkce f na < a,b > tak, Ze je
f € N((a,b)), fER(<L a,b>).

5. Udejte pfiklad intervalu < a,b > a funkce f na < a,b > tak, Ze je
f € R(<a,b>)NN((a,b)), féC(< a,b>).

3.2 Vlastnosti Newtonova integralu

Lemma 2.1. Necht f,g € N((a,b)). Pak je i f +g € N((a,b)) a plati
Li+9=f+]9

Diikaz. Podle pfedpokladu na (a, b) existuje primitivni funkce F' k funkci
f i primitivni funkce G k funkci g, pfi¢emz plati limgy,,, F(z) = A; €
R,lim;,,_ F(z) = By € R,limgz,,, G(z) = A2 € R,lim;,p_G(x) =
Bs; € R. Pak je F + G primitivni funkce k funkci f + g na (a,b) a plati
limx_,a_}_(F(.T) +G(z)) = A1 +A € R)lim,,, (F(z)+G(z)) =B1+ By €
R, takie f +g € N((a,b)) a plati [*(f +g) = B + By — (A1 + A3) =
e R - A e RNt M
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ag(:z:)—f(m)zoproa:e(a,b).Tedyjef g—f)= f g— f f>0ato
je tvrzeni. n

Véta 2.3. Necht f € N((a,b)) a necht (c,d) C (a,b). Pak je f € N((c,d)).

Diikaz. Lze predpokladat a < ¢ < d < b (je-li a = ¢ nebo b = d, pak
se tivahy jen zjednodusi). Podle pfedpokladu existuje primitivni funkce F'
k funkci f na (a,b), takze F je spojitd na (a,b) a primitivni k f i na
(c,d). Odtud limgz—c, F(z) = F(c) € R,limy,4_ F(z) = F(d) € R a
f e N((c,d)). O

Véta 2.4. Necht f € N((a,b)) a necht c € R,a < ¢ < b. Pak je [’ f =
b

facf + fc f

Diikaz. Podle Véty 2.3 je f € N((a,c)) i f € N((¢,b)). Déle exis-
tuje primitivni funkce F k funkci f na (a,b), pfi¢emz lim, ., F(z) =
A € R,lim,_,;_F(z) = B € R. Protoze F je spojitd v bodé ¢, plati
limg._ F(z) = limgy¢, F(z) = F(c). Odtud plyne [ f + fcb f=(F(c)—
A)+(B-F())=B-A4=]}f. O
Véta 2.5. Necht a,b,c € R*,a < c < b, necht f € N((a,c)) NN ((c,b)) a
necht funkce f je spojitdé v bodé c. Pak je f € N((a,b)).
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7¢ a € R a 7e b = oo nebo b je jedinym singularnim bodem funkce f.
Podle Véty 2.3 je f € N((a,z)) a podle definice nevlastniho Riemannova
integralu je f € R((< a,z >)) pro kazdé z € (a,b), pfiCemZ podle Véty
1.3 je (R) [T f = (N) [T f pro kazdé takové z. Podle pfedpokladu exis-
tuje primitivni funkce F' k funkci f na (a,b), pfiCemz existuji vlastni limity
limg_yq, F(z),limgp_ F(z). Dodefinujeme-li funkci F' spojité v bodé a,
plati podle Véty 5.1 v kapitole IT (R) [* f = F(z) — F(a) pro kazdé z €
(a,b). Aviak (N) [ f = limgp_ F(z) — limg—yq, F(z) = limy—,_ F(z) —
F(a),(R) [ f = limy—p_(R) [ f = lim,p_(F(z)—F(a)) = lim,s_ F(z)
b b
—F(a) atedy (R) [, f=WN) [, f. O

Véta 2.7. (Metoda per partes pro Newtoniv integral.) Necht a,b € R*,a <
b a necht u,v jsou funkce majici derivaci na intervalu (a,b). Pak plati

f w'v = [uv]? f uv', majgi-li aspon dva z vyrazd vystupujicich v této
rovnosti smysl

Diikaz. Predpokladdejme nejdiive, Ze [ ; u'v, f: uv’ maji smysl, tj. Ze
je v'v € N((a,b)),uv € N((a,b)). Existuje tedy primitivni funkce F k
funkci v a primitivni funkce G k funkci uv’ na (a,b) a tyto funkce maji
vlastni limity v bodech a,b. Ze vztahu (uv)'(z) = u/(z)v(z) + u(z)v'(z) =
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vlastni limity v bodech ¢, d. Z véty o derivaci sloZené funkce plyne, Ze funkce
Fo je primitivni k funkci (f o) ¢’ na intervalu (a,b) a z véty o limité slo-
¥ené funkce plyne limg_,4, (Fop)(z) = limy,c, F(y),limz_p_(Fop)(z) =
limy_,q_ F( ). Tedy je (fow)-¢' € N((a,b)) aplati [} (fop)-¢' = [Fop]’ =
[Flé= 7.

Predpokla,dejme nym ze je (fop) - € N((a,b)). Protoze funkce !

rostouci na (¢, d), o™ ((c,d)) = (a,b) a (¢~ 1) (y) = W > 0 pro kazde
1

y € (c,d), plyne z prvni &4sti diikazu, Ze (fopop™)- (¢ op™1)- FooT =

f € N((c,d)). Zbytek tvrzeni nyni plyne z prvni ¢asti dikazu. O
Véta 2.9. (Newtoniv integral jako funkce horni meze.) Necht a,b €
R* a < b a necht f € N((a,b)). Pak funkce F definovand na (a,b) vztahem
F(z) =} : f je primitivni funkci k funkci f na (a,b).

Diikaz. Podle Véty 2.3 je f € N'((a,z)) pro kazdé z € (a,b), takze funkce
F' je definovéna na (a,b). Déle existuje primitivni funkce G k funkci f na
(a,b) a plati lim:,;_m+ ( ) A e R. Je—li nyni z € (a,b) libovolny bod, je
podle definice F(z) = (N) [" f = G(z) — A. Tedy je F'(z) = G'(z) = f(z)
pro kazdé z € (a b) a funkce F je prlmltivni k f na (a,b). O
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6. Je-lia,b € R*,a > ba f € N((b,a)), klademe (V) [ f = —(N) [ f.
UkaZte, Ze vétu o substituci pro Newtoniv integral lze formulovat
takto: Necht a,b € R*,a < b, necht ¢ je funkce majici nenulovou
derivaci na (a,b) a necht limg_,,, ¢(z) = ¢,lim;p_ @(z) = d. Necht
f je funkce na intervalu o krajnich bodech c, d. Pak plati f:( fop)@ =
] cd f, ma-li levad nebo prava strana v této rovnosti smysl.

3.3 Podminky integrovatelnosti

Vé&ta 3.1. Necht a,b € R,a < b a necht funkce f je spojitd a omezend na
(a,b). Pak je f € N((a,b)).

Dikaz. Bud k € R,k > 0 takové &islo, Ze plati |f(z)| < k pro vSechna
z € (a,b). Podle V&ty 4.3 v kapitole II existuje primitivni funkce F' k funkci
f na (a,b). Necht z,y € (a,b),z < y. Podle Lagrangeovy véty ([N], Véta
3.2 v kapitole V) existuje &islo ¢ € (z,y) takové, Ze plati F(z) — F(y) =
F'(c)-(z—y) = f(c)-(z—y). Odtud plyne |F(z) — F(y)| = |f(c)|- |z —y| <
k - |z — y|, takZe funkce F' je lipschitzovska, specielné tedy stejnomeérné
spojit4 na (a,b) ([N], Cvigeni 10 v §3, kapitole IV). Odtud plyne existence
vlastnich limit lim._.. F(z).lim._, F(z) ([N], Véta 5.17 v kapitole IV)
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Diikaz. Necht g € N((a,b)) a bud € > 0 libovolné. Podle Véty 3.2
existuje zo €< a,b) tak, 7e pro z,y € (z0,b),z <y plati | [Yg| = [Yg <e.
Podle Véty 2.2 jeviak 0 < [Y f < [Yg;jetedyi| [} f| < ea f € N((a,b)).
Jestlize je f EN((a,b)), je i g€EN((a,b)), nebot kdyby bylo g € N ((a,b)),
pak by podle prvni ¢asti dikazu platilo f € N ((a,b)), coZ je spor. O
Véta 3.4. (Limitni srovnavaci kritérium.) Necht a € R,b € R*,a < b
a necht f,g jsou nezdporné funkce na intervalu < a,b), k nimZ na tomto
intervalu ezistuji funkce primitivni. Necht existuje limgy_,p_ ﬁ% = c. Je-li
c<ooag€N(ab), jei f e N(a,b)); je-lic>0 ag€EN((a,b)), jei
fEN((a,b)).

Diikaz. Tvrzeni lze odvodit z Véty 3.3 stejnym postupem, jak byl pro-
veden diukaz Véty 6.3 v kapitole IL. O

Véta 3.5. Necht a € R,b € R*,a < b a necht f je spojita funkce na
intervalu < a,b). Pak je f € N((a,b)) tehdy a jen tehdy, kdyZ ezistuje
(R) f : f jako vlastni nebo jako nevlastni.

Diikaz. Je-li b € R a je-li f omezend na < a,b), je f € N((a,b)) podle
Véty 3.1 a f € R(< a,b >) podle Disledku k Vété 2.3 v kapitole II. Ve
vSech ostatnich pfipadech je (R) [ : f nevlastni. Protoze funkce f je spojita



