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Kapitola 4

Aplikace integralu

4.1 Obsah rovinnych oboru

V tvodu ke kapitole II jsme uvedli, Ze otdzka po stanoveni obsahu jistych rovinnych obort byla
vyznamnym podnétem k vybudovani pojmu integrilu. V tomto paragrafu se uvedenou alohou

budeme zabyvat podrobné&ji.

Definice 1.1. Necht a,b € R, a < b a necht f je nezdporna funkce

definovana na intervalu < a,b >. Subgrafem funkce f na intervalu
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(m3) Je-li f konstantni funkci na intervalu < a,b >, tj. f(z) = c pro
r € <a,b>, kde c € R,c > 0, pak je f € M a plati mS(f;a,b) =
c-(b—a).

Pak &islo mS(f;a,b) nazyviame obsahem (mérou) mnoziny S(f;a,b).

Nézorny vyznam axiomd (ml) a (m2) plyne z obr. 9 a 10. Axiom (m3) vyjadfuje ten fakt,

Ze obsah obdélniku je roven sou&inu délek jeho stran.

'Y 4 A

v
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funkce definovana na intervalu < a,b >. Necht D = {zo,z1,...,Zn} je
libovolné déleni < a,b > a necht my = inf{f(z);z €< zg—1,zx >}, M} =
sup{f(z);z €< zg—1,Z¢ >} pro k =1,...,n. Podle (ml) je mS(f;a,b) =
> k=1 MS(f; Tk—1,Zk). Na intervalu < zx_1, T, > je viak 0 < my < f(z) <
My, takze S(mg; xk—1,2k) C S(f; Zk-1,%k) C S(Mk; T -1, Tk). Podle (m2)
odtud plyne mS(my;zk—1,2k) < MS(f;Tk-1,7k) < MS(Mg; Tk—1, k)
Avsak podle (m3) je mS(my; Tk—1, Tk) = Mg (T —Tk—1), mS(Mg; Tk—1, Tk)
= My - (zx — Tk—1). Tedy je mg - (zx — Tk-1) < MS(f;zk-1,%k) < Mg -
(zx — Tkg—1) pro k = 1,...,n a odtud settenim Y p_, mg - (T — Tk—1) <
mS(f;a,b) < > g—; M - (zx — Tk—1), tj. s(D, f) < mS(f;a,b) < S(D, f)
pro libovolné D € D(< a,b >). Odtud plyne sup{s(D, f); D € 'D} i<
mS(f;a,b) < inf{S(D, f); D € D} = f f, tj. mS(f;a,b) = f f. O

Priklad 1.1. Najdéte obsah subgrafu funkce cos z na intervalu < —%, 5 >.

=
2

ReSeni. Je mS(cos; —%,%) = f'“’,r cosz = [sing]?, =2.

Véta 1.2. Bud f spojita a nezdpornd funkce na intervalu < a,b >. Pak
funkce F dand na < a,b > predpisem F(a) = 0,F(z) = mS(f;a,z) pro
z € (a,b > je primitivni funkci k funkci f na intervalu < a,b >.

Nt . - DIl X% 1 1T/ \  —OfL. - N\ _ _(D\NTT p_ 1 1L
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. Podle predchoziho cviéeni vypoé&téte obsah oboru omezeného: a) jed-

nim obloukem cykloidy C' = F(< 0,27 >), kde F(t) = [r(t — sint),
r(1 — cost)] a prvni soufadnou osou, b) obloukem asteroidy C' = F
(< 0,Z >), kde F(t) = [rcos®t,rsin® t] a prvni soufadnou osou.

. Za predpokladu znalosti vzorce pro obsah kruhové vysece odvodte,

ze obsah rovinného oboru omezeného kfivkou p = f(p), kde ¢, p
jsou polarni soufadnice v roviné, f je spojitd nezdporna funkce na
intervalu < a,b >, kde 0 < a < b < 2w, a polopfimkami ¢ = a,p = b
je roven %fab 2(p)dep.

. Podle predchoziho cvideni vypoététe obsah obrazce omezeného: a)

kardioidou p = r(1 + cos¢),p €< 0,27 > (r > 0), b) ,,polarni kruz-

nici“ p? + p? = r2,

. Necht Nt je mnozina vSech nezdpornych funkci, z nichZ kazd4 je de-

finovana na néjakém uzavieném intervalu < a,b > a na (a,b) je inte-



DELKA KRIVKY 65

Obr. 11
Znadi-li dale d(XY) délku usetky XY, pak &islo d(P(D)) = > 7,

d(F(tx—1)F(tx)) vyjadfuje délku lomené ¢ary P(D).

Protoze délka tsetky XY v roving, kde X = [z1,2z2], ¥ = [y1,¥2] je d(XY) =
V(Y1 — 21)? + (y2 — 22)?, je tedy d(P(D)) = 3k_; v/ (f1(tk) — fi(te-1))% + (F2(te) — f2(tk-1))*.

' Lemma 2.1. Bud C kfivka, F :< a,b >— C jeji parametrizace a necht
D, D, € D(( a,b >). Je-li D1 C Do, pak d(P(Dl)) = d(P(DQ))

i P 8o = e -y
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Definice 2.1. Bud C kfivka, F' :< a,b >— C jeji parametrizace.
Je-li mnoZina {d(P(D)); D € D(< a,b >)} shora omezena, pak fikime,
ze kfivka C ma konecnou délku a ¢islo d(C) = sup{d(P(D));D € D
(< a,b >)} nazyvame jeji délkou. Neni-li mnozina {d(P(D));D € D
(< a,b >)} shora omezend, pak fikdme, ze kifivka C' mé nekonecnou
délku.

Ukézeme nyni, Ze v jednom specidlnim pripadé lze snadno rozhodnout,
ze krivka C' mé kone¢nou délku a soucasné lze tuto délku nalézt. Pripo-
mefime, %e je-li F = [f1,f2] : I — R? zobrazeni intervalu I do R?,
pak derivaci tohoto zobrazeni na intervalu I rozumime vektorovou funkci
F' = (f{,fs) : I — Va; pfedpokldddme pfitom existenci obou derivaci
fi, f3 na I ([N], Definice 1.2 v kapitole VII). Déale pfipomeinime, Ze je-li
v = (v1,v2) € Vo dvojrozmérny vektor nad R, pak jeho normou (délkou)

rozumime &islo ||v|| = 1/v? + v2.

. Véta 2.1. Bud C kfivke, F :< a,b >— C jeji parametrizace. Md-li
zobrazeni F' spojitou derivaci na < a,b >, md C konecnou délku a plati

b
d(C) = [, IIF'|.
Dekar Nechf = [f: fal takde B/ —= (f! £\ a IRl = /2 1 £2 W4

A
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|Va? + + b2 — Va2 + 2| < |b — ¢, kterou snadno dokéZeme elementarnimi
Gpravami a umochovanim. Je-li D = {tg,1,...,t,} libovolné dé&leni inter-

valu < a,b > a maji-li &isla ¢ € (tx—1,tk),dr € (tk_l, tx) tyZ vyznam jako v

prvni &asti dikazu, plati tedy |\/ fi(ck) + fo2(ck) — \/ fi2(ck) + f22(dy)| <
|f4(ck) — f5(dk)| pro kazdé k = 1,...,n. Oznaéime-li V = {c1,...,cs}, ob-

drzime odtud |i(D, |F'||, V) — d(P (D) )| = |0 \/f (ck) + f2(ck) - (tx —
Th— 1) Ek 1\/f'2(ck)+f (dk) (tk tk 1)|<2k IIJf ck +f (Ck)—
VI2(eR) + [ @) - (e — tem1) < Spey Ifh(ce) — F3(di)] - (t — teoa):

Funkce fj je spojitd na intervalu < a,b >, tedy podle Heine-Cantorovy
véty je zde spojitd stejnomérng. Bud ¢ > 0 libovolné; k &islu ﬁ >0
tedy existuje d > 0 takové, Ze pro libovolné, t',t" €< a,b > s vlastnosti
[t — t"| < 6 plati |f3(t") — f3(t")| < 3% Jeslize je nyni n(D) < 4, plati
|fa(ck) — fa(dk)| < 5= pro kaidé k = 1,...,n a odtud |i(D ||F’||, V) —
d(P(D))| < g% - Y p=q (e — tk—1) = 5= - (b —a) = ¢ . Tedy ke kazdému
e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé D € D(< a,b >) s vlastnosti
n(D) < ¢§ plati |i(D,||F'|,V) — d(P(D))| < €, kde V = {e1,...,¢n} je
onen vybér pfi D, pro né&jz plati fi(tx) — fi(tk—1) = fi(ck) - (tk — tk—1) pro
R
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volnou nulovou posloupnost (Dy) déleni intervalu < a, b >. Jak jsme vidéli

v dikazu tvrzeni (a), k &islu § > 0 existuje k; € N takové, Ze pro k > k; je

i(Di, IF'|l, Vi) > f” |F'|| £ a ky € N takové, Ze pro k > ks je d(P(Dy)) >
i(Dg, | F'll, Vi) — § Zvohme-h tedy libovolné k € N,k > max{k;, k2}, bude

platit d(P(Dy)) > f |F'|| — € a plati (b). O

Je-li f spojitd funkce na intervalu < a,b >, je Grf kifivkou o para-
metrizaci F' = [z, f] :< a,b >— Grf. M&-li f na < a,b > derivaci, je
F'=(1,f"):<a,b>— V3 a||F'|| = +/1+ f'2. Proto z Véty 2.1 specielné
plyne
- Dusledek. Necht f je funkce definovand na intervalu < a,b >, kterd zde
md spojitou derivaci. Pak Grf je kiivka koneéné délky a plati d(Grf) =
fovVi+ 72
Priklad 2.1. a) Vypoétete délku grafu funkce In z na intervalu < /3,8 >.
Reseni. Je d(Grf) = f 1+ Zydz = f I tldy = f23 1pidt e f23 1+
%—-ﬁ——-tﬂ)dt— t+3Inig] = 1+§1n-—-1n3 =1+ 3 In3; pouzili
jsme substituci z® + 1 = t2
» b) Vypottéte délku asteroidy C' = F(< 0,27 >), kde F(t) = [r cos?, r sin® ¢],
»~0 (obr 12)




DELKA KRIVKY 69

kvadrantu. Tedy je d(C) = 4-d(Grf), kde f(z) = f;-\/a§ — 22,z €<0,a >
(obr. 14).

L 3

o
NG

y=§ a2 — 12

v

Obr. 14

. ! 2 2 4_ (2 _p2),.2 4__(n2__p2\0n2 4_ 2.2
Pak je 1+ f2(z) = 1+ & - oy = Sfesh)e = (Woleylelie—as)

a d(C) =4[ == - V(a* — (a® — b?)22)(a* — a%2?). ProtoZe polynom
pod odmocninou je 4. stupné a nema vicendsobné kofeny, jde o elipticky
integral (srv. zavér 4. paragrafu v kapitole I).

Cviceni
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4.3 Jordan-Peantv objem na primce

V 81 jsme vidéli, Ze s pomoci Riemannova integralu lze urlit obsah jistych rovinnych obori -
subgrafii nezdpornych integrovatelnych funkci. V tomto paragrafu ukdZeme, jak lze pomoci inte-
gralu definovat objem (,,miru“) na dosti Siroké t¥idé podmnoZin reilné osy - pfimky. Vychazime-li
pfitom z Riemannova integrilu, mluvime o tzv. Jordan-Peanové objemu. V dal§im se pro jedno-

duchost omezime na podmnoZiny néjakého pevné& daného uzavieného intervalu < a,b >.

Definice 3.1. Necht A C< a,b >. Funkce ¢4 definovana na < a,b >
vztahem c4(z) = 1 prox € A,ca(z) = 0 pro z €< a,b > — A se nazyva
eharakteristickou funkci mnoziny A.

Definice 3.2. Ozuatme M(< a,b >) = {A C< a,b >;cq4 €
R(<a,b>) } a pro libovolnou A € M(< a,b >) polozme mA = f: CA-
Mnozinu M(< a,b >) nazyvame systémem jordan-peanovsky méritel-
nych mnoZin v < a,b > a &islo mA pro A € M(< a,b >) nazyvame
Jordan-Peanovym objemem mnoZiny A.

Nézev ,objem“ se pouZivd proto, Ze uvedend konstrukce je univerzalni, tj. lze ji pouZit na
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Y1) Ae M(<a,b>) = mA>0.
(2) A,Be M(<a,b>),ANB=0= m(AUB) =mA+mB.
(3) A,B € M(<a,b>),AC B=>mA<mB.
(4) A,B € M(<a,b>),AC B= m(B—- A) =mB—mA.
(5) Je-li I C< a,b > interval, je mI = d(I).
(6) Je-li A C< a,b > koneénd mnozina, je mA = 0.

Diikaz. (1) je zfejmé.
(2) Pro A,B € M(< a,b >),AN B = 0 je zfejmé caup = c4 + cp. Tedy
m(AUB) = f:(cA+cB) = f:cA+f:cB =mA + mB.
(3) Je-li A C B, je ca(z) < cp(z) pro kazdé z €< a,b > a tedy mA =
f:cA < f:cB = mB.
(4) Je-li A C B, je B= AU (B — A), pfiemZ mnoziny A a B — A jsou
disjunktni. Tedy podle (2) je mB = mA+m(B — A) a odtud plyne tvrzeni.
(5) Necht I je interval o krajnich bodech c,d, takZe a < ¢ < d < b. Pak je
ml = f:cl = [Cor +fcdc1 +f;c_r = fcch =d—c=d(I), nebot na < a,c)
ina (d,b> je ci(z) =0 ana (c,d) je cr(z) = 1.
(6) plyne z Véty 3.4 v kapitole II.
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4.4 Jiné aplikace

Tento paragraf se pon&kud vymyka z rdmce ostatnich paragrafi této kapitoly i celého textu, nebot
v ndém pracujeme s pojmy sice intuitivn& zfejmymi, aviak pfesto takovymi, které nebyly radné
zavedeny. Jejich pfesné definice by vyZadovaly mnoho piipravnych tGvah a lze je zavést daleko
-pohodIné&ji pozdé&ji, po vybudovéni pfisluiného matematického aparatu. Paragraf ma tedy pouze
informativni chrakter, ukazujici dal8i moZnosti pouZiti jednorozmérného Riemannova integralu.
Proto také ziskané vysledky formulujeme jako pouZky, nikoliv v&ty; jsou to sice tvrzeni pravdivi,
ale za pfedpokladu korektniho zavedeni pojmi, o nichZ pojednévaji.

(1) Objem rotaéniho télesa

Budeme piedpokladat, Ze je dan (Jordan-Peantiv) objem v R3 (znadime
jej m3 nebo struénéji m) a Ze je zndmo, Ze objem pfimého kruhového valce
o poloméru podstavy r a vysce h je 7r2h.

Necht f je spojitd nezdporné funkce na intervalu < a,b > a necht V je
té&leso v R3, které vznikne rotaci subgrafu S(f;a,b) funkce f kolem osy z
(obr. 15).
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<Tg_1,Tk>}, My = max{f(z);z € < Tg—1,%x >} pro k = 1,...,n. Rotaci
subgrafu konstantni funce my, resp. M na intervalu < zx_1,z, > vznikne
p¥imy kruhovy valec Sk, resp. Ty o poloméru zadkladny m, resp. My a vy3ce
(zx —xx—1). Tedy je mSk = mm2-(z — zk—1), mTk = TME- (2 —2Zk—-1) a Sk
je podmnoZinou té ¢asti télesa V, ktera prislusi intervalu < zx_1,zx >, Tk
je jeji nadmnozinou (obr. 16).
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Reseni. Koule V o poloméru r a stfedu v po¢atku vznikne rotaci subgrafu
funkce f(z) = Vr?2 — 22,z €< —r,r > kolem osy z. Tedy mV = nf:r(rz —

r?) = w[riz — %3]’_,. = 7(rd — % + 73 — ?) = gnrd.

(2) Obsah plasté rotaéniho té&lesa

V tomto odstavci predpokladame, Ze je vybudovana teorie obsahu roz-
vinutelnych (dvojrozmérnych) ploch v R3 a %e je zndm vzorec pro ob-
sah plasté S komolého kuZele o polomérech podstav 71,72 a délce strany
h:mS = mwh(ry + r2).

Tento vzorec lze odvodit elementarnimi prostiedky. Rozvinuty pladt (dplného) kuZele o po-
lomé&ru podstavy r a strané€ h je kruhovou vyseti o délce oblouku 27r a polom&ru h (obr. 17),

takze jeho obsah je wrh.
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nezaporné funkce na < a,b >; rotaci subgrafu této funkce kolem osy z
vznikne rotaéni téleso V (D), jehoz plast oznac¢me S(D). Pro obsah plasté
S télesa V pak plati mS = sup{mS(D);D € D(< a,b >)} (timto vzorcem
je moZno obsah mS definovat). Uvahou podobnou jako p¥i diikazu Véty
2.1 lze dokézat: je-li (D) libovolna nulovd posloupnost déleni intervalu
< a,b >, pak plati limmS(Dy) = sup{mS(D); D € D(< a,b >)}. Je tedy
mS = limmS(Dy).

Bud D = {zg,z1,...,Zn} € D(< a,b >) a necht S(D) ma tyz vyznam
jako vySe. Rotaci subgrafu linedrni funkce, jejimz grafem je tsecka Tj_1T%,
vznikne komoly kuZel o polomérech podstav f(zx_1), f(zx) a délce strany
V(zk — zk—1)2 + (f(zk) — f(zk—1))? (obr. 19), takZe jeho plast ma obsah
TV (@k — 2k-1)2 + (F(zx) — f2£-1))2 - (f (Tk—1 + f(21)).

v
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V14 f'2(z) < h proz €< a,b>. Bud ¢ € R,e > 0 libovolné. Funkce f je
spojitd na < a,b >, tedy je zde podle Heine-Cantorovy véty spojita stej-
nomérné. K &islu m > 0 tedy existuje § > 0 takové, Ze pro libovolné

body z,y €< a,b >, pro néz |z — y| < 4, plati |f(z) — f(y)| < m.

Jeslize je nyni n(D) < 4, pak |[p(D)| = 2m - | S5y /1 + f2(ck) - (f(dx) —
fex)) - (ﬂik—wk 1| < 2m- 305 1\/1+f'2(ck) |f(dk) — Fcr)|- (zk —2k—1) <
2mh- m > i1 (@k—zk—1) = %5 (b—a) = €. Necht je tedy (D) nulova

posloupnost déleni intervalu < a, b > a pro kazdé k € N necht V; je onen
vybér pfi Dy, pro néjz plati m.S'(Dk) = (D, 2 f/1+ 2, Vi) + p(Dy).
ProtoZe funkce f1/1 + f'2 je spojita, tedy integrovatelna na < a,b >, plati
podle Véty 1.2 v kapitole I imi(Dy, 2 f /1 + 2, Vi) = 27 [* f/1+ f2.
Dale, protoze (Dy) je nulovi, existuje kg € N tak, Ze pro k > kg je
n(Dy) < 6, kde ¢ je ¢islo s vlastnosti uvedenou vysSe. Tedy pro k > kg je
|p(Dk)| < € a to znamena lim p(Dy) = 0. Celkem tedy mame limmS(Dy) =
o [ fo/1+ f2, tj. plati

Poucka 4.2. Necht f je nezapornd funkce se spojitou derivaci na intervalu
< a,b >, necht V je téleso v R3, které vznikne rotaci subgrafu S(f;a,b)

kolem osy x a necht S je jeho pldst. Pak platz’:n.S’ = 2 fabf\/l + f'2.
Priklad 4.2. Vypocététe obsah kulového pasu S o poloméru r a vysce h.
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hmotnost a specifickd homotnost, statické momenty a tézZisté€. Budeme tyto
pojmy povaZovat za znadmé a za pravdiva pfijmeme tato fakta:

(a)

(b)

Je-1i obdélnik o obsahu m pokryt hmotou tak, Ze specifickd hmotnost
je konstantni a je rovna s, pak hmotnost tohoto obdélniku je rovna
S-m.

Je-li Gisetka délky | pokryta hmotou tak, Ze specifickd hmotnost je
konstantni a je rovna s, pak hmotnost této secky je rovna s - .

Hmotnost je aditivni funkci v tomto smyslu: jsou-li My, ..., M, mno-
ziny o hmotnostech H,,...,H,, pfitemZ Zadné dvé rizné mnozZiny
M;, My nemaji spole¢né vnitini body, pak mnozZina M; U---UM, ma
hmotnost H; + - + H,.

Staticky moment (vzhledem k dané pfimce) je aditivni funkei ve stej-
ném smyslu.

_Te&zisté mnoziny M pokryté hmotou je bod o této vlastnosti: kdyby v
ném byla soustfedéna veskera hmota mnoziny M, pak vznikly hmotny

bod by mél stejny staticky moment vzhledem k libovolné prfimce jako
mnozina M.
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Toto €islo aproximuje hmotnost subgrafu S(f;a,b) dostate¢né presné, po-
kud déleni D je dostatecné jemné. Zvolime tedy nulovou posloupnost (Dy)
déleni intervalu < a,b >; hmotnost H(S(f;a,b)) subgrafu funkce f pak
lze definovat vztahem H(S(f;a,b)) = limi(Dg, sf, Vi). AvSak funkce s f je

spojita a tedy 1ntegrovatelna na < a,b >, takze limi(Dy,sf, Vi) = f sf.

Plati tedy H(S(f;a,b)) = f

Soustredme dale veSkerou hmotu obdélniku o zadkladn€ < zx_1,zx > a
vysce f(ck) do jeho stfedu, tj. do bodu [ck, 5f(ck)]. Vznikly hmotny bod
mé staticky moment vzhledem k prvni, resp. druhé soufadné ose roven
s(ck) - flek) - (wk — xk—1) - 5F(ck) = 3s(ck) - f2(ck) - (zx — Tx—1), Tesp.
s(ck) - f(ck) - (zg — Tk—1) - ck, takZe staticky moment sjednoceni vSech téchto
obdélnikii vzhledem k prvni soufadné ose je > p_; %s(ck) - f2(ck) - (zx —
Tp—1) = (D, %s f2,V) a staticky moment vzhledem k druhé soufadné ose
je Yog=1 cks(ex) f(ck) (zx—zk-1) = i(D, zsf, V). Bud (Di) nulové posloup-
nost déleni intervalu < a,b >; z duvodi stejnych jako nahofe lze defino-
vat statické momenty mnoziny S| f ;a,b) vzhledem souradnym osam vztahy

S:(S(f; a, b)) = limi(D, 3sf% Vi) = % [; s 8y(S(f;0,b)) = limi(Dy,
zsf, Vi) = f zsf.
Bud nakonec T(S(f;a,b)) = [zr,yr| t&Zisté mnoziny S(f;a,b). Soustredi-

me-1i do tohoto hodu veskeronn hmotil1 mnoziny Sl f-a b)) bude mit tento
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Refeni. Dand mnoZina M je subgrafem funkce f(z) = g -vVa?—z%;z €
< 0,a > a specificki hmotnost v bodé [a: yl e M je s(z). = k=, kde k €
R,k > 0. Tedy je H(M) = [; kz-2. \/ — z2dz = % ["42dt = [t3]0—

k“ 5. pouz111 jsme substituci a? — 22 = t2. Déle je Sy(M) = 3 [, k:z:
2 2 [ g222 41¢ 2 232

(a2_ kb fo(am m3)_kb [____:_rz_]o=%2__g4_ kab S(M)-—»
Is kzt. g\/ —r2dy = £ fo a?sin’t - a? cos? tdt = ﬂ';l—bfo sin® 2tdt =
%’3 [ (1 —cos 4t)dt = ’mab [t - %sin 4t] (; =2 :"i‘gab; byla pouzita substituce

o 0t Ted O 1rka. b B § o ka‘b 3b T(M) i [_31!'_0. &]
z=asint. Tedy zr = 2% =95y = 2 = % 2 LT

3 18

(4) Tezists kiivky

Necht C je kiivka v roviné o parametrizaci F' = [f1, f2] :< a,b >— C.
Predpokladejme, Ze zobrazeni F mé4 spojitou derivaci na < a,b >. Necht C
je pokryta hmotou tak, Ze specifickd hmotnost v bodé F(t) = [f1(t), f2(¢)]
je s(t). Necht s je spojita funkce na intervalu < a,b >.

Bud D = {to,tl, ,tn} € D(< a,b >). Nahradme oblouk kfivky C' mezi

body F(tk_1) = [fl(tk 1), fa(tk— 1)] a F(tr) = [f1(tk), f2(tx)] tseckou spo-
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h(b oy > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro t't" €< a,b>, |t —t" < § plati
f2(t') = f2(t")] < gp=ay - Je-lin(D) < 6, plati [f3(dk) — fa(ek)| < —(be-a—
pro kazdé k = 1,...,n a tedy |¢(D,s||F'||,V) — H(P(D))| < h - W :
S r—1(tk — tk—1) = €. Necht (Dy) je nulova posloupnost déleni intervalu
< a,b >, Vi je odpovidajici vybér pfi Dy pro kazdé k € N. Pak existuje kg €
N tak, ze n(Dy) < d pro k > ko. Tedy pro k > kg plati |i(Dg, s||F'||, Vk) —
H(P(Dy))| < e, takze lim H(P(Dg)) = limi(Dy, s||F'||, Vi) = fabsllF’H a
toto ¢islo nezavisi na volbé posloupnosti (Dy).

Jestlize dale veSkerou hmotu tsecky o krajnich bodech F(tx_1), F(tx)
soustfedime do bodu F(cx) = [f1(ck), f2(ck)], pak staticky moment tohoto
hmotného bodu vzhledem k prvni, resp. druhé soufadné ose bude f2(ck) -

S(Ck)'\/ 2(ck) + f52(dr)- (tk—tr—1), resp. f1(ck)-s(cx)- \/f (cx) + £ (di)-

(tr—tr_1), kde Cisla ck, dx maji tyz vyznam jako nahore. Tato ¢isla vyjadfuji
pfibliznou hodnotu statickych momentt tsecky F'(tx_1)F(tx), takZe sta-
tické momenty lomené &ary P (D) jsou pfiblizné Sy (P (D)) = Y r_ fa(ck) -

s(ck) - \/F12(ck) + F2(dk) - (b — t-1), Sy(P(D)) = Sney falex) - s(ex) -

2(ck) + f22(dk) - (tk — tx—1). Analogicky jako vyse zjistime, Ze je-li (Dy)
libovola nulova poslkoupnost' déleni intervalu < a,b >, pak existuji limity
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 nost v bodé [z, f(z)] € Grf je s(x) a necht s je spojitd funkce na < a,b >.
Pak plati H(Grf) = [} s\/1+ [2,5:(Grf) = [P sfy/1+ f2,5,(Grf) =
f: sz\/1+ f'2 a T(Grf) = [%%%, %%)2]

Priklad 4.4. a) Najdéte soufadnice téZisté kfivky C, jeZ je obloukem aste-
roidy v 1. kvadrantu o parametrizaci F(t) = [acos®t,asindt],t €< 0, el
je-li specifickd hmotnost konstantni a rovna 1.

ReSeni.

Protoze s(t) = 1, je H(C) = d(C) a podle Pfikladu 2.1 je d(C) = 3a. Déle
je 82(C) = [ fa2l|F'|| = [ asin®t-1/9a2 cost tsin® t + 9a2 sin? ¢ cos? tdt =
3a? [? sin’ tcost di = 3a2 [} u:du = 2a?[u’)} = 2a? pri substituci sint =
u,Sy(C) = [ fillF'|l = [ acos3t - 3asintcost dt = 3a? [? cos*t

sint dt = —3a? flo utdu = %a? pfi substituci cost = u. Tedy je x7
342

2 — 2a=yr a T(C) = [2a, Za].

b) Najdéte tézisté oblouku C' paraboly, jez je grafem funkce f(z) =
%xQ,:r: €< 0,1 >, je-li pokryt hmotou tak, Ze specificka hmotnost v bodé
[z, 32%] € C je s(z) = kz(k > 0).

Reseni. Plati H(C) = [ kz -1+ z2dz = I~:f1‘/i it = %[t?’]}/i =£2v2-
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. Necht f je spojita a nezdporna funkce na intervalu < ¢,d >, necht

F = [f1, f2] :< a,b > — Grf je parametrizace jejiho grafu. Pfed-
pokladejme, Ze funkce f; je ryze monotonni na intervalu < a,b >
a ma zde spojitou derivaci. DokaZzte (pomoci véty o substituci), Ze
objem télesa V' vzniklého rotaci subgrafu funkce f kolem osy z je

mV == [° f2-1f1l.

. Podle predchoziho cvi¢eni vypoctéte objem télesa, které vznikne: a)

rotaci asteroidy kolem osy z, b) rotaci jednoho oblouku cykloidy ko-
lem osy z.

. Vypoctéte obsah plasté télesa vzniklého rotaci subgrafu S(f;a,b) ko-

lem osy z, kde: a) f(z) = ¥z,z €< 1,2 >,b)f(z) = exgéx,:c €
<0,a>(a€R,a>0).

. Necht f je nezdporna funkce na intervalu < ¢,d >, necht F' = [f1, fo] :

< a,b >— Grf je parametrizace jejiho grafu. Necht F' méa spojitou
derivaci na < a,b > a f; je ryze monotonni na tomto intervalu. Do-
kazte, Ze obsah plasté S télesa vzniklého rotaci subgrafu funkce f
kolem osy z je mS = 2« f: foll F'|l.

. Podle predchoziho cviéeni vypoctéte obsah plasté télesa, které vznikne:

a) rotaci asteroidv kolem osv z. b) rotaci kfivkvy o parametrizaci









