7. INVERZNE MATICE A ZMENA BAZY

V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej Stvorcovej matici a ddme ho
do stvisu s pojmom inverzného linearneho zobrazenia. Dalej sa naué¢ime poéitat inverzné
matice a matice prechodu z jednej stiradnej bazy do druhej. Nakoniec preskimame vplyv
zmeny bazy na maticu linedrneho zobrazenia. Zacneme vsSak s pojmom hodnosti matice,
ktory ndm umozni rozhodntft o existencii inverznej matice a — ako uvidime neskor — bude
nam este velakrat uzitocny.

V celej kapitole K oznacuje pevné pole, m, n, p su kladné celé cisla.

7.1. Hodnost matice

V tomto paragrafe je potrebné rozliSovat medzi vektorovymi priestormi riadkovych resp.
stipcovych vektorov. Nebudeme teda pouzivat neSpecifikované oznacenie K", ale pries-
tor riadkovych vektorov budeme znaéit K'*" a priestor stipcovych vektorov K™*1.

Pripometime, 7e 7;(A) € K1*" oznacuje i-ty riadok a s;(A) € K™*! zase j-ty stlpec
matice A = (a;;)mxn. TGto maticu teda moézeme zapisat v blokovych tvaroch

rm&A)

Riadkovou hodnostou h,(A) matice A nazyvame dimenziu linedrneho podpriestoru vek-
torového priestoru K1*" generovaného riadkami matice A. Podobne, stipcovou hodnos-
tou hs(A) matice A nazyvame dimenziu linedrneho podpriestoru vektorového priestoru
K™*1 generovaného stipcami matice A. Teda

hr(A) = dim[r1(A),r2(A), ..., rn(A)],
hs(A) = dim[s1(A), s2(A),...,s,(A)]

Ozna¢me p: K1 — K™*! linearne zobrazenie dané predpisom op(x) = A - x pre
x € K™*!. Pripomeiime, Ze hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ nazjvame dimenziu
jeho obrazu, t.j. h(¢) = dimIm ¢. V nasom pripade zrejme plati h(p) = hs(A), kedze
linearny podpriestor Im ¢ C K™*1 je generovany stipcami matice A.

7.1.1. Lema. Nech A € K™*".
(a) Nech matica B wvznikne z matice A vykonanim jednej (inak lubovolnej) ERO.
Potom [r1(A), 72(A), ..., 7m(A)] = [11(B), r2(B), .., T (B)].
(b) Nech matica C wvznikne z matice A vykonanim jednej (inak lubovolnej) ESO.
Potom [s1(A), s2(A),...,s,(A)] = [51(C), s2(C),...,s,(C)].
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Dokaz. Zrejme pre Iubovolné vektory wq,...,u, v kazdom vektorovom priestore V a
Tubovolny skalér ¢ € K plati:

(Wi, Wy, Uy U] = (U, Uy U, U,
(W1, oy Wiy ug] = (U, .. cUy, . W] (ak ¢ # 0),
(W1, Wy, Uy U] = U, UG CU Uy, U

7.1.2. Tvrdenie. Pre kazdi maticu A € K™*"™ plati h,(A) = hs(A).

Dokaz. Upravme A pomocou ERO na redukovany stupnovity tvar B € K™*™ a
oznaéme k pocet nenulovych riadkov v matici B. Podla préave dokdzanej lemy plati
r1(A),...,rn(A)] = [r1(B),...,rn(B)]. Preto tiez h.(A) = h,(B). Kedze nenu-
lové riadky matice B s zrejme linedrne nezavislé (rozmyslite si preco), h,.(B) = k,
¢o je vlastne pocet stipcov matice B, v ktorych sa nachadza vedtci prvok nejakého
jej riadku. Ozna¢me 1 < j; < ... < ji < n indexy tychto stlpcov. Podla tvrde-
nia 4.5.3 vektory s;,(A),...,s;,(A) st linedrne nezavislé a plati [s1(A),...,s,(A)] =
[s;,(A),...,sj, (A)]. Preto tiez hs(A) =k = h,(A).

Kedze riadkova a stlpcova hodnost Iubovolnej matice A splyvajd, tato ich spo-
loént hodnotu budeme odteraz znacit jednoducho h(A) a nazyvat hodnostou matice
A. Zrejme pre A € K"*" je h(A) < min(m,n).

Préave vykonané ivahy maja dva bezprostredné doésledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A € K™*". Potom h(A) = h(AT).

7.1.4. Tvrdenie. Nech uy,...,u, € K™*! si lubovolné vektory a A € K™*" je
matica takd, Ze sj(A) = u; pre 1 < j < n. Potom
(a) uy,...,u, su linedrne nezavislé prave vtedy, ked h(A) = n;

(b) [u1,...,u,] = K™ prdave vtedy, ked h(A) = m.

Vsimnite si, Ze pripad (a) mo6ze nastaf iba vtedy, ked n < m; naopak, (b) méze nastat
jedine za predpokladu m < n.
Sami si sformulujte a premyslite analogické tvrdenia pre riadkové vektory.
Este si dokadzeme jeden odhad hodnosti sti¢inu matic pomocou hodnosti jednotlivych
¢initelov.
7.1.5. Tvrdenie. Nech A € K™*", B € K"*P. Potom
h(A-B) < min(h(A), h(B))

Dokaz. Oznatme ¢: K" — K™, ¢: KP — K" linearne zobrazenia dané predpismi
p(x) = A -x pre x € K" resp. Y(y) = B -y pre y € KP. Zrejme Im(p o) C Imp,
preto

h(A-B) = h(pov) < h(p) = h(A).
S vyuzitim toho druhy potrebny odhad uz dostaneme priamym vypoctom

hWA-B)=h((A-B)")=h(B"-A") <h(B") = h(B).
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7.2. Inverzné matice a inverzné linearne zobrazenia

Nech A € K™*" t.j. A je Stvorcovd matica typu n X n. Inverznou maticou k matici A
rozumieme maticu B € K"*™ taku, ze

A-B=1,=B-A.

Zrejme k danej Stvorcovej matici A existuje najviac jedna inverznd matica (rozmyslite
si preco). Thto jednozna¢ne uréentt maticu (ak existuje) budeme znacit A~1.

Nasledujuca veta je bezprostrednym dosledkom stivisu medzi linearnymi zobraze-
niami a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U, V su vektorové priestory nad polom K a dimU = dimV = n.
Nech dalej o, B su nejaké bdzy v U, resp. vo V. a A = (p)a,p je matica linedrneho
zobrazenia ¢: V. — U wzhladom na bdzy (3, . Potom k matici A ezistuje inverznd
matica A=Y prdve vtedy, ked k zobrazeniu ¢ existuje inverzné zobrazenie p~t. V tom
pripade A~ je maticou linedrneho zobrazenia ¢~': U — V wzhladom na bdzy o, 3,
t.j.

A7 = ((P)ap) = (D ga

Hovorime, Ze Stvorcova matica A € K™*" je requldrna, ak k nej existuje inverzna
matica A~!; v opa¢nom pripade hovorime, ze A je singuldrna.

7.2.2. Veta. Matica A € K™*" je regquldrna prdve vtedy, ked h(A) = n.

Dokaz. Ozna¢me ¢: K™ — K" linedrnu transforméciu dant predpisom ¢(x) = A-x pre
x € K". K matici A existuje inverzna matica A~! prave vtedy, ked k zobrazeniu ¢ exis-
tuje inverzné zobrazenie ¢!, t.j. prave vtedy, ked ¢ je bijekcia. Podla désledku 6.2.4 to
nastane prave vtedy, ked ¢ je surjekcia, ¢ize Im o = K", ¢o je ekvivalentné s rovnostou
dim Im ¢ = n. Na dokoncenie dokazu si sta¢i spomentt, ze h(A) = h(p) = dim Im .

Z praktickych dovodov bude uzito¢né si uvedomit, Ze na to, aby sme sa presveddili,
Ze matica B € K"*" je inverzna k matici A € K"*™ staéi overit len jednu (a to
hocktoru) z rovnosti A- B=1,, B- A= 1,.

7.2.3. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K"*" plati A - B = I,, prave vtedy, ked
B-A=1,.

Dokaz. Oznacme ¢, p: K™ — K™ linearne transformécie dané pre € K™ predpismi
p(x) = A -, resp. Y(x) = B-x. Nech A- B = I,. To nastane prave vtedy, ked
p o1 = idgn. Z toho vyplyva, Ze ¢ je surjekcia a 9 je injekcia (pozri paragraf 0.3).
KedZe ¢, 1 su linedrne transformécie koneénorozmerného vektorového priestoru, podla
dosledku 6.2.4 to znamena, Ze ¢ aj 1) st bijekcie, teda linedrne izomorfizmy, a ) = o~ 1.
Potom vSak B = A~!, preto tiez B - A = I,,. Obratens implikécia vyplyva zo symetrie
tvrdenia.

S vyuzitim posledného tvrdenia si ako cvicenie overte nasledujtice vzorce, z ktorych
uz vyplyva zvysok tvrdenia.
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7.2.4. Tvrdenie. Nech A, B € K™ " si requldrne matice. Potom aj matice A1,
A-B a AT si reguldrne a plati:

(A '=4, (@A-B'=Bl.al, (AT) =4

7.3. Realizacia ERO a ESO pomocou nasobenia matic

Prakticky vsetky tulohy linearnej algebry, s ktorymi sme sa doteraz stretli, sme riesili
tak, ze sme danu situdciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou, ti sme dalej po-
mocou ERO upravili na redukovany stupnovity tvar a tento vysledny tvar sme potom
interpretovali v zavislosti na charaktere povodnej tlohy. Prezradme uz vopred, Ze zatial
sme vSetky tlohy, ktoré sa rieSia ipravou matic pomocou ERO pripadne ESO, zdaleka
nevycerpali. Naopak, tdto metdda nés bude v linearnej algebre neustéle sprevadzat.

Skor nez pristupime k dalSiemu vyuZzitiu tejto metddy, tentoraz pri vypocte inverznej
matice, vSak bude potrebné si uvedomit, ze ERO aj ESO mozno realizovat pomocou
nasobenia matic.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A € K™*™,
(a) Nech B € K™*™ vznikne z A vykonanim jednej (inak lubovolnej) ERO. Oznacme
FE maticu, ktord vznikne z matice I,, vykonanim tej istej ERO. Potom B = FE - A.
(b) Nech C € K™*™ vznikne z A vykonanim jednej (inak lubovolnej) ESO. Oznaéme
F maticu, ktord vznikne z matice I,, vykonanim tej istej ESO. Potom C = A - F.

Dokaz. Mozno overit priamym vypocétom pre kazdy jednotlivy druh ERO resp. ESO.
Ako cvicenie si to skuste napr. pre maticu A typu 3 x 2, resp. 3 x 3.

Stvorcové matice E € K™X", ktoré vznikni z jednotkovej matice I,, vykonanim
jedinej ERO alebo ESO, nazyvame elementdrne matice. Posledna veta teda hovori, ze
fubovolnt ERO (ESO) na matici A mozno realizovat vynasobenim matice A vhodnou
elementarnou maticou E zlava (sprava).

7.4. Vypocet inverznej matice

Navod na vypocet inverznej matice k danej Stvorcovej matici A € K™*™ si mozno
najlahsie zapamitat v tvare nasledujicej schémy:

(A|L,) 2% (I,] A7Y).

Tento postup mé navyse t0 vyhodu, Ze sa nemusime vopred starat, ¢i inverznd matica
k matici A existuje alebo nie. Ak A~ existuje, tak ju nakoniec vypocitame, ak neexis-
tuje, tak to odhalime pocas nésho vypoctu a dalej v iom nebudeme pokracovat. Cely
postup si teraz vysvetlime trochu podrobnejsie.

Blokova matica (A|I,) vznikne tak, Ze matice A a I, jednoducho napiseme vedla
seba. Tuto maticu teraz budeme upravovat pomocou ERO tak, aby sme v lavej casti
z matice A dostali jednotkovil maticu I,,. Akonahle sa nam to podari, matica v pravej
¢asti vyslednej blokovej matice je uz hladana matica A~!. Ak sa nam to nepodari, t.j.
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matica A nie je riadkovo ekvivalentna s jednotkovou maticou (¢o nastane prave vtedy,
ked h(A) < n, a spozname to podla toho, Ze sa ndm v lavej ¢asti objavi nejaky nulovy
riadok), tak inverzna matica k matici A neexistuje.

Korektnost uvedeného postupu vyplyva z nasledujiceho oc¢ividného tvrdenia a sku-
toc¢nosti, ze ERO moZno reprezentovat nasobenim elementarnymi maticami zlava. Tak-
tiez tu hra tlohu fakt, Ze pre B € K™*™ plati B = A~! prave vtedy, ked B- A = I,
uvedeny v tvrdeni 7.2.3.

7.4.1. Tvrdenie. Nech A € K"*" a Eq,E>,...,E;, € K" " si elementdrne matice
také, 2e B -... - Ey-E,-A=1,. Potom A~'=E;,-...- Ey - E;.

Poznamenajme, Ze k rovnakému cielu vedie tieZ postup reprezentovany schémou:

() = (&)

Rozmyslite si preco a sformulujte prislusné tvrdenie.

Z prave vykonanych uvah vyplyvaju nasledujice tri dosledky. Posledny z nich je
¢iastocnym obratenim odhadu hodnosti si¢inu matic za predpokladu regularity aspon
jedného z cinitelov.

7.4.2. Tvrdenie. Matica A € K"*"je requldrna prave vtedy, ked ju mozno rozloZit na
sucin A = Ey - ... Ey koneéného poctu elementarnych matic E+, ..., E, € K™*™.

7.4.3. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K™*" plati:
(a) A~ B, t.j. A je riadkovo ekvivalentnd s B, prave vtedy, ked existuje reguldrna
matica P € K™*"™ takd, Ze A= P - B;
(b) AU B, t.j. A je stlpcovo ekvivalentnd s B, prdve vtedy, ked existuje reguldrna
matica Q € K™*" takd, z2e A= B - Q.

7.4.4. Tvrdenie. Nech A € K™*" P € K™*™ @Q € K"*", pricom P, Q su requ-
larne matice. Potom

h(A)=h(P-A) =h(A-Q)=h(P-A Q).

Trochu vseobecnejSie mozno uvedené tvahy pouzit na nasobenie Iubovolnej matice
vhodného rozmeru maticou A~1 (ak existuje) zlava resp. sprava. Tieto operacie mozno
uskutocnit pre regularnu A € K™*" a lubovolné B € K™*™ 6 C € K™*™ podla nasle-
dujucich schém:

(A|B) 222 (1,] A7 - B),

<%) . (C -IZ—1> '

Este si vSimnime, Ze v $pecialnom pripade sme niec¢o podobné vlastne robili uz davno,
pri rieseni suistav linearnych rovnic tpravou na redukovany stupnovity tvar pomocou
ERO. Aj tento postup totiz mozno vyjadrit pomocou schémy

(A|b) 222 (B]e),
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ktord mé pre regularnu A € K™*" tvar

ERO _
(A|b) == (I.| A" - b).
Ako vedlajs$i produkt nasich tvah tak dostdvame nasledujici vysledok o rieSeni stistav
n linedrnych rovnic o n nezndmych.

7.4.5. Veta. Nech A € K"*", b€ K"™. Ak A je regquldarna, tak sustava A-x =b md
jedin€ riesenie x = A~! - b.

7.5. Matica prechodu

Nech V' je vektorovy priestor nad polom K a a = (u1,...,u,), 8 = (v1,...,v,) st
jeho dve bazy. Maticou prechodu z bazy (3 do bazy a nazyvame maticu identického
zobrazenia idy : V' — V vzhladom na bazy 3, c, ktort znacime P, g. Teda

Podla definicie matice linearneho zobrazenia vzhladom na dané bazy (pozri para-
graf 6.4), stipce matice prechodu P, g su tvorené suradnicami vektorov bazy B vzhla-
dom na bazu a;, t.j. 5;(Pa,g) = (vj)a pre 1 < j < n. Teda

Pa’ﬁ = ((’Ul)a, (Ug)a, ey ('Un)a>;

a podla vety 6.4.1 je tato matica jednoznac¢ne urcend podmienkou transformacie strad-
nic

(%) = Pap - (T)p

pre lubovolné x € V.

Ak do zrejmej rovnosti € = a - (x)n (pozri paragraf 5.3) budeme za x postupne
dosadzovat vektory vy, ..., v, bazy (3, s vyuzitim vztahu pre stipce st¢inu matic z pa-
ragrafu 2.3 dostaneme

vi=a- (Vj)a =0a-8;(Pag)=38j(a Pag)

pre kazdé 1 < j < n. Tym sme dostali dalsi dolezity vztah, ktory jednoznacne charak-
terizuje maticu prechodu Py, g:
(6 AN Pa”@ = ,8

(Podotykame, zZe sG¢in o - Py g treba chapat v zmysle paragrafu 2.3.)
Zhrnutim vykonanych tvah dostavame tri ekvivalentné charakterizacie matice pre-

chodu.

7.5.1. Tvrdenie. Nech o, 8 si bdzy n-rozmerného vektorového priestoru V- nad polom
K. Potom pre lubovolni maticu P € K™ ™ nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) P = (idy)a,a, t.J. P je matica prechodu z bazy B do bdzy o;

(ii) (x)o = P - (x)g pre kaZdé x € V;

(iii) o- P = B.

Z definicie matice prechodu a vety 6.4.2 okamzite vyplyvaji nasledujice rovnosti.
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7.5.2. Tvrdenie. Nech o, 3, v su bdazy konecnorozmerného vektorového priestoru V'
nad polom K. Potom

Po .o = I, Pgo=Pag ', Po g Pg~ = Pa,ny,

Z druhej z uvedenych podmienok vidno, Ze matica prechodu P, g je vidy reguldr-
na. Taktiez naopak, kazda regularna matica P € K™ ™ je maticou prechodu medzi
vhodnou dvojicou baz.

7.5.3. Tvrdenie. Nech V je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K, P = (p;;) €
K™ ™ je lubovolnd reguldrna matica a o = (uq, ..., u,) je nejakd baza vo V. PoloZme

B=(vi,...,v,) =a- P, 'y:(wl,...,wn):a-P_l,

t.j.pre 1 < j < n plati v; = p1jur + ... + Ppjp @ W; = q1;U1L + ... + GnjUy, kde
P~ = (gij)nxn- Potom P je maticou prechodu z bdzy B do bdzy c a taktie? z bdzy
do bazy 7y, ciZe

P=P,5=P,,.

Specidlne, P je maticou prechodu z bazy (s1(P),...,8,(P)) do bazy € = (e1,...,e,)
v K™ a taktiez z bdzy € do bdzy (s1(P71),...,8,(P71Y)).

V pripade, ked V = K™ je priestor stipcovich vektorov, mozno kazdu jeho bazu o
stotoznif s prislusnou regularnou maticou, ktorej stipcami st vektory danej bazy. Pri
takomto stotozneni je navod na vypocet matice prechodu obsiahnuty v nasledujicom
tvrdeni.

7.5.4. Tvrdenie. Nech a = (uy,...,u,), B = (vi,...,v,) st dve bdzy stlpcového
vektorového priestoru K™. Potom Pog=a ' 3.

Dokaz. Z podmienky o - P, g = 3 okamzite vyplyva pozadovana rovnost.

To nam déava navod na vypocet matice prechodu pre bazy «, B vektorového priestoru
K" podla uz znamej schémy

(| B) 22O (I, | Pag) = (e|a™" - B).

7.6. Matice linedrneho zobrazenia vzhladom na rézne bazy

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat vplyvom zmeny baz na maticu linedrneho zob-
razenia, presnejSie, vztahom medzi maticami daného linearneho zobrazenia vzhladom
na rozne dvojice baz.

7.6.1. Veta. Nech ¢p: Vi — V5 je linedrne zobrazenie medzi konecnorozmernymi vek-
torovymi priestormi nad polom K, oy, B1 su dve bdzy priestoru Vi a g, B2 si dve
bazy priestoru Vo. Potom

(@),32,,31 = P,Bz,az ’ (90)027061 ) Pa1,ﬁ1'
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Dékaz. Oznatme A = (9)ay.ar) B = (¢)a,,8, matice linedrneho zobrazenia ¢ vzhla-
dom na béazy a, ai, resp. bazy 31, B2. Pre Tubovolné x € V; plati:

B- (m)ﬁl = (@m)ﬂ‘b = Pﬁ270t2 ' (@w)az
= Pﬁ27a2 FA- (w)ou = Pﬁz,az A Palﬂl ’ (w)ﬁl'

Na zéklade vety 6.4.1 z toho okamzite vyplyva dokazovand rovnost

B = P527a2 ' A ’ Palaﬁl'

Poslednt transformaénti formulku si moZno najlahsie zapaméitat pomocou nasledu-
juceho diagramu:

(V1,00) —4, (Va, a2)

Po‘lf]lT lpﬁ2»a2

(V1,B1) X (Va, B2)

Nezabudnite, Ze zobrazenia skladdme v obratenom poradi“, a tomu musi zodpovedat
aj ,obratené poradie“ nasobenia matic!

7.6.2. Priklad. Nech ¢: K" — K™ je linedrne zobrazenie a a, (3 st nejaké bazy
priestorov K™ resp. K". Oznacme A = (0)a,g, M = (¢)c(m) e(n) matice zobrazenia ¢

vzhladom na béazy B, a resp. vzhladom na kanonické bazy (™), (™). Podla poslednej
vety plati:

A - Pa7e(m) . M . Pe(n)”87
M = Pyny o+ A+ Py oo,

Ak stotoznime kazda bazu s regularnou maticou, ktorej stipce st vektory tejto bazy,
tak uvedené rovnosti nadobudnu tvar

A=a ' I, M- I;' B=a' M. 3,
M=I'"a A ' I,=a A 371,

umoznujaci priamy vypocet jednej z matic A, M na zaklade znalosti baz o, 3 a druhej
z nich.

Polozme si teraz obratena otézku. Za akych podmienok st matice A, B € K™*"
maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢: V' — U vzhladom na nejaké dve (mozno
no nie nutne rézne) dvojice baz kone¢norozmernych vektorovych priestorov U, V7 Od-
poved na 1iu déva nasledujuca veta.
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7.6.3. Veta. Nech U je m-rozmerny a V je n-rozmerny vektorovy priestor nad po-
lom K. Potom pre lubovolné matice A, B € K™*" nasledujice podmienky siu ekviva-
lentné:
(i) A, B su maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢: V — U wvzhladom na
nejaké dve (mozno no nie nutne rozne) dvojice bdaz priestorov U, V;
(ii) existuji reguldrne matice P € K™*™ @Q € K"*" také, Ze B=P-A-Q);
(iii) h(A) = h(B).

Doékaz. Ekvivalencia (i) < (ii) je priamym dosledkom vety 7.6.1 a tvrdenia 7.5.3. Impli-
kacia (ii) = (iii) vyplyva z tvrdenia 7.4.4.

Zostava dokéazat (iii) = (ii). Ozna¢me h = h(A) = h(B). Pomocou ERO upravime
A aj B na redukovany trojuholnikovy tvar A’ = P; - A, resp. B’ = P, - B, kde P;, P,
su regulédrne matice. Zrejme A’, B’ majui rovnaky pocet nenulovych riadkov rovny h.
A’ aj B’ mozno dalej pomocou ESO upravit na blokovy tvar

A// — A/ . Ql _ Ih Oh,nfh — B/ . Q2 — B”,
Om—nn Om—nn—n

kde Q1, Q2 st reguldrne matice. Staci pomocou veducich prvkov jednotlivych riadkov
vynulovat pripadné dalSie nenulové prvky tychto riadkov a, ak treba, vymenit poradie
niektorych stipcov. Potom P,-A-Q; =P, -B-Qs,tedka B=P; ' -P,-A-Q; - Q5"
a matice P = P2_1 P, Q=Q - Q;l su zrejme regularne.

Na zéklade dokazu tejto vety okamzite dostavame zaverecny vysledok.

7.6.4. Veta. Pre kaZdé linearne zobrazenie p: V — U medzi konecnorozmernymi vek-
torovymi priestormi nad polom K mozno zvolit bdzu (3 priestoru V a bdzu o priestoru
U tak, Ze o ma vzhladom na bazy B, a maticu v blokovom tvare

_ I, Onn—n
(SO)OC,B - <0 > 9

m—hh  Om—hn—h

kde n =dimV, m =dimU a h = h(p).

Skuste si tato vetu dokézat priamo a blizsie Specifikovat bazy B a a. (Navod: Spo-
mete si na dokaz vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.)

CVICENIA
1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je linedrne zobrazenie. Potom pre
lubovoIné vektory wi,...,v, € V plati p[vi,...,vn] = [p(v1),...,p(vn)]. Dokdzte. Odvodte
z toho, ze ak v, ..., v, generuju V, tak o(v1), ..., o(v,) generuji Im ¢. Specialne, stipce matice
A € K™X™ generuji linedrny podpriestor Imp C K™ kde ¢: K™ — K™ je dané predpisom
plx)=A- o
2. Uréte hodnost matice A nad polom K:
_ _(22-1). _ _(14i143i 2,
(a)K—R,A—(3O 1>, (b)K_C’A_(3+i5+5i4—2i)’
112 112
(c)K:Z7,A:<354); (d)K:Z17,A:(354>.
130 130

3. (a) Dokazte vzorce z tvrdenia 7.2.4.
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(b) Dokézte, Ze pre lubovolnti maticu A € K™*™ a k,l € N plati A*. Al = AR+l 5 (AF) = Akl
(c) Pre regularnu maticu A € K™*"™ rozsirte definiciu jej mocniny A* na fubovovolny celoéiselny
exponent k a dokazte rovnosti A* .- Al = AFHL (AF) = ARl pre vsetky k,l € Z (porovnaj
s cviéenim 2.13).

(d) Za akych okolnosti plati pre matice A, B € K™*™ rovnost (A- B)*¥ = A¥. B pre Ilubovolné
k e N?

(e) Za akych okolnosti plati pre regularne matice A, B € K™*™ rovnost (A - B)*¥ = B* . A* pre
lubovolné k € Z7?

(f) Najdite priklad regularnych matic A, B € R?*? takych, ze vSetky Styri matice (A - B)~2,
(B-A)"2, A=2. B2, B2 . A2 sti rozne. D4 sa tato tiloha riesif aj bez poc¢itania inverznych
matic?

Nech P € K™*" je reguladrna matica. Potom pre Iubovolné matice A € K™*" B € K"*4 plati
h(A- P) = h(A), h(P - B) = h(B). Dokaite.

. Zistite, ¢i uvedend matica A nad polom K je reguldrna; v tom pripade vypocitajte k nej inverzna

maticu A1

321 1v2V6
(a)K:Q,A:(421>; (b)KzR,Az(o 1 \/§>;
101 00 1
142i 1-i ), _ _ (142010,
@ K=ca=(50); @ K =ca=(5)
110 110
(e)K:ZQ,A:<101); (f)K:Zg,A:<101).
011 011

Pre matice A, B nad polom R vypoéitajte maticu C = A~! - B (ak A je regularna):

213 2 1
(a)A:<;2j2),B=(§;j;); (b)A:(1720>,B:<22>.

3 0 3 —20
Ako skusku spravnosti vypocitajte maticu A - C — mali by ste dostat B.
Pre matice A, B nad polom R vypoéitajte maticu C = A- B~! (ak B je regularna):

211 011 25 21
(a) A= -305 ), B=(025 |; (b) A={10 ’B:<22)'
0 23 100 74

Ako skusku spravnosti vypocitajte maticu C - B — mali by ste dostat A.

8. N4 zaklade sktsenosti nadobudnutych v cvic¢eniach 5, 6 a 7 dokazte tvrdenie 7.3.1.

9. Nijdite inverzné matice k maticiam R,, S, z prikladov 6.4.3, 6.4.4. Vysvetlite geometricky

10.

11.

12.

vyznam ziskanych vysledkov.

. 111 1 00

Bazy o, B vektorového priestoru R3 st tvorené stlpcami matic <0 1 1) resp. ( -1 1 0) .
001 0 —-11
(a) Najdite matice prechodu Pr o, P3¢, Py.g a P3 -
(b) Vektor & € R? ma vzhladom na bazu B stradnice (2,7,1)7. Néjdite vektor x ako aj jeho
stradnice vzhladom na béazu c.
101

Béza o vektorového priestoru R3 je tvorend stipcami matice ( 21 3). Najdite bazy B3, ~ pries-

121 010
oru , aK poznate matice prechodu o = 212 a a — 201 |. PpocCltajte matice
toru R3, ak it ti hodu P, g P, Vypocitajt ti
101 111

prechodu Pg - a P, 3.

Linearne zobrazenie ¢: R? — R? je dané predpisom o(z,y,2)T = (z +y,x —y, 3z +y + 2,2)T.
(a) N4jdite maticu zobrazenia ¢ vzhladom na bazy B priestoru R? a o priestoru R* tvorené
0101
111
stipcami matic <1 2 3) resp. (é *11 ; 31> )
149
0001
(b) Nech « = (1, —4,3)T € R3. N4jdite stradnice vektora () € R* vzhladom na bazu a.
(c) Vektor y € R3 ma vzhladom na bazu B3 stradnice (1,1,1)7. Najdite vektor p(y) € R%.
(d) Kazdu z tloh (b), (c) mozno riesit dvoma spésobmi — vysvetlite ako.



13.

14.
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(e) Uréte hodnost h zobrazenia v a najdite nejaké bazy priestorov R3, R?, vzhladom na ktoré mé

o 0). Napiste explicitne tato maticu.

matica ¢ blokovy tvar (

Lineérne zobrazenie ¢ : R* — R3 m4 vzhladom na bazy B priestoru R* a o priestoru R3 tvorené

. 1(1)1(1) 1-10 0507
stipcaml matic resp. [ 0 1 —1 ) maticu A={1122 ).
1-111
0010 00 1 5290

(a) Najdite maticu zobrazenia v vzhladom na kanonické bazy (¥, e(3).

(b) Nech u = (2,1,0,—1)7 € R%. Najdite stiradnice vektora 1(u) € R3 vzhladom na bazu c.

(c) Vektor v € R* m4 vzhladom na bazu 3 stradnice (1, —1,1, —1)T. Najdite vektor 1 (v) € R3.
(d) Kazdu z tloh (b), (c) mozno riesit dvoma spésobmi — vysvetlite ako.

(e) Uréte hodnost h zobrazenia 1 a najdite nejaké bazy priestorov R*, R3, vzhladom na ktoré mé

o 0)‘ Napiste explicitne tato maticu.

matica 1) blokovy tvar (

Dokézte, ze ¢ = ¢(™) = (1,14 z,(1+z)2,...,(1+z)") je bazou vektorového priestoru R("™) [z] a
najdite matice prechodu P ¢, Pr ¢, kde § = E(”) =(1,z, x2,. .., ™) je kanonickd baza priestoru
R [z].



