Baze a dimenze vektorovych prostoru

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Necht
ui, Us, ..., U, je koneéna posloupnost vektort z V. Existuji-li
prvky si, So, ..., s, € T, z nichz alespon jeden je riizny od nuly 0,
takové, ze si-uy + s9-ug + - - - + S,-u, = 0, fekneme, ze vektory
uj, Uy, ..., U, jsou linearné zavislé. Tedy kone¢na posloupnost
vektori z V je linearné zavisla, existuje-li linearni kombinace
téchto vektort s koeficienty z T, jez nejsou vSechny nulové, ta-
kova, ze vysledkem této linearni kombinace je nulovy vektor.

Je-li n = 1, tedy mame-li co do ¢inéni s posloupnosti skla-
dajici se pouze z jediného vektoru u z V, pak uvedena definice
dava, ze vektor u je linearné zavisly pravé tehdy, kdyz u = o.
Pro n > 1 se hodi néasledujici kritérium.

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, -). Posloupnost vektori uy,us,...,u, z V, kde n > 1, je
linedrné zavisla prave tehdy, kdyz existuje index i € {1,2,...,n}
takovy, ze vektor u; je linearni kombinaci vektord uy,...,u; 1,
U;1+1,-..,Up.-

Dukaz. Jsou-li vektory ug, uo,...,u, linedrné zavislé, exis-
tuji prvky si,s9,...,8, € T, z nichz alesponn jeden neni ro-
ven nule 0, takové, Ze s;-u; + sp-uy + -+ + s,-u, = o. Necht
i €{1,2,...,n} je takovy index, ze s; # 0. Pak odtud plyne, Ze
S;W; = —S1 Uy — - — S;_1°W 1 — Sjy1Wirq] — - - — Sp-Uy,, takze
u;, = (—3;1-31)-u1 + -+ (—851'81_1)'111‘_1 + (—S;I'Si+1)'ui+1 +

o+ (—s;ts,) 1y,

Naopak je-li vektor u; linearni kombinaci vektori uy, ..., u;_1,
W;.1,...,U,, pak existuji prvky ti,...,t;1,t;11,...,t, € T ta-
kové, zeu; = ty-ug+- - -+t w1+t 11+ - -+, Odtud
vychazi t-ug+- - -+t2;1-u2;1+(—1)-ui+ti+1-ui+1+- - 4t,u, = 0,
pricemz koeficient u u; je —1, ¢ili je nenulovy.



Poznamenejme, Ze z dosavadnich ivah jsou patrné mimo jiné
tyto skutec¢nosti: obsahuje-li naptiklad posloupnost vektori
ui, ug,...,u, z V nulovy vektor o anebo obsahuje-li tato po-
sloupnost dvakrat tentyz vektor, pak je linearné zavisla.

Bud (V,+, ) opét vektorovy prostor nad télesem (7', +,-).
Neni-li posloupnost vektorti uy, us,...,u, z V linearné zavisla,
fekneme, Ze tato posloupnost je linearné nezavisla. Jinak fe-

¢eno, vektory uj, uo, ..., u, jsou linearné nezavislé, jestlize pro
libovolna sq, s, . .., s, € T spliujici s;-u;+s9-us+- - -+5,-1,, = 0
plati, ze s =s9 =--- =5, = 0.

Poznamenejme, Ze je-li uj, uo, ..., u, linedrné nezavisla po-

sloupnost vektori z V, pak kazda podposloupnost vybrana z této
posloupnosti je rovnéz linedrné nezavisla.

Je-li M C V kone¢nd podmnozina, M = {uj,uy,...,u,},
pak misto znaceni (M) pro podprostor vektorového prostoru
(V,+,-) generovany mnozinou M, jenz byl pfedmétem studia
v minulé kapitole, piSeme strucéné jen (uj,uo,...,u,) a mlu-
vime o podprostoru generovaném vektory up,us,...,u,. Plati
nasledujici Steinitzova véta o vymeéné.

Véta. Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +, -).
Necht vi,..., Vv, Wi,..., W, jsou takové vektory z V, Ze je spl-
néno vi,..., v, € (wy,...,w,) a vektory vi,...,v,, jsou pfi-
tom linearné nezavislé. Pak plati m < n a pii vhodném precis-
lovani vektord wy, ..., w, plati rovnéz

(W1, ooy W) = (V1o Vi, Wit 1, - -0, Wi ).

Dukaz se provede indukci vzhledem k m s vyuzitim druhého
tvrzeni uvedeného v odstavci o generovani podprostorti vekto-
rovych prostorti v minulé kapitole.

Je-li m =1, pak v; € (wy,...,w,). Ponévadz v; # o, je
tedy nutné n > 1, takze m < n. Dale podle pravé zminé-
ného tvrzeni z minulé kapitoly existuji si,...,s, € T takova,
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ze vi = s1*wi + -+ + s,-w,,. Pritom alespon jeden z prvki

S1,...,S, je nenulovy. Precislujme vektory wq,...,w,, a tim
i prvky si,...,s, tak, aby bylo s; # 0. Pak odtud plyne, ze
wy =57 vy — (s7189) - Wg — - - — (5715, )-W,,. Z téchto rovnosti

déle plyne, Ze (wy,...,w,) = (v, Wso,..., W,), nebot genera-
tory kazdého z téchto podprostorti jsou obsazeny ve druhém
z téchto podprostori. Plati tedy pozadovana rovnost.

Necht dale m > 1 a predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro
m — 1. Vektory v, ..., v,,_1 jsou linedrné nezavislé, takze podle
tohoto predpokladu m — 1 < n a pri vhodném precislovani vek-
tort wi,...,w, je (Wi, ..., W) = (V1,.., Vi1, Wy, ..., Wy
Ale v, € (Wq,...,Wy,), takie v, € (V1, ..., Vi1, Wiy oo, W)
Podle jiz zminéného tvrzeni z minulé kapitoly to znamena, ze
existuji t1,...,t, € T takova, ze v,,, = t1-vi+---+tpm_1-Vin_1+
tm Wi + -+« + t,-Wy,. Z predchoziho tvrzeni pfitom plyne, ze
alespon jeden z prvki t,,,...,t, je nenulovy, nebot vektory
Vi,...,Vy jsou linedarné nezavislé. To také nevyhnutelné zna-
mena, ze m < n. PreCislujme vektory w,,,...,w,, a tim také
prvky t..,...,t, tak, aby bylo t,, # 0. Pak z posledni rovnosti
plyne, Ze w,, = —(t. 1t1) vy — - — (t, Lty 1) Vi1 + £ Lovy, —
(t tmi1) Wing1 — -+ — (t1+1,)-w,,. Odtud potom vyplyva, Ze
(Vi s Vi1, Wi,y o, W) = (V1L oo, Vi, W1, - -+, Wy ), nebot
zase generatory kazdého z téchto podprostort lezi i ve druhém
podprostoru. Odtud a z vyse uvedeného indukéniho predpokladu
nakonec plyne, ze (Wi,...,W,) = (V1,..., Vi, Wii1, ..., Wp).
Opét tedy plati pozadovana rovnost.

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (T, +,-). Rek-
neme, ze kone¢na posloupnost uy, us, . . ., u, vektori z V je baze
vektorového prostoru (V,+, ), jestlize

e vektory uy, ug,...,u, jsou linearné nezavislé a pritom
e vektory uy, us, ..., u, generuji cely prostor V, coz znamena,
ze (up,uy,...,u,) = V.



Poznamenejme ale, Ze odnikud neplyne, ze by v daném vektoro-
vém prostoru musela néjaka baze existovat, ani ze by snad méla
byt jen jedina, pokud existuje.

Priklady. Necht (T, +,-) je téleso. Vidéli jsme, ze pak kar-
tézska mocnina T" = {(s1, S2,..., )| $1,82,...,5, € T} spolu
s prirozené definovanymi operacemi sc¢itani + a skaldrniho na-
sobeni - tvoii vektorovy prostor (7", +,-) nad télesem (77,4, ).
Pak vektory

e; = (1,0,0,...,0,0),
e =(0,1,0,...,0,0),
es =(0,0,1,...,0,0),

oc¢ividné tvoii bazi vektorového prostoru (1%, +,-). Rikdme, 7e
je to kanonicka baze prostoru (7", +,-). Existuje ale mnoho
jinych bazi. Kuptikladu nasledujici vektory

fi=(1,1,1,...,1,1),
f,=(0,1,1,...,1,1),
f;=(0,0,1,...,1,1),

£, =(0,0,0,...,0,1)

tvori rovnéz bazi vektorového prostoru (7", +,-).

Bud opét (T, +, -) téleso. Vidéli jsme také, ze pak okruh po-
lynomu (7'[z], +, -) tvori vektorovy prostor nad télesem (77, 4+, -).
Tento vektorovy prostor ale neméa zadnou bazi. Opravdu, pokud
by néjaka baze tohoto prostoru existovala, byla by to konecna
posloupnost polynomi fi, fo,..., fin z T[z], kterd by kromé
jiného meéla tu vlastnost, ze by pomoci linedrnich kombinaci
generovala celou mnozinu 7T[z]. Lze pfitom predpokladat, Ze
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vSechny polynomy fi, f2,..., fin by byly nenulové. Ve skutec-
nosti zde ale plati, ze (f1, fo, ..., fm) # T[z]. Stadi si totiz vSim-
nout stuptitt polynomt fi, fo, ..., fr. (Stupném nenulového po-
lynomu h z T[x] rozumime nejvyssi exponent k takovy, ze koefi-
cient u mocniny 2* v polynomu  je nenulovy.) Pak jisté existuje
prirozené Cislo n takové, ze stupné vsech polynomu f1, fo, ..., fin
jsou mensi nez n. To ale znamena, ze pak také stupen kazdého
nenulového polynomu g z (f1, fo, ..., fm) je mensi nez n. Poly-
nomy fi, fa,..., fmn tedy negeneruji celou mnozinu 7'[z].

Tvrzeni. Necht (V,+,:) je nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7', +,-). Existuje-li kone¢nd podmnozina M C V ta-
kové, ze (M) = 'V, pak z kazdé podmnoziny N C V s vlastnosti,
ze (N) = V| lze vybrat kone¢nou podmnozinu L C N takovou,
ze (Ly =V.

Dukaz. Skutecné, jestlize (N) = V, pak pro kazdy vek-
tor u € M méame u € (N), takZe podle piislusného tvrzeni
o generovani podprostorii z minulé kapitoly existuje prirozené
¢islo n, vektory vy,...,v, € N a prvky t1,...,t, € T takové, ze
u=+t;vi+---+t,v,. Vyberme pro kazdy vektor u € M takové
vektory vi,...,v, € N a sestavme ze vSech téchto vybranych
vektorti mnozinu L. Pak L C N a L je koneén& mnozina, nebot
mnozina M je konecna. Navic odtud plyne, ze M C (L), takze
(M) C (L). Ponévadz (M) = V, znamena to, ze (L) = V.

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7,4, ). Existuje-li koneénd podmnozina M C V ta-
kové, ze (M) = 'V, pak z kazdé podmnoziny N C V s vlastnosti,
ze (N) =V, lze vybrat néjakou bazi prostoru (V,+,-).

Dukaz. Podle predchoziho tvrzeni pak lze z kazdé pod-
mnoziny N C V s vlastnosti, ze (N) = V, vybrat konecnou
podmnozinu L C N takovou, ze (L) = V. Ukazeme déle, Ze
z kazdé konecné podmnoziny L C V spliujici (L) = V lze jiz
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vybrat bazi prostoru (V,+,:). Ponévadz V # {o}, musi byt
L # ) a také L # {o}. VypiSme vektory mnoziny L do posloup-
nosti wi, wo, ..., wi. Jsou-li tyto vektory linearné nezavislé, pak
jiz tvori bazi prostoru (V,+,-). Jsou-li naopak linearné zavislé,
pak ponévadz L # {o}, mame k > 1 a podle tvodniho tvrzeni
této kapitoly existuje index j € {1,2,...,k} takovy, Ze vektor
w; je linearni kombinaci zbyvajicich vektori této posloupnosti.
To ale znamend, ze w; € (Wi,...,W;_1,Wji1,..., W), takze
mame (Wi, W, ..., Wg) = (Wi,...,W,_1,Wji1,..., Wy). Je tedy
mozné z mnoziny generatort L vektor w; vySkrtnout, aniz se
zméni podprostor, ktery tato mnozina generuje. Opakujeme-li
tento postup nekolikrat, nakonec dostaneme vybranou podpo-
sloupnost vektort, tedy podrobnéji feceno, ziistanou nam indexy

i1,09,...,00 € {1,2,..., k} spliujici i; < iy < -+ < iy takové, Ze
bude platit (wy, wo, ..., W) = (W;,, W;,,..., W;,) a pfitom vek-
tory w;,, wi,,...,w;, budou jiz linearné nezavislé. Budou tedy

tyto vektory tvorit bazi vektorového prostoru (V,+,-).

Véta. Necht (V,+,:) je nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7', +,-). Tvoii-li posloupnosti vektora fi, f5, ..., f, a
g1,82, - -.,8n dvé baze vektorového prostoru (V,+, ), pak plati
rovnost m = n.

Dukaz. Podle definice pojmu baze vektorového prostoru jsou
vektory fi,fs, ..., f, linearné nezavislé a ptritom f;,f;,... £, €
(g1,89,...,8n). Podle Steinitzovy véty o viméné tedy plati, ze
m < n. Podobné ale vektory gi,gs,...,8g, jsou linearné neza-
vislé a pfitom g1,8s,...,8, € (fi,fs, ..., f,). Takze opét podle
Steinitzovy véty o vymeéne plati, ze n < m. Celkem tedy m = n.

Ve tvrzeni predchézejicim této posledni vété jsme vidéli, ze
kazdy nenulovy vektorovy prostor, ktery je generovan néjakou
kone¢nou mnozinou vektori, méa také néjakou bazi. V posledni
vété jsme dale vidéli, ze pak vSechny baze takového prostoru



maji stejny pocet vektort. Miizeme tedy zavést nasledujici po-
jem. Je-li (V,+,:) nenulovy vektorovy prostor nad télesem
(T, +, "), ktery obsahuje koneénou podmnozinu M C V tako-
vou, ze (M) =V, a ktery tudiz ma i néjakou bazi, pak pocet n
vektort kterékoliv baze tohoto prostoru se nazyva dimenze vek-
torového prostoru (V,+, ). O prostoru (V,+, ) samotném pak
fikdme, Ze je to vektorovy prostor koneé¢né dimenze. Mezi
takové prostory fadime i nulovy vektorovy prostor ({o},+,"),
jehoz dimenzi klademe rovnu 0.

Priklad. Bud (7, +,-) téleso a n prirozené ¢islo. Pak z prv-
niho z predchozich prikladi plyne, ze dimenze vektorového pro-
storu (1", +, ) je rovna n.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) je nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze n nad télesem (7', +, ). Necht vy, vy, ..., v,, jsou
linearné nezavislé vektory z V. Pak m < n a existuji vektory
Wil,--., W, € V takové, ze posloupnost vektorti vy, vo, ..., vy,
Winil, - - -, Wy tvofi bazi vektorového prostoru (V, +, ).

Dukaz. Necht wyi,ws,...,w, je néjaki baze vektorového
prostoru (V,+, ). Pak vy, vy, ..., v, € (W1, Wsy,..., w,). Podle
Steinitzovy véty o vyméné je tedy m < m a pri vhodném pre-
¢islovani vektort wi, wo, ..., w, plati, Zze (wy,wy,..., W,) =
(V1,Va, .o, Vi, Wit 1, - - -, Wp).  Generuji tedy zejména vektory
Vi,Vo, ..., Vi, Wini1, ..., Wy, cely prostor V. Podle predchoziho
tvrzeni to ovSem znamena, Ze z téchto vektort vi,vo, ..., Vv,
Wil - - -, Wy lze vybrat bazi prostoru (V, +, -). Ponévadz téchto
vektorli je ale jenom n, podle predchozi véty musi tyto vektory
samy uZ tvorit bazi vektorového prostoru (V,+,-).

Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Rekneme, 7e vektory v, va, ..., vy, 2 V tvoif minimal-
ni mnoZinu generatoru prostoru (V, +,-), jestlize tento pro-
stor generuji, tedy spliuji (vi,vs,...,v,,) = V, avSak pro kaz-
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dou podmnozinu M C {vy,ve, ..., vy}, M # {vy,va, ..., v}
je jiz (M) # V. Déle fekneme, Ze vektory wi, wa, ..., W, z V
tvoil maximalni linearné nezavislou posloupnost vektoru
v prostoru (V, +, -), jsou-li tyto vektory linearné nezavislé, avsak
pro kterykoliv vektor z € V vektory wy,ws, ..., w,,z jsou jiz
linearné zavislé. Dodejme, Ze v této situaci musi ovSem vek-
tor z ocividné byt linearni kombinaci vektord wi, wa, ..., W,,.
Takze pak vektory wy,ws,..., W, rovnéz generuji cely prostor
(V,+,-). Odtud a z pfedchozich vysledk potom plyne nésledu-
jici chrakterizace bazi vektorového prostoru (V,+,-).

Dusledek. Bud (V,+,) nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7, +,-). Pak pro libovolnou posloupnost ug, us, ..., u,
vektort z V jsou nasledujici tfi podminky ekvivalentni:

(i) ug, ug, ..., u, tvori minimalni mnozinu generatoru prostoru
(V7 +7 ')7
(ii) ug, g, ..., u, tvofi maximalni linedrné nezavislou posloup-

nost vektort v prostoru (V, +, ),
(iii) uy,uy, ..., u, je baze prostoru (V,+,-).

Kazdy podprostor vektorového prostoru konecné dimenze je
sam prostorem konecné dimenze:

Tvrzeni. Bud (V, 4+, -) vektorovy prostor koneéné dimenze n
nad télesem (7', +, ). Pak pro kazdy podprostor W C V plati,
ze prostor (W, +,-) sam je kone¢né dimenze, a je-li m jeho di-
menze, pak m < n, pricemz m = n pravé tehdy, kdyz W = V.

Dukaz. Je-li W = {0}, neni co dokazovat. Pfedpokladejme
tedy, ze W # {o}. Podle ptedchoziho tvrzeni zddna posloupnost
linearné nezavislych vektortti z W nemiize mit vice nez n vek-
torti. Vyberme linearné nezavislou posloupnost wi, wo, ..., w,,
vektord z W tak, aby jejich pocet m byl nejvyssi mozny. Pak
ovsem m < n a pritom wi, wo, ..., W,, zlejmé tvori maximéalni



linearné nezavislou posloupnost vektort v podprostoru W, takze
jde o bazi prostoru (W, +,-). Ma tedy tento prostor koneénou
dimenzi m. Pfitom zminénou bazi lze doplnit dalsimi vektory
z V na bazi celého prostoru (V, 4+, -). Je-li ovSem m = n, pak jiz
W1, Wo, ..., W, musi byt bazi prostoru (V,+,-), takze W = V.

Je-li (V,+,-) vektorovy prostor kone¢né dimenze n nad téle-
sem (7', +,-) a je-li W C 'V podprostor tohoto vektorového pro-
storu, pak podle posledniho tvrzeni vime, Ze prostor (W, +,-)
sam je konecné dimenze m < n. Tuto dimenzi m prostoru
(W, 4+, ) znac¢ime symbolem dim W anebo podrobnéji, je-li po-
tfeba zduraznit tlohu télesa (T, +, ), symbolem dim; W.

Plati véta o dimenzi souc¢tu a praniku podprostorii:

Véta. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor konecné dimenze
nad télesem (7, +, ) a necht X, Y C V jsou podprostory tohoto
vektorového prostoru. Pak plati rovnost

dmX +dimY =dim(X+Y) +dim(XNY).

Dikaz. Je-li X = {0} nebo Y = {0}, pak uvedena rov-
nost ziejmé plati. Predpoklddejme tedy dale, ze X # {0} # Y,
takze dimX > 0 a dimY > 0. Prinik podprostori X NY je
pak téZ podprostorem ve (V,+,-), a tedy budto X N'Y = {o},
anebo X N'Y # {o}, takze dim(X NY) > 0. V tom pri-
padé necht posloupnost vektoru zi, 2o, ..., z;, kde k > 0, tvori
béazi vektorového prostoru (X NY,+,-). Pfipadu X NY = {o}
pak odpovida hodnota £ = 0. Podle predminulého tvrzeni po-
tom existuji vektory xi,Xo,...,X; takové, ze posloupnost vek-
torl x1,Xo,...,Xp, Z1, 29, . . . , Z; tvorl bazi vektorového prostoru
(X, +, ), ptiemz h + k > 0, a téZ existuji vektory y1,ya, ..., ¥/
takové, ze posloupnost vektord zi,zo,...,2;, y¥1,Y¥2,- - .,y tvori
bazi vektorového prostoru (Y, +, -), pticemz k+¢ > 0. UkdZeme,
ze pak posloupnost vektort

X1,X9,...,Xp,21,29,...,2,Y1,¥Y2,...,Y/¢
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tvori bazi vektorového prostoru (X +Y, +, - ). Tim potom bude
ovéfena také vyse uvedend rovnost, nebot pak bude vychézet
dmX+dimY =h+k+k+{=dm(X+Y)+dim(XNY).

Fakt, ze vyse uvedené vektory generuji cely podprostor X + Y,
plyne pfimo z toho, ze vektory xi,Xs, ..., Xy, Z1, Z9, . . . , Zj gene-
ruji cely podprostor X a vektory zi,zo, ..., 2, y1,¥2, - .., Yr zZase
generuji cely podprostor Y. Zbyva tedy dokéazat lineadrni neza-
vislost vyse uvedenych vektorii.

Necht tedy r1,79,...,7%, S1,592,...,8h,t1,te,...,ty € T jsou
takové prvky, ze plati

S1°X] + S9Xg + + - + S X+ 1121 + ToZo + -+ + Tz
+iryr+izy2+ - +lrye=o.
Odtud pak plyne, ze
S$1°X1 + SoXg+ -+ S Xpt+ 11021 + 1220+ -+ TR Z
= —lryr —tey2 — - — leye

Vektor na levé strané rovnosti ovSem néalezi do podprostoru X,
zatimco vektor na pravé strané rovnosti nalezi do podprostoru Y.
Nalezi tedy oba tyto vektory do podprostoru X N'Y. Bazi vek-
torového prostoru (X N'Y,+,:) je ovSem posloupnost vektort
Z1,Z2, ..., Z; (pokud k > 0). Znamen4 to tedy, Ze musi existovat
prvky qi1,qs, ..., qr € T takové, ze plati

—tryr —lays — —leye = @z + geze + o+ Qg
odkud vychazi, ze

G121 + q2-2Z2 + -+ + Q2 +t1°y1 +t2y2 + -+ 1pryr = 0.

Ponévadz ale posloupnost vektori zi,zo,...,Zr, y1,¥2,...,¥r
tvoii bazi vektorového prostoru (Y, +,-), plyne odtud, ze ¢; =
G = - =q =t =ty = --- =ty = 0. Z druhé ze shora

uvedenych rovnosti pak ale plyne, ze
$1°X1 + S9Xg + -+ Sp'Xp, +11°Z1 + 7222 + -+ + Tk Zp = O,
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coz vzhledem k tomu, Ze posloupnost vektort xi,Xo,...,X,
Z1, %2, ..., Z; tvori bazi vektorového prostoru (X, +,-), ma za
nasledek, ze také s1 =s9=--- =5, =r1=1r9=--- =1 = 0.
Toto zjisténi spolu s predchozim potvrzuje linedrni nezavislost
shora uvedené posloupnosti vektori.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) je nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze nad télesem (7, +, -) a necht vektory fi, f5, ... f,
predstavuji nékterou bazi tohoto prostoru. Pak pro kazdy vek-
tor u € V existuji jednoznac¢né urcené prvky si,s9,...,s5, € T
takové, ze u = s1-f; + so-fy + -+ - + 5,-f,,.

Poznamka. Prvky sq, so, ..., s, se pak nazyvaji souradnice
vektoru u v bazi fi,f5, ... . f,.

Dukaz. Existence prvki si, so,..., s, plyne z faktu, ze vek-
tory f1,f5, ..., £, generuji prostor (V, +, ). Jejich jednoznacénost
plyne z linearni nezavislosti vektort fy, fs, . . ., f;, nasledujici ava-
hou. Necht t1,ts,...,t, € T jsou obecné jakékoliv prvky takové,
zeu=t-fi +to-f54+---+1¢,-f,. Odectenim odtud dostavame, ze
o= (s1—t1) - fi+(so—to) - fo+---+ (s, —t,) - £,. To znamen4,
zes1—1t1=0,8—1t,=0,...,s,—t, =0, takze mame s; = {1,
SQZtQ, ceey Snztn.

V situaci z posledniho tvrzeni tedy pro kazdy vektor u € V
existuji jeho jednoznacné urcené souradnice si,So,...,s, € T
v bazi fi,f5,...,f,, to znamena prvky takové, ze je splnéno
u = si-f] + so-fy + - + s,-f,,. Vzpomeneme-li si nyni na na-
sobeni matic nad vektorovym prostorem (V,+,-) s maticemi
nad télesem (7', +,-) zavedené na konci kapitoly o vektorovych
prostorech, miizeme tuto rovnost zapsat také ve tvaru

S1
u=(f £ ... £)-|"”
s'n
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Zavedeme-li jesté oznaceni f = (fl fo ... fn) a oznacime-li
symbolem s vyse zapsany sloupec souradnic si, sg, ..., s,, pak
posledni rovnost lze psat rovnéz ve struc¢ném tvaru

u="_{-s.

Necht jesté jednou (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor
konecéné dimenze n nad télesem (7', +,-) a necht fi, £, ... f,
je néktera jeho baze. Znacme opét f = (f1 5 ... fn). Necht
r € T je libovolny prvek a necht u,v € V jsou libovolné dva
vektory. Necht sq,s9,...,5,, resp. t1,to,...,t, jsou soufadnice
vektoru u, resp. v v bazi f. Pak

s1+t1,80 + to, ..., S, + 1, jsou souradnice vektoru u+v a

r-S1,7S2,...,7-S, jsou souradnice vektoru r-u,

oboji ovSem opét v bazi f. Z této skutec¢nosti je patrno, ze zob-
razeni

Ce: V— 17

prifazujici kazdému vektoru u € V usporadanou n-tici jeho sou-
fadnic (s1, $2,...,S,) v bazi £ je bijekci mnoziny vektoria V na
kartézskou mocninu 7" kterd pritom zachovava operace scita-
ni 4 i vnéjsiho skaldrniho nasobeni - ve vektorovych prostorech
(V,+,-) a (T",+,-). Nézorné lze tuto skutecnost vystihnout
sdélenim, ze na oba zminéné prostory je takto mozno hledét jako
na dvé kopie jednoho a téhoz vektorového prostoru nad télesem
(T,+,-). V této situaci fikdme, %e zobrazeni C¢ je izomorfismem
vektorového prostoru (V,+,-) na vektorovy prostor (77,4, ).
Ptesné bude pojem izomorfismu dvou vektorovych prostori nad
tymz télesem zaveden pozdéji.
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