Matice

Necht (R, +, -) je okruh a necht m, n jsou ptirozena ¢isla. Matice
typu m/n nad okruhem (R, +, -) vznikne, kdyz libovolnych m-n
prvki z R naskladame do obdélnikového schematu o m radcich
a n sloupcich. Formalné se matice typu m/n nad okruhem
(R, +,-) definuje jako libovolné zobrazeni

A:A{1,2,....m}x{1,2,...,n} — R
pritazujici kazdé usporadané dvojici (7, ), kde i € {1,2,...,m}
aje{l,2,...,n}, néjaky prvek z R. Oznacime-li pro kazda i, j
tuto hodnotu v R, kterou zobrazeni A pfifazuje dvojici (i, j),
pomoci a;;, pak obvykly zptsob, jak se matice A zapisuje, je ve

tvaru
ail a2 ... Q1n
as1 Q22 ... Q2
A = . .
Aml1 Am2 ... QOmnp

Pak prvek a;; lezi v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice A.
Strucnéji se tato matice Casto zapisuje ve tvaru
A= (aij)izl,...,m,jzl,...m
anebo jen ve tvaru A = (a;;) s udanim, zZe jde o matici typu m/n.
Méjme nadale matici A = (a;;) typu m/n nad (R,+,-).
Upotrebime v dalsim textu nésledujici oznaceni. Pro kazdé
i€ {l,2,...,m} oznacme

I'Z(A) = (0,@'1 A;2 ... Clm)

i-ty fadek matice A a pro kazdé j € {1,2,...,n} oznacme
ai;
s;j(A) = a?j
U



j-ty sloupec matice A. Potom vychozi matici A mizeme ztotoz-
nit jednak se sloupcem slozenym z jejich radki, takze lze psat

a také ji muzeme ztotoznit s fadkem slozenym z jejich sloupci,
takze lze rovnéz psat

A = (s1(A) s2(4) ... su(A)).

Matici typu m/n, jejiz vSechny prvky jsou rovny nulovému
prvku 0 okruhu (R, +, ), zna¢ime jako O,,, anebo stru¢né jen
jako O, jsou-li rozméry této matice zfejmé z kontextu, a rikame,
ze je to nulova matice.

Operace s maticemi

Pro libovolné dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu
m/n nad okruhem (R, +, -) definujeme jejich soucet A+ B jako
matici C' = (¢;;) typu m/n, kde pro kazda ¢ € {1,2,...,m}
a je{l,2,....,n} je ¢;j = a;j + bj;. To znamena, ze lze psat,
7e A+ B = (Clij + bZ])

Déle pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem
(R,+,) a pro libovolny prvek ¢ € R definujeme nasobek c-A
matice A prvkem c jako matici D = (d;;) typu m/n, kde pro
kazda i € {1,2,...,m} a je {1,2,...,n} je dij = c-a;;. Takze
lze psét, ze c-A = (c-a;j).

Zejména mtzeme k dané matici A = (a;;) uvazovat matici
(—1)-A, kde 1 je jednotkovy prvek okruhu (R, +, ) a —1 je prvek
k nému opacny. Vzpomeneme-li si ale, zZe pro libovolny prvek

2



a € Rplati (—1)-a = —(1-a) = —a, vidime, Ze pro matici (—1)-A
dostavame (—1)-A = ((—1)-a;j;) = (—aij). Z toho diivodu matici
(—1)-A znac¢ime strucné jako —A, takze lze psat —A = (—a;;).
O této matici —A fikame, Ze je to matice opacna k matici A.
Je jasné, ze potom plati A+ (—A) = O.

Ozna¢ime-li symbolem Mat,,,,(R) mnozinu vSech matic typu
m/n nad okruhem (R, +, -), pak s¢itani matic je bindrni operaci
na mnoziné Mat,,,(R) a je zfejmy nésledujici fakt.

Tvrzeni. (Mat,,,(R),+) je komutativni grupa.

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n alibovolnou matici
B = (bjx) typu n/p, obé nad okruhem (R, +, -), definujeme jejich
soucin A - B jako matici C' = (¢;;) typu m/p, kde pro kazda
ie{l,2,...,m} a ke{1,2,...,p} klademe
n
Cil. — Z Clij . bjk.
j=1
Pristupnéji lze tuto definici nasobeni matic formulovat ve
dvou krocich. V prvnim kroku nejprve definujeme soucin libo-
volné matice x = (z1 z2 ... ,) typu 1/n nad (R,+,) s li-

U1

bovolnou matici y = y.Q typu n/1 nad (R, +,-) jako matici

Yn
typu 1/1, tedy vlastné jako prvek z R dany predpisem
Y1
Y2
X y= (171 Ty ... fEn) | =Tt XY+ T
Yn

Poznamenejme, Ze z této definice s vyuzitim distributivity
v okruhu (R, +, -) bezprostiedné plyne, Ze pro libovolné matice
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u, v typu 1/n nad (R, +, ) a pro libovolné matice y, z typu n/1
nad (R, +,-) plati rovnosti:

(utv) y=u-y+v-y,
u-(y+z) =u-y+u-z.
Jednéa se zde pritom o rovnosti prvka z R.

Ve druhém kroku pak s vyuzitim diive zavedeného oznaceni
pro tadky a sloupce matic mizeme vyse uvedenou definici sou-
¢inu libovolné matice A = (a;;) typu m/n nad (R, +,-) s libo-
volnou matici B = (b;,) typu n/p nad (R, +, ) zapsat ve tvaru

ry(A)
R el BT )
I (A)
ri(A)-si1(B) ri(A)-sy(B) ri(A)-sp(B)
ry(A)-si(B) r2(A)-s2(B) ry(A)-sy(B)

r(A)$1(B) T(A)$s(B) ... tm(A)s,(B)

Zopakujme, ze soucin A-B je tedy matici typu m/p nad (R, +, -).
Navic je odtud okamzité vidét, Ze pro tento soucin matic a pro
kazdé i € {1,2,...,m} plati

ri(A-B) = r;(A)- B,
a podobné pro kazdé k € {1,2,...,p} plati
sk(A-B) = A-sg(B).

Takto definované nasobeni matic je asociativni:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n, pro
libovolnou matici B = (b;;) typu n/p a pro libovolnou matici
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C' = (cre) typu p/q, vSechny nad okruhem (R, +, ), plati
A-(B-C)=(A-B)-C.

Dukaz. Podle definice sou¢inu matic mame A- B = D, kde
D = (d;x) je matice typu m/p, pficemz pro libovolna i, k mame
dik = Z?:l Qjj - bjk. Dale mame (A . B) -C=D-C = F, kde
F = (fir) je matice typu m/q, pfi¢emz pro libovolna i, ¢ mame

p p n
fie = Zdik Cpe = Z(Z a;j - bjk:) * Ce-
k=1 1 j=1

k=

Podobné mame B - C' = G, kde G = (g;¢) je matice typu n/q,
pficemZ pro libovolna j, ¢ mame g;, = Zizl bji. - cre. Dale méame
A-(B-C)=A-G = H, kde H = (hy) je matice typu m/q,
pricemz pro libovolna 7, f mame

n

n p
hi¢ = Zaij “gje = Zaij ' <Z b - Ck€>~
k=1

J=1 J=1

Odtud ovsem s vyuzitim distributivity a asociativity nasobeni
v okruhu (R, +,-) pro libovolné i, ¢ dostavame

n P P n
hio=>_> ay-bjx-cee=3_ > ay-bj-cr= fu.
j=1 k=1 k=1 j=1
To znamena, ze H = F', coz bylo tfeba ukazat.
Nasobeni matic je dale distributivni viici s¢itani matic:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n a pro
libovolné matice B = (b;;) a C' = (c;i), obé typu n/p, ptitom
v8e nad okruhem (R, +, ), plati

A-(B+C)=AB+ AC.



Pro libovolné matice F' = (f;;) a G = (gi;), obé typu m/n,
a pro libovolnou matici H = (h;i) typu n/p, pfitom vSechny
matice nad okruhem (R, +, -), plati

(F+G) - H=F-H+G-H.

Dikaz. Dokazeme prvni z uvedenych rovnosti; ditkkaz druhé
z nich je analogicky. Pii tomto diikazu soucasné ilustrujeme pou-
zit1 dvoukrokové definice soucinu matic. Obé matice A - (B + C')
a A-B + A-C v prvni rovnosti jsou typu m/p. Podle zminéné
definice soudinu matic je pro kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé
ke {1,2,...,p} prvek v i-tém fadku a k-tém sloupci matice
A (B + () roven

zatimco prvek v i-tém fadku a k-tém sloupci matice A-B + A-C
je roven

I'Z(A)Sk(B) + I‘Z(A)Sk(O)

Pfipomenme, zZe r;(A) je matice typu 1/n, zatimco s;(B) a si(C)
jsou matice typu n/1. Z diivéjsich poznamek o soucinech tako-
vychto matic ovsem vime, Ze

ri(A)-(sk(B) +s1(C)) = ri(A)-sr(B) + ri(A)-s(C)

pro vSechna uvedend i a k. To znamend, Ze mame A - (B+C) =
A-B+ A-C. Diikaz druhé z vyse uvedenych rovnosti, jak bylo jiz
feceno, je analogicky.

Matice nad okruhem (R, +,-) majici tyZz pocet fadka jako
sloupcii, to znamena matice typu n/n pro néjaké prirozené ¢islo n
se nazyvaji ¢tvercové matice fadu n. Je-li A = (a;;) takova
¢tvercova matice radu n, pak o prvcich a;; prot = 1,2,...,n
fikdme, Ze tvoii hlavni diagonalu matice A.



Ctvercovou matici fadu n nad netrivialnim okruhem (R, +, -),
v niz vSechny prvky na hlavni diagonale jsou rovny jednotko-
vému prvku 1 zminéného okruhu a vSechny ostatni prvky jsou
rovny nulovému prvku 0 tohoto okruhu, oznac¢ujeme symbolem
E,, nebo kratce jen E. Mame tedy

100 0
010 0
E, = [001 0,
000 ... 1

kde je celkem n fadki a n sloupci. O matici E,, fikame, ze je to
jednotkova matice fadu n nad (R, +, ).

Tato terminologie je odiivodnéna faktem plynoucim ptrimo
z definice nasobeni matic, Ze pro libovolnou matici A = (a;;) ty-
pum/n nad danym okruhem (R, +, ) plati £, - A= A=A E,.

V souladu s oznacenim zavedenym vyse symbolem Mat,,,(R)
znacime mnozinu vsech ¢tvercovych matic fadu n nad okruhem
(R, +, -). Pak vedle s¢itani také ndsobeni matic je binarni operaci
na mnoziné Mat,,(R) a je evidentni nasledujici fakt.

Tvrzeni. (Mat,,(R),+,-) je okruh.

Poznamenejme, ze je-li okruh (R, +, -) netrivialni, pak byt by
tieba byl sam komutativni, pro n > 1 okruh (Mat,,(R),+, )
neni komutativni:

Vezméme napiiklad matici C,, = (¢;;) fadu n, kde ¢;1 =1 a
¢;j = 0 pro vSechny ostatni dvojice indext ¢, j, takZe mame
100 ... 0
000 ... 0
C,=1000 ... 0

Y

000 ... 0



a vezméme dale matici D,, = (d;;) fadu n, kde djp =1a d;; =0
pro vSechny ostatni dvojice indexti 7, 7, takze mame

010 0
000 0
D,=]000 0
000 ...0

Pak vychazi C,, - D,, = D,,, zatimco D,, - C,, = O,,,.

Transponovana matice

Méjme matici

ail a2 ... QA1n

asi asy ... Qan
A = A

Am1 Am2 ... Amn

typu m/n nad okruhem (R, +,-). UvaZme matici AT typu n/m,
ktera vznikne z matice A zaménou radki a sloupct, tedy matici

aip a1 ... Qam1
AT - a1 A22 ... QAm2
A1 QA2 ... QAmn

O matici A" fikdme, Ze je to matice transponovana k matici A.
Je jasné, ze pro zminénou matici A = (a;;) typu m/n nad
okruhem (R, +,-) pak plati

(AT)T = A.

Transponovéanim libovolné matice x typu 1/n nad (R, +,-) do-
staneme matici x' typu n/1 a transponovanim libovolné matice
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y typu m/1 nad (R, +,-) dostaneme matici y' typu 1/m. Od-
tud je pak rovnéz ziejmé, ze pro jiz zminénou matici A = (a;;)
typu m/n nad (R, +,-), pro kazdé i € {1,2,...,m} a pro kazdé
j €11,2,...,n} plati rovnosti

si(A") =1i(4)" a (A7) =s;(A)".

Je-li navic okruh (R,+,-) komutativni, pak z komutativity
nasobeni v tomto okruhu pro libovolnou matici x typu 1/n a pro
libovolnou matici y typu n/1, obé nad (R, +, -), plyne rovnost

X . y _— y—l—o XT
prvkia z R. Odtud a z definice nasobeni matic pak plyne nasle-
dujici fakt:

Tvrzeni. Je-li (R,+,-) komutativni okruh, pak pro libovol-
nou matici A = (a;;) typu m/n a pro libovolnou matici B = (bjj)
typu n/p, obé nad okruhem (R, +, ), plati

(A-B) = B"- A",

Dukaz. Opét pouzijeme dvoukrokovou definici sou¢inu ma-
tic. Obé& matice (A-B)" i BT- AT jsou typu p/m. Pfitom podle
zminéné definice soucinu matic pro libovolna i € {1,2,...,m}
ake{l,2,...,p} je prvek v i-tém Ffaddku a k-tém sloupci ma-
tice A - B roven r;(A) - si(B), takze prvek v k-tém fadku a
i-tém sloupci matice (A-B)" je taktéz roven r;(A)-s;(B). Prvek
v k-tém tfadku a i-tém sloupci matice B'- A" je podle zminéné
definice sou¢inu matic roven ry(BT) - s;(A") = s1(B)"-r;(A)".
Podle posledni poznamky pred timto tvrzenim ovSem plati rov-
nost

ri(A) - sp(B) = sp(B) - r;i(A)"

pro vSechna uvedena i, k. To potvrzuje, 7e (A- B)" = BT- AT.



Blokové matice

V nékterych situacich byva vhodné mit danou matici A nad
okruhem (R, +.-) rozdélenou nékolika vodorovnymi a svislymi
carami na ¢asti nazyvané bloky, coz jsou opét matice nad okru-
hem (R, +,-) obecné mensich rozméri. Na samotnou matici A
pak 1ze pohliZet nikoliv jen jako na matici nad (R, 4+, -), ale také
jako na matici, jejimiz prvky jsou jeji bloky. Forméalné presna
definice nasleduje.

Blokova matice je matice A = (4;;) typu m/n, jejimiz prv-
ky jsou matice A;; nad okruhem (R, +, ) navzajem kompatibil-
nich rozméri. To znamena, ze existuji ptirozena cisla r1,..., 7.,
a S1,...,5, takova, ze pro kazdé ¢ € {l1,...,m} a kazdé
j€{1,...,n} je matice A;; typu r;/s;:

S1 S92 S3 N Sn
7"1{ All AlQ A13 v Aln
7“2{ A21 A22 A23 oo AQn
A = n{| Asi | As2 | Ass | ... | A3y
Tm{ Aml Am2 AmS < Amn

VypiSeme-li tedy v zapisu této blokové matice A = (4;;) kazdy
blok A;; pomoci jeho prvkil, mizeme na matici A pohlizet prosté
jako na matici typu rq + -+ - + rm/sl + .-+ s, nad (R, +,-).
Lze tedy uvedenym zptisobem blokové matice chapat jako
bézné matice. Tim jsou pak i pro blokové matice definovany
operace s¢itani a nasobeni matic. Jsou-li ovSem sc¢itané, pripadné
nasobené matice rozdéleny do blokt “sobé odpovidajicim zpi-
sobem”, pak jejich soucet, pripadné soucin je matice, kterou lze
opét zapsat jako blokovou matici. Navic v takovém pripadé je
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mozno zminéné operace provadét “po blocich”. Podrobné to vy-
pada, jak je uvedeno déle.

Jsou-li A = (4;;) a B = (B;;) dvé blokové matice typu m/n,
pficemz pro kazdé i € {1,...,m} a kazdé j € {1,...,n} jsou
A;; i B;; matice typu r;/s; nad (R, +,-), pak pro soucet téchto
blokovych matic plati

A+ B = (4; + Byj),

coz vyjadiuje fakt, ze A+ B je opét blokova matice typu m/n,
jejimiz bloky jsou matice A;; + B;; typt ri/s;.

Je-li A = (A;;) blokova matice typu m/n, pfi¢emz pro kazdé
ie{l,...,m}akazdé j € {1,...,n} je A;; matice typu r;/s;
nad (R, +,-), aje-li C = (C})) blokova matice typu n/p, pficemz
pro kazdé j € {1,...,n} a kazdé k € {1,...,p} je Cj; matice
typu s;/t,x nad (R,+,-), pak lze ukazat, zZe pro soucin téchto
blokovych matic plati

A-C = (Zn:Aij-cjk>,

J=1

coz v tomto pripadé vyjadiuje fakt, ze A - C' je blokova matice
typu m/p, jejimiz bloky jsou matice 2?21 A;j - Cj typt ri/ts.
Oveéreni tohoto faktu je snazsi provést na prikladech, jejichz pro-
poctem se ozfejmi princip, ktery je pri¢inou toho, zZe toto tvrzeni
plati v plné obecnosti, jak je zde uvedeno.
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