Matematické dukazy

e axiémy (postulaty) — vychozi matematické vyroky, které se prohldsi za pravdivé bez
dokazovani;

e Definice — stanovi ndzev (oznaceni) zavddéného pojmu a vymezuje podstatné (cha-
rakteristické) vlastnosti pojmu pomoci diive definovanych nebo primitivnich pojmu;

e Matematicka véta (poucka, teorém) — pravdivy matematicky vyrok; d& se odvodit
pomoci logiky na zdkladé axiémii, definic a diive dokdzanych vét. Vétsina matema-
tickych vét ma tvar obecného vgroku ¥ x; V(x), tzn. obecné véty, nebo existencéniho
vyroku 3xz; V(x), tzv. existenéni véty.

Pro obecnou vétu ve tvaru implikace

Vz e D; A(z) = B(x)
mame:
— A(z) — predpoklad véty; platnost je postatujici podminkou pro B(z);
);

)

— B(z) — zavér nebo tvrzeni véty ; platnost je nutnou podminkou pro A(

)

— obraceni véty — nemusi byt véta (pravdivy mat. vyrok); B(z) = A(x); jestlize
je to pravdivy vyrok, je to tzv. obracend véta; pak A(z) < B(x);

— negace véty — Jz; (A(x) A —B(x))

— obména véty — logicky ekvivalentni s obecnou vétou; =B(x) = —A(z

Dikazem matematické véty nazyvame logicky proces, kterym ovérujeme jeji plat-
nost na zakladé axiomu, definic a dfive dokdzanych vét uzitim logickych zdakont
(vyrokové a predikatové logiky).

K diukazu matematickych vét tvaru implikace A = B uzivame obvykle:

1. diakaz p¥imy — z platnosti predpokladu A tadou platnych implikaci odvodime
platnost tvrzeni B;
2. dikaz nepfimy spoc¢ivd v piimém dukazu véty obménéné k dané véte, tj. véty
-B = —A;
3. dikaz sporem — modifikace nepfimého dukazu; predpokladame platnost A a = B;
fadou platnych implikaci pak odvodime spor s nékterym z pfedpokladu nebo s
jinym vyrokem. Znamend to tedy, ze musi platit B.

Matematicka véta ve tvaru ekvivalence A < B se dokazuje vétsinou tak, ze dokazeme
zv14st platnost implikace A = B a zvlast implikace B = A.

Dikaz matematickou indukci.

Pouze pro véty, které tvrdi, ze za urcitych predpokladu plati vyrok V(n) pro vsechna
piirozend ¢isla n > ng, kde ng je néjaké pevné prirozené ¢islo (nejcastéji ng = 0,
resp. ng = 1).

Dukaz matematickou indukei probihd ve dvou krocich:

(a) dokézeme platnost vyroku V' (ng)

(b) predpokldddme, ze vyrok V(n) plati pro obecné n (indukéni predpoklad) a za
tohoto predpokladu dokédzeme platnost vyroku V(n + 1).

Véta je pak dokazana.




. K dané matematické vété formulujte vétu obracenou, obménénou, obménénou k obracené véte,

negaci dané véty. Dale rozhodnéte, kterd z takto utvorenych vét plati a kterd ne.
Je-li ciferny soucet prirozeného éisla délitelny tremsi, pak je i toto ¢islo délitelné tremi.

. Dokazte nepiimo vétu: Jestlize je soucet dvou celyjch éisel ¢islo liché, pak soucin téchto dvou

cisel je ¢islo sudé.

. Dokazte nepifmo vétu: Pro kaZdé prirozené cislo n plati: je-li n® délitelné tremi, pak je tremi

delitelné ¢ ¢islo n.

. Dokazte sporem:

x

(a) (Vz,y € R) (m,y>0 :>gys+y22>.

(b) (Vz,y € R) (ac,y>0 = (z+vy) <i+;> z4>.

. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n plati:

23 n—l—l)

Domdct ikol: Dokazte, ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati:

10.

" i(i+5) n(n+1)
Z(i+2)(i+3) - n+3

. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati:

| 7 1
SEESS
pat 12 n+1

Dokaite, Ze pro kazdé piirozené &islo n > 6 plati 2% > (n + 1)2.

. Necht r je redlné éfslo takové, Ze r + % je celé ¢islo. Dokazte, ze pak pro kazdé ptirozené ¢islo n

jer™+ %n rovnéz celé ¢islo.

. Dokazte, ze soucet vnitinich tihli v (konvexnim) n-thelniku je roven 7 - (n — 2).

Pro kazdé a € Z,b € N existuji jednoznacéné urcena ¢, r € Z,0 < r < b takova, ze plati a = bqg+r.
Dokazte.



