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§1: RACIONALNI FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE

o Pfi hledani rozkladu mnohoélenu v R na souéin mnohodlent ni%stho
stupné pouZivime Bezoutovu vétu:

Je-li zo kofen mnohoélenu F(x) stupng n, pak existuje mnohoélen G(z)
stupné (n — 1) takovy, %e plati

F(x) = (x — zo) - G(z).

® Mé-li mnohodlen F(r) = anT™ + ap_12™ 1 + .-+ + a1 + ag celé
koeficienty a plati-li ag # 0 a a,, # 0, lei viechny jeho racionalni kofeny
v mnoziné vSech zlomk 5, kde p, g jsou nesouddlna cels &isla takova,
Ze plap a gla,.
e Pro kofeny z,, z2 kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0,kde a,b,ce R
a a # 0, plati vzorec

Ti2 = Toa
kde D = b? — 4ac je tzv. diskriminant. Kofeny jsou redlné, pravé kdyz
D > 0, pfitom je-li D = 0, je =, = z; (tzv. dvojndsobny kofen).
® Mezi kofeny z,, z, a koeficienty a, b, ¢ kvadratické rovnice plati tzv.
Viétovy vztahy:

b c
1+ 29 = —=; T1To = —.
a a

¢ Kazdy mnohoélen v R lze rozloZit na souéin &nitel{i, z nich# kazdy je
linedrni nebo kvadraticky se zépornym diskriminantem. Zadny z t&chto
mnohoé¢lent nelze v R rozloZit na souéin é&initelt ni#siho stupng.

e Obsahuje-li algebraicka rovnice absolutni hodnotu, je zpravidla vhod-
né rozdélit feSenf na etapy podle znamének vjrazt v absolutni hodnots.
Stoji-li absolutni hodnota osamocena na jedné strand rovnice, je ndkdy
vyhodné takovou rovnici umocnit na druhou.

e Nerovnice s racionalni funkci fe$ime zpravidla metodou intervali: ne-
rovnici upravime na tvar P(z) - Q(z) > 0, resp. % > 0, rozlozime oba
mnohoéleny P(zx), Q(z) v R a &selnou osu z rozdélime na intervaly,
v nich? Zadny ¢initel neméni znaménko. N4sobime-li nerovnici vyrazem
s proménnou, je nutné brat ohled na znaménko tohoto vyrazu.

e Pfi feSeni kvadratickych nerovnic (s parametry) je vyhodné uplatnit
nasledujici vétu:

Necht F(z) = az? + bz + ¢, a > 0 a D = b2 — 4ac. Pak plati:

(1) F(z) > 0 pro kazdé = € R, pravé kdyz D < 0.

(i) Je-li D > 0, mé rovnice F(z) = 0 dva reélné kofeny z;, < 2, pfitom

F(z) >0 < (x<z1vT > 13),
F(z)<0 < 11 <z <10,
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1. semindfr

1. RozloZte v R:

@a) 28 + 922 + 11z - 21 b) 23 — 622 — z + 30
¢) (z2 +z)? +4(1: +1z)—12 d) (z+1)(z+2)(z+3)(z+4)—24
e) 978 — 15z% — 32z — 12

2. Reste v R rovnice s parametry a,b € Rt

a)z2-2(a+1)z+4a=0 b) az® +2x+1=0
0 z 2 _ 8a?
:c—a z+a x2-—a?
1 1 1
® d) —+—— ==+ -,kdeab #0

z—a z-b a b

& 3. Pro které a € R mé rovnice (o —3)z% —2(3a —4)z +7a — 6 =0 dva
A riizné realné kofeny? Uréete jejich znaménka.

4. Oznalme I,, T2 kofeny rovnice 322 4+ 8z + 4 = 0. AniZ danou rovnici

. fesite, urdete &islo m, kde
’ 1 1

Y & a)ym=z?+23 b) m = z} + 3 c)m=—+—
1:1 .’132
’ d)m-—:cl—:cg e)m=x§z2+zlz§ f) m = 22 — 3

wite

’r‘{f""c 5. Naleznéte kva.dratlckou rovnici., 8 racxonalmml koeficienty, jejimz

jednim koFenem je —=——= \/5 V5
V3 3+ V5

8. Uréete, pro kterd a € R mé4 dvojnasobny kofen rovnice
(2¢ - 5)z? —2(a— 1)z +3=0.

Y 7. Najdé&te nejmensi cele tislo k, pro néz mé rovnice
T -2(Ic+2):r:+12+k2 =0
dva realné rizné kofeny.

8. Uréete viechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice

a) (1—2a)z?—6az—1=0 b) z2+azx+8=0
ax’ -z +1=0 ?+z+a=0

mély aspoti jeden spolecny kofen.
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2. semindr
9. Reste v R rovnice:

a) [r2—3z+3| =2 b) |22 +z—-1|=2x-1
c)jz+1—jz|+3lz -1 -2jz~2| = |:z:+2|
—4z|+3
d) |22 - 1 1= It dal+3
) |z |[+z+1=0 e) P P

10. Reste v R nerovnice:
a) (22 + 4)(2? — z — 2)(a? —-a:—12)>0
)(a: +z +1)(z? + z — 2)(z? —8z+15)

(z + 4)(z® + 2z +5)
4
3 _ z +10z%2 +1
c) 3z 414'1:4+20:1:>8 d) _—_—:1:21—4::: 151 <0
x T - z
S_Zs2 £ -
e)3 m>3 ) z, :z:—1<2
3 7 6 zt -1
< h) ——— <1
g):z:+1+:1:+2'“a:—1 ).1:2+.1'+1<
3z—1 2-z 1-2z
)1<21+1<2 ) g R g
k) fzl > = )22 -3jz|+2>0
2r+3
m) z|z] —4x+3 <0 n) P >1
o) |z2 -2z -3]<3(z-1) . p) |22 — 37 + 2| < 2z — 2?
q) [ —4z|+3222+ |z -5 1) (le-1)-3)(jx+2|-5) <0
s) lz-2|-z+3| <5 t) |2z - |3—z|-2| <4

11. Urdete viechny hodnoty parametru a € R tak, aby dana nerovnost
platila pro kaZdé = € A:

a) (a+4)22 —2ax+226-6<0, A=R

b) (a2 -1)z2+2(a-1)x+2>0, A=R

¢) (a-1z>-(a+1)z+a+1>0, A=R -

d) ar? ~4r+3a+1>0, A=R*

e) (z—~3a)(z—a—3)<0, A=(1;3)

12. Urdete viechny hodnoty parametru b € R tak, aby soustava dvou
nerovnosti

‘ 222 + br — 4
-6 < m <4
platila pro kaZdé z € R.
13. Uréete, kdy pro kofeny zx,,z2 rovnice
222 -2(2a+ 1)z +afa-1)=0
plati x; < a < z2.
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14. Uréete, kdy pro kofeny z;, z2 rovnice
(a—2)z? —2(a+3)x+4a=0

platiz; >3 aazy < 2.

§2: IRACIONALNI ROVNICE A NEROVNICE

Iractondlnimi nazyvame rovnice a nerovnice, ve kterych nezndma vystu-
puje v jednom ¢&i vice vyrazech pod odmocninou. Nejjednodussi priklady
Ize Fedit metodou substituce, kdy odmocninu z vyrazu s nezndmou na-
hradime novou nezndmou.

Zakladni obrat v FeSeni iracionalnich rovnic spo¢iva v odstranéni zastou-
pené odmocniny z rovnice tim, Ze odmocninu nejprve osamostatnime na
jedné strané a poté obé& strany rovnice umocnime. ProtoZe umocnéni na
sudy stupeii je v oboru R dusledkovd tprava, je pii takovém postupu
nutnou soudéisti FeSeni zkouska vSech nalezenych kofemi jejich dosaze-
nim do plivodni rovnice. U rovnice s vice odmocninami je €asto nutné
provést popsany obrat vicekrat za sebou.

Nerovnice s osamostatnénou odmocninou zpravidla hned neumoctiu-
jeme, nybrZ nejdfive zjistime definiéni obor dané odmocniny a ten pak
rozdélime na &asti (vétSinou intervaly), na kterych je druha strana ne-
rovnice kladnd, nulova & zdporna. Teprve poté posuzujeme danou ne-
rovnici v téchto jednotlivych intervalech, pfitom k umocnéni nerovnice
pristupujeme pouze tehdy, maji-li obé strany nerovnice totéZ znaménko
(je-li zaporné, napiseme u umocnéné nerovnice opaény znak nerovnosti.)
Tim zarudime, %e provedené umocnéni je ve zkoumaném dil¢im oboru
ekvivalentnd dprava.

1. Reste v R rovnice:

z—-4 2+m
Wy -8 B\ are 3y ios
c)Vi—-z=z-1 d)2+Vi+2z-22==z

1 \/
tvaetl D20+ VIP G+ 12=4z+8

g)\/2:c+ =8 — \/
Dve+l-1= \/m+8 L) V3r+4+Vr—4=2/z
k) \/x+1+\/:1:—1=\/3:v—1
4 1
x+\/a:2+x_:z:—\/a:2+a:=

8w

h)Vz+vVz+ll+vVz—vVz+11=4
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2. Reste v R nerovnice:

a)2Vz-1<z b)z+ VT +18<2
¢)Vb—-2r>6zx—1 d)Vr+718-6>x
e V2z—z2<5-7 flz+4>2/4—z2
g)3>z+3.-Vi—2? h) vVzZ+1>z-1
i)\/(x_+3_)m>m+2 a>z+Vai-2z
k) V6T —22—5+2z>8 N3-vVz-VZ+3>1

m)vVz+3-vVz-1>+2z-1 n) ____,a:;l-20

-1<0

§3: EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE
FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE

e Mocnina a® je definovana v téchto p¥ipadech
ilaeR;zeN

(i)aeR-{0};z€Z

(iii) a e RY U {0}; s € R

(ivieeR*;z€R

o Zakladni vlastnosti mocnin:

a® - a¥ = a®ty;

a gy, TVY o g%V,
= =0 (@) =d%
a>0 = (a”=a”<=>(a=1va:=y))

o Cislo T = log, b definujeme vztahem a* = b pro viechna a € R* — {1}
a b € Rt. Misto log,, piSeme pouze log. Zakladni vlastnosti logaritmi
jsou uvedeny ve cvideni 1.

e Pii Fefieni exponencidlnich a logaritmickych rovnic a nerovnic lze
v mnoha piipadech uZit vhodné substituce a pfevést je na zdkladni
rovnici a* = b, resp. log, z = b, nebo na zékladni nerovnici a® > b,
resp. log, = > b. U takovych nerovnic vyuzivime nasledujici pravidia:
(i) je-li a > 1, pak

a*<a¥ &= <y log,z <log,y <= =<y

(ii) jeli0 < a < 1, pak

a®<a¥ &= >y log,z <log,y <= z>y
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VYSLEDKY

§1: Racionalni funkce, rovnice a nerovnice

1.

a) (z—-1)(z+3)(=z+ 7

b) (z +2)(z — 3)(z — 5)

) (z—1)(z+2)(z* +z+6)

d) z(z + 5)(z? + 5z + 10) [substituce y = z2 + 5z

e) (z - 3)(3z +2)°

2.

a) T =2, T2 = 20 (z1 = T2 proa=1)

b)x=-1/2proa=0, Ty = xg =—1 proa=1,m€®proa€(1,oo),
-1++1-a

" pro a € (—00,0) U (0, 1)
¢) T, = —2a, w2=3aproaaé0,x€(bproa=0
2ab

d) r1=a+bFIT2= oy

r=2aproa=>
3.
Dva riizné kofeny pro a € (—09, ~2)U(1/2,3) U (3,00), oba kladné
pro a € (—o0, —2) U (1/2,6/7) U (3,0), jeden kladny a druhy zaporny
pro a € (6/7,3), jeden nulovy a druhy kladny pro a = 6/7.
4.
a) 40/9
b) —224/27
c) -2
d) £4/3
e) —32/9
£) +32/9
5.
Napftiklad 22 + 8z +1 =0 [z = V15 — 4, takZe (z + 4)% = 15}
6.

Ty,2 =

proa;é:l:b,a:=0proa=—b,

a=4
7.
k = 3 [diskriminant D = 16(k — 2)]
8.
a)a=-3/4,a=0, a=2/9
b)a= -6
9.
3++5
a) T1,2 =

-3+ V17

b) Ty = 1, Z2,3 = 2
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¢) ¢ € (—o0,—2) U (2, 00)

d)yz=-1
e) T = —2/3, To = 1/2, T3 = 2
10.

a) x € (—o0,—3)U (-1,2) U (4,00)

b) z € (—o0, —4) U (-2, 1)U (3,5)

c) z € (2/3,2) U (2,00)

d) z € (—1,5) [titatel je kladny]

e) z € (—2,0)U (6, 00)

f) z € (—o0,—1)U (0,1/2) U (1, 00)

g) T € (00, ~2) U (~5/4,~1) U (L,5)

h) z € (—2,00)

i) z € (—o0, —8) U (2, 00) :

j) z € (o0, ~T) U (-1, 0) U (0,1) U (3, 00)

k) z € (—00,0) U (1, 00)

1) z € (—o0,—2)U (~1,1) U (2, 00)

m) z € (—00, -2 — VTHu(1,3)

n) z € (—1/5,2/3)U (2/3,5)

o) x € (2,5)

p) z € (1/2,2)

q) T € (—00,—2/3) U{1/2,2)

1) z € (-7,-2)U(3,4)

s) z € (0,00)

t) ¢ € (1/3,3)

11.

a) a € (—00,—6) [a=—4 nevyhovuje, takze a +4 <0a D < 0]

b) a € (—o0, —3) U (1, 00} [bud a = 1, nebo a2-1>0aD<0]

c)ac (5/3,0)la=1 nevyhovuje, takze a —1>0a D < 0]

d) a € (1,00) [NemdzZe byt ani a < 0, ani a =0; proa > 0 méa vrchol
piisluiné paraboly kladnou z-ovou soufadnici To = 2/a, takze
zjistime, kdy i jeho y-ové soufadnice je kladna.]

e) a € (0,1/3) [Zjistime, kdy dany trojélen mé zapornou hodnotu jak
pro z =1, tak proz = 3, pravé tehdy lezi prislusna parabola pod
osou £ Vv celém intervalu A = (1,3).]

12,

be (—2,4) [Jmenovatel je kladny pro kazdé = € R.]

13.

a € (—o0, —3) U (0,0) [Cislo a lezi mezi kofeny dané rovnice F(z) =0,

pravé kdyz F(a) < 0 (tato nerovnost zaruduje i existenci kofeni).]

14.

a € (2,5) [V pfipadé a — 2 > 0 zjistime, kdy pro trojtlen F(z) z dané

rovnice plati F(2) <0a F(3) <0; v pHipads a —2 < O kdy F (2)>0a

F(3)>0]
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§2: Iracionalni rovnice a nerovnice

1.

a)z=9
b)z=-3/2,z=1/2
c)z=3

dz=3

e)x=4
f)a:=1+\/§,:r=1—\/§
gz=10

hyz=5

)zr=8

Hz=4

kyz=1
)z=-1,z=9/16
2.

a) z € (1,2) U (2,00)
b) z € (-18,-2)

c) z € (—00,1/2)

d) z € (-78,3)

e) z € (0,2)

f) z € (-2,-8/5) U (0,2)
g) z € (-1,0) U (3/5,1)
h) x € (—o00,0)

i) £ € (—o0,—3)

j) € (—00,0) U (2,8/3)
k) z € (3,5)

1) z € (1,00)

m) z € (1,3/2)

n) = € (—20,0) U (5, 00)

§3: Exponencialni a logaritmické funkce, rovnice a nerovnice

1.

a) al%8a Tt1oBa ¥ — gloB. 7 . gloB. ¥ = 1. y = vzoTeC

b) a'%8=—108. ¥ — 1084 T /glo8a ¥ = 1 /y = vzorec

¢) a¥1o8a T = glloga )y — (qlo8a w)y = ¥ = vzorec
d) a—108.% — g0-log, = — aO/aIOga T l/x = vzorec
e) T = al°8= = (bloBs “)log" T = plogsaloga = = yzorec
f) Polozte z =b v e).

g) blogac = (glo8a b)‘°ga © — gloga blog, ¢ — (glo, c)losn b

= clog. b



