8 3. Exponencialni a logaritmické funkce, rovnice a nerovnice
1. semindr

1. Z vlastnosti mocnin odvodte vzorce a) - g):

a) log, (zy) = log, = + log, y b) log, (-;5) = log, = —log, y
1
log, 1
log. pe= —ob2 _
e) log, z oz, f) log, b e

g) plogac — log, b

2. Urdcete ¢islo m, je-li:

a) m = 491~ % log: 25 b) m = loglog \/ V10
c) m = 8173 d) m = log,(2) +log,(2)
e) m = 32 logs 2+log; 5 f) 1 1

= logy 3 it log, 9 B logg 3
g) m= 3610g55 + 101—log2 _ 3log9 36

3. Pomoci ¢isel a, b, ¢ vyjadiete ¢islo z:

a) z = log;0040; a=logy5 =g , s
b) z = logg 16; a = log,, 27 gl -
c)z=log55; a=Ilog2, b=log3, c=logh

d) z =log 4063; a=1log,3, b=1logy5, c=1log,2

(fN

4. Zjednoduste vyraz V = (log, b+log, a+2)(log, b—log,, b) log, a — 1.

5. Dokazte nasledujici implikace:
a+b loga+logh
3 2
b) a® + 9b* = 10ab = log, = _ZBb _ logs a—;—log3 b

a) a2 +b% =7ab = log

6. Reste v R néasledujici rovnice:
a) 22+ (0,5)23 —6-(0,5)* =1 b)4®+27+1 —24=0
C) 5T 4 51:+1 + 5:c+2 = 3% 4+ 3:z:+1 i 31+2

d)97°-1-36.35"34+3=0 ¢ |zl = =1

f) 10 — 5%~1.22-2 — 950 .8) 2+ V3)T+(2-V3)* =4
h) 316 4 37 - 36% = 26 - 81% i)6.97—13-6°+6-4* =0
- 3 & 7_ T T r Ko

b)) (5) +r=2 k)4 +6°=2-9
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2. semindr

7. Reste v R nasledujici rovnice:

log(35 — z3)
® i =1 o 3 —_— =
a) log(5 — ) =log 5 — logz b) T 3
v c) log5 + log(z + 10) = 1 — log(2z — 1) + log(21z — 20)
d) log, log, logy(2z — 1) = 1 ~e)log(20 —z) =log®z

» f) logy(z? — 1) = logy (z — 1) ~8) log,(z +12)-log, 2=1
h) log 5, 2* — 14 log,¢, 2° + 40log,, /T =0

: i) rlogz — 10342 J) glogz e+l _ 9,2
k) 161982 — gz 2 1) 151083 . z1+logg(92) — 1
m) '°82 55 . 141627 = 1

4
n) logy/1+z+3logy/1 -z =logv1—22+2 "
0) z'%8.% = gl°Ba= kde @ >0, a # 1
8. Reste v R nerovnice:
1 1 : 1 1
08 e 1> Tt I/ b F3 > o0
1 1 2241
= 0)3,+533x+1_1 V d) 5%+ > 574 |
1A'V P e) 2I+2 =L 2:c+3 - 2z+4 = 5::+1 S 5::+2
‘ﬁ 8 +18-2.2T >0 » g) logg(2? — 4z +3) < 1
.S S 1:2—41:+6 = -
. o oA B logy,——————= <0 1) log ;;4_11 <0 feagw
1) logg(2® +1) <logy,(2z —5) [k) log,(z +2) > 2 TR S lay
= u
1) log, 23 > 1 _m) log, |z? —1] >0 ye 10,4)
n) log, v/20—z > 1 o) log,(z+1) >logi(2-2) ¢ (1,0)
p) log,2(2+z) <1 q) log;_1;0,5 < 0,5
r) log;_:_; 0,3>0
s) log(;_5)(2z — 3) > log(,_5)(24 — 6z 2o
3-2z : A
I 1 /Y i
t) og21_x>1 1
u) z'%82% > 2 v)22>1l—-z
w) (2 +z+1)* <1 x) >1, kdea>1
log, =

y) log, > 6log,a— 1, kde a € (0,1)
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§4: GONIOMETRICKE FUNKCE,
ROVNICE A NEROVNICE

Goniometrické funkce sinus a kosinus s realnym argumentem definujeme
jako soufadnice bodd na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku
kartézské souradné soustavy. Dale definujeme:

sinz m
t = = )
gU= == pro z€R U {(2k+1)2}
keZ
colgd = c?sx pro z€R- U {km}
sin e

Zékladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi jsou uvedeny v nésle-
dujicim ptehledu:
(i) sin(—z) = —sinz, cos(—z)=cosz
tg(—z) = —tgz, cotg(—z)= —cotgzx
(ii) sin(z + 27) =sinz, cos(z + 27) = cosz
tg(z + m) = tgz, cotg(x+ ) = cotgz
(iii) sin?x +cos’z =1, tgzcotgzr =1
(iv) sinz = sin(w — z) = —sin(7 + z) = —sin(27 — )
cosz = —cos(m — z) = — cos(m + z) = cos(2m — x)
tgz = —tg(mr — )
cotgz = — cotg(m — x)
(v) sin(§ —x) =cosz, cos(§ —z)=sinz
tg(§3 —x) = cotgz, cotg(§ —z)=tgzx
(vi) sin2z = 2sinz cosz

2 2

cos2z = cos’z —sin’z =1 — 2sin?z = 2cos?z — 1

(vii) sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny

(
(

2]

in(z —y) =sinzcosy — coszsiny

cos(z +y) = coszcosy —sinzsiny
cos(z — y) = cosx cosy + sinzsiny

tg(z + 9) = ————,
g(z+v) 1—-tgztgy 1+tgztgy
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(viii) sin:r+siny=2sinx+ycosx-2—y
T — T
sinz — siny = 2sin ycos ;—y
cosx+cosy=2cosx;ycosx;y
cosa:—cosy=—28inx+ysinx_y
2 2
(ix)[sinm|— 1—cosz |Cosm|_ 1+ cosz
=y T pls Vs 2
5 2tg % l—tgzg 2tg %
X) Sz = ———=—, COST=—7p>, tgr=——2—r
&) T+tg2g 1+tg?s’ ©0 I-tg’z

1. semindr

1. Za predpokladu, Ze vyrazy na obou stranich identit maji smysl,
dokazte:
sinz 4+ cosz

a) — =1+tgz+tg?z+tgda
1 + sin 2z s .
b) e —tg(z+m) ¢) (1+ tgztg2x)sin2z = tg2z
1-t 1 — 2sin® tg2pt .
d) = ?m = e) B0 = sin 2¢
l14+tgz 1+sin2z tg2p —tgp
f) tg3z 3—tg2z
tgz 1—3tg?z
sin(m — @)
= +cos(m—a) =1
sina —cosatg §
1—cos2 in 2 i in 3 inb
h) cos 2a + sin 2a = i, i) sinz + sin 3z + sin 5z it

1 + cos2a + sin 2« cos T + cos 3T + cos 5z
j) cos® o —sin® a = 2(3 + cos? 2a) cos 2a

k) sinacos(8 — a) + cosasin(B — &) = sin 3

1) cos(a + B) + sin(a — B) = (cos & + sin @) (cos 8 — sin 3)

m) cos? (-:l-r- - a) — sin® (E - a) = gin 20

4
n) 1+ cos2z cos 2y = 2sin® zsin’ y + 2 cos? z cos? y
l1+sina 1 a\ 2
— 2 —(1+tg5)
2, 14 cosa 2( o g2
p)4sinwsin( —:1:) sin(g+x)=sin3x

4+ w3y

sin(8—v) = sin(y—a) = sin(a — B)
cosfcosy = cosycosa cosacosfB
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r) sin47° 4+ sin 61° — sin11° — sin 25° = cos 7°
s) sin 50° sin 24°(tg 40° + tg 66°) + sin 74° = 2 cos 16°

2. Vypoctéte bez tabulek a kalkulacek:
a) cos 15° b) tg 75°
c) tg20° + tg40° + /3 tg 20° tg 40°

d) sin 160° cos 110° + sin 250° cos 340° + tg 110° tg 340°

e) sin 3—” sin : sin i in 2 + sin e sin i
70" 10 B e b P10

3. Pomoci &isla u urcdete éislo z:

it
a) 2z =sing; u=tgm=--2—; z € (0, )
3
b)ez="tgm; U=00ST = —¢; z € (m,2m)
Gl zi—mindr: u—sealpc:— —2
5sinz + 7cosz 4
d = e * =t, = =
b Gcosz —3sinz’ o0 15
e)z—cos(z—a)' u—sina——E' a€ E;1r-27r
= 3 g . 13’ 2’
5 1
f T e—— =t 0
b2 bidunty . T B

4. Zjednoduste dané vyrazy:

= tg(180° — ) cos(180° — ) tg(90° — )
sin(90° + @) cotg(90° — ) tg(90° + «)

b)

tga+sina o0 sin 3 + sin 5« + sin 7o
_— O
cos 3a + cos ba + cos Ta

2cos? §
cos 2«

sin? 2a(cotg? o — tg? )
+ e) 4cos* a — 2cos 20 — 3sin? 20 — 2 cos 4

5. DokaZte, Ze pro vnitini uhly «, 8,7 trojihelnika ABC plati:

-a) sina +sin B +siny = 4cos%cos§cos%

i b) cosa + cos B + cosy = 1+4sin%sin§sin%
c) tga+tgB+tgy=tgatgftgy
2 d) sin2a + sin 23 + sin 2y = 4sinasin Ssiny

R
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2. semindr

6. Reste v R rovnice:

a) sin2z = sinz b) 2cosz cos2z = cosT
.c) cos3z +sin3z =0 d) 2sin®z + Tcosz —5=10
e) sin2z = V2 cosx f) cos 3z +sin2z —sindz =0
g) V1I—cosz =sinz; T € (m,3m) h) sin?z +sin’2z =1
i) cosz — 2sin® £ = j) V3cosz +sinz = 2
o k) sinz +cosz =1 +sinrcosz 1) sinzcosT = cos* z +sin* z
. m) sin3z + sinz = sin 2z n) sin 5z cos 3z = sin 6z cos 2z

3

3 rsinz —sin® Tz cosT =

© 0) sinzsin 7z = sin 3z sin 5z p) cos

_q) cos3z +sinbz =0 r) 2cos 3z = V/3cosz —sinz

in 6
s) cos? 2z + cos? 3z = 1 t) 8 cos x cos 2z cos 4z = s:;;
u) sinz +sin2z = tgx v) tgztgdz =1

w) tgdz +tg?z —3tgz =3 x) sin 2z 4+ cos 2z = sinT + CoST

y) |cosz| = cosz —2sinx z) sin2z + 5sinz + 5cosz +1 =0

7. V mnozind A FeSte nerovnice s nezndmou :

1
a) sin:z:>§; A=R

b) tgz < —3; A=R
¢)sinz <cosz; A=R
d) sin3z < sinz; A= (-m, )
e)sin2z +sinz <0; A= (0, 27)
. f) 2cos?z +5cosz +2 > 0; A=R

it
1 < —; A= (- :
_ g)sinz +cosz o (—m,m)

. h)l—-cosz<tgz—sinz; A= (0, 2m) ’%z’;f = =
i) sinz + sin 2z + sin 3z < 0; A = (0,2m) 5 s w}(_mﬂ
_j)sin£>0; A=R /u'M‘F‘mm
k)5$iﬂ2a:+sin22a:>4cos2a:; A=R
1) cos?2z +cos’z<1; A=R
m) sin3z > 4sinzcos2z; A= (0,2m)
™ om

n) 4sin®z < 2sinz 4+ cos2z; A= <2,-2—
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2

a) m = 49/5
b) m= -1
c) m =625
d)m=0
e) m=20
f) m = —logs 2
gim=24
3.
7= a+3
2(a+1)
4B3-a)
e 3+a
c)z=—(2a+b+2c)
_ 2ac+1
x—abc+2c+1
V =log, b
5.

a) a? + b? = 7Tab upravte na (a + b)? = 9ab a pak logaritmujte.
b) a? + 9b? = 10ab upravte na (a + 3b)% = 16ab a pak logaritmujte.

6.
V17T -1

a)r; =1, o =log2—2—
b) o= 2
A = log 13 — log 31

~ logh—log3
d)$1=—1,$2=1,$3=— 2,£E4=\/§
6)121:—-1,1‘2"—‘1,1:3———-‘2

fiz—3

g) T1 = 1, z3 = —1 [Uvaite, Ze (2 — v3)~! =2 + /3]

h) z = 1/2 [Po vydé&leni 81% polozte y = (4/9)*.]

i) z1 =1, zo = —1 [Po vydéleni 4% poloite y = (3/2)*.]

j) £ =1 [Leva strana je klesajici v z, prava strana je rostouci.]

k) z = 0 [Zvolte substituci y = (3/2)*, nebo uvaite, Ze po vydéleni
mocninou 9% bude leva strana klesajici a prava konstantni.]

7.

a) Ty =3/2, z2=3

b) I = 2, T = 3

C) ry = 3/2, T = 10

d)z=141
e) z = 10 [UvaZte monotonii kaZdé ze stran rovnice na intervalu (0, 20).]
1+5

f) x 3
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gr=4
V2

h)z1=1,$2=4,$3=7

i) z; = 1/10, zo = 1000

J) Ty =1/3, T2 =9

k) 7, = 1/16, 7o = 2

1) z; =1/3, o = 1/15 [Zlogaritmujte obé strany rovnice p¥i zakladu 5
a zvolte substituci y = logs z.]

m) z; =7, £, = 14 [Zlogaritmujte ob& strany rovnice pfi zdkladu 2 a
zvolte substituci y = log, .|

n)zel

0) T =1, z00=a

8.

a) z € (0,2 — log,3) U (1,00)

b) z € (—o00, —2) U (2 — log, 3, 0)

c)ze(-1,1)

d) z € (0,00)

e) z € (0,00)

f) z € (—00,0) [Po vydéleni 27% polozte y = (2/3)%.]

g) z € (-1,1)U(3,5)

h) z € (0,2) U (3, 00)

i) z € (=00, —2) U (0,1) U (1, 00)

j) z € (5/2,00)

k) z € (1,2)

)ze(1,3)

m) z € (0,1) U (v2, 0)

n) z € (1,4)

1++5

o) 1 <irf< 5

p) z € (-2,-1) U (-1,0) U (0,1) U (2,00)
q) z € (—o0,0) U (3/4,1) U (1,5/4) U (2, 00)
r) z € (1,00)

s) z € (2,3) U (27/8,4)

t) € (—o0,1)

u) z € (0,1/2) U (2, 00)

v) = € (3,00) [VyuZijte monotonie kazdé z obou stran.|
w) z € (—o0, —1)

x) z € (1,a)

y) z € (0,a?) U (1,a73)
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§4: Goniometrické funkce, rovnice a nerovnice

2.

a) v2(1 + /3)/4 [cos 15° = cos(45° — 30°)]

b) 2++/3

¢) V3 [Vyuzijte: tg60° = tg(20° 4 40°)]

d) 0

e) 0 [VyuZijte t¥ikrat: sinasin 8 = £ (cos(a — B) — cos(a + 8))]
3.

a) V5/5

b) 4/3

c) —4/5

d) 125/78

e) (5 —12v/3)/26

f) 65/113

4.

a) —1

b) tga

c) tgba

d) 1/4

e) 0

5.

Obecné lze postupovat takto: dosadime v = 180° — a — 8 do obou stran
a dokdZeme vzniklou identitu v nezédvislych proménnych a, (.
6.

A% zaplsech kofenti znadi k libovolné celé ¢islo.

a) k‘rr, =+ 2km, = + 2km

3

b) = +k7r, 6+k7r, 5 T b kn
17y

4z +2k7r, 22 ¥ 2%n

3
g = +k7r, +2k‘ ?%T+2k7r

f) + — [szjte vzorec pro rozdil hodnot sinu.]
571'

%

B b

i) 2km [Uvazte, ze L < 1.]

N T e ™

i) 5 + 2k7 [Upravte na rovnici sin (x + §)=1.]

g) 27r,
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k) 2k, g + 2%k

T
1) - + k7 [K ob&ma stranam pfictéte 2sin’ z cos? z a uzijte substituci

y = sin2z.]
kr
m) — 513 + 2k7r, 3 T 4+ 2%kn [Uzijte vzorec pro soucet hodnot sinu.]
k
n) —211, % + km, % + km [sinacos B = (sin( + B) + sin(a — B))]

km
0) e [Uzijte vzorce pro sou¢in hodnot sinu a rozdil hodnot kosinu.|

) .1 I ch 3_7r + ]_CZT_
P 16 kz 5773
) & — — + km [Pfepiste cos 3z = sm(E — 3x) a uzijte vzorec pro

4 2
soucet hodnot sinu.|
11 kn I
r) E + km, 21 c ——p— [Prava strana je 2 cos (:c + 6) dale uzijte vzorec

pro rozdll hodnot kosmu]

s) — + — [Odvodte sin 2z = =+ cos 3z a dale postupujte jako v q).]

t) 7r . kﬂ'

14 7
w) kr, = ?k + 2km, 2T 3 =+ 2kn
V) -g- + -:171 [Uvaite, Ze tg(3m + z) nem4 smysl.]

3r
W) -4—+kﬂ'a 23k+k7r 3 +k7l'

= m ; ™

x) 2k, § + — 3 [Upravte do tvaru sin (293 - 4) = sin (x + Z)]
) 2km, = + 2k

3m
z) :'3 + km [Uzijte substituci y = sinz + cos z, pak y? = 1 + sin 2z].
7.

Obor pravdivosti je sjednocenim uvedenych intervalli, k£ znaci libovolné
celé cislo.

a) <—+2k7r 5 +2km )

b) (—g+k7r,—-;5+kw>
3T

C)( 4 1

—— + 2k, £ + 2km
3w T T 3T
o (-m-5) (-59) (37)
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§) (L+oo), { 571 2% pro k # 0
s 5
k) €+k‘ﬂ',-€—+kﬂ')
5m

§5: Komplexni ¢isla

3 I

[(a‘a b) 1 (C, d)] % (6, f) =

= (ac—bd,ad+bc)-(e, T)= (ace—bde—adf—bcf,acf——bdf+ade+bce),
(a7 b) ¥ [(C, d) s (61 f)] =

= (a,b)-(ce—df,cf+de) = (ace—adf—bcf—bde,acf+ade+bce—bdf).
2.
a) —1+43i
b)1-—i
c) -1

c) 599
d) 2 (21 # 0 nebo z3 # 0)




