Linearni statistické modely I

1 Uvod

Prednésky z predmetu Linedrni statistické modely I nadvazuji na predmety Pravdépodobnost a statistika
I, IT a predpokladaju sa znalosti ziskané v tychto predmetoch. Odporucand literatira k stadiu je

Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.

Rao, C., R., Linedrni metddy statistické indukce a jejich aplikace, ACADEMIA, Praha, 1978.

Zvara, K., Regresni analyza, ACADEMIA, Praha, 1989.

Niektoré poznatky si zopakujeme (povazujeme ich za ”vzorce”).

Majme ndhodny vektor X = (X1, Xs, ..., Xp,)’, ktory mé distribuéni funkciu Fx(z1,...,2,). Nech T :

R™ — R' je meratelné zobrazenie, potom stredna hodnota

ET) =E(T(Xy,...., X)) = / § T(x1, ..., tn)dFx(x1, ..., xy) =

Z(wl,...,zn) T(@1, s Tn) Py, ) v pripade diskrétneho ndhodného vektora,

fR" T(x1, ey ) fx(T1, oy Ty )day .. dxy, v pripade spojitého ndhodného vektora.

Strednd hodnota

disperzia (rozptyl)

kovariancia,
cov(Xi, Xj) = E[(Xi — E(X)(X; — E(X;))] = /jo /jO (zi — E(Xi))(x; — E(X;))dF (x4, 75)

a korelacia

X, X,
COT(Xi,Xj) = Q(X“XJ) = —COU( J)
D(X;)D(X;)
ak 0 < D(X;) < 00, 0 < D(X;) < 0.
Len na pripomenutie
Fz(xz) = lim Fx(xl,...,fﬂn), fl(xl) :/ / fx(xl,...,$n)d$1...d$i,1d$i+1...d(En.
xr1 — 0O —00 —00

Tij—1 —> OO

Ti41 —» OO

Ty —> OO



Matica ndhodnych veli¢in (ndhodna matica) Z, ., je takd matica, ktorej prvky {Z}; ; = Z; ; st ndhodné
veliciny. Jej strednd hodnota £(Z) je matica, ktorej (i, j)—ty prvok je £(Z; ;) (predpokladame, ze vsetky

stredné hodnoty existuju a st konecné).

Veta 1.1: Nech Z;, Z> si ndhodné matice, nech existuji matice £(Z1),E(Z2) a A,B1,B3,Cq,Cs st

(nendhodné) redlne matice vhodnych rozmerov. Plat{

E(A +B1Z:C; + BQZQCQ) =A+ B15(Z1)Cl + BQE(ZQ)CQ, [E(Zl)y = 5(Z/1)

Dokaz: Spravte ako cvicenie. Vyuzite linearitu integralu, teda platnost vztahov

n n

Ela+bX) =a+&(X), O X)) = cE(X)

i=1 i=1
pre lubovolé redlne a,b, ¢, ..., ¢, a ndhodné premenné X, X1, ..., X,, (ktoré maju kone¢né stredné hodnoty)
Q.E.D.

Ak X, 1 je ndhodny vektor (Xi,...,X,)’, potom jeho strednd hodnota £(X) = (£(X31),...,E(X,)) (ak
vSetky stredné hodnoty existuji a st konecné). Ak vsetky X7, ..., X,, maji konec¢né disperzie, tak kovarian¢nd

matica vektora X je

D(Xy) cov(Xy,Xs) ... couv(X1,X,)
CO’U(XQ,Xl) D(XQ) COU(XQ,XH)
cov(X) = : . , :
cov(X,, X1) cov(Xp,Xa2) .. D(X,)

Z Vety 1.1 lahko dostdvame

Lema 1.2:
E(ap1 +B,nX) =a+BEX).

Veta 1.3: (Vlastnosti kovarianénej matice cov(X).) Nech X je ndhodny vektor s konetnymi druhymi
momentmi. Plati:

1. cov(X) = E[(X — £(X))(X — EX)Y] = EXX) — EX)EX)],

2. (cov(X)) = cov(X),

3. cov(am 1 + BynX) = Beov(X)B', ak a, B st nendhodny vektor resp. nendhodnd matica,

4. cov(X) je pozitivne semidefinitnd matica.

Dokaz:

1. Spravte ako cvicenie.

2. Vyplyva z vlastnosti kovariancie cov(X;, X;) = cov(X;, X;).

3. cov(a+BX)=&{(a+BX - €&(a+BX))(a+ BX - &(a+BX))'} =

=& (B(X - £(X)(X - £(X)'B") = Beov(X)B'.

4. Podla predchddzajiceho bodu pre Iubovolné cn1 plati pre disperziu ndhodnej veliéiny ¥ = ¢’X

nerovnost 0 < D(Y) = D(c'X) = c/cov(X)c. Vyuzivame aj poznatok, Ze disperzia kazdej ndhodnej veliciny

je nezdporné ¢islo (ak disperzia existuje). Q.E.D.



Niektoré aplikacie predchddzajtcich tvrdeni:
Majme ndhodné premenné X, X a pozndme ich kovarianéni maticu cov(X). Potom disperzie a ko-
variancie medzi ndhodnymi premennymi Y7 = 1 X1 + 2 Xs, Yo = d1 X1 + doXs, Y3 = e1 X7 + e2X5 lahko

dostaneme z kovariancnej matice ndhodného vektora

C1 C2

X4 . ,

Y=| d dy x =BX, kedze cov(Y)=Becov(X)B'.
2

€1 €2

Napriklad ak Y7 = X7 — X5, Yo = X1 + Xo, tak

Y) = 1 -1 Xl N 1 -1 D(Xl) COU(X]_,XQ) 1 1 N
cov(¥) = cov 11 X)) \1 1 cov(Xa, X1)  D(Xa) -11)

_ ( D(X,) — cov(Xa, X1)  cov(Xy, X3) — D(Xa) ) ( 11 )

D(X1)+COU(X2,X1) COU(X1,X2)+D(X2) -1 1
B ( D(X1) — 2cov(X1, X3) + D(X>) D(X;) — D(X>) )
N D(X1) - D(X>) D(X1) + 2cou(X1, X2) +D(Xa) )

Majme dva ndhodné vektory X = (X1,...,X,), Y = (Y1,...,Yn). Nech existuji konecné kovariancie
cov(X;,Y;), i=1,2,..,n, j=1,2,...,m. Matica

cov(X1,Y1) cov(X1,Ys) ... cov(X1,Yn)

cov(Xa,Y1) cov(Xo,Ys) ... cov(Xs,Yy)
cov(X,Y) = ) . .

cov(X,, Y1) cov(X,,Ys) ... cov(X,,Yn)

n,m

je kovarianéna matica vektorov X, Y.

Veta 1.4: (Vlastnosti kovarianénej matice cov(X,Y).) Plati

1 con(X,Y) = £[(X — EX))(Y — £(Y))] = E(XY’) — EX)E(Y)],

2. cov(X, X) = cov(X),

3. cov(ag1+BrnX, b1 1+CinY) = Beov(X,Y)C', ak a, b, B, C s nendhodné vektory resp. nendhodné
matice,

4. ak m =n, tak cov(X +7Y) = cov(X) + cov(Y) + cov(X,Y) + cov(Y, X),

5. cou(X0_ X)) =30, 2221 cov(X;,X;), ak X; € R", i =1,2,...,t,

6. [cov(X,Y)] = cov(Y,X).

7. ETrAg 12y, =TrAE(Z), ak A je nendhodnd a Z nahodna matica.

Doékaz:

1. Spravte ako cvicenie.

2. Vyplyva z definicie.

3. cov(a+BX,b+CY)=¢E{(a+BX -&(a+BX))(b+CY - &b+ CY))} =

=E{BX - EX)C(Y - £(Y)))'} = E{B(X - £(X))(Y - £(Y))'C'} =

=BE{(X - EX))(Y - £(Y))'}C" = Beov(X,Y)C'.



4. cov(X+Y)=E{(X4+Y-EX+Y)(X+Y-EX+Y))} =
=8{(X-EX)+Y-EX)X-EX)+Y - &(Y))} =
— E{(X—E(X))(X—E(X)) +(Y—E(Y))(X—E(X)) +(X—E(X)) (Y -E(Y)) +(Y~E(Y))(Y-E(Y))'} =
= cov(X) + cov(Y,X) + cov(X,Y) + cov(Y).
5. Dokazte ako cvicenie.
6. [cov(X,Y)) = {E(XY') - EX)[EY)])}Y = E(YX) - E(Y)[E(X)] = cov(Y,X), lebo [E(XY)] =
E(YX').
T ETrAZ = E{0, YA} {ZY0) = S, X {A )i €2}, = TrAE(Z). QED.
Nech existujui vsetky korelacné koeficienty

Xi7Y' . .
cor(X;,Y;) = o(X;,Y;) = 0ij = M7 1=1,2,...,n, j=1,2,...,m.
D(Xi)D(Y))

Matica
cor(X1,Y1) cor(X1,Y2) ... cor(X1,Y)
cor(Xo,Y1) cor(Xa,Ys) ... cor(Xs,Ym)

cor(X,Y) = (0ij) i=1.2..n = ) ) ]

cor(X,, Y1) cor(X,,Ys) .. cor(Xn,Ym)

n,m

sa vold korelaénd matica vektorov X,Y. Specidlne ak X =Y, piseme

1 cor(X1,Xs) ... cor(X1,X,)

cor(Xq, X1) 1 e cor(Xo, Xy)
cor(X) = . .
cor(Xn, X1) cor(Xp,Xa2) .. 1

namiesto cor(X, X). Niekedy sa kovarian¢nd matica pise

01,1 01,2 O1,n o7 01,2 O1,n
2
02,1 02,2 02.n 02,1 g5 02,n
cov(X) = ) ) . = ) )
2
On,1 On,2 On,n On,1 On,2 g,
teda 0, ; = 02 = D(X;). Pri oznagen{
) 1
g1 0
0 g9
D:DX: . . . . :dzag(al,ag,...,an)
0O O on
plati
cor(X) =D eov(X)D™' a  cov(X) = Deor(X)D,
lebo
1 2 1
o 0 0 of 012 ... Oip o 0
1 2 1
0 s 0 0921 g5 02.,n 0 og _
1 2 a1
o 0 .. o Oni Op2 ... O o 0 .. o



01,2 O1,n 1
g1 o1 701 o1 0
o o
o o oy 0 2
On,1 On,2 1
o o e On 0 0 o
1 g1,2 O1,n
o102 o10p
92,1 1 92.n
o 09201 090 o COT’(X)
On,1 On,2 1
On01 On02
Analogicky
L0 L0
o1 o1
1 1
0 > 0 >
cor(X,Y) i cov(X,Y) o ) ,
0 0 1 0 0 1
On Om
Cize

cor(X,Y) = Dx'cov(X,Y)Dy' a cov(X,Y) = Dxcor(X,Y)Dy.

Veta 1.5: Ak A, ,, je redlna matica (nemusi byt ani symetrickd) a existuje matica cov(X), tak
EX'AX) = [E(X)]AE(X) + TrAcov(X).

Dokaz: Pomocou Vety 1.4 dostavame
EX'AX) =E{(X - EX)+ EX))AX - EX) +E(X))} =

=X -EX)AX - E(X)) + [EX)NAX - £(X)) + (X - E(X))AE(X) + [EX)AE(X)} =
[EX)NAEX) + E{(X - EX)AX = X))} + E{EX)AX - (X))} + E{(X — E(X))AE(X)} =
= [EX)AEX) +£Tr(X - £(X))A(X - £(X)) + [EX)ALX - E(X)] + [E(X — E(X)) AE(X) =

=[EX)NAEX) + ETrAX — EX))(X - E(X)) = [EX)NAEX) + TrAE{(X - EX)(X - E(X))'} =

=&(X)+TrAcov(X). Q.E.D.

X, ndhodnych veli¢in, ktoré si nezavislé a rovnako

Nahodny vyber rozsahu n je n—tica X7, Xo, ...,
1 = 1,2,...,n, tak povieme, Ze

rozdelené. Ak su rozdelené ako ndhodné velicina X, teda ak X; ~ X,

X1, Xo, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia, aké ma ndhodna velicina X, napr. z N(u,0?).

Priklad 1.6: Nech X = (X3,...,X,)’, n > 2, je ndhodny vyber z rozdelenia s konetnym rozptylom

(disperziou) 0. Oznaéme

n

1 — 1
S? = Z(Xl — X)? (vyberovy rozptyl) a — Z i (vyberovy priemer).
n

n—14
=1

Ukdite, 7e § = LY (X — X)2 = (X1, X2 —nX") a uréte £(52).



Riesenie:
- — - 2 - 1 — —2
S? = X, —X)?=— X2 92X, X+X )= X2-92X;,-) X, +X )=
T X = B XXX = S S 2K DX+ X

i=1 i=1 j=1

1 n 1 n 1 n . 1 n .,
:n—l ;XZQ—?FLE;XZ g;Xj +nX =n_1<;Xi2—nX>:

n

1 1 [ 1 1
= X'X —n— X; X =— [ X'X-=X11'X ) =
n—1 g <; ) ; / n—1 ( n >

1 1
- X' - E'X = X'AX,
n—1 n(n —1)

pricom vektor (prislusného rozmeru), ktorého zlozky s samé jednicky budeme znacit 1 a §tvorcovii maticu
(prislusného rozmeru), ktora m4a vsetky prvky rovné jednej budeme znacit E. Plat{ teda E = 11'.
Ked na nghodny vyber X1, Xs, ..., X,, pozerdme ako na ndhodny vektor X = (X1, Xo, ..., X)), tak jeho

strednd hodnota a kovarianéna matica su

7 2.0 .. 0
N 0 o2 ... 0
E(X) = =pul, cov(X)= =01,
0 0
" 0 O o?
(E(X:) = p, D(X;) = 0?). Podla Vety 1.5 je
£(S?) = [EX)AEX)+TrAconX) =21 d 21— — 1 gligp I g1 gleeg| -
n—1 n(n —1) n—1 n(n —1)

1 1 1 1 1 1
2 / / / 2 2 2 2 2
— 11— 11114+ T —1|t-r - E|= _ — o2,
M{n—l n(n —1) }+ T{a [n—l}} "7 [n(n—l) } -1t o1 ¢
2 Mnohorozmerné normalne rozdelenie

Ak m4 ndhodnd velicina X hustotu

1 _(@=w)?
fX(il?) = € 2%, LS (_00700)7

V2rvo?

kde p € R, 0% > 0, tak X mé reguldrne norméalne rozdelenie s parametrami p a o2. Piseme X ~ N(u,0?).

Veta 2.1: Nech X ~ N(0,1) a pu € (—00,00), a # 0. Plati U = pp+ aX ~ N(u,a?).
22
Dokaz: X mé hustotu fx = \/%e*%

(i) ak a > 0, tak distribuénd funkcia ndhodnej veliciny U = pu + aX je

T=p

o 1 +2

0o V2T

Fy(z) = Fupax(z) = P{p+aX <z} = p{x < 9:“} :[

xT 1 2
_(u=p)
= / e 202 du,
—o V2T

(substiticia t = “=£, dt = 94)




(w—p)?
teda hustota U je v tomto pripade \/21—7”16_ a2,
(i) ak a < 0, tak distribu¢na funkcia ndhodnej veliciny U = u + o X je
Fy(2) = Furax(2) = P{u+aX <z} P{X>x_u} /Oo ! -%at
x) = (0% Xy = e = e =
U ptaX K eu \/ﬁ
(substiticia t = “F, dt = d—“)
_(u=p)? * 1 2
/ e du:/ —c du,
ora —0o V271 (—a)
teda hustota U je v tomt d o S
2a
eda hustota U je v omoprlpaer( o€ .
(u—p)2 (u—p)?
V obidvoch pripadoch je hustota U rovnd fy(z) = ﬁwe* 2l = \/273\/0726 22 , ateda U ~

oo

Q.E.D.
-5 dr p =

N(u,a?).
Charakteristickd funkcia ndhodnej veli¢iny X ~ N(0,1)
1 > _a? .
/ (costx)e™ 7 dx +/ (sintx)e
oo | S
neparna (lichd) funkcia

- R 1 2
t) =& ("X z/ e ——e T dr = —
x(t) ( ) P V2T V2T PN
péarna (sudé) funkcia
2 t2
(costx) _2dac—— 3 = z,
\/27r / V2

Tu sme vyuzili vysledok z analyzy
oo T 2
/ (cos bx)e_azwzdx = Leffnj, ak a > 0.
0 2a
t2
e 2.

2

Teda X ~ N(0,1) ma charakteristicki funkciu ¢ x (t)
), 0>0,tak U=p+0X (kde X ~ N(0,1)) a preto
eituwx (to) _ ezut—

Ak U ~ N(p, 0
wU(t) =& ( it(u-&-aX)) =& (eitueitUX) _ eztug( z(to’)X)

(Poznamendvame len, Ze rovnaki charakteristicki funkciu (teda aj rovnaké rozdelenie pravdepodobnosti)
) rozdelenie, ked mé hustotu f(z) =

ma aj ndhodnd veli¢ina U = p — 0 X)
Nech ¢ > 0. Ndhodné velicina X m4 reguldrne normélne N (pu,

(z—p)

202

2
2
me_ a charakteristickt funkciu e
Nech ¢ = 0. Ak m& ndhodn4 veli¢ina X charakteristickd funkciu e*, tak to je diskrétna nahodns
veli¢ina, ktord nadobida (jedind) hodnotu p s pravdepodobnostou 1 (¢ize P{X = p} = 1). Povieme, ze v

tomto pripade md X singuldrne normélne N (u,0) rozdelenie
) (teda, ze X mé jed-

Dospeli sme k (vSeobecnej) definicii normélneho rozdelenia
, 02 > 0. Povieme, ze X ~ N(u,

Definicia 2.2: Nech p € (—o0,00)
norozmerné normalne rozdelenie s parametrami y € (—o00,00), 02 > 0), ak m4 charakteristicki funkciu

, t € (—00,00).
2), tak £(X) = p a D(z) =

Px(t) = e
Dokéazte ako prlklad, ze ak X ~ N(pu,




Definicia 2.3: Nech p € R"™ a ¥ = (0;;)i=1.2...n je pozitivne semidefinitnd symetrickd matica.
j=1,2,...,n
Povieme, ze ndhodny vektor X méa n—rozmerné normaélne rozdelenie, ak pre kazdy vektor ¢ € R" je
¢’X ~ N(c'u,c'3Sce). Piseme X ~ N, (u, X).

Veta 2.4: Nech X ~ N,,(p,X). Potom £(X) = p a covX = X.
Dokaz: Oznacme e; € R™ j—ty jednotkovy vektor (Cize vektor, ktory mé na j—tom mieste 1, inde vsade
0). Potom
X; =e;X ~ N(ejp = p;,e;Xe; = 0;;),
teda
E(Xj) = nj, D(XG) = 055
Plati, ze EX) =p a {X},;, =D(X;), i=1,2,...,n.
Uvazujme teraz vektor c;, € R", cji =e; +ey, j# k. Plati
C;‘,kX =X;+ Xp ~ N(C;',kli = pj + ik, C;-,kzcj,k =0j;+0jk+0k;+0kk),
teda
D(c}ka) =05+ opk+ 205 (1)
Podla Vety 1.3, bod 3 (a =0, B =c/,) a Vety 1.4, bod 5 je

D(c;-ka) =D(X; + Xi) = D(X;) + D(Xk) + cov(X;, Xi) + cov(Xy, X;) = D(X;) + D(Xk) + 2cov(X;, Xy,).

(2)
Pretoze D(X;) = 0;,j, D(Xy) = 0k i, dostdvame z (1) a (2) 0, = cov(X;, Xi) a teda ¥ = covX. Q.E.D.

Veta 2.5: Nech X ~ N, (p,X). Potom charakteristickd funkcia ix (t) = 't #— 23t ¢ ¢ R7,
Dokaz: Pre dané t € R™ je t'X ~ Ny (t'p, t'3t) a

bx(t) = & (eit/x) e (eu(t/X)) — Pox(1) = G- 8B LS QE.D.

Veta 2.6: Nech X ~ N,(p,X), a € R™, B,,, redlna (pevna) matica. Potom Y = a+ BX ~
N,.(a+Bu,BEB').
Dokaz: Pre dané t € R™ je

Uy (t) =€ (eit’Y) .y (eit/(a+BX)) _ cit'ag (ei(t’B)X> _ e“'awx(B’t) _ oit'a it Bu—f(t'B)S(B't) _

_ eit'(a+Bp)7%t’(BEB')t

)

¢o je charateristicka funkcia m— rozmernej normélne rozdelenej nahodnej veli¢iny so strednou hodnotou
a + Bpu a kovarianénou maticou BEB/, ¢ize Y = a+ BX ~ N,,,(a+ Bu, BXB’). Q.E.D.

Oznaéme
X1
¥ X X1 Xkt+1
X1 = ol = V), 1<k<n, dize Xo=| | eRF, Xy= : e R"*. (3)
Xkt1 X
. X X,

Xn



Veta 2.7: Nech X ~ N,,(u,X). Potom X; ~ Ni(puq,311), kde

01,1 01,2 01,k
E(Xy) H1
. 021 022 ... 02k
My = : =1 | Zu=
E(Xk) o
Uk,l O'k;’Q Uk,k

Y Yo
o1 Moo
Y9 je (n— k) x (n — k) matica.)

. . . 1
Dokaz: X, = (Ik,k:ok,nfk)X = X7 ~ N ((IIO)[,L, (IO)E ( 0 >>, Cize X1 ~ Nk([,l,l, 211). QED

(Poznamendvame len, ze ¥ = < ) , teda 35 je k x (n — k) matica, X9y je (n — k) X k matica a

Poznamka: Mbzeme za X; vybral lubovolnd k—ticu ndhodnych premennych z X1, ..., X,,, margindlne

rozdelenie ndhodného vetora X; je vzdy normélne s ”prirodzenymi parametrami”.

X1

Veta 2.8: Nech X = < ) ~ N, (i, 2) (podla (3)), potom plat

2

X; a Xy st nezévislé <= cov(X1,X2) = 0 n—x (st nekorelované).

Dokaz: Ak st X, a X, st nezdvislé = X; a X st nezavislé pre vsetky i € {1,...,k}, j € {k+1,...,n},
teda cov(X;, X;) = 0 pre vietky ¢ € {1,....,k}, j € {k+1,...,n}, ¢ize cov(X,X3) = 0.

Naopak, ak cov(X1,X3) = 0 = X5 = 0, teda pre charakteristickd funkciu ndhodného vektora X
plat{ pre kazdé t = (t},t})’, pricom t} € RF, t| € R"F,

b 0 t
o LS i(ta,t;><“1>fé<t;,t;>< PR )(t)
wx(t) = et K3 = e K2 22 2 =

— it~ 3t Dty ity — 3t Ta0ty _ Ux, (t1)1x, (t2)

(je sticinom charakteristickych funkeif subvektorov X; a Xs), teda (pozri Rényi, A., Tedria pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha, 1972, str. 300) X; a X9 st nezavislé. Q.E.D.
Skor ako sa dostaneme k faktorizacii kovarianénej matice, zopakujme si niekolko poznatkov z algebry.

Nech A je symetrickd m x m (Stvorcovd) redlna matica.

det(A — AI) °Z" |[A — M| =0

je charakteristickd rovnica matice A. Je to rovnica m—tého stupna. Jej korene si Aj, Ag, ..., \yp,. Volame
ich vlastné (alebo charakteristické) ¢isla matice A. Ku kazdému vlastnému &fslu existuje nenulovy vlastny
(alebo charakteristicky) vektor P;, ze plati AP; = \;P;.

Plati:

I. Ak h(A) = r (hodnost matice A), tak nula je (m — r)—ndsobnym korefiom rovnice |A — AI| = 0.

II. Vsetky vlastné cisla si redlne a aj vSetky vlastné vektory si redlne. Mozeme vlastné cisla teda
precislovat tak, aby Ay > Ao > ... > A\,

III. P;,P; prislichajice \; # A; s navzdjom ortogondlne. Bez djmy na vSeobecnosti moézeme zvolit

P;P; = 1 (ortonormalne).
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IV. Ak A je pozitivne definitnd, tak Ay > Ay > ... > A, > 0. Ak A je pozitivne semidefinitnd a h(A) = r,
tak)\l2)\22...2)\T>)\r+1:...:)\m:0.

A0 ... 0
0 X ... O
A= ) o ) . Tedla PAP=A a A =PAP.
0 0 .. A\
Rovniciam

A =PAP' = \,P,P| + ..+ \,,P,,P,
I=PP =P, P, +..+P, P

hovorime spektralny rozklad matice A (blizsie pozri napr. v Rao, C., R., Linedrni metddy statistické indukce
a jejich aplikace, ACADEMIA, Praha, 1978).

Nech ma ndhodny vektor X,, ; kovarianéni maticu cov(X) = ¥. Ak h(X) = r > 1, tak z predchddzajticeho
Y = PAP/, kde

A 0 0 .. 0
A= r ,
0
0 0 0 0
Cize
NN 0 0 .. 0 oW 0 0 0
: : P}
P VA0 .. 0 P!
S = (PP P,y) VAr 2=
0 0 0
P"n
0 0 0 0 0 0 0 0
VAP,

VAP ,
. = B7l7TBr,n
Now 4
a plati h(B,,,) = r. Rozklad kovarian¢nej matice X,, ,, = Bn’TB;’n, pricom h(B,, ) = r, sa vold faktorizdcia

kovarian¢nej matice.

Veta 2.9: Nech X ~ N,(u, %), h(E)=r >1, ¥ =B, B, h(B)=r. Nech U = (Uy,...,U,) ~
N, (0,1, ,). Potom X a p+BU maji rovnaké rozdelenie pravdepodobnosti (z pravdepodobnostného hiadiska

su ekvivalentné, nerozozname ich).
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Dokaz: X ~ N, (u, X = BB'), U~ N,(0,1). Podla Vety 2.6 p +BU ~ N,,(uu + B0 = p, Becov(U)B’ =
3). QE.D.

Pozndmka: Ak X ~ N, (u,X), h(X) = r < n, tak povieme, ze X m4d singuldrne normélne rozdelenie
(nemd napr. hustotu na celom R"™). PopiSeme ho pomocou vektora U = (U, ...,U,.)’, kde U; ~ N(0,1) st
nezavislé (pomocou Vety 2.9).

Skor ako si odvodime hustotu mnohorozmerného normélneho rozdelenia, zopakujme si vetu o hustote

transformovaného ndhodného vektora.

Veta 2.10: (O hustote transformovaného ndhodného vektora) Nech nghodny vektor X = (Xq,..., X,,)’
ma hustotu p(x) vzhladom k Lebesgueovej miere v R™. Nech t : R™ — R™ je reguldrne a prosté zobrazenie
na otvorenej mnozine G C R", pre ktori pr(x)dx =1, t.j.

1. (prosté) x; € G, x2 € G, x1 x5 = t(x1) # t(x2),

2. (reguldrne) G je otvorend podmnozina R",

3. (reguldrne) pre kazdé x € G existuje spojitd ag"z(:‘)7i,j €{1,2,...,n},
' Aty (x) dt1(x)

oxq ox,
Ota(x) . Ota(x)
4. (reguldrne) pre kazdé x € G je Jakobidn Dg(x) °=" det ( g):‘,) = det 8‘?1 ) 83.0" # 0.
Oty (%) Oty (x)
Oz ox,

Oznatme 7 : t(G) — G inverzné zobrazenie k 7 (teda (7(t(x)) = x pre vetky x € G). Ndhodny

vektor Y = t(X) m4 hustotu vzhladom k Lebesgueovej miere rovni

plr (W] D+ ()l pre y € t(G),
0 pre y ¢ t(G).

q(y) =

Dékaz: najdeme v Jarnik, V., Integrdlni pocet I. II. Praha, NCSAV, 1955-1956, alebo Andél, J., Mate-
maticka statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 47.

Veta 2.11: Nech Y ~ N,,(p,X), h(XE) = n. Potom existuje hustota vektora Y a rovnd sa

fy(ly) = ;e*%(Y*H)/E_l(Y*M% y € R™.

(27)2Vdet 2
Dokaz: Kovarianéni maticu faktorizujeme a dostavame ¥ = B,, ,B’, h(B) = n. Podla Vety 2.9 Y sa
da pisat ako p + BU, U = (Uy,...,U,)" ~ N,(0,1,,), a podla Vety 2.8 si U; ~ N.(0,1), j =1,2,...,n
2
1

nezdvislé. Maju hustotu ¢y, (u;) = \/—Q?e_Tj, j=1,2,...,n. Hustota ndhodného vektora U je

LR SO

= , R".
(27r)5 uc

Yu(u) = oy, (u1)...0v, (un) =

Néhodny vektor Y = u+BU, teda Y je transformovany vektor U. Zobrazeniet : R™ — R" dané predpisom
t(u) = p + Bu je prosté a reguldrne na celom R™ a Y = t(U).
Naozaj, ak u; # ug = p+ Bu; # pu + Buy (lebo B je reguldrna matica).

8tj(11) _ 8(uj + {B}jlul + ...+ {B}jnun)
Bui o 8ui

= {B}j'L’ Z’?j e {172’ ""n}
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existuje a je spojté pre vietky u € R".

dt1(u) Ot1(u)

ouq Ounp
Ota(u) Itz (u)
Jakobidn Dg(u) = det O Qun =detB #0 pre vietky u € R".
Otn (u) Aty (u)
Ouy Oun,

Inverzné zbrazenie k t je 7: R™ — R™ dané predpisom 7(y) = B™'(y — ) (lebo 7(t(u)) = B! (t(u) —
p) =B ([ + Bu] — p) = u pre vietky u € R").
Néhodny vektor Y = t(U) mé4 podla Vety 2.10 hustotu rovni

L A O ()] =

n e_%(y_u)'(Bfl)’Bfl(y—u”det B!l =
PE

fy(y) = ()P ()] =

leboBB' =X = X' = (B')"'B 7}, ale (B')~! = (B™!)’ (¢o vyplyvaz rovnosti B’ (B~') = (B"'B)’ =1),
teda

2—1 _ (B—l)/B—l
a detB = detB’7 teda (0 <)detX = det BB’ = (detB)?, ¢ize |detB| = VdetX, z ¢oho dostdvame

1 1
|detB | m = Tde s QED

Dosledok 2.12: V pripade n = 2 dostavame hustotu dvojrozmerného normalneho rozdelenia

1 _ 1 [(Mﬂq) g(n p1)(zo— u2)+(i2 1o)? }
f(CC1,.Z'2) _ 2(1—¢2) | D(X1) D(X1)D(X3) D(X2)

Comy/1- 92\/D(X1)D(X2)e ’

D(X1) cov(X1,Xz) \ . . P
lebo X = je pozitivne definitnd préve vtedy ak D(X;) > 0, D(X2) > 0 a
CO’U(XQ,Xl) D(XQ)

b —b
0% = CDO&E# # 1 a v takomto pripade (podla vzorca ( Z . ) =1 ( —Cb . ) ) je

» =

1 D(XQ) —CO’U(Xl,XQ)
D(X1)D(X2) — cov?(X1,X2) \ —cov(X1, Xa) D(X,)

1 o

1 o) NaEaEe)
1= 92 _ o) 1
V/D(X1)D(X2) D(X2)

X
Poznamka 2.13: Ak méa ndhodny vektor X, ; = < Xl >7 kde X; € RF, X, € R" %, hustotu
2
f(x1,x2), tak podmienené rozdelenie X; /X5 = x2 (v tomto absolitne spojitom pripade) mé hustotu

f(Xl,X2)

Jri f(x1,%2)dx,

p(x1/x2) =
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Z]11 2:12

o1 X
(i) X992 je pozitivne definitnd matica,

Lema 2.14: Nech ¥ = < ) je pozitivne definitnd, tak

(i) 211 — 21225, o1 je pozitivne definitnd matica.
Dokaz:
(i) X je pozitivne definitng, teda Vy € R" y'Xy > 0 ay'Xy = 0 < y = 0. Z toho vyplyva, ze

0
) =x'¥px>0a (0,x)X (

X

0
vx € R"F (0/,x))Z (

X

> =x'Ypx =0+ x=0.
0 I
Lsr— 1 P vt 2 I 0\
0 I o1 Zoo S Y Y |

_ - 2:1222_21221 0 I 0 _ i — 21222_21221 0
o1 pIPY) N Yt YR | 0 pIPY)

je pozitivne definitna, teda

I -3
(i) L= ( 1222 ) je reguldrna (lebo detL = 1), teda

0 < det 3 = det(LEL') = det(T1; — T12355 1) det(Xao) (4)

~1 —1 : [ B e I
a preto det(Ell — 212222 221) > 0 a 211 — 212222 221 = (I — 212222 ) 1
o1 XYoo =35y 2o

je pozitivne definitnd matica. Q.E.D.

Lema 2.15: Plati

I 2,25 I 0
L_1 _ 124499 a (L/)fl _ ) _ (L_l)’.
0 1 DIIPD I |

Dokaz: je jednoduchy, spravte ho ako cvicenie.

Lema 2.16: Nech x, pu; € R*, x5,y € R" . Plati
(x—p)S7 (x—p) = (x1— [y + 12555 (x2— 1)) (B11 — D123, To1)  (x1 — [y + 12355 (%2 — p1y)])+

+ (X2 — ) 855 (x2 — ).

Dokaz: Pocitajme

(x— )7 (x—p) = (x] — py, x5 — o)/ (L)' 7HL) 'L ( il - Zl ) =
—_———— 2 — Mo

(LZL/)-1

, ;. , I 0 (211 — 21222_21221)71 0 I —21222_21 X1 — Mg .
(Xl_l'l’lvx2_p’2) -1 1 -
7222 221 I 0 222 0 I X2 — Mo

(Z11 - D285 T01)™t 0 > < X1 — py — 21255, (X2 — 1) >

(%) =t — (X — py) By By, Xy — ) .
0 Y9 X2 = M2
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= (x1 = [y + B12255 (%2 — 1)) (B11 — B12255 Ton) (1 — [y + T12355 (x2 — po)])+

+ (x2 = p12)' Ty (x2 — pp). QED.

Vyuzijic (4) a Lemu 2.16 lahko dostaneme

X 3 3 -
Désledok 2.17: Nech X, 1 = AN H ) oo (oznacenie podla (3) a Vety
Xo o o1 g

2.7), potom hustota X je

1
fX(X17X2) = me

—3(x—p)'E 7 (x—p) _

- 1 e~ 3 (1= [ + D120y (x2 = p12)]) (B11 = B12 80y To1) ! (1 — [y +E 1225, (x2—45)]) o
(2m) 2 \/det(S11— 1255, 1)

fx(x1,%x2) =

@)%JT e~ 30 1) B (K2 =12) = (%), %) for ().
™ € 22

Podmienené rozdelenie X; /X5 = x2 mé podia Poznamky 2.13 hustotu

o(x1 /%) = f(XhXQ) _ dbaxe)fa(xe)  _ W(xi,%a)
Ve fR’f le X2 Xm ka w(Xh XQ)fQ(XQ)dX1 ka '(/)(Xl, Xz)dxl '

Vidime, Ze pri pevnom Xy je 1(x1, Xo) hustotou ndhodného vektora & ~ Ny, (pt, + 312355 (X2 — o), B11 —
21222_21221) a teda ka P(x1,X2)dx1 = 1, ¢ize hustota p(x;/x2) podmiemeného rozdelenia X; /Xy = x5 je

¥(x1,%2). Dokéazali sme, ze
X1 /X = %2 ~ Ni(py + 12555 (X2 — py), T11 — T12355 Tay). (5)
Délezity je Specidlny pripad n = 2. Ak X ; mé reguldrne dvojrozmerné normélne rozdelenie, teda
X D(X D(X1)D(X
X = Yo () (X1) 0/D(X1)D(X2) tak
Xo p2 0/D(X1)D(X2) D(X2)

X1/Xy = s~ Ny <u1 + 0y i o2 = ) DXL - @2>) . (6

3 Rozdelenie kvadratickych foriem

Definicia 3.1: Néhodnd veli¢ina X mé Gama rozdelenie s parametrami a,b, a > 0, b > 0 (ozna¢me
X ~TY(a,b)), ak m4d hustotu

4 emargb—l ak > 0,
h(z) =4 'O
0, ak r <0.
Ponamenédvame len, ze pre funkciu gama plati I'(a fo e *r*ldx, a > 0, T'(n) = (n—1)! pre n

prirodzené ¢islo, T’ (5) =, al'(a) =T(a+ 1) pre kazde kladné ¢islo a. S funkciou gama je tizko spéita
funkcia beta (oznacujeme B(a,b), a > 0,b > 0), fo 2971 (1 — )" 1dr. Medzi funkciami gama beta

plati vztah B(a,b) = Fr(ﬁzig)l;)'
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Definicia 3.2: Nahodn4 veli¢ina Y mé y2 rozdelenie (chikvadrat rozdelenie s n stupfiami volnosti), ak

ma I (%, %) rozdelenie. Teda Y m& hustotu

e_%y%_l, ak y > 0,
0, ak y <0.

Veta 3.3: Nech X, Xo, ..., X, su nezdvislé N(0, 1) rozdelené ndhodné veliciny. Ndhodnd velic¢ina

Y =X} +X3+..+X2

mé x?2 rozdelenie.
Dékaz: (indukciou) Pre n = 1, nech X7 ~ N(0,1) a = > 0, tak distribu¢nd funkcia

el 2
Fﬁ@%%%ﬁ<ﬂ—P{vE§&<vﬂPh@—Xﬁ—/I¢%e3ﬁ,

teda hustota p . )
_ @2 _(=vm)?
frxa(e) = 2 Fyp () = —= e " (Vo) — o= e TF (/) =
1 B 1 1
e

VS wE Ve

a fxz(x) =0 pre z < 0.
Nech teraz X7 + X2 + ... + X2 m4 pre z > 0 hustotu 211}( ) e~ 2z371. Potom
2 n
2

5
5

1

(— ): 1 _% _% — 1 6_%.’1:_%
2Vx)  V2Ver 22T (3)

(MG

(MG

oo
fxf+x22+...+x5+1(x) = /0 fo+X§+..,+X,3 (z— U)fngrl(u)dU =

v ]. r—u n 1
= ez (r—u)? e zu 2du =
Larg e e m
= €’ :/ (r—u)2'u"2du = (substiticia — =w, du=zdw)
0

ntl 1 n+l ntl 1
27T ()0 (3) T(%) 2% (%)
Poznamka 3.4: Veta 3.3 je alternativnou definiciou x? rozdelenia.

Veta 3.5: Nech Y ~ x2Z, Z ~ x? st nezdvislé ndhodné veli¢iny. Potom Y + Z ~ xZ_,.

Dokaz: ¥ = X2 + X3+ ...+ X2, Z = Xf_H + XTQ+2 + ...+ XT2_~_S7 pricom vsetky Xi, Xo, ..., X; 45 st
Q.E.D.

nezdvslé a N(0,1) rozdelené. Preto Y + Z = X7 + ... + X2, ~ x2,,.
Najprv si dokdzeme vetu, ktoru

Teraz si nieco zopakujeme z tedrie zovSeobecnenych inverzii matic.

budeme éasto pouzivat.
Veta 3.6: Pre kazdd maticu Dy plati M(D) = M(DD’), kde M(D) = {Du: u € R'} je vektorovy

priestor generovany stipcami matice D (podpriestor priestora R¥).
Dokaz: Oznaéme [M(D)]* ortogonalny doplnok priestora M (D) v (celom) priestore R¥. Plati M(D) =

M(DD') <= [M(D)]* = [M(DD’)]*. Budeme dokazovat rovnost priestorov [M(D)]* a [M(DD’)]+.
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Ak z € [M(DD')]* = zDD’ =0 = zDD'z=0= (D'z)(D'z) =0 = D'z=0= 2D =0 =
z € [M(D)]+, teda [M(DD')]+ c [M(D)]*.

Ak z € [M(D)]* = 2z’D =0 = z’DD’ = O = z € [M(DD’)]*, teda [M(D)]*+ C [M(DD')}*

Dostavame, ze [M(D)]* = [M(DD')]+. Q.E.D.

Definicia 3.7: Majme maticu A,, ,. Maticu A~ typu rozmerov n X m nazyvame g-inverziou (zovseo-
becnenou inverziou, pseudoinverziou) matice A, ak plati AATA = A.

Veta 3.8: Pseudoinverznd matica k matici A, ,, vzdy existuje. Nemusi byt jedina.

Dékaz: (i) Ak A = 0, tak lubovoln4 matica typu n x m je A~.

(i) Ak h(A) = r > 1, 7 < min{m,n}, tak A ma r linedrne nezdvislych stipcov. Vezmime tieto
nezavislé stipce (v lubovolnom poradi) a dostaneme maticu B, . Kazdy stlpec matice A, teda {A},;, i=
1,2,...,n dostaneme ako linedrnu kombinaciu stipcov matice B, teda {A}; = Bc;, i =1,2,...,n. Maticu
(ciicy: ... icp)pp oznaéme C. Teda A = BC, pricom h(B) = r. Pretoze h(A) = r < min{h(B),h(C)} <
h(C) a naopak h(C,.,) < min{r,n}, dostdvame h(C) = r. Prave opisany rozklad matice A

A,,=B,,C.,, h(A)=h(B)=h(C)=r (7)

budeme casto pouzivat. Matica B'B je rozmerov r x r, pricom podla Vety 3.6 je M(B'B) = M(B'), teda
aj h(B'B) = h(B') = h(B) = r. Matica B'B je reguldrna. Existuje inverzna matica (B'B)~!. Uplne
analogicky dostaneme, Ze existuje matica (CC’)~!. Preto existuje aj matica C'(CC’)~1(B'B)~'B’ (typu

n x m) a plati
AC/(CC)"Y(B'B)"'B’A =BCC/(CC')}(B'B)"'BBC=BC = A,

¢ize C'(CCH)"Y(B'B)"'B'=A". QED.
Veta 3.9: Ak h(A, ) =r > 1, tak A~ A = I, pre lubovolni A™.
Dokaz: Pre lubovolnti A~ je AA™A = A, teda pre kazdé x € R” plati A(A~A —I)x = 0. Pretoze

h(A) =r, st stipce matice A linedrne nezévislé a z toho dostévame
VxeR" A[(ATA-Ix]=0 = VxeR" (ATA-Ix=0,

cize ATA—-1=0, alebo ATA=1. Q.E.D.
Veta 3.10: Ak h(A,,) =r > 1, tak A’(A’)~ =1, pre lubovolnii (A')~.
Dokaz: Pre lubovolni (A’)~ je A’(A')~A’ = A/, teda pre kazdé x € R” plati x'(A’(A")~ —1)A’ = 0.

Pretoze h(A') = r, st riadky matice A’ linedrne nezdvislé a z toho dostadvame
vxeR" X'[A'(A")” -DJA'=0 = VVxeR" X' (A'(A)” -1I) =0,

¢ize A'(A")” —I=0, alebo A’'(A")~=1. Q.E.D.
Veta 3.11: Ak h(A,,) =r > 1, tak A/(AA’)~ A = I, pre lubovolnii (AA’)~.
Dokaz: Pre Iubovolni (AA’)~ plati
AA'(AA)"AA' = AA/,

teda
ATAA(AA)"AA' (A" =ATAA'(A))".
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Vyuzijeme Vetu 3.9 a Vetu 3.10 a dostdvame A’ (AA’)"A =1,. Q.E.D.
Veta 3.12: Ak Ay j je idempotentnd (teda AA = A), tak h(A) =TrA.
Dékaz: (i) Ak h(A) =0, tak A = 0 a tvrdenie je zrejmé.
(ii) Ak h(A) =7 > 1, tak podla rozkladu (7) Ay = B ,.C, x, pricom h(B) = h(C) = r. Pretoze A je
idempotentnd, postupne plati
AA=A

BCBC =BC
B "BCBCC™ =B BCC~™

a podla Vety 3.9 a Vety 3.10
CB=1I,.

Dostavame TrA = TrBC =TrCB =T7rl, =r = h(A). Q.E.D.
Teraz sa vratme k rozdeleniam kvadratickych foriem.
Veta 3.13: Nech X ~ N, (1, %), h(X)=r>1anech ¥~ je lubovolna g-inverzia matice . Plat{

(X —p)E7(X = p) ~ X7

Dokaz: Faktorizujeme kovarianénti maticu a dostaneme ¥ = B,, ,B’, pricom h(B) = r. Ak U ~ N,.(0,I)
tak podla Vety 2.9 X = u + BU ~ N, (i, 2), teda

(X - p)S (X — p) = (BUYS BU = UB/(BB') BU =U'U ~

podla Vety 3.3 a Vety 3.11.  Q.E.D.
Veta 3.14: Nech X ~ N, (u, X) a A, ,, je symerickd pozitivne semidefinitnd matica, A3 # 0, AXAY =
A3 (idempotentnd). Potom

Y =X~ H)/A(X —p)~ X2T7-A2-

Dokaz: Pretoze AX # 0, je h(A) = r > 1 a existuje matica B, s hodnostou h(B) = r, e A = BB’

(faktorizécia matice A). Teda
V=X-p)AX-p)=(X-p)BB(X-p)=(B'(X-pn)BX-p)=¢£¢,
kde ¢ = B'X — B'u ~ N,.(0,B'YB). Pretoze AX je idempotentna, pomocou Vety 3.9 dostavame
AYAY =AY
BB'XBB’'S = BB'™®
B BB'XBB'XB =B BB'XB
B'YBB'YEB = B'EB,

¢ize matica B'EB je idempotentnd a teda (B'XB)~ = I, (jedna jej g-inverzia). Je zrejmé, ze h(B'XB) =
TrB'SB = TrBB'S = TrAX > 1 (Iebo AX # 0). Aplikujeme Vetu 3.13 na ndhodny vektor £ = B'X—-B'p
a dostdvame

(B'X — By~ 0)/(B'SB) (B'X — B'it— 0) ~ (grsm)
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(X = p)BLB'(X = pt) ~ X7,ax
(X —p)AX = p) ~ xpax.  QED.

Veta 3.15: Nech X ~ N, (u,X) a A, ,, By, redlne matice takd, ze BXA = 0, A je symetrickd a
pozitivne semidefinitnd. Potom ndhodny vektor Y = BX + b a ndhodn4 veli¢ina V = (X —a)’A(X — a) si
nezavislé pre lubovolné vektory b € R™ a a € R™.

Dokaz: Ak A = 0, tak V' je nezdvisld s (Iubovolnym) Y.

Ak A #£0, h(A) =r > 1, tak faktorizujeme A = C,,,,C’, h(C) =r. Ndhodny vektor

Cc'X (of c’ c’ . c’'sC C'zB
BX B B B BXC BXB
Z predpokladu B¥X A = 0 postupne dostiavame
BXCC' =0
BXCC/(C')~ =0
7 . / c'X ). ) .
a podla Vety 3.10 BXC = 0. Pretoze cov(BX,C'X) =BXC =0 a BX je normélne rozdeleny, st

vektory BX a C'X nezavislé. Cize aj pre lubovolnd vektory b € R™ a a € R" si b+ BX a C'(X — a)
nezavislé, ale aj (ich funkcie) Y =BX +ba (C'(X —a))(C'(X—a))=(X—-a)A(X—a)=V. Q.ED.

Veta 3.16: Nech X ~ N, (i, X) a A, ,, By, , st redlne symetrické pozitivne semidefinitné matice také,
7ze BYA = 0. Potom ndhodné veliciny ¥; = (X —a))A(X —a) a Y5 = (X — b)’B(X — b) st nezdvislé pre
lubovolné vektory a € R™ a b € R™.

Dokaz: Staéf uvazovat pripad h(A) = r > 1, h(B) = s > 1. Faktorizujeme A aj B, teda A =
C..C', h(C)=raB=G,G, h(G)=s Zpredpokladu BEA = 0 dostdvame GG'ESCC’' =0 a
G GG'ECC/(C')~ = 0, ¢ize (pouzijic Vetu 3.9 a Vetu 3.10) G'EC = 0. Teda G'(X —a) a C'(X — a)
st pre lubovolné vektory a € R™ a b € R" nekorelované a v tomto pripade (normality) aj nezavislé.
Ale potom aj ich funkcie (C'(X — a))(C'(X —a)) = (X —a))CC'(X —a) = (X —a))A(X—a) =Y; a
(G'(X—b))(G'(X—b)) = (X-b)GG'(X—b) = (X —b)'B(X —b) = Y; sii pre lubovolné vektory a € R"
a b € R™ nezavislé. Q.E.D.

Teraz uvedme jednu velmi délezitu aplikéciu predchadzajicich viet v Statistike.

Veta 3.17: Nech X1, X», ..., X,, je ndhodny vyber z N(u,02). X =1 3"  X; je vyberovy priemer a
52 = L5 (Xi — X)? je vyberovy rozptyl. Potom plati

(i) X~N(u2),

(i) preo? >0, n>2je 251 S% ~ x2_ 4,

(iii) pren >2 st X a S? nezdvislé.

Dokaz: Podla Prikladu 1.6 ked oznacime X = (X1, ..., X,,)’, tak plati X ~ N, (1x,0%1,,), kde 1 je

n—rozmerny vektor, ktorého kazda zlozka je rovna 1. Potom ale
X=(%1 ...,%)X:%l’X (8)

a podla Prikladu 1.6 pre n > 2 je

S2=X’{ S )11’}X:X’{ S E}X (9)

n—1 n(n —1
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(n x n matica E m& vSetky prvky rovné 1).

© 3= 3=

n?

(i) Podla Vety 2.6 dostdvame X ~ N, ((%, LDl =g, (AL D)% = "72)
1
(i) Z (9) dostévame pren > 2 25152 = X' { 51— —1;11'} X = X'AX, pricom Al = 51— -L;1n =0.
Preto

n—1 1 1
—5% = (X —1p) {021 - 710211'} (X —1p).

o
Ukézeme, ze A spifla predpoklady Vety 3.14.

Plati A = A’ (A je symetrickd), pre kazdy vektor y € R" je y'Ay = %y’(l — %11’)y = %y’(l -
111")(I - 111")y > 0 (A je pozitivne semidefintnd), Ac?I # 0 a Ac*TA0?I = {I - 111"} {I— 111} =
{1- 111"} = Ao®L. Pretoze TrA¢?I = Tr{I— 111"} = n — 17711’ = n — 1, priamo z Vety 3.14
dostdvame,ze ”U—QlSz ~ X231

(iii) Pretoze (1,2, .. 1)0?TA = 11/{I- 111"} = 11" — L5111’ = 0, podla Vety 3.15 sii X a >

nezavislé. Q.E.D.

4 Teoretické zaklady linearnej regresie a korelacie

Y, X1, Xo, ... X} nech st ndhodné veli¢iny na tom istom pravdepodobnostnom priestore (2, A, P) s kone¢nymi
druhymi momentami. Nasim cielom je predikovat ¥ pomocou X. Predikciou rozumieme (vhodnu) ndhodni
velicinu ¥ = g(X1,..., X,), kde g : RF — R! je meratelné zobrazenie. My sa budeme zaoberat linedrnuou

predikciou
YV =B+ BiX1 + .. + Be Xy = Bo + BX,

teda ak g(z1,...,zk) = fo + Zle Bsx;. Kvalitu predikcie budme posudzovat strednou kvadratickou chybou
E(Y —Y)2%

Veta 4.1: Nech Y, X7, X5,...X; si ndhodné veli¢iny na tom istom pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P) s kone¢nymi druhymi momentami a kovarianénd matica ndhodného vektora X = (Xq,..., X,,)

je pozitivne definitnd. Pre linearnu predikciu Y = Bo + B'X plati
EY —Y)2=E(Y - Bo—B'X)?> DY) — cov(Y, X)[cov(X)] Leov(X,Y).
Rovnost sa dosiahne prave ak
Bo=EY)-FEX) a B=][cov(X)]  eov(X,Y). (10)

Dokaz: Pre Tubovolni nahodni veli¢inu & s koneénym druhym momentom plati D(€) = £(£2) — £2(¢€),

preto
EY -Y)2=DY -Y)+EX(Y -Y)>D(Y -Y)

(rovnost nastane prave ak £(Y —Y) = 0, teda prave ak 8y = £(Y) — B'E(X))

= D(Y-B—B'X) = D(Y-B'X) D((li -8 < ;)) = (1:-8) ( 00111)((;(/)}/) CZZS(/X))Q ) ( —lﬂ ) -



20

-8
=D(Y)+[8 — (cov(X)) eov(X,Y)] cov(X)[B — (cov(X)) Leov(X, Y)] — cov(Y, X) (cov(X)) teov(X,Y) >

= (D(Y)—ﬁ’cov(X7Y)fCOU(Y, X)—ﬁ'cov(X)) ( ! ) =D(Y)-B'cov(X,Y)—cov(Y,X)B+8 cov(X)B =

(rovnost nastane prave ak B = [cov(X)] " teov(X,Y))
> D(Y) — cov(Y, X)[cov(X)] teov(X,Y). Q.E.D.

Poznamka 4.2: Optimalna linedrna predikcia, t.j. linedrna predikcia s minimalnu strednekvadratickou

chybou je

Y =&E(Y) - BEX) + cov(Y,X)[cov(X)] X = E(Y) + cov(Y, X)[cov(X)] "X — £(X)).
Pre tito predikciu plati
O’%/’X = E(Y - (E(Y) = B'EX) + cov(Y, X)[CO’U(X)]_1X)>2 =D(Y) — cov(Y, X)[cov(X)] Leov(X,Y) =

=D(Y) — B'cov(X)B. (11)

0'32/7X sa vola rezidudlny rozptyl. Funkcia

Y = E(Y) + cov(Y, X)[cov(X)]7H(X — £(X))
sa vold linedrna regresnd funkcia.

V pripade k =1 je

Regresna priamka preto je

§=E(Y)+oxy

(x je realizicia X a { je realizdcia V). Oby¢ajne teoretické (skutoéné) hodnoty £(X),E(Y), D(X), D(Y), ox.y

nepozndme, ale pouzijeme ich odhady £(X) = X, £(Y) =Y, D(X) = L 37" (X, — X)?, DY) =

LS (Vi —Y)2, oxy = Y (Xi=XN)(¥i—Y) .
n—1 27,:1( ) , 0X)Y \/ZI”Zl(Xiff)z ?:1(1977)2

Veta 4.3: Plati
0<oyx <D(Y).

Doékaz: Obidve nerovnosti st zrejmé zo vztahu (11), prva nerovnost vyplyva z toho, 7e a?x je stredna
hodnota nezapornej ndhodnej veli¢iny. Q.E.D.

Poznamka 4.4: Ak sii Y a X nekorelované, tak cov(Y,X) = 0, teda z (11) je oy.x = D(Y). Z (11)
vyplyva, ze vzdy je O’%X < D(Y), lebo [cov(X)]~! je pozitivne definitnd matica (lahko sa o tom presvedéime).

Definicia 4.5: Nech cov(X) je reguldrna matica. Koeficientom mnohondsobnej koreldcie medzi Y a
X nazyvame korelaény koeficient o(Y, f/') a znac¢ime py x, pricom Y je optimélne linedrna predikcia, teda
Y = By + B'X, kde By = E(Y) — B'E(X) a B = [cov(X)] eov(X,Y). Ak D(Y) = 0 alebo D(Y) = 0, tak

polozime gy x = 0.
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Poznamka 4.6: D(Y) =0 <= Bcow(X)B=0 <= B=0.
Veta 4.7: Plati

(i) ovx >0.
Ak 0 < D(Y) < oo, tak
. B cov(X)3
(ii) QYX = %y))v
(iii) gy)x = cor(Y, X)[cor(X)]"tcor(X,Y),
(iv) oyx=1- —D‘{’;‘).

Dokaz: (i) Ak je D(Y) =0 & B =0 alebo D(Y) =0 & B # 0, tak priamo z definicie o(Y,Y) = 0. Ak
DY) > 0 & B = 0, tak podla Pozndmky 4.6 je D(Y) = 0 a opit z definicie je o(Y, Y) = 0. Preto staci
uvazovat D(Y) > 0, B # 0. V tomto pripade

(YN (Y
ovx = o(Y,Y) = cov<Y Bo+BX) _ cou(y, ,B’X) _ cou(110) ( X ) () ( X >) _
’ VD(Y)D(Bo + B'X) - /DYV)B con(X)B D(Y)B cov(X)3
- DY) cov(Y, X) 0 . 0
) (1'0) < orX.Y) o) ) ( 5 ) ) (D(Y).COU(Y,X)) ( 5 )
- D(Y)B cov(X)B - DY)Bcov(X)3
_ cov(Y, X)[cov(X)] " teov(X,Y) _ B cov(X)B
D(Y)B cov(X)B D(Y)B'cov(X)B

(ii) Ak B8 = 0, tak podla Poznamky 4.6 je D(Y) = 0 a z definicie je py.x = 0, ale takisto B'cov(X)3 = 0,
teda (ii) plati. Ak B # 0, tak (vyuzijic odvodzovanie v (i)) dostdvame

o (VB BX)  {eou(V,X)leov(X)] con(X,Y))?
Gx =) G AX) T D)X
~ {eov(Y, X)[cov(X)] L cov(X)[cov(X)] Leov(X,Y)}2 [Beov(X)B2  Bcov(X)B
D(Y)B'cov(X)B D(Y)B'cov(X)B D(Y)
(iii) Ak B = 0, tak cov(X,Y) = 0 ale aj cor(X,Y) = 0, teda cor(Y, X)[cor(X)] tcor(X,Y) = 0. Na
druhej strane v tomto pripade podla Pozndmky 4.6 je D(f/) =0, teda ,Q%,yx = 0. Ak B # 0, tak podla (ii)

2 BeovX)B  cov(Y,X)[cov(X)] " cov(X)[cov(X)]teov(X,Y)  cov(Y, X)[cov(X)] " teov(X,Y) _

XT Tpyy D(Y) - D(Y)
-1
m 0 0 m 0 0
0 = 0 0 L 0
. L Neeey VED
- coo(Y, X1)' ... ‘cou(Y, X ) x
\/D(Y)( ( v ( 2 : : . : : : .
0 0 ’ \/D(lxm 0 0 \/D<1Xn>
1 —1 1
T 0 e O e cov(X1,Y)
[cov(X)] ™ 0 e v O cov(Xs, ¥) 1 —
. . . : SR : VDY)
0 0 S 0 0 .
D(Xn) VP (Xn) cov(Xy,Y)

= cor(Y, X)[cor(X)] " tcor(X,Y)
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(vyuzijic znamy fakt, ze pre reguldrne matice A, B plati (ABA)~! = A"'B7'A™).
(iii) Podla (11) pre rezidudlny rozptyl plati

0'32/7X =D(Y) — cov(Y, X)[cov(X)] Lcov(X,Y),

oy x = DY) — Bcov(X)B.

Ked vydelime tiito rovnicu nenulovou hodnotou D(Y') dostaneme

a pomocou (ii) koneéne dostédvame

2
2 _q_ 9¥X

Q.E.D.

Poznamka 4.8: Obycajne vyjadrujeme Q%/,x pomocou prvkov korela¢nej matice

1 cor(Y,X)
cor(X,Y)  cor(X) .
Poznamka 4.9:
(i) Ak Y, X si nekorelované, tak 3 =0 a Y = E(Y), cize D(Y) =0 a preto g%,x =0, teda gy x = 0.
(ii) Ak Y je optimalna linedrna predikeia, teda ¥ = (V) — B'E(X) +cov(Y, X)[cov(X)] ' X, 0 < D(Y) <
cov(YY)
DY)D(Y)
(iil) oy x je ukazovatel (miera) statistickej viizby (stochastickej viizby) medzi Y a X.

cor(Y,X) =

OO&Y:}A/,taka7X:

(iv) 10003 x udava v % variabilitu Y, ktord sa dé vysvetlit variabilitou X.
Veta 4.10: Nech 0 < D(Y) < co. Potom plati
ovx = max [o(Y,d+ b'X)|,

der1
0#£beRF

teda gy x je maximdalny korela¢ny koeficient (v absolitnej hodnote) medzi ¥ a lubovolnou linedrnou kom-
bindciou d’'X + d.
Dékaz: Nech d € R', 0 # b € RF.

!/
(Y, d + b'X)| = cov(1Y,d +b'X) | cov(leX Leov( YX)b
V/D(Y)b'cov(X)b \/D )b’ cov(X \/D )/bcov(
~ |eov(Y, X)[cov(X)] ™ 1001) B cov X)b

VDY) /b cov(X | VDY) /b cov(

Maticu cov(X) faktorizujeme a piseme cov(X) = BB', teda

‘ B cov(X)b _ 1
VDY )/beow(X)b|  /D(Y)y/b cov(X)b

(pouzijeme Schwarzovu nerovnost, podla ktorej pre lubovolné dva vektory u, w € RF plati [u'w| < vu'uv'w'w)

1 ’ ! as /s e B/COU(X)B _ _
= \/D(Y)\/b’cov(X)bvﬁ BEAVEBBD =\ ["hh T = Vox = orx

(B'8)'(B'b)| <
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(pouzili sme Vetu 4.7 (ii) a (i)).
Priklad 4.11: Vyjadrite 922_( x,y) Pomocou ”oby¢ajnych” korelacnych koeficientov..
Riesenie: Podla Vety 4.7 (iii) plati

-1
X X\ _ X 1 oxy 0X,z
2 = cor(Z, cor Leor ,2) = ; ’ ’ =
0% (x.v) ( v )l v ] ( v ) = (0z.x,02Y) oyx 1 ov.z

_ 1 (02.%. 07) 1 —0x,y 0x.z | _ QQZ,X + Q2Z,Y —202,x02,Y0X,Y
l—oky 7777 —0x)y 1 0v,z -0k y
a b\ 1 c -b
(Pouzili sme vzorec ( b e ) = 2 ( b 4 ) aak X = X, tak QZZ,X = QQZ,X-)

Teraz si zavedieme parcidlny korelacny koeficient.

Nech Y, Z, X1, ..., Xk st ndhodné veli¢ciny na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P), maju kone¢né
druhé momenty, D(Y) # 0, D(Z) # 0 a cov(X) je regularna. Cielom je ziskat mieru statistickej (stocha-
stickej) viizby medzi Y a Z pri elimindcii vlyvu X = (Xi,..., Xx) ("o€istent zdvislost”). V zhode s
predchadzajicim oznacenim oznaCme

Y najlepsiu linedarnu predikciu Y pomocou X,

Z najlepsiu linedrnu predikciu Z pomocou X,
teda Y = By + B'X, kde Bo=E(Y)—BEX) a B=covX)] Leov(X,Y) a
teda Z = ap + &’X, kde ag=E(Z) — /(X)) a a = [cov(X)]  eov(X, Z).

Nghodné veli¢iny Ry =Y — Y, Ry = Z — Z voldme rezidus.

Definicia Veta 4.11: Nech platia oznacenia a predpoklady z predchadzajiceho odstavca. Korelaény
koeicient o(Ry, Rz) nazyvame parcidlnym korelacnym koeficientom medzi Y a Z pri danom ndhodnom
vektore X (niekedy sa povie ”pri elimindcii vplyvu ndhodného vektora X”). Znaéime ho gy zx alebo
ovx = 1 alebo pz x = 1), tak kladieme gy, zx = 0.

Veta 4.12: Ak D(Y —Y) #0a D(Z — Z) # 0, tak

oy.z — cor(Y, X)[cor(X)]"teor(X, Z)
V= 00— 62 )

0y, z.X = . (12)

Dokaz: Plati

Pocitajme

coo(Y =Y, Z —Z)=cov(Y — o —BX,Z —og—a'X) =cov(Y —3X,Z - a'X) =

Y Y
—cou((0:-8)| z [, (01i-a)| z |)=
X X
DY) cov(Y,Z) cov(Y,X) 0
=(1:0:-8) | cw(Z,Y) DZ) cov(Z,X) 1 =

cov(X,Y) cov(X,Z) cov(X) -
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0
= (D(Y) — B cov(X,Y)icov(Y, Z) — B'cov(X, Z):cov(Y,X) — ﬁ/cov(X)) ( 1 ) =

= cov(Y,Z) — B'cov(X, Z) — cov(Y, X)a + B cov(X)a =
= cov(Y, Z) — cov(Y, X)[cov(X)] " teov(X, Z) — cov(Y, X)[cov(X)] " Leov(X, Z)+

+ cov(Y, X) [cov(X)] ™ cov(X)[cov(X)] teov(X, Z) =

—=— 0 0
VD(X1) .
1 . 0 0
=VD(Y)D(Z){ ov,z — W<COU(K X1): ... icov(Y, Xk)> ' \/TXz) . "
R Ty
0 0 0 0
: \/W _ [cov(X)] 7! VPx2) «
0 0 s 0 0 e
v 0 0 cov(X1, 2)
o con(Xe,2) | 1|
: Lo D(Z)
0 0 . =l
VP(Xn) cov(Xy, Z)
= /D(Y)D(Z) {oy,z — cor(Y,X)[cor(X)] 'cor(X,Z)} = cov(Y — V.Z - 2). (14)

Dalej plati

D(Y —¥) =D(Y - By — FX) = D(Y — B'X) =D(<15 - 8) ( i)) -

o a DY) cov(Y, X) 1 _
=(L=8) ( cov(X,Y)  couv(X) ) ( -3 )

= (D(Y)—ﬁ'cov(X7Y)fcov(Y, X)—ﬁ’cov(X)) ( ! ) =D(Y)—-B'cov(X,Y)—cov(Y,X)B+8 cov(X)B8 =

=D(Y) — cov(Y, X)[cov(X)] Leov(X,Y) =

—L 0 0
VD(X1)
1 ) ) 0 1 . 0
=D(Y){1- (cov(Y, Xi)t ... teov(Y, Xk)) . e : x
D(Y) : : - .
0 0 1
VD (Xn)
1 0 0 -1 1 0 0 N
VDD VP
0 1 0 0 1 0
T ) I P
0 0 IR

- 0 o .
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s 0 0 cov(X1,Y)
0 \/#Xz) 0 cov(Xs,Y) 1 B
: : o : D(Y)
0 0 oL
VP (Xn) cov(Xy,Y)
=D(Y){1 — cor(Y,X)[cor(X)] 'cor(X,Y)} = D(Y)(1 — 0} x) =D(Y - Y). (15)
(podia Vety 4.7 (iii)) Uplne analogicky dostaneme
D(Z - 2)=D(Z)(1 - 0% x)- (16)

Dosadenim (14), (15) a (16) do (13) lahko dostaneme

oy.z — cor(Y, X)[cor(X)] " tcor(X, Z) .
VA= 30— 02 x)

oy,zX = Q.E.D.

Poznamka 4.13: K vypcétu gy, z x potrebujeme vediet oY,z 0Y,X;> 0X:,X;» 02,X;, + = 1,2,..,k, j=

1,2,..., k.

Poznamka 4.14: Medzi gy,z x a gy,z nie je Ziaden (vSeobecny) vztah.
Priklad 4.15: Vyjadrite 0z (x y) pomocou "obycajnych” korelacnych koeficientov.
Riesenie: Podla (12) plat{
0v,z — 0Y, X0z X
oy, z.X = 5 5 .
\/(1 - QY,X)(l - Qz,X)

5 Linearny regresny model

Priklad 5.1: Merajme neznamu dizku stola B n—krat nezavisle s meradlami ”rovnakej kvality”, teda rov-
nakej (nezndmej) standardnej neistoty o (smerodajnéd odchylka meradla). Merania modelujeme ndhodnymi
veli¢inami Y7, Y5s,...Y,,, &(Y;) = 8 - meracie pristroje si bez systematickej chyby. To znamend, skuto¢ne
namerané hodnoty (éisla) y1,y2, ..., yn S0 realizdciami ndhodnych veli¢in Y7,Y53,...Y,,. 7Celé” meranie mo-
delujeme observaénym (pozorovanym) ndhodnym vektorom (vektorom merani) Y = (Y7,...,Y},)’, ktorého
strednd hodnota je £(Y) = 13 a kovarianénd matica je oI, teda modelujeme ho "trojicou” (Y, 183, o).

Pozndamka 5.2: V skuto¢nosti merdme tym istym meracim pristrojom, éo sposobuje ”zavislost” medzi
meraniami. Standardni neistotu ¢ meracieho pristroja moézeme poznat (napriklad z certifikdtu pristroja),
ale nemusime poznat. Redlny pristroj nie je bez systematickej chyby. N4s jednoduchy model merania nie je
uplne dokonaly (je to len urcité priblizenie reality).

Priklad 5.3: (Andél, J., Matematick4 statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 104.) Merajme medent trubku
(nominélnej dizky Ly = 1000mm pri 20°C) postupne pri 30°C, 40°C, 50°C, 60°C, 70°C, 80°C. Vysledky

merani su

At (zmena teploty) || 10°C | 20°C | 30°C | 40°C | 50°C | 60°C
predizenie AL [mm] | 0,18 | 035 | 048 | 0,65 | 0,84 | 0,97
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Zékon roztaznosti (z fyziky) tvrdi, ze AL = LoaAt, kde « je koeficient tepelnej roztaznosti (pre dany

materidl), teda

Y1 = L0a10 + &1
Yo = Loa20+ ey
Ys = Loab0 + &g,

pricom predpokladdme, Ze €1, ..., &, st nezavislé, £(g;) =0, i =1,2,...,6 aD(g;) = 0%, i =1,2,...,6. Vektor
Lo10

Lo20
observéacii Yg1 ma strednd hodnotu ) a = Xa (X je zndma matica a « nezndmy parameter,

L60
ktorého hodnota nds zaujima). Kovarianénd matica cov(Y) = 0?Is6. Teda "celé” meranie modelujeme
"trojicou” (Y, Xa, 1),

Priklad 5.4: (Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 111.) U automobilu Trabant sa
merala spotreba paliva (v litroch/100 km) v zavislosti na jeho rychlosti (pri stéle zaradenom 4. rychlostnom
stupni, aby boli rovnaké podmienky jazdy). Rychlost povazujeme za bezchybne uréend. Konkrétne namerané
spotreby y1, ..., y7 povazujeme za realizdcie ndhodnych veli¢in Y7, ..., Y7, pricom spotreba je (podia vyjadrenia

odbornikov) kvadratickou funkciou rychlosti. Merania spotreby modelujeme ako
Y,»:a—i—bxi—i—ca??—i—ai, 1=1,2,...,7,

kde x; je rychlost pri ktorej sa namerala spotreba y; — realizdcia ndhodnej veliéiny Y;. Keby sme merali
bezchybne, spotreba pri rychlosti z; by bola vidy a + bx; + cz?. Nhodné veli¢iny &; si ndhodné chyby.

O nich predpokladdme, Ze st nezdvislé, maji nulovii strednii hodnotu a rovnaki disperziu 2. Namerané

hodnoty su

50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
6.1]58]60]65]68]81]100

rychlost (km/hod) || 40 |
H

spotreba [1]
Yi 1 oz 22
Y, 1 zo 23 “
Observacény vektor (vektor merani) Y7, = ] mé stredni hodnotu o ] b | = X8,
’ c
Y- 1z :L'%

pricom X je zndma (pevnd) matica a 3 je vektor nezndmych parametrov, ktoré nds zaujimaji. Kovarian¢énd
matica observaéného vektora je cov(Y) = 021, teda ”celé” meranie zase modelujeme ”trojicou” (Y, X3, o°I).

Priklad 5.5: (Andeél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 113.) Majme dvojrozmerni
ndhodni premenni X = (X,Y)’, kde X —pocet deti v rodine, Y —vydavky na stravu v rodine. Namerané

hodnoty su

pocet deti

KIEIEIRSE
3

E
vydavky na stravu v tis. H 4 ‘
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Moézeme predpokladat (napriklad z ”vynesenia” bodov (z;,%;)), Ze ndhodnd veli¢ina Y/X = x m4 stredni
hodntu £(Y/X = z) = a + bx. Teda hodnotu 4 tis. moZeme povazovat za realizdciu ndhodnej premenne;j

Y/X =2, atd. V takomto pripade mozeme napisat model merania ako
Y/X=z, =a+bx;+e, i=1,2,..,6,

kde nezdvislé chyby 1, ..., 66 maji nulové stredné hodnoty a (predpokladajme) rovnaké disperzie o2. Ob-

Yl = Y/X =1 1 2

Y2 = Y/X = T2 1 0 a
servacny vektor (vektor merani) Y7, = ) m4 stredni hodnotu o ) =

Y7 = Y/X =Ty 1 2

X3, pricom zase X je zndma (pevnd) matica a 3 je vektor nezndmych parametrov, ktoré nds zaujimaju.
Kovarianénd matica observaéného vektora je cov(Y) = o021, teda ”celé” meranie opit modelujeme ”trojicou”
(Y, X3, 0%0).

Poznamka 5.6: Ak mozeme povazovat v predchddzajticom priklade ndhodny vektor (X,Y’)’ za normélne

X
rozdeleny, teda ( v > ~ Ny (( px ) ,V), V je reguldrna, tak priamo z tedrie vychddza Y/X = x ~
Hy

N(a + bz, 0?) (pozri (6) a odvodte, e a = py — puxo %, b=o %, a2 =D(Y)(1 - ¢?)).

Priklad 5.7: Majme body A(S1,082), B(0,00;0,00) C(2365,22;0,00), D(3603,67;823,35) v rovine.
Meriame vzdialenosti AB, AC, AD a chceme zistit (odhadntit) stiradnice 5; a 82 bodu A. Popiste model

merania.
Plati

AB = /(81 —0)2+ (B2 — 0)?
AC = /(Bi —2365,22)2 + (B; — 0)?
AD V(81 — 3603,67)2 + (B2 — 823,35)2.

Odmeriame AB, teda realizujeme Y; a namerame y; = 1980,102; odmeriame AC, teda realizujeme Y5 a

namerame y = 2040, 243; a odmeriame AD, teda realizujeme Y3 a namerame y3 = 2598,897. Z rovnic

1980,102 = +/B% + 33

2040, 243 = \/ (B — 2365,22)% + 32

vypoéitame ”priblizné” hodnoty 8Y = 1131, 5; 89 = 1625,0. (Na vypocet pribliznych hodnét mézeme pouzit
lubovolné dve rovnice.) Teraz (nelinedrne) vzdialenosti linearizujeme okolo pribliznych hodnét pomocou

Taylorovej vety, t.j.

ABy AP
J(AB —— 9(AB —
AB ~ o0+ @+ YAB) Ty (QAB) L T
91 o, 982 1996
0 _ 0 _
— 1980, 131 + %Aﬁl + %Aﬁg -
(BY)% + (83)? (BY)? + (B83)?
1131 162
—1080,131 + —3L0 Ag 1625\ 5 1080.131 +0,571AB +0,821A4,.

1980, 131 ' 1980, 131
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Podobne dostaneme

AC
AD

Q

2040, 267 — 0, 605A8; + 0, 796235
2598, 897 — 0,951A83; + 0, 308A5s.

Q

Tentokrat méme 3 merania, a sice Y7 —meranie AB, Y5 —meranie AC, Y3 —meranie AD. Nahodny vektor

Y 1980, 131 0,571 0,821 AB
W= | Y, |—| 2040,267 ma strednd hodnotu | —0,605 0,796 ( ! > = X4 a kovarianéni
Y3 2598, 897 —0,951 0,308 2

maticu o2I. Modelom ”celého” merania je opit (W, X4, o%1).

V kazdom z predchédzajucich prikladov sme pri matematicko-statistickom modelovani redlnej situacie
dostali ndhodny vektor (merani, pozorovani), ktorého strednd hodnota bola X3, pricom X je zndma matica
a 3 vektor nezndmych parametrov, ktoré nds zaujimali (chceli by sme ich ”odhadnit” (zistit)). Kovarianénd
matica ndhodného vektora merani bola zndma, alebo v tvare o?x zndma matica. Takyto model sa nazyva
linedrny regresny model (LRM), alebo aj linedrny model, regresny model, model linedrnej regresie. Dospeli
sme k nasledujicej definicii.

Definicia 5.8: Povieme, ze ndhodny vektor Y sa riadi linedrnym reresnym modelom s maticou planu X

(zndma matica), vektorom chyb e, vektorom (nezndmych) parametrov 3, ak
Y =X3+e,

pri¢om 1. £(e) =0,
2. cov(Y) = cov(e) = V, resp. o’H

(V resp. H si zndme pozitivne semidefinitné matice, skaldrny faktor o kovarianénej matice mozeme, ale
nemusime poznat). Neexistuje funkény vztah medzi 3 a o2. Model zna¢ime LRM (Y, X3, V).

Ak h(X, k) = k < n a V je pozitivne definitnd (reguldrna) matica, tak model sa nazyva reguldrny
regresny model alebo model plnej hodnosti. Inak to je model netiplnej hodnosti.

V tejto celej prednaske (cely semester) budeme uvazovat LRM (Yn71,Xn7k,8k71,021n,n,) plnej hodnosti.
Ulohou, cielom je odhadnif (urcit) neznime parametre 8 (strednej hodnoty) modelu. Odhadujeme ich
metédou najmengich stvorcov (metoda nejmensich étvercii-MNC). St to také $1(Y), ..., Br(Y), ktoré mini-

malizuja vyraz
n

k
S(B)=S8(Br, . Br) = > _(Yi— Y wi;B8)° =Y - XB||>.

i=1 j=1
Teda MNC odhad parametrov 3 v LRM (Yo1, X0 k815 0°1,, ) plnej hodnosti je

B =arg min S(B)

a preto

S(B) = min 8(8) = Join [[Y - XB]P°.

Veta 5.9: Nech (Ynﬁl,Xnykﬁk’l,UzInyn) je LRM plnej hodnosti. Odhad B parametrov 8 metédou

najmengich §tvorcov je ekvivalentny rieseniu normalnych rovnic X'X8 = X'Y, teda 8 = (X'X)"!X'Y.
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Dokaz: Podla Vety 3.6 je M(X') = M(X'X), teda k = h(X) = h(X') = h(X'X). Pretoze matica X'X je
rozmeru k x k a aj hodnost m4 rovni k, je ro reguldrna matica a existuje (X'X)~!. Normélne rovnice maji

jediné riesenie. Ak oznacime riesenie normélnych rovnic 3, tak X'(Y — X,B) = 0 a pre lubovolné B € R*
S(B) = |IY =XB||> = (Y - XB) (Y - XB) =
= (Y-XB+XB-XB) (Y -XB+XB—-XP) =

=(Y-XB)(Y-XB)+ (Y -XB)X(B-B)+(B- )X (Y -XB)+(B-0) XX (B-p)=
ﬁ//_/ T/ p.d.matica

> (Y - XB) (Y - XB),

teda
1Y = X3 = min ||Y - XB]I%
BERFK
. . oS
Naopak, ak hladdme minimum §(3), tak v tomto minime nutne 8ﬁ(ﬁ) =0, m=1,2,... k. Pretoze
m

n

k
ZQ(Y quﬁj)(—xzm)’ :O7 m = 1,2,...,]6,
1

0S(B) _ 0 N~y N~ g2
S =Y - Y as) =D 2AYi-
86m 85m Z ; o ﬁ:,é i=1 j= 5:B

i=1

tak nutne
n k

Z(K_lejéj)(.ﬁlm) :O7 m = 1,2,...,]{,
j=1

i=1
¢o mozeme pisat
k R k R k R
(Yl - lejﬂj)(xlm) + (YQ - Zijﬂj)(x%n) + ...+ (}/’;L - anjﬂj)(xnm) = Oa m = ]-7 27 eeey ka
Jj=1 j=1 j=1
alebo aj

(Y —XB){X}em =0, m=1,2,.. k.,

Dostavame postupne

(Y-X3)X = (0,0,..,0),,=0
YX-BXX = 0
XY-XX3 = 0

B = (X'X)'X'Y. QED.

Pozndmka 5.10: MNC odhad B parametrov 3 je odhadom linedrnym, lebo jeho zlozky st linedrne
funkcie (observaéného) ndhodného vektora Y, ktory mame k dispozicii pre odhadnutie parametrov 3.

Poznamka 5.11: Pretoze X'X8 = XY «—= X (Y-X3)=0—=Y -X3 L MX) tj. Y-XB L
{X}eiy, ©=1,2,...,k, dostdvame, ze

1Y — X3 = min [[Y - XB|P =Y -XB 1L M(X).

Geometricky je v R™ ndhodny vektor X3 leziaci v M (X) ortogondlnou projekciou observa¢ného (ndhodného)

vektora Y na M(X), t.j. md od Y minimalnu vzdialenost.
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Odhad ziskany metédou najmensich stvorcov je odhad ziskany optimalizaénou (numerickou) metédou.
Vébec sme pri jeho hladani neuvazovali o jeho pravdepodobnstnych (Statistickych) vlastnostiach. Vieme,
ze ak mame ndhodny vektor Y = (Y7, ...,Y,,)’, ktorého rozdelenie pravdepodobnsti zavis{ od (nezndmych)
parametra (3, 1, tak odhad (bodovy) tohto parametra je (lubovolné) meratelné zobrazenie g : R™ — RF
(ktorého predpis nezavisi od 3) také, ze ndhodny vektor (niekedy sa pouziva ndzov statistika) B = g(Y)v
nejakom “rozumnom zmysle” aproximuje nezndmy vektor paramerov 8 ;.

Majme Iubovolny (pevny) vektor ¢ € R*. ~ = ¢/8 je (linedrna) parametricks funkcia vektora B. Ak

méme m (pevnych) vektorov ¢y, ca, ..., ¢,,, € RE, tak

<y 7(8)
c: 72(8)
Cc' = ‘2 a v(B8)=C'B= ) je vektorova parametrickd funkcia.
!/
Cm mk Ym (B)
I T(Y)
Definicia 5.11: Povieme, ze vektorové statistika (ndhodny vektor) T=| : | = T(Y) = : je
T Tm(Y)
18
najlepsi nevychyleny (nestranny) linedrny odhad - NNLO vektorovej parametrickej funkcie v = =

CrmlB

=7(B) = C'B ak

(i) T=Lp,Y, kdeL jeredlna matica (linearita odhadu),

(i) &a(T) =~(B) prekazdé B € R* (nevychylenost odhadu),

(iii) ak T* je iny linedrny nevychyleny odhad parametrickej funkcie v, tak cov(T*) —cov(T) je pozitivne
semidefintnd matica (niekedy sa pise cov(T*) — cov(T) > 0).

Veta 5.12: Majme LRM (Y, X3, 02%I) plnej hodnosti a 3 = (X’X)"1X’Y je MNC odhad parametrov
B. Potom plati

(i) &3(B)=pB prekazdé B8 € R¥ (MNC odhad je nevychyleny)

(i) cov(B) = o2(X'X)~L.

Dokaz:

(i) E8(B) = &3 (X'X)'X'Y) = (X'X)'X'XB =8 pre kazdé B € R¥,

(i) cov(B) = cov (X'X)71X'Y) = (X'X) "' X0’ IX(X'X) ™! =0?(X'X)"!.  QE.D.

Veta 5.13: V LRM (Y, X,, x3,0%I) plnej hodnosti je ¥ = C;n’kB NNLO vektorovej parametrickej
funkcie v = €', pricom B8 = (X'X)"!X'Y je MNC odhad parametrov 3.

Dokaz:

C'B=C'XX)"'X'Y

je linearny odhad, pricom

& (c’[a) = £ (C/(X'X)7IX'Y) = C/(X'X)"'X'XB=C'8 VBeRF,
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teda je nevychyleny. Nech v* = L*Y je Iubovolny nevychyleny odhad vektorovej parametrickej funkcie -,
tak
ELY)=L*XB=C8 VBeR —=L*'X=C.
*\ 2) — T.5~2 N o'\l 2 'Y 1o — 2T 5(1.5) — 2 Y N7\ —1 —
cov(v*) — cov(¥) = L*o“I(L") — C'(X'X) " X'’ IX(X'X)""C = ¢c°L* (L") — 0* C' (X'X) C
L*X X/ (L*)

=o” {L*(I - X(X'X)"'X')(L*)'} >0,

lebo I — X(X'X)"1X je symetricka a idempotentnd, teda pozitivne semidefinitna matica. Teda 4 = C'B je
NNLO vektorovej parametrickej funkcie v = C’3. Q.E.D.
Poznamka 5.14: Ak v predchddzajicej vete C' = e/, tak B; = e/(X'X)"'X'Y je NNLO parametra ;.

Definicia 5.15: Rezidudlny sicet stvorcov je ndhodné velicina
Se(B) = (Y - XPB)'(Y - XB).

Je to miera kvality odhadu v danom LRM.
Veta 5.16: Plati
S, =Y (I-XXX)'X)Y =YY - Y'X3.
Dokaz:
Se=(Y-XB)(Y-XB) = (Y -XX'X)"'XY)(Y - X(X'X)'X'Y) =
=Y ([I-XXX) ' XYI-XXX)'X)Y=YI-XXX)"'X)Y=YY-YX3 QED.

Veta 5.17: Statistika ) )
s? = S, = kY’(I —- X(X'X)"1X"Y
o

je nevychylenym odhadom o2.

Dékaz: Podla Vety 1.5 dostdvame

1

n—

E(s*)=¢€ (Y’ [ k(I - X(X’X)lx’)} Y) -

n—=k

2 0.2

=g'X' {1(1 — X(X’X)‘lX’)] XB+Tr [ i (- X(X’X)—lx’)} ol =

_— CTr(I - X(X'X)'X) =

? (n—TrX'X(X'X)"')=0¢% QED.

Poznamka 5.18: Nahodny vektor Y = Xﬁ je 7aproximaciou” bezchybnych merani, teda NNLO vektora
strednych hodnot X3, ¢ize Y = )/(B Niekedy sa mu hovori vektor vyrovnanych hodnot.

Definicia 5.19: Vektor Y — Y = r voldme vektor rezidui alebo rezidualny vektor. Jeho i—tu zlozku
(sdradnicu) voldme i—te reziduum.

Poznamka 5.20: Rezidud si jednym z prostriedkov diagnostikovania modelu, teda posudenia vhodnosti
modelovania nameranych ddajov danym modelom. Ked si nakreslime graf rezidui, t.j. body (i,75) (tu r
je hodnota (realizdcia) i—teho rezidua), tak tato postupnost nesmie vykazovat pri spravnej volbe modelu

ziadnu systematicnost .
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Doteraz sme ni¢ nepredpokladali o rozdeleni pravdepodobnosti observaéného (ndhodného) vektora Y.
Pri dalsich statistickych inferencidch (odvodzovaniach) budeme predpokladat, ze Y ~ N, (X3, 0I), ¢o je to
isté ako predpoklad € ~ N, (0, 0°I).

Veta 5.21: Majme LRM (Y, X,, 13, 021) plnej hodnosti a € ~ N, (0, 0°T), B je MNC odhad 8. Potom
plati

(i) B~ Nu(B, O’é(X'X)’l),
.. n— e
(ii) o2 s = o2 X%—kv
(iii) B a s® st nezavislé.
Dokaz: (i) Z predpokladov plati Y ~ N, (X3,0%I). Pretoze B8 = (X'X)~'X"Y, podla Vety 2.6 je
B~ Ni(B,0*(X'X) ).
(ii) Ndhodna veli¢ina
—k 1 1
e v | S (1 - X(X'X)TIX) | Y = (Y - XB) |5 (1 - X(X'X)"1X) | (Y - XB) =
o o 1o
= (Y — XB)A(Y — Xf) je kvadratickou formou ndhodného vektora (Y — X3) ~ N, (0,0%I) s maticou

1
kvadratickej formy A. Pretoze plati, ze A = — (I — X(X'X)71X’) je symetrickd, pozitfvne semidefinitn4,
o

. —k
Ac?L # 0, Ac?TA0?I = Ac?L, podia Vety 3.14 55> ~ Xpraser: Ale TrAc?T = Tr(I-X(X'X)'X') =
o
—k
n — k, teda n SQNX%_k-
. 1
(iii) Plati, ze B = (X’X)"'X'Y = BY, 52 = Y’ k:(I - X(X'X)"1X")| Y, pricom
n—
1
I - X(X'X)"'X') je symetrickd a pozitivne semidefinitnd a Y ~ N, (X3, 0%I). Pretoze
k
n—
1 2 . .
Bl k;(I - X(X'X)"1X")| = g k(X’X)*X’(I — X(X'X)"!X') = 0, podla Vety 3.15 sii B a s>
n— n—
nezavislé. Q.E.D.

Nech ¢ € R* je dany vektor, teda majme parametricki funkciu v = ¢’3.
Veta 5.22: Majme LRM (Y, X,, 13, 0°I) plnej hodnosti, € ~ N,,(0,0%I) a v = ¢’B (funkciu parametrov).
Nech B je MNC odhad vektora 8. Potom
-3
7o PB4 . ak ct0
s/ (X' X)"1c

5 S / 2./ (%/ -1 : C’,@—c’ﬂ
Dokaz: Pretoze ¢'B ~ N(c'8,0%c'(X'X)7'¢), je ———r—
o/ (X'X) e
—k Se j .7 ’ o212 . P .z
n 5 s2 = —- ~ x2_, a podla Vety 5.21 (iii) si B a s® si nezdvislé, teda aj ¢/8 (ako fukcia B) a s?
o o
su nezavislé. Potom ale (priamo z definicie Studentovho t—rozdelenia)

~ N(0,1). Podla Vety 5.21 (ii)

Ve (X'X) e B¢
T dX'X)"'le B /Cﬁ ~tp_p.  QED.
M S C'(XX)*IC

n—=k

Z Vety 5.22 vyplyva, ze pre dané a € (0,1)

P {tn_k (%) < % <tk (1 - ;‘)} =1-a, (17)
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kde t,() je B—kvantil Studentovho ¢ rozdelenia s g stupiiami volnosti. Teda ak ndhodn4 velicina T' ~ t, (T
ma Studentovo ¢ rozdelenie pravdepodobnosti s g stupnami voinosti), tak t4(B) je také cislo, pre ktoré plati
P{T < t,(p)} = B. Upozoriiujeme len, ze v nicktorej literatire (napr. v knizke Andél, J., Matematickd
statistika, SNTL, Praha, 1985) sa pracuje (na rozdiel od tohto textu) s kritickymi hodnotami a nie s kvantilmi.

Zo vztahu (17) tpravami dostaneme

Pl () e XX o< B e <ty (1) sy e xR Tef =10,
P{C/B_tnk (1_%) Smﬁc/ﬁéc’B—Hn,k (1—%) s\/m} —1-—a

(lebo pre kvantily Studentovho rozdelenia plati ¢,(3) = —t4(1 — §)) a teda 100(1 — a)%—ny interval
spolahlivosti (konfidenény interval) pre v = ¢/3 je

(C’B — bk (1 — %) sv/¢/(X'X) e, ¢' B+t (1 — %) s c’(X’X)—lc) : (18)
Vetu 5.22 pouzijeme pri testovani hyptézy o hodnote linearnej funkcie v = ¢f3.

Majme LRM (Y, X,, 13, o*I) plnej hodnosti, pricom &€ ~ N,,(0, o%I), (02 nepozname), 8= (X'X)"1X'Y
(MNC odhad). Dalej majme dant v = ¢’ (linedrna funkcia parametrov 3).

Test hypotézy
Hyp: ¢/B= (dané é&fslo) = Hi: c'B+# v (19)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

143 —
T, = Cﬂ—/% ~tn— (za platnosti Hyp).
sy/c(X'X)"1e

Ak |To] > tp—k (173) —> Hy zamietame,

ak |To| < tp—k (1—%) = Hy nezamietame.

Podla Vety 5.22 m4 tento test hladinu vyznamnosti c.

Délezité specidlne pripady testu (19) sd testy o hodnote jednotlivych zloziek vektora parametrov. Pretoze
Bj = €B, j =1,2,...,k, ak v teste (19) za ¢ vezmeme e; a za 7o vezmeme ,85-) (dané ¢islo), dostdvame

nasledujuci test.

Test hypotézy
Hy : /Bj = ﬁ]O (dané éfblo) x Hp: ﬂj 7& Bo (20)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky
3. g0
To; = M ~tn_r (za platnosti Hyp).
/ —
s\ {(XX) "}y
«a
Ak |T0j| > tn—k (1 — 5) —> H, zamietame na hladine vyznamnosti «,

«a
ak |To;| < tn—k (1 - 5) = Hy nezamietame na hladine vyznamnosti a.
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Z (18) (pri volbe ¢ = e;) okamzite dostédvame, ze 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti (konfidenény

interval) pre §; je
(Bj - (1 - %) s\ {(X'X) 155, By + ik (1 - %) s {(X’X)l}jj> . (21)

Ak B; = 0, tak mozeme ”vynechat” j—ty stipec matice pldnu, teda dostaneme jednoduchsi model (s

menej parametrami). Vektor Y nezalezi od parametra ;.

Teraz si odvodime (1 — a)—predikény interval pre ndhodni veli¢inu (meranie) Y, = ¢/3 + ¢, ktord mé
(skutoénti) strednti hodnotu (bezchybni hodnotu) ¢/3, disperziu o2 a je nezdvisld od Y, ..., Y.

(1 — a)—predikény interval pre Y. = ¢/8 + ¢ je ndhodny interval (D, He), pre ktory plati

P{Y. € (De,Ho)} =1 —av.

Nédhodné veli¢ina
Yc = CIIB - ¢,
pricom MNC odhad 3 a ndhodné chyba & ~ N(0,0?) st nezavislé, mé strednii hodnotu £(Y,) = ¢/8 a
disperziu D(Ye) = o2¢/(X'X)"lc + 02, cize

Yo~ N (¢'B,0°(c/(X'X) " Tc+1)).
Podla Vety 5.21 (iii) st s> = L. Y'(I - X(X'X)"'X)Y) a MNC odhad 3 nezivislé a ¢ je nezavisld s
<p-cp
o/c(X'X)"1c

Y (teda aj s funkciami Y, ¢o si s? aj B) Néhodnd veli¢ina mé N(0, 1) rozdelenie, a je

7 . 7’ n
nezavisla s

2 . ) .
= 5%, ktord mé x; _, rozdelenie. Potom ale

Y. —c'B
o/ (X'X)"le+1 Y. — '3 dB-—c—cp

—c
= = ~tn—k,
s/ /(X' X)"le+1  sy/c/(X'X)"lc+1 g

Pl (1) < ity <t (-3) =1

P {—tn_k (1 — %) sy/¢(X'X)"le+1-cB<—c/B—e<t, s (1 - %) s/ (X' X)"le+1 - c’fi} =1—aq,

odkial dostédvame

Ye

17 o I~ — / 17 o Iy —
P cﬁftn_k.<1f§)swc’(XX) 1c+1§c,3+5§c,8+tn_k(175)5\/0’(XX) e+l =1-q.
Preto (1 — a)—predikény interval pre Y., c € R* je

(C'B —tn_k (1 - %) sv/¢/(X'X)"le+ 1,68+t (1 - %) s1/¢/(X'X)"1e + 1) . (22)
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Poznamka 5.23: Ak za c zvolime (51, iz, ..., Tir)' = {X }ie, tak z (22) dostaneme (1 — a)—predikény

interval pre nové (nezdvisle zopakované) meranie Y;.

B Brmt1
. 52 Bm+2
Ak m e {1,2,....,k — 1}, rozdelme B na 2 ¢asti, asicena 8, = | = |,B, = ) , pricom 8 = Zl
: . 2
. 3 Si1 S
a analogicky rozdelme @1 aS=(X'X)"!= R
B S21 Sao
Veta 5.24: Majme LRM (Y, X,, 13, 02I) plnej hodnosti, € ~ N,,(0,02I). Potom
(B2~ B)'S (By — B5)
F= ~ Py mon—k-
(k —m)s? homonk
A bt ;7 n— 2 TR 4 P n— 2 , s e 12 .s Se
Dokaz: Podla Vety 5.21 si 8 a ——s* nezdvislé, teda aj 8, a ——s° si nezdvislé, pricom — ~
o o a

X2 _,. Pomocou tvrdenia Vety 2.6 a analogickym postupom ako v dokaze Vety 2.7 lahko ukizeme, ze ,32 ~
. N 1 A
Ni—m(By,%S22). Z toho vyplyva podla Vety 3.13, ze (B, — ,82)'—28521 (By — B2) ~ X3_,,- (Upozoriiujeme
~ o— ~
len, ze podla Dokazu Vety 5.9 existuje (X'X)~! (samozrejme reguldrna) a podla Lemy 2.14 (i) je Soy tiez

reguldrna.) Preto

R 1 R
(ﬂz—ﬁﬁ’;sg;(ﬁrﬁz) (A , 1(A
B —m _ (B2 = B5)'S55 (B2 — By)
F= b = ()52 Ficmn—k. QED.
0.2
n—=k

Poznamka 5.25: Veta 5.24 plati aj pre m = 0, teda pre 8, = 3.

Test hypotézy
Hy: B, =Y (dany vektor) 3 Hy: B, # 39 (23)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

3 _ g0ve—1/3 _ 30
Fy = (B2 %:) S22 )(522 B2) ~ Fy_mn-r (za platnosti Hyp).
—m)s

Ak Fy > s*(k-— m)Fy—mn—i(l —a) == Hy zamietame,
ak Fy < 32(k —m)Fy_mn-r(l —a) == Hp nezamietame,
pricom Fj_pn—r(1 —a) je (1 — ) kvantil Fisherovho-Snedecorovho F' rozdelenia s k —m a n — k stupfiami

volnosti. Podla Vety 5.24 m4 tento test hladinu vyznamnosti c.
Poznamka 5.26: 7 Vety 5.24 dostavame, ze

(B2 — B)'S53 (B2 — Ba)
P { (k—m)s?

< Fk—m,n—k(l - Oé)} =1- Q,

teda
P{(By ~ B2)'S3 (B — B2) < 5*(k = m) Fromn-4(1 - )} =1~ (24)
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Vztahom (24) je uréens (1 — a)100%—n4 konfidencnd oblast (oblast spolahlivosti, konfidenény elipsoid),

ktory s pravdepodobnostou 1 — a pokryva (neznamy) vektor 3.

Bil 6]1
, .. , . ﬁl e .y ﬁiz sz
Poznamka 5.27: Nie je podstatné delenie 3 na , mozeme vziat B, = 1,8, = ) ,
2 : :
/Bim ﬁjkfm

aby {17 2., k} = {i17i2a ) Zm} U {j17j27 "'ajk—m}~

Specialne regresné modely
a) Jednovyberovy t—test.

Majme ndhodny vyber Y7, ..., Y, z N(u,0?) rozdelenia, 1 ani 0 nepozndme. LRM je

Y=| |=1u+e covle) =L
Ya
. — 1 1 =
MNC odhad o= (1'1)711'Y =Y, s?= 71Y’(I - 1(11)"11)Y = | S (Y; = Y)? (dokdzte ako
n— n—
cvicenie). Ked aplikujeme Vetu 5.22 a zvolime ¢ = 1,7 = po (dané &islo), dostavame:

Test hypotézy
Hy: p=po (dané ¢islo) 3 Hy: p# po (25)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

10 —1 Y —
Ty = r=2Ho _ MO\/ﬁ ~tn—1 (za platnosti Hp).

sy/111 5

Ak |To| > tp—1 (1—%) — Hy zamietame,

ak |To| < tp—1 (1 - %) = Hy nezamietame.
Podla Vety 5.22 mé tento test hladinu vyznamnosti a.
b) Dvojvyberovy t—test.

Majme
nahodny vyber Y; = (Y11, ..., Yin, ) 2 N(u1,0%) rozdelenia a nezavisly s nim

nahodny vyber Yy = (Yay, ..., Yo, ) 2z N(uz,0?) rozdelenia. LRM je

Y 1n1 On1 [ g
Yn1+n2,1 = Y= N ! Iul + ! ’ COU(Y) = cov ! = O—QIm-‘rnmnl-‘rnz'
Y, Ono1 1nsn o €2 €2
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1
07L2,1 177,271 n2

Ny
X/Y _ Z?:ll Yli ’ /:L1 _
Z?:zl YZz ﬂ2

aplikujeme Vetu 5.22 a zvolime ¢ =

1,1 0, 0 L0
Matica planu X = ( ol 1’1>. Presvedéte sa, ze plati X'X = (T(L)l ), (X'X)"! = <”1 ),

2= L (S, VE =¥y + 52, Y3 = na¥s). Ked
2)7 s FE— 2t Yii— Yy + 3002 Y5 —naYs, ). Ke
1,—1) a y9 = 0, dostédvame:

Test hypotézy

Hyo: pr=p2 = Hy: py # po (26)
realizujeme pomocou testovacej Statistiky
Y, -Y Y, -Y
To ! 2 = L 2 ~tp,in,—2 (za platnosti Hp).
1 1 ny + na
1,-1) (™ i
s (1, 0 7712 1 ning

o
Ak |To] > tny4n.—2 (175) = H, zamietame,
o
ak |To| < tnitna—2 (1—§> = Hy nezamietame.

Podla Vety 5.22 mé tento test hladinu vyznamnosti a.

c) Zovseobecnenie na k vyberov

Majme
nahodny vyber Y; = (Yi1, ..., Y1n,) 2z N(u1,0?%) rozdelenia,
nahodny vyber Yo = (Yay, ..., Yon, ) 2z N(uz,0?) rozdelenia,

ndhodny vyber Yy = (Yi1, .., Yin,, ) 2z N(1x, 02) rozdelenia.
Vsetky vybery su nezavislé. Testujeme Hy : p1 = pg = ... = pg. Je to dloha analyzy rozptylu, budeme sa

flou zaoberat v prednaske LSM 2.

d) Regresnd priamka.
Majme nezgvislé ndhodné veli¢iny (merania) Y7, ..., Y, pre ktoré plati
Y;:B()+ﬂlxi+€i7 2':1,2,...,n,n23.

(Bezchybné merania lezia na priamke y = Sy + 1z, hodnoty x;, i = 1,2,...,n pozndme bezchybne (tplne
presne)). LRM je

1 X1
1 T2
Y1 = Po +ep1 =X Bo +e, cov(Y)=cov(e) =0"1,,
1 A
1 =z,

Opit sa presvedéte, ze plati

X/X _ n Z?:l €Ty X/X -1 _ ]' Z?:l I’L2 - Z’?:l Ly
- n n 2 9 ( ) - n 2 _ n \2 n )
Doic1Ti D1 T ny i x; — (QCim @i)? \ Do T n
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B=XX)"'X'Y =

L Z?:l l’g _Zl 1% Zz 1Y
n¥limw} = iy wa)® \ =300, o n D1 @Y
preto
Bo _ Z?:l mzZ Z?:l Y; — 2?21 T Z?:l ;Y
ny g wp = (i, i)
Blznznlxy Zn1m12?flyi :Z?:1($i—§)()/i—?)
nZz 1$ (Zz 1.%1)2 Zi:l(xi 7?)2

Pretoze plati (tiez sa presvedéte vypoctom)

Bo + Blf =Y,

)

(29)

~ ~ _ ~ 1 ~
oby¢ajne sa najprv spocita 81 a potom By =Y — 517 = —{> 1, Y; — 81>+, x;}. ESte potrebujeme
n

32=n1 (Y'Y - BX'Y) = (ZYQ BOZY 512@ >

Ked aplikujeme Vetu 5.22 a zvolime ¢ = (0,1)’,7o = o (dané ¢islo), dostédvame:

Test hypotézy
Hy: 1 =0 (dané ¢islo) = Hy: 1 #0

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

Z 27 —nT? ~t,_o (za platnosti Hy).

Ak |T| > tho (1—%) —> H, zamietame,

ak |T| < tp_2 (17%) = Hjy nezamietame.

Podla Vety 5.22 m4 tento test hladinu vyznamnosti c.

Overte vypoctom, ze plati

0 1 1

(30)

(31)

(0, 1)(X'X)~! (

7 (18) dostaneme 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre 3,

N « S ~ @] S
B1 —tn—2 (1 - 5) 72751 +tn_2 (1 - 5)

Analogicky odvodte test hypotézy

Hy : Bo =0 (dané éfSlO) B-3 Hy: 5() 75 0.

n
1) eyl - (S w)? Y@z Y e nd

(32)

(33)

(34)

Ked aplikujeme Vetu 5.22 a zvolime ¢ = (1,z)’, 7o (z dané redlne ¢islo, o je hyptetickd hodnota £y + f1),

dostavame:
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Test hypotézy
Hy : 50 + frx = Yo (dané éiSlO) x Hp: 60 + le # Yo (35)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

»30+ﬂ1$6—70
x—x)
R

Ak |To| > tp—2 (1—%) — Hy zamietame,

~tn—o (za platnosti Hy).

o
ak |To| < tp—o (1,§> = Hy nezamietame.

Podla Vety 5.22 m4 tento test hladinu vyznamnosti c.

Overte vypoctom, ze plati

(1, 2)(X'X)"! <1> SR C ) (36)

T nooy .l xi—nT

Z (18) dostaneme 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre 8y + Siz

<5o+5133—tn 2 \/ Zz T ) 2a50+5133+tn 2 \/ Z x;l“_)mc )
(37)

Poznamka 5.28: Ak vynesieme (37) pre kazdé x € R!, dostaneme 100(1 — a)%—ny pds spolahlivosti

okolo regresnej priamky, ktory pre kazdé x (zv1ast) pokryva skutoéni (bezchybni) hodnotu By + Bix s
pravdepodobnostou 1 — o. Najuzsi je pre © = Z. Jeho &irka sa d4 ovplyvnit vyberom bodov 1, ..., Z,, t.j.

dizajnom experimentu.

100(1 — )% —ny pds spolahlivosti pre celti regresnii priamku je

~ A~ _ 72
(60 + frx — 5\/2F2,n—2(1 - 04) <Tll + m>a
=11

Bo + Pz + s\/QFQ,H(l —a) (1 + m» e

no oyl xl—nT
Pokryva s pravdepodobnostou 1 — a celd priamku By + 312 (celd teoreticki regresnii preiamku). Je §irsi ako

pés spolahlivosti okolo regresnej priamky. Odvodime si ho neskér. Pozri Obr. 2, str. 106 v knihe Andél, J.,
Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.
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Poznamka 5.29: Ak vynesieme (22) pre ¢ = (1,z)" pre kazdé z € R!, dostaneme 100(1 — «)%—ny
predikény pés (pds spolahlvosti pre jednotlivé merania), ktory pre kazdé z (zv14st) obsahuje meranie v bode

2 s pravdepodobnostou 1 — o

(z —7)?

. R o
(504—5133—%2 (1—5) \/1+ +W

e) Dvojica regresnych priamok.
Majme skupinu ndhodnych veli¢in (merani) Y7, ..., Y,,, pre ktoré plati
Y, =P80+ Pixi+¢ei, i=1,2...,n n>3
a od nich nezdvisli inid skupinu ndhodnych veliéin (merani) Y7, ..., Y%, pre ktoré plati
=0+ 0z +¢ef, i=1,2,..,n", n*>3

LRM pre prvii skupinu merani je (Y,Xg3,02I) a pre druht skupinu merani je (Y*, X*8*,02I), (02 je

pre obe skupiny merani rovnakd), teda

1 X1
1 T2
Yoi=1|. . o +en1 =X Po +e, cov(Y) = cov(e) = 0*L,p,

Do 1 B
1 =z,

1 a3

1 T3 * *

1= . .2 (B(J) +en, =X" (B()) +e*,  cov(Y*) = cov(e*) = 0T e,
Lo IEh EH
1 =z

pri¢om cov(e,e*) = 0. Oznaéme MNC odhady v jednotlivych LRM 3 a 8, dalej (podla (30))

9 1

= (Y'Y - BX'Y) = <ZY2 ﬁOZY ,81le > (40)

1
8*2 — - Q(Y*/Y* _ (ﬂ ) X*/Y* _
n* —

(Z Y2 - By ZY* B Zw*Y*) (41)

2 *—2 .

Podla Vety 5.21 Je 2~ 5 a r 5 s*2 ~ x2._,, st nezévislé a preto (podla Vety 3.5)
o
n—2, n*—2 1 2 *2 2
poat + 5 = {(n —2)s* + (n* —2)s } ~ Xfns 4 (42)
¢ L =2, =2 (e oy o* Lo e s .

Podla Vety 5.21 (iii) —5—5° + —5—s"" nezdvisf od B ani od B (ktoré st tiez medzi sebou nezdvislé) a

o o

(pomocou Vety 5.21) dostdvame

Y=y — Bt~ N(Br — Bt, o {(X'X) o + o {((X*'X*) 1 a0),
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By — Br = (B — BY) _ B — Bt — (L= B) ~ N(0,1).  (43)

Vo X e (X Ml |

1 1
+ = —
> a2 — nz? ()2 kel
i=1\"1

Zo vztahov (42) a (43) dostévame, 7e Statistika

T= =
1 2 * *2
ﬁ[(n—Q)s + (n* —2)s*?]
n+n*—4
Nvn+n*—4
= 1 ~ tn+n*_4 (44)
(n —2)s2 + (n* — 2)s*2 ; —
v PR S e
Test hypotézy
Ho: =81 x Hi: p#p] (45)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

Ty = ~ tpins—4 (za platnosti Hy).

1
(n—2)s2+ 2)s*2 * —
v POHREH Z?:1(xf)2 —

Ak |To] > tpinr—a (1—%) —> H, zamietame,

o
ak |To| < tnins—a (1—5) —> Hy nezamietame.

Test ma hladinu vyznamnosti a.
Podla Vety 5.21 (i) B ~ N(3,02(X'X)"1) a 8" ~ N(8*,02(X*'X*)~1). Tieto odhady si nezavislé a preto
BB ~N(B - (XX) + (XX )

(k dokazu staci napr. vhodne pouzit Vetu 2.6). Podla Vety 3.13 je

BB~ (BB 5 (XX) 4 (XX BB (B8]~
a samozrejme je tato ndhodnd veli¢ina nezavisla s

1
-2+ 25~ e
Lahko dostdvame, ze Statistika

B-B" - (B-BNXX)"+ X'X) BB — (B-B)] n+n" -4
(n—2)s%+ (n* — 2)s*? 2

F == ~ Fz,n+n*_4.
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Test hypotézy (o totoznosti (celych) teoretickych regresnych priamok)
B1 Ih B IEh
realizujeme pomocou testovacej Statistiky

- Y, INe\—1 *~r\—11-1(3 _ A3* *
5 B=8) [(i i<)2 );fi*x 2))5*]2 B-8) n+n2 o Famine s, (za platnosti Ho).

Ak Fy > Fypin—a(l—a) = H, zamietame,

ak Fy < Fypin—a(l—0a) = Hy nezamietame.

Test ma hladinu vyznamnosti .
Nech v "nehviezdi¢ckovom” *LRM je disperzia ndhodnych chyb o2 a v ”hviezdickovanom” o*
n—

9 .
. Podla Vety
: 2, 2 =2 5 2 9. %2 - (o

5.21 je o2 8%~ Xn_o 8 g §*° ~ Xix_g. §° a §*°, st nezavislé, preto

52

2
ag
F= ~Fygu s
S

o*x?

Test hypotézy

Hy: 0°=0"" x Hy: 0°#0* (47)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

—5 ~ Fu2n+—2 (za platnosti Hy).
s

Ak Freal an_g)n*_g(l—%) alebo  Fyed! éFn_z,n*_z(%) = Ho zamietame,

inak Hy nezamietame. Test ma hladinu vyznamnosti a.

Poznamka 5.30: Obidva LRM ("nehviezdickovany” a "hviezdickovany”) sa daji modelovat jedinym
LRM, a sice

()

kde x = (z1, ..., x,)" a x* = (a7,

Bo

]-n,l X On,l On,l 61 € € 2
+ ; cov =0 In+n*,n+n*a
On*,l On*,l 1n*,1 x* BS e* e*

e

i) Vietky testy uvedené v bode e) sa daji odvodit v tomto modeli.

f) Regresnd parabola (kvadratickd regresia).
Majme nezévislé ndhodné veli¢iny (merania) Y7, ..., Y,,, pre ktoré plati

Yi:60+51$1j+521'?+€i, i:1727"'an; 7124
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(Bezchybné merania lezia na parabole y = By + 12 + 3222, hodnoty ;, i = 1,2, ...,n pozndme bezchybne

(dplne presne)). LRM je

1z a2
1 Z9 1'% 50 BO )
Yoi=1. . . Bi| +en1=X|p |+ cov(Y)=cov(e)=0"1,,.
' f2 Ba
1z, 22

. A _ 1 n 5 n 2 n 5 n
Samozrejme 3 = (X'X)7'X'Y a s> = m(znzl V2 = Bod iy Yi— By i — B2 D a7Yh).

Test hypotézy
H()Iﬂz:o x Hliﬁg#o (48)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

T, = P ~tn_3 (za platnosti Hp).

sVA{X'X) "} a3

w ()-0) - o ()

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

Test hypotézy

{(X'X) oo {<x'x>-1}23>1 (31

(KX)o {(XX) g )NF o plnosti )

1 . .
Fy = @(51752) ( 4,

V tomto pripade testujeme, ¢i Y; = By +¢; (teda, ¢i Y; nezdvisia od x;) oproti alternative, ze zdvisia linedrne
alebo kvadraticky:.
g) Polynomickd regresia.
Majme nezgvislé ndhodné veli¢iny (merania) Y7, ..., Y, pre ktoré plati
Y, = 5o +61xi+ﬁ2x?+...+ﬁpxp+si, i=1,2,...,n, n>p+2.

(Bezchybné merania lezia na polynome p—teho stupita y = 8y + f12 + S22 + ... + BpaP, hodnoty z;, i =
1,2,...,n pozndme bezchybne (liplne presne)). LRM je

1 @ 22 ... af Bo Po
2 » | | B 1
1 zo x5 ... =y )
Yo1=1. . ) Bo| +en1=X|B2]+e, cov(Y)=cov(e)=0c"L,,.
1 =z, 22 7 . '
n n n Bp Bp

Testy dostaneme analogicky ako v pripade regresnej priamky alebo paraboly.

h) Model s dvomi vysvetlujicimi premennymi.
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Majme nezgvislé ndhodné veli¢iny (merania) Y7, ..., Y, pre ktoré plati
Yi=00+ bz + Bezi +ei, 1=1,2,..,n, n>4

teda bezchybné merania linedrne zavisia od dvoch (vysvetlujiicich) premennych z a z. Hodnoty z; a z;, i =

1,2, ...,n pozname tuplne bezchybne. LRM je

1 1 =
1 To 29 /BO BO
Yoi=1|. . ] Bi| +ten1=X|p1 | +e cov(Y)=cov(e) = aQIn,n.
Bo B2
1 z, 2z

. 1 A A A
Odhady 8 = (X'X)"'X'Y a s? = m(Zzzl V2= By Yi— By wYi— B2 30 V).

Test hypotézy
Hy: Bo=0 x Hp: f3#0 (50)
realizujeme pomocou testovacej Statistiky
Ty = éQ ~tn—3 (za platnosti Hyp).
sV A{(XX) " a3

Test hypotézy
H()Iﬁl:o x leﬁl#O (51)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

T, = A ~tn_3 (za platnosti Hyp).

sv/{(X'X) "1 }a0

w ()6 - ()0

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

Test hypotézy

{(X'X) oo {<X'x>-1}23>1 <61

(KX)o {(XX) g )NF o plnosti )

1 . .
Iy = @(51752) ( 5

6 Vyberovy korelacny koeficient

. . s Xl X2 Xn . , . . . . .
Majme ndhodny vyber Ay oy z dvojrozmerného rozdelenia s distribuénou funkciou F'(z,y; ).
1 2

n

- 1 — 1 -
Definicia 6.1: Nech X = =" | X;, Y = =" | Y; st vyberové priemery. Statistiku
n n

Sxy =
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nazyvame vyberovou kovarianciou,

n n

i=1 =1 i=1

su vyberové rozptyly. Vyberovy korelaény koeficient je
Sxy Yo (Xi = X)(Yi - Y) XY, —-nXY

’["Xsz: = =

Sx Sy \/Z?:1(Xi — X)L (Y - Y)? \/(Z?_l X2 — nYQ) (Z;—;l Y7 - n72> .

Poznamka 6.2: D4 sa ukdzat (pozri napr. Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985,
str.116), ze ak mdme ndhodny vyber rozsahu aspon 2 z absolitne spojitého rozdelenia, tak rxy je definovany

s pravdepodobnostou 1.

Xi Xo Xn) . ., )
Veta 6.3: Nech v ) oy je ndhodny vyber z regularneho

Y,
Hx D(X) 0/D(X)D(Y) .
N ((MY) ' (Q D(X)D(Y) DY) )) rozdelenia, n > 2, 0 < D(X) < 00, 0 < D(Y) < o0,

0% #1. Ak o =0 tak
T=—"\Vn=32 ~t,_s

V1—r?
Dékaz: Uvazujme podmienené rozdelenie Y;/X; = z; OQ'(zi)Yi, i=1,2,...n
. ‘ DY), 9 .
Podla (6) (o) Yi ~ N | py + 0 D(X) (x; — px), DY) — 0%) |. Ak oznacime
DY) DY)
Bo = py — pxo X) X
tak dostdvame, ze (;,)Y; ~ N(Bo + frzi;, D(Y)(1 — 0%)), i =1,2,...,n, pricom (21)Y15(22) Y25 ovs(2,) Yo ST
nezavislé. Mame teda LRM
(11)Y1 I =

(22) Y2 1z (50

(zn)Yn 1 T
V tomto LRM plati p = 0 <= 1 = 0. Z (28), (29) a (30) dostavame
G = Zim@ =D e@)Yi— V) 5 >
2im (@ = T)? n =

5 (Z @ Yi — BOZ @nYi — B sz (wi))/;> :
=1 i=1 =1

x)$ =

Za platnosti o = 0 (teda 81 = 0)

(53)

(pozri (31) a nizsie).
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Este upravme vyraz pre (x)s2:

08 =

1 n R n . n
3 (Z @)Y =) Bo Z (z:)Yi —(x) B1 sz (zi))/;) =
=1 =1 i—1

3

1 o n n
3 <Z @Y — ((x Y —(x) [311’) Z (z:)Yi —(x) B1 qu: @mﬂ) =
=1 =1

i=1

1 n ) o L - L
=3 (Z @)V2 = (007 —60 1) n) Y =) b1 Y i (m)Yi> =
=1

i=1

i=1
1 n 2 anl(xi — E)((r )}/,L —(x) Y) n B _
= Y - ) - i R A
n-2 <i=1 (e¥i = V) S (2 —7)? ;(x ) (@)Y =0 Y)

1 @ =120 ()Y~ ¥) = (D (@i = D) (@)Y —(x ¥))
n—2 Z?:l(mi — )2 .

Dosadenim do (53) dostdvame

Yo (@ —T) (@)Y —x) Y)

T = Siz (v =) -
¢ 1 S @ -1 ()Y~ ¥) — (D (2
n—2 S (w—7)?

21 (@ = T)(@)Yi —0 V)
Vo @ =2 S, ()Y 60 V) = (T — DY —0 V)
i (@ =T (@nYi —0 V)
Vo -2 S ()Y~ V)
L l Yic1 (@i —T) (@)Y — Y)
S (@ =22 X (Y —0 ¥)

Teda ()T ~ t, 2 pre lubovolné x = (21, ..., zp)’. To je ale to isté, ako tvrdenie T' =

r
——Vn—2 ~ty_o
V1—7r? "

()T je podmienené T' za podmienky X = x, ale nezélezi na podmienke, teda "nepodmienené” T ma rovnaké

rozdelenie ako podmienené ()T'). Q.E.D.

X X Xn
Majme ndhodny vyber <Y1> , <Y2> s e <Y > z dvojrozmerného reguldrneho normalneho rozdelenia. Po-
1 2

mocou Vety 6.3 testujeme hypotézu o nezavislosti X a Y.

n
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Test hypotézy
Hy: 0=0 B3 H1g7£() (54)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

T = vVn—2 ~t,_o (za platnosti Hyp).

r
V1—12
Ak Ty > tn-2 (1—%) — Hy zamietame,

ak |To| < tn—o (1—%) —> H; nezamietame.

Tento test ma hladinu vyznamnosti a.
1.1
Pozndmka 6.4: Zobrazenie z: (—1,1) > R: z(z) = 3 In 1 Rk
—x

sa nazyva Fisherova Z—transformacia.

Bez dokazu si uvedieme nasledujice tvrdenie:

X X Xn
Veta 6.5: Majme nahodny vyber <Y1> , ( 2) yeees <Y > z dvojrozmerného regularneho normalneho

1 Y, n
rozdelenia s korelacnym koeficientom g a vyberovym korelacnym koeficientom r. Plati
1.1 1.1 1
Z ==l JrrmN —In +g+ e , .
2 1-—r 2 1—-p 2n—-1)n-3

Aproximécia je pozitelnd pre n > 10 a p nie blizke 1 alebo —1.
Veta 6.5 sa aplikuje v nasledujicich pripadoch
a) Test hypotézy
Hy: o=00 %= Hi: 0% 00 (55)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

1. 1400 20
2 T o)
Uy = Qi r ~ N(0,1) (za platnosti Hy).
n—3
Ak |Up] > wu(l—-%5) == Hp zamietame,
ak |Ug] < wu(l—-%) = Hp nezamietame,

pricom u (1 — %) je (1 — %) — kvantil N(0, 1) rozdelenia. Test mé hladinu vyznamnosti priblizne rovni a.

. 1.1 1

Pre velké n je Z =~ N flnﬁ, .
2 1—o0'n-3

b) Majme dva nezdvislé vybery, kazdy z dvojrozmerného reguldrneho normélneho rozdelenia. Ich rozsahy

n1 a no su aspon 30. Korela¢ny koeficient u prvého rozdelenia je g1, u druhého je gs. Vyberové korelacné

1 1 1
koeficienty si 1, 72 a Z1 = = In + 7‘17 Zo=—1In + 7“2.
2 1-— T1 2 1— )
Test hypotézy
Hy: op1=02 % Hj: o1 # 092 (56)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky

Zy — Zy

1 n 1
n1—3 n2—3

Uy = ~ N(0,1) (za platnosti Hp).
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Ak |Uo‘ Z u(l—
ak |Up] < uw(l-—

$) = Hy zamietame,
$) = Hy nezamietame,

Test ma hladinu vyznamnosti priblizne rovni «.

Definicia 6.6: Majme nahodny vyber

X1 1 X271 Xn,l

Xl’g X272 Xn 2
X = ) Xy = . ’ Xn =

Xip Xop Xn,p

z p—rozmerného rozdelenia so strednou hodnotou p = (p1, ..., ttp)" & kovarianénou maticou X.

je vyberovy priemer,

je vyberova kovarianéna matica a

{shi 0 0

) 0 {Sh3 0

je vyberovd korelacnd matica, pricom (diagS)~2 = ’ ]
0 {S}pp

Poznamka 6.7:
: . . . 1., _ e
(i) Namiesto S sa niekedy pouziva M = - Yo (X = X)(X; - X) = "
1 e - - = 1.,
—7 i (X =X (Koo —=Xi), Xy =300, Xij-

S (Xig— X5)2

(ii) {S}; x je vyberova kovariancia ¢ # j, {S},r =

1
(iii) {S};; je vyberovy rozptyl {S};; = —

(iv) D= (X; : Xy : ... : X,,) je ddtovéd matica (matica dat) typu p x n.

Veta 6.8: Nech X;i,...,X,, je ndhodny vyber z p—rozmerného rozdelenia so strednou hodnotou p a
kovarianénou maticou . Potom
(i) X je nestranny odhad p;

(ii) cov(X) = EE;
(iii) S je nestranny odhad X.

Dokaz: (i) £(X) =& (711 2im Xz) = %EL EXi) =~ k=1
(ii) cov(X) =€ (X = p)(X = p)') =

1 1
:g<n(X1_N+X2_N+---+Xn_l"’)n(xl_N+X2_N+---+Xn_p’)/> =
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=& (Z(X’ —p)(X; — u)') —nE (X =p)(X=p))=nE—ncowX)=(n-1)%. QED.

=1

Pozniamka 6.9: Z Vety 6.8 vyplyva, ze £{S}, ; = {Z},;

Y Y,
Nech X; = <Z1> ey Xy = (Z >, kde Y; € R*, Z; € RP™*, i = 1,2,...,n, je ndhodny vyber z

1 n

p—rozmerného rozdelenia so strednou hodnotou g = Ky , pricom p~ € RF, py € RP~F a kovarianénou
Kz

by by

maticou X = Y)Y Y.z , kde By v je k x k matica, Xy 7z je k x (p — k) matica, Xz y je (p — k) x k
Yzxy 2z7z

matica a Xz z je (p — k) X (p — k) matica.

Svy,y Svyz

Uplne rovnako rozdelme vyberovii kovarianéni maticu S = ( ) tak, ze Sy v je k x k matica,

Szy Szz
Sv.z je k x (p — k) matica, Sz y je (p — k) x k matica a Sz z je (p — k) x (p — k) matica a tiez vyberovi
Rvyy Ryz
Rzy Rzz
(p — k) x k matica a Rz z je (p — k) x (p — k) matica.

korela¢ni maticu R = ) tak, ze Ry v je k x k matica, Ry z je k x (p — k) matica, Rz v je

Maticu Svy,z nazyvame vyberovd kovarianc¢na matica nadhodnych vyberov Y1,...,Y, a Zy, ..., Z,. Plati
Syz=-——7 Z(Yi -Y)(Z; - Z)

a podla Vety 6.8 (iii) je £(Sy.z) = Zv.z.

Y, Y,
Definicia 6.10: Ak (Xl> s e <Xn>’ kde Y; € R, X; € R?, ¢ = 1,2,...,n, je ndhodny vyber z
n

(p + 1)—rozmerného rozdelenia s reguldrnou vyberovou korelatnou maticou Rx x, tak vyberovy koeficient

mnohnasobnej koreldcie ryx je definovany ako také nezaporné ¢islo, pre ktoré plati
2 x = RyxRy/xR.
Tyx = Ry xIx xhxy.

Poznamka 6.11: Vyberovy koeficient mnohndsobnej koreldcie ry x je akysi vyberovy ”protajsok” teo-

retického koeficientu mnohondsobnej korelacie gy,x (pozri Vetu 4.7 (i),(iii)).
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Y; Y,
Veta 6.12: Nech ( 1) s e (X >, je ndhodny vyber z (p + 1)—rozmerného reguldrneho normélneho
1

rozdelenia s koeficientom mnohonésobnej koreldcie oy, x = 0. Ak n > p + 1, tak Statistika

n

n—-p—1 r¥x
D 1—7“12/’X

F= ~ Fpn—p-1.

Dokaz: Pomcou vhodného LRM, pozri Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 125.

Test hypotézy
Ho: oyx=0 x Hj: gyx#0 (57)

realizujeme pomocou testovacej Statistiky (z Vety 6.12)

2
n—p—1 T
F, = p Y’); ~ Fpn_p_1 (zaplatnosti Hp).
p 1- Ty x

Ak Fy > Fppnp-1(l—a) = Hy zamietame,

ak Fy < F,n,p-1(1—«) = Hp nezamietame,

Test ma hladinu vyznamnosti rovni a.

Yi Y,
Definicia 6.13: Ak | Z; | ,...,| Z, |, kde Y; e R, Z;, ¢ R, X; € RP, i =1,2,...,n, je ndhodny
Xl Xn

vyber z (p + 2)—rozmerného rozdelenia s reguldrnou vyberovou korela¢nou maticou

1 ry,z Ryx
R(Y): TZY 1 Rzx |
z
X

Rxy Rx,z Rxx
tak vyberovy koeficient parcidlnej koreldcie (vyberovy parcialny korelacny koeficient) je

—1
ry,z — Ry xRx xRx, z

JO-1t0 =12

rYy,zX =

kde T%/,x = Ryva;(%Xvay, 7’227)( = RZ7XR;(’IXRX7 Z, pokiai menovatel nie je rovy nule.
Poznamka 6.14: Vyberovy koeficient parcidlnej koreldcie 7y, z x je akysi vyberovy ”protajsok” teore-

tického parcidlneho korela¢ného koeficientu gy, z x (pozri Vetu 4.12).

Y, Y,
Veta 6.15: Nech | Z; | ,..., | Z, | je ndhodny vyber z (p + 2)—rozmerného reguldrneho normalneho
X, X,

rozdelenia, ktoré ma parcidlny korelaény koeficient gy, z x = 0. Ak n > p + 2, tak Statistika

rY,Z.X
T=—22X  \/n—p—2~ty o

/ 2
-1y 2x

Dokaz: Pomcou vhodného LRM, pozri Andél, J., Matematickd statistika, SNTL, Praha, 1985, str. 128.



Test hypotézy
Hy: oyzx=0 x Hi: oyvzx#0

realizujeme pomocou testovacej Statistiky (z Vety 6.15)

Ty = __"zX Vn—p—2 ~t, , o (zaplatnosti Hp).

/ 2
1—7ryzx

Ak |To| > tn—p2 (1—%) — H, zamietame,

ak |To| < tp—p—2 (1—%) — H, nezamietame,

Test mé hladinu vyznamnosti rovni o.
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