Priklady na druhé cviceni v pocitacové ucebné, SMI, PS 2010

Definice stacionarniho vektoru stochastické matice: Necht’ a je stochasticky vektor a P
stochasticka matice odpovidajici dimenze. JestliZe plati a = aP, pak vektor a se nazyva
stacionarni vektor matice P.

Definice stacionarniho rozlozeni HMR: Necht {Xn;n € NO} je homogenni markovsky

fetézec s matici prechodu P. Stochasticky vektor a, ktery je stacionarnim vektorem matice P,
se nazyva stacionarni rozlozeni daného fetézce.

Definice limitniho rozlozeni HMR: Necht {Xn ne NO} je homogenni markovsky fetézec

s vektorem pocatecnich pravdépodobnosti p(0). Jestlize existuje limp(n) = p , pak vektor p

se nazyva limitni rozloZeni daného fetézce. Jestlize vektor p nezavisi na vektoru pocate¢nich
pravdépodobnosti p(0), pak fekneme, ze dany fetézec je ergodicky (regularni).

Véta o vztahu mezi stacionarnim a limitnim rozloZzenim HMR: Jestlize {X ;n e N,} je

ergodicky homogenni markovsky feté€zec a existuje jeho stacionarni rozlozeni a, pak limitni
rozlozeni p je rovno staciondrnimu rozlozeni a.

Markovova véta: Necht {X ;ne N;} je homogenni markovsky fetézec s matici prechodu
P. Jestlize existuje takové &islo n € N, Ze matice P" ma vSechny prvky kladné, pak

a) existuje stacionarni rozlozeni daného fetézce a je jediné,

b) fetézec {Xn;n € NO} je ergodicky,

¢) posloupnost matic P" konverguje k limitni matici A, jejiz Fadky jsou stejné a jsou rovny
stacionarnimu vektoru a.

Navod na hledani stacionarniho vektoru stochastické matice pomoci MATLABu
a) Zadame matici prechodu P. Jeji fad zjistime piikazem n = size(P,1).

b) Vytvotime jednotkovou matici [ = eye(n).

c¢) Ziskame matici soustavy A = [[I-P]’;ones(1,n)].

d) Vytvotime vektor pravych stran f = [zeros(n,1);1].

e) Vypocteme stacionarni vektor a = (A\f)’.

Priklad 1.: Predpokladejme, Ze v n¢jaké oblasti mlize byt pocasi pouze ve tfech stavech, a to
dést’, jasno, snih. Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, ze nikdy nebyvaji dva jasné dny
za sebou. Jestlize je v jistém dni jasno, pak dals$i den bude bud’ dést’ nebo snih, a to se stejnou
pravdépodobnosti. Jestlize je v jistém dni snih nebo dést’, pak nasledujici den se pocasi bud’
nezméni, a to s pravdépodobnosti 0,5 nebo se zméni, a pak v poloviné ptipadii bude jasno.
Popiste stav pocasi homogennim markovskym fetézcem a vypoctéte jeho stacionarni
rozlozeni.

ReSeni: Homogenni markovsky fetézec {X,;n e N, } ma mnozinu stavi J = {1,2,3}, kde stav
1 znamena dést,, stav 2 jasno a stav 3 snih. Matice pfechodu P m4 tvar:

0,5 0,25 0,25
P=/05 0 05

0,25 0,25 0,5



Vektor stacionarnich pravdépodobnosti a = (aj, a,, a3), kde a; + a, + a3 =1 vyhovuje rovnici
a=aP, tedy

a) = 0,53.1 + O,5a2 + 0,253.3,

ay = 0,2531 + Oaz + 0,2533,

az = 0,2531 + 0,532 + 0,533,

qtataz= 1.

Po tprave:

0,5a; —0,5a; - 0,25a3 =0,

-0,2531 +a - 0,2533 = 0,

-0,25a; — 0,5a, + 0,5a3 =0,

qtataz= 1

Resenim tohoto systému je vektor a= (0,4 0,2 0,4)

05 -05 -0,25 0
_ -025 1 -0,25 , o « .
Matice soustavy: A= , vektor pravych stran: f= . ReSeni soustavy
-025 -05 05 0
1 1 1 1
0,4
Ax = f dostaneme ve tvaru x = A\f, tedy v naSem ptipad¢ x=| 0,2 |. Vektor staciondrnich
0,4

pravdépodobnosti je roven transponovanému feseni x, tj. a = (0,4 0,2, 0,4).

Priklad 2.: Letka ma pti zahajeni akci tfi letadla. Pii akci je letadlo znic¢eno

s pravdépodobnosti 0,2. Letka se do akce vyda v piipad€, ze ma aspoii jedno letadlo. Pokud
jsou vSechna letadla znic¢ena, pak s akcemi konci. Urcete vektor absolutnich pravdépodobnosti
pro pocty letadel v letce po tieti akci a vektor stacionarnich pravdépodobnosti.

Re$eni: Homogenni markovsky fetézec {X,;n € N, } ma mnozinu stavii J = {0,1,2,3}, kde
stav j znamena, ze po n-t¢ akci ma letka prave j letadel.

Vektor pocatecnich pravdépodobnosti: p(0) = (0,0,0,1).

Pro stanoveni pravdépodobnosti piechodu pouzijeme binomické rozlozeni.

k
Pravd&podobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y ~ Bi(k, 9) je P(Y = y) = ( ij (1 — S)kfy pro
y

y=0,1,...,k

V nasem ptipad¢ k je postupné¢ 0, 1,2,3a 3 =0,8.
Poo =LPo =0,pp, =0,py; =0

P =02,p,, =08,p,, =0,p;; =0

2’ 0 2 2 1 1 2 2 0
p20 = 078 0,2 = 0304’ p21 = 1 0’8 0,2 = 0’32’ p22 = 2 0’8 0’2’ = 0’64’ p23 = 0

3 3
Py =| . 0,8°0,2° =0,008, p,, = [1 Jo,glo,z2 = 0,096, p,= [Jo,gzo,zl = 0,384,

W W O W o

0,8°0,2° = 0,512



1 0 0 0

0,2 0,8 0 0

0,04 032 0,64 0
0,008 0,096 0,384 0,512

Vektor absolutnich pravdépodobnosti po tfech akcich:

p(3) = p(0)P* = (0,1162 0,3658 0,3838 0,1342)

Vektor stacionarnich pravdépodobnosti:

(ap,a1,22,a3) = (ap,a1,a2,a3)P, ptiCemz ap+ a; + a; + a3 = 1. Odtud dostaneme a = (1,0,0,0).
Znamena to, ze po dostatecn¢ velkém poctu akei s pravdépodobnosti jedna nezbude letce
zadné letadlo.

Matice ptechodu: P =

Priklad 3.: Na malém mést¢€ jsou dva obchody, oznacme je A a B. Zajimame se o nakupy
zakaznikil v téchto obchodech. Uvazujeme ptitom tydenni obdobi a sledujeme, kde zakaznici
v jednotlivych tydnech nakupovali a jak tyto obchody sttidali. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze v pribéhu jednoho tydne navstévovali bud’ pouze obchod A nebo obchod
B. Jako soucast marketingového vyzkumu byla shromazdéna data od 1000 zakazniku

v ¢asovém horizontu 10 tydnt. Na zéklad¢ tohoto vyzkumu bylo zjiSténo, Zze 90% zékaznik
nakupujicich v obchodé A tam bude nakupovat i v nasledujicim tydnu a 10% ptejde

do obchodu B. Dale 80% zakaznikt nakupujicich v obchod¢ B tam bude nakupovat i

v nasledujicim tydnu a 20% ptejde do obchodu A. Pro modelovani této situace zavedeme
homogenni markovsky fetézec {Xn ;ne NO} s mnozinou stavi J = {1, 2}, pfiCemz X, = 1,
kdyz zédkaznik v n-tém tydnu nakupuje v obchodé A a X;, = 2, kdyZz zadkaznik v n-tém tydnu
nakupuje v obchod¢ B.

a) Jestlize na zacatku nakupovalo 1000 zakaznikti v obchodé A, kolik jich bude po Sesti
tydnech? (706 zakazniki)

b) Jestlize na zacatku nakupovalo 1000 zdkaznikti v obchodé¢ B, kolik jich bude po Sesti
tydnech? (412 zakazniki)

c) Jak velky je trzni podil téchto dvou obchodt za predpokladu dostatecné velkého poctu
obdobi? (Trzni podil obchodu A ¢ini 66,7%, obchodu B 33,3%.)

d) Obchod B provede reklamni kampan, aby ptilakal zédkazniky nakupujici v obchodé¢ A.
Doslo k urc¢itému presunu zajmu nakupovat v obchodé B. Dle nového prizkumu byla

0,85 0,15
0,20 0,80

predpokladu dostatecné velkého poctu obdobi? (Trzni podil obchodu A ¢ini 57,1%, obchodu
B 42,9%.)

stanovena matice pfechodu ( j Jak se nyni zménil trzni podil obchodi A a B za

Piiklad 4.: Obchodnik prodava tfi druhy pracich prasku, které ozna¢ime A, B, C. Aby zjistil,
jak se vyviji poptavka po téchto prascich, provedl v 1. mésici prodeje prizkum, v némz se
zjistovalo, ktery druh prasku zédkaznici kupuji. Pti tomto prizkumu bylo zjisténo, ze prasek A
kupuje 50% zakaznikd, prasek B 20% a prasek C 30% zakaznikd. Za mésic byl proveden
dalsi pruzkum, ktery zjist'oval, ke kterému druhu praska zakaznici presli. Vysledky prizkumu

09 01 O
zachycuje matice prechodu: P=| 0,4 03 0,3].
0,7 01 0,2

a) Urcete absolutni pravdépodobnosti po dvou mésicich a interpretujte je. (Po dvou mésicich
bude prasek A nakupovat 80,6% zakaznikd, prasek B 12,8% a C 6,6% zakaznikd.
b) Najdéte vektor limitnich pravdépodobnosti a limitni matici prechodu.



0,8281 0,125 0,0469
(p=(0,8281 0,125 0,0469),A =|0,8281 0,125 0,0469 |)
0,8281 0,125 0,0469



