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Dynamické systémy a ich aplikacia v ekonomii

Tato kapitola poskytuje prehlad o zdkladnych matematickych vysledkoch, tykajicich sa
dynamickych systémov, ktoré sa ukazali ako uzito¢né v ekondémii. Zameriava sa hlavne na
opisanie zakladnych foriem hlavnych matematickych nastrojov, ktoré su pouzitelné

v ekonomickych aplikaciach.

1 Zakladné pojmy

1.1 Dynamické systémy v R"
Stav systému pozostava z definovania vsetkého, Co potrebujeme vediet’ za ucelom popisania
toho, ako sa systém bude menit. Vo viaésine ekonomickych aplikacii stav systému mdzeme
opisat’ nejakou n-ticou realnych &isel. Stavovy priestor nejakého systému pozostdva zo
vsetkych uskutoCnitelnych, alebo relevantnych stavov. V takmer vsetkych ekonomickych
aplikaciach, za stavovy priestor mozno povazovat’ nejaki podmnozinu R". V mnohych tychto
aplikaciach mézeme stavovy priestor povazovat za topologicky ekvivalentny k jednotkovému
disku,

D'={xeR"|x| <1;.
Priklad 1
Uvazujme Standardny model vSeobecnej rovnovahy, kde k-rozmerny vektor previsu dopytu,
z(p), je homogénna funkcia k nezépornych cien. Potom modzeme povazovat za stavovy

priestor mnozinu vetkych nezdpornych cien, R*. Vhodnejsi stavovy priestor mézeme dostat
tym, ze si uvedomime, Ze ceny mdzu byt normalizované vztahom Z pl = 1. Teda stavovy

priestor bude v prvom ortante jednotkovej sféry,

s ={xe D" ”x” =1,x > 0}.

S*" je topologicky ekvivalentné k jednotkovému disku dimenzie k — 1.

Nech X urcuje stavovy priestor nejakého systému. Potom stavovd prechodova funkcia, T, je
funkcia z X x R do X. Redlna os interpretuje cas a 7(x, ¢) udava stav systému v Case ¢, za
predpokladu, Ze systém bol v stave x v ¢ase 0. Vo vicsine aplikacii sa stavova prechodova

funkcia nezadava explicitne, ale implicitne systémom diferencidalnych rovnic,

x, )=dx, 0)/dt= f,(x,(@),-..,x:0)),



x,(0) = xy; 5
vektorovo zapisujeme

x () =1 @),

x(0)= x,.
Nech x: R— X je rieSenie tohto systému diferencidlnych rovnic s podmienkou x(0) = x,.
Potom x(#) urcuje stavovt prechodovt funkciu nasledovne:

T(x,, t) = x(2).
Niekedy chceme zdoraznit' zavislost’ stavu v Case ¢ od pociatocného x. V tomto pripade
budeme definovat’ tok diferencialnej rovnice

¢, = T(x, ).
Dynamicky systém je stavovy priestor so stavovou prechodovou funkciou.
Tieto pojmy sa daju jednoducho predstavit pomocou vektorového pola. Tu uvazujeme
priradenie vektora f{x) kazdému bodu x v stavovom priestore. Krivky riesenia (trajektorie,
dréhy) systému diferencidlnych rovnic x = f(x) st grafy funkcie ¢, (x), kde ¢ sa pohybuje na
celej mnozine R a x na mnozine S. Je l'ahko vidiet’, Zze ak x je bod na nejakej krivke rieSenia

#.(-), tak f(x) je vektor dotycnice krivky v bode x. Pre ilustraciu vid’ Obrazok 1.1.
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Obrazok 1.1: Vektorové pole a krivky rieSenia.

1.2 Dynamické systémy na varietach

Pre niektoré aplikacie v ekondmii chceme stavovy priestor, ktory je vSeobecnejsi ako R”,
alebo D". Budeme ho volat’ varieta. V tejto podkapitole naértneme struény uvod do tedrie

dynamickych systémov na varietach.



Najprv zadefinujeme uzavrety polpriestor H” = {(x,, . . . , X») € R™ x, > 0}. Dalej
difeomorfizmus: f; X — Y je difeomorfizmus, ak f je homeomorfizmus' a faf st

diferencovatel’né. Mozeme teda definovat’ varietu.

Definicia
MnoZina X € R* je hladka m-varieta, ak kazdé x € X mad okolie U N X difeomorfické na

otvorenej podmnozine V. H" mnoziny H".

Nech x je bod z m-variety X. Nech g je konkrétny difeomorfizmus medzi U N Xa V n H".
Potom g budeme oznacovat’ ako parametrizacia U n X.

Pokial’ g je zobrazenie medzi R aR™, jej derivacie mozeme reprezentovat’ ako maticu typu k
x m Df(x). Dotycny priestor mnoziny X v bode x je obraz priestoru R” v ramci linearnej mapy
Dg"' (), kde y = flx).

Geometricky povedané, varieta je zovSeobecnenie myslienky m-rozmerného povrchu
a doty¢ny priestor je zovSeobecnenie myslienky doty¢nej nadroviny.

Vektorové pole na variete X je mapa f: X — R" takd, Ze f(x) je doty¢ny priestor mnoZiny X
v bode x. Budeme uvazovat, ze f definuje Standardny systém diferencidlnych rovnic na
podmnozine R*. Mdzeme najst’ riesenie x: R — R tohto systému diferencialnych rovnic.
Pokial’ doty¢ny vektor k x(#) v bode x je vzdy dotyCnica povrchu X, krivky rieSenia systému
diferencialnych rovnic musia lezat’ vo variete X. Teda vektorové pole f definuje dynamicky

systém na X.

2 Zakladné nastroje

V systéme diferencialnych rovnic a v stavovom priestore X vznikaju rozne otazky. Napriklad:
e [Existencia rieseni. Ked mame x =f(x), x(0) = x,, existuje vzdy rieSenie x(f)? Aké
ma vlastnosti x(¢)?
e [Existencia rovnovadh. Existuji body x € Xtaké, Ze f(x*) =0?
e Pocet rovnovih. Kolko roznych rovnovah existuje?

o [Lokdlna stabilita rovnovdh. Ked sa mierne odchylime z rovnovahy, vrati sa systém

spat’?

! Homeomorfizmus alebo topologicky izomorfizmus je v topologii spojité bijektivne zobrazenie medzi
dvoma topologickymi priestormi, ktoré ma spojité inverzné zobrazenie.



o Globalna stabilita rovnovihy. Ak zaéneme na l'ubovolnom bode x, dostaneme sa
k rovnovahe?

e FExistencia cyklov. Ak zacneme v bode x, mozeme sa dostat’ naspat’ do bodu x?

V nasledujticich kapitolach budeme popisovat’ niektoré matematické nastroje, ktoré
pouzijeme na zodpovedanie vysSie uvedenych otdzok a nacrtneme niektoré priklady, ako sa

tieto problémy vyskytuju v aplikaciach v ekondmii.

2.1 Existencia, jedinecnost’ a spojitost’ rieSeni

Nech £ X — R" anech x = f (x) definuje systém diferencidlnych rovnic s pociato¢nou
podmienkou x (0) = x,. RieSenie tohto systému je diferencovatel'na funkcia x: / — X, kde / je
interval z X taky, ze dx(¢) / dt = fix(¢)) a x (0) = x,.

Zakladny vysledok existencie jedine¢nych rieseni je:

Veta
Nech X je otvorend podmnozina mnoziny R" anech x, € X. Nech f: X — R" je spojitd
diferencovatelnd funkcia. Potom existuje a > 0 ajedinecné riesenie x: (-a,a) —> X

diferencidlnej rovnice % = f (x), ktoré splita pociatocnii podmienku x (0) = x,.

Dokaz
Vid’ Hirsch and Smale (1974, str. 163)

Ak sa zaujimame o existenciu rieSenia, staci nam predpokladat’, ze f'je spojitd funkcia. AvSak
jedinecnost’ rieSenia hovori, Ze krivky rieSenia sa nemozu pretinat.
Casto chceme vediet' ako sa krivky rieSenia budu spravat, ak budeme menit' pociato¢nu

podmienku. Ukaze sa, Ze sa menia spojito, teda, ze ak x, a y, st dostatocne blizko, tak aj

$,(x,)a ¢ (y,) st blizko.

Veta
Nech f je takd, ako je vyssie spomenuté a nech y: [to;t1] — X je rieSenie, ktoré obsahuje y(ty)
= yo. Potom existuje okolie U bodu y, také, ze pre vietky xo z U je rieSenie x: [to;t1]] > X

obsahujiice x(ty) = xo a konstanta K takd, ze



|y(t) - x(t)| < K|y0 - x0’ exp’(K(t -1, ))| , pre vSetky t z intervalu [to;t1].

Dokaz
Vid’ Hirsch and Smale (1974, str. 173).

Této veta hovori, Ze tok diferencidlnej rovnice ¢, : X — X je spojity ako funkcia premennej

X.

2.2 Existencia rovnovah

Rovnovaha dynamického systému x = f'(x) je bod X €X taky, Ze f(x*) = 0. Ak je dynamicky
systém v stave rovnovahy, zostava v iom navzdy. Otazka znie: Kedy st dynamické systémy v

stave rovnovahy?

Veta

Nech f: D" — R" je spojité vektorové pole na jednotkovom disku, ktory sa zobrazi na hranicu

D", teda, Ze x. f(x) <0 pre kazdé x také, zZe ”x” = 1. Potom existuje x € D" take, ze ﬂx*) =0.

Dokaz
Vid Spanier (1966, str. 197)

Priklad 2
Uvazujme Walrasov model z Prikladu 1, kde z(p) je funkcia na S*~'. Budeme predpokladat
nasledovné:

e Spojitost z 85— RFje spojita.

e Walrasovo pravidlo: p.z(p)=0prepe S,

e Vhodnost: z{p)>0prep;=0,i=1,..., k.
Potom existuje p° € S 1 také, ze z(p’) = 0. Aby sme toto uvideli, pripomefime, Ze
Walrasovo pravidlo hovori, Ze z(p) musi leZat' v dotyénom priestore mnoziny S~ a potom

vhodnost” hovori, Ze z(p) lezi na hranici S*'. Vysledok teda vyplyva z predchadzajtcej vety.



2.3 Jedinec¢nost rovnovah

Predpokladajme, Zze mame hladky dynamicky systém na disku, ktory lezi na hranici tohto
disku. Vieme, Ze sa tu nachadza aspoii jeden bod rovnovahy x". Za akych podmienok bude
existovat’ prave jeden bod rovnovahy?
Zakladny nastroj na zodpovedanie tejto otdzky je Poincarov index vektorového pola.
Uvazujme najprv jednorozmerny pripad, aby sme mohli dostat’ zdkladnu predstavu. Nech x =
f(x) definuje hladké vektorové pole na jednotkovom intervale, ktorého body lezia na hranici,
teda napriklad take, ze f{0) > 0, f{1) < 0. Potom bude platit’

e S vynimkou ,,degenerovanych pripadov existuje kone¢ny pocet rovnovah

e Vo vSeobecnosti je toto ¢islo neparne

o Akf (x") ma vzdy rovnaké znamienko, tak existuje iba jedind rovnovaha. (Obrazok

2.1)

Obrazok 2.1: Jedine¢nost’ rovnovah.

Ukazuje sa, Ze tieto poznamky sa daji zovSeobecnit’ na viacrozmerné pripady. V tom pripade,
nech £ D"—>R" je hladké vektorové pole na jednotkovom disku, D", ktoré sa zobrazi na

hranicu D™. Nech x" je rovnovaha. Index rovnovahy x5 1), je definovany ako
+1  pre det( - DAix")) > 0,
-1 predet(-DAx)) <0,
celé &islo zavislé na topologickych Gvahach  pre det( - DAx ")) = 0.

Teraz nasleduje zakladna veta diferencidlnej topologie:

Veta (Poincaré — Hopf)



Nech f: D" —R" md konecny pocet izolovanych rovnovah (x,), i=1,...,k, a nech sa f zobrazi na

hranicu D". Potom

Zk:](xl.)z +1.

Priklad 3

Aplikujeme tuto vetu na problém jedinecnosti Walrasovej rovnovahy. Mame vektorové pole
dané z: S*'— R*. Na vypocet indexu kazdej rovnovahy potrebujeme vybrat' lokalnu
parametrizaciu g: §*' — R*"'. Geometricky je zrejmé, Ze projekcia na R*"' moze sluzit ako
vhodné parametrizdcia. Algebraicky to znamend, ze napiSeme k x k Jacobiho maticu pre
Dz(p") avynecham posledny riadok a posledny stipec. Index rovnovahy p* je determinant
takto vzniknutej (k—1)x(k —1)matice sopacnym znamienkom. S pouzitim Milnorovho

tvrdenia, méZeme usudit, 7e ak det(—~Dz(p )) =0 pre vietky rovnovazne hodnoty p°, tak
mdze existovat’ len konecny pocet rovnovah.

Ztoho vyplyva jednozna¢né rieSenie nasledovne: ak det(—Dz(p’))>0 pre vsetky

rovnovahy, tak existuje len jedna. Ak existuje len jedna rovnovéha, tak det(—Dz(p"))>0.

2.4 Lokalna stabilita rovnovah

Nech x" je rovnovdha dynamického systému f:X — R". Priblizne povedané, tito

rovnovaha je lokalne stabilna ak sa systém vrati do x* po jeho vychyleni do blizkych stavov.
Ak ma byt rovnovaha ekonomicky relevantnd vtom zmysle, Ze systém v nej zostiva
rovnovazny nejakt dobu, zda sa, ze musi byt lokalne stabilnd. Formulujeme presnt definiciu

a vySetrime kritéria stability:

Definicia
Rovnovaha je lokalne asymptoticky stabilnd ak existuje nejaké e > 0 také, ze ’xo - x*’ <e tak,

Ze plati ¢,(x,) konverguje k x" pre t idiice do nekonecna.

Veta



Nech x* je rovnovdha systému f:X — R" anech Df(x") ma vietky viastné cisla zaporné.

Potom x" je lokdlne asymptoticky stabilna.

Dokaz
Pozri Hirsch a Smale (1974).

Priklad 4
Uvazujme vysSie popisany model Walrasovej rovnovahy. Je vhodné vybrat’ mierne odlisna
normalizaciu ceny. Nastavme k-tu cenu rovni 1 a vSetky ostatné ceny od nej odvodzujme.

Nech z znaci zobrazenie, ktoré zobrazuje tychto k-1 normalizovanych cien na k-1 previsov

dopytu. Podl'a Walrasovho zékona plati, ak p" >>0 a z,(p"),....,z,,(p ) st nulové, tak aj
z,(p") je nula. Teda rovnovéhy systému p = z(p) st prave Walrasove rovnovahy p°, ktoré

budu lokalne stabilné ak Dz(p") bude mat vietky vlastné ¢isla zdporné. Aké je ekonomicka
interpretacia tejto situacie?

Podra Slutskyho rovnice moézeme Dz(p") rozpisat’ ako
Dz(p") =2 S,(p)+ 2 Y (p)=S(p)+Y(p"),
i=1 i=1

kde S,(p’) je substitu¢nd matica i-teho spotrebitela (o ktorej vieme, Ze je negativne

definitnd) a Y,(p") je ,,dochodkovy efekt* pre i-teho spotrebitela. Matica S(p”) je negativne
definitna a preto ma vsetky vlastné Cisla zaporné. Teda ak ,,agregované dochodkové efekty*

Y(p") nie st vel'mi velké, tak systém p = z(p) bude lokalne stabilny na p".

2.5 Globalna stabilita rovnovah
Nech x~ je rovnovaha dynamického systému. Potom x* je globdlne stabilnd ak sa x(t) blizi
k x* pre t bliziace sa do nekone¢na, pre vietky pociatoéné podmienky x,. To znamena, Ze

x" je globalne stabilné ak lim, ¢ (x)=x" pre kazdé x. Zrejme globélna stabilita zahtiia

lokalnanu stabilitu. Globalna stabilita je vSak ovel'a silnejSia podmienka. Ako vieme povedat

kedy je dynamicky systém globalne stabilny? Hlavnym nastrojom bude Liaponovova funkcia.

Definicia
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Nech x = f(x) je dynamicky systém na X s rovnovdhou x . Predpokladajme, Ze vieme najst
diferencovatelnu funkciu V : X — Rtaku, Ze

Vix')=0, V(x)>0 pre x#x",

dV(x(t))/dt <0 pre X #Xx .

Potom V sa nazyva Liaponovova funkcia.

Veta
Nech f:X —> R" je dynamicky systém, srovnovahou x", kde X je kompaktnd mnozina.

Predpokladdme, Ze vieme ndjst’ Liaponovovu funkciu pre tento systém. Potom rovnovéha x” je

globalne stabilna.

Dokaz
Pozri Hirsch a Smale (1974, str. 193)

Bohuzial' v§eobecne neexistuje jednoduchd cesta, ako najst’ Liaponovovu funkciu. Napriek

tomu su Liaponovove funkcie celkom prirodzene vyuziteIné v ekonomickych aplikaciach.

Priklad 5
Nech p° je rovnovaha Walrasovho systému p = z(p). Predpokladame, Ze z(p)sa riadi
,,slabym zakonom odhalenych preferencii®, takze p* -z(p) >0 pre kazdé p # p*. Potom p”

je globalne stabilnd rovnovéha. Aby sme toto mohli dokazat. Musime ukazat, ze stavovy
priestor moze byt zvoleny ako kompaktny, aze systém pripasta Liaponovove funkcie.

Vynechame prva cast' dokazu a jednoducho ukaZeme, ze V(p) modze byt zvolené ako

v =p-p| =3 (-0
Sta¢i nam derivovat V(p(t)),

wzzi(pia)—pf)pi(z)-

Teraz vyuzijeme fakt, ze p,(¢) = z,(p(?)),

() _,

i {Z POz, (p (1)~ pr(t)zi (p(t))} =-2p"-z(p(1) <0

11



Kde posledny krok vychadza z Walrasovho zékona a zo slabého zakona tedrie odhalenych

preferencii.

2.6 Existencia cyklov
Nech f: X —> R",x= f(x) je hladky dynamicky systém. Bod x sa nachadza v uzavretej

drahe ak x nie je rovnovaha, ale plati ¢ (x)=x pre nejaké ¢ # 0. To znamend, Ze stav je

v uzavretej drahe ak sa systém nakoniec vrati do tohto stavu. Uzavreté drahy su bezne
oznacované ako cykly. Uzitocnym kritériom pre existenciu uzavretych drah je Poincré —
Bendixonova veta. Pred uvedenim tejto vety potrebujeme niektoré definicie.

Bod y vX je w-limitnym bodom bodu x ak existuje postupnost ¢, — oo takd, ZzZe
lim,,, ¢, (x)=y. @-limitna mnoZina bodov y, L,(y) je mnoZina vSetkych « -limitnych
bodov y.

Ak x" je bod rovnovahy, potom L (x") pozostiva iba z x". Ak x" je globalne stabilna
rovnovaha, potom L_(x) = {x"} pre l'ubovol'né x z X. Ak x lezi na nejakej uzavretej drahe C,
potom L, (x) = C. Vo vy$Sich dimenzidch, limitné mnoZiny mézu mat’ velmi komplikovant

Struktiru. AvSak v dvojdimenzionalnych systémoch ich Struktura je jednoducha:

Veta (Poincaré — Bendixson)
Neprdzdna kompaktnd limitnd mnoZina spojito diferencovatelného systému v R’, ktord

neobsahuje bod rovnovahy, je uzavreta draha.

Dokaz
Vid’ Hirsch and Smale (1974, str. 248).

Priklad 6

Uvazujme Walrasov systém s troma tovarmi tak, aby p = z(p) definovalo dynamicky systém
na S’ . Predpokladdme, Ze tento systém smeruje na hranicu S?, a budeme uvazovat, Ze tento
systém je dynamicky na D*. Vieme, Ze musi existovat’ aspoi jeden bod rovnovéhy p" taky,

7ze z(p")=0. Predpokladajme, ze vSetky body rovnovahy su uplne nestabilné v zmysle, Ze

12



vlastné ¢isla matice Dz(p”) su kladné. Potom tu musi existovat’ uzavreta draha — ,,obchodny

cyklus®.

Dokaz je priama aplikacia Poincaré — Bendixsonovej vety. Najprv musime zobrat' na
vedomie, ze s indexom argumentu moze existovat’ len jeden bod rovnovahy p*. Vyberieme
dalsi bod p z D* a uvazujeme jeho limitnti mnoZinu L,(p). Je to neprazdna, uzavreta a teda
kompaktnd podmnozina D?. Dalej neobsahuje bod rovnovéhy, pretoze p" je jediny bod

rovnovahy a je nestabilny. Preto L, (p) musi byt uzavreta draha.

3 Niektoré Specialne druhy dynamickych systémov

Az do teraz sme sa zaoberali vSeobecnymi dynamickymi systémami. V tejto Casti uvazujeme
dva Specialne druhy dynamickych systémov, ktoré sa ¢asto vyskytuji v ekonomii.

3.1 Gradientové systémy’

Dynamicky systém na X, x = f(x) je gradientovy systém ak existuje nejakd funkcia /: X— R
taka, ze f{x) =-DV(x). Funkcia V(x) je casto oznaCovana ako potencidlova funkcia systému,

flx) je gradient V' na x.

Obrazok 3.1: Gradientové systémy.

* Gradientové systémy vznikaju prirodzene v ekondmii, vzdy pri pouZiti algoritmov pre maximalizaciu alebo
minimaliz4ciu nejakej funkcie. Pozri napriklad, Arrow-Hurwitz-Uzvawa (1958)
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Velmi doélezitd je geometrickd interpretacia gradientovych systémov. Na obrazku 3.1 je
nakresleny graf potencialovej funkcie V: R’ R a niektoré uroviiové mnoziny tejto funkcie v
R”.

Smerova derivacia V(x) v smere h=(hy,..., h,),

|h”=1, je definovana ako DV(x)-h. Smerova

derivécia meria, ako rychlo rastie V' v smere 4. Z definicie vyplyva, Ze je to vlastne projekcia
DJV(x) na vektor 4. Je preto zrejmé, ze tato projekcia bude maximalizovana ak DV(x) samotné
bude ukazovat’ v smere 4. Mame teda pekni geometricki predstavu o gradiente: Ukazuje
smer v ktorom V rastie najrychlejsie.

Dalej je ahko vidiet, ze DV(x) musi byt kolmé na viroviiovii mnozinu funkcie Vv x. Pre
uroviiovu mnozinu funkcie V'na x, plati, Ze je to mnozina bodov, kde hodnota funkcie
V ostava konStantna. Preto smerova derivacia funkcie Vv smere dotyCnice kuroviiovej
mnozine V' na x musi byt rovna nule. Ale toto nam hovori, ze DV(x) je kolmé na kazdy taky
dotycnicovy vektor a preto je kolmé na celt urovitovii mnozinu.

Tieto pozorovania nam zjednodusuju konstrukciu trajektorii x=- DV{(x) pre znamu funkciu
V. Typicky priklad ukazuje obrazok 3.1. Niektoré d’alSie Specialne vlastnosti gradientovych

systémov popisuje nasledujuca veta:

Veta
Nech f: X— R" definovany x =f(x)=-DV(x), kde V: X— R je nejakad hladka funkcia. Potom:
1) Ak x" je izolované minimum funkcie V, x* je asymptoticky stabilnd rovnovéiha systému
x =-DV(x),
2) Kazdy w-limitny bod trajektorie je rovnovaha,

3) Viasté cisla Df(x) su redlne na celom x.

Dokaz
Pozri Hirsch and Smale (1974, str. 199-209)

Bod 3) plati pretoze Df{x) je vlastne D*/(x) a teda musi byt realna symetricka matica. Je tieZ
uzitocné vediet’, ze plati opacné tvrdenie: Ak mame dynamicky systém na X, x =f{x), taky Ze
DJV(x) je vSade redlna symetrickd matica, potom existuje nejaka potencidlova funkcia V:

X— R taka, ze f{x)=-DV(x). (Presné znenie Frobeniovej vety pozri Hartman(1969, kap. 6.))

Priklad 7
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Uvazujme skoro Stylizovany Walrasov model, kde vSetci spotrebitelia maju uzitkové funkcie

linearne v peniazoch. Problém maximalizacie uzitku pre spotrebitela i je

max u;(x;) + m; za podmienky p- x; + m; =w;

kde
x;= dopyt i-teho spotrebitel'a po tovare ( X; yeees X,I-C ),

m;= dopyt i-teho spotrebitel'a po peniazoch,
w;= pociato¢né drzané peniaze i-teho spotrebitela,
p= cenovy vektor (py,...,pr).

Dopytova funkcia x; (p) i-teho agenta musi spiiiat’ podmienky prvého radu:
ouxip)) o0x; =p;, j=1,..k
Alebo vo vektorovom zapise,

Duy(xi(p))=p.

Derivovanim tejto rovnosti podla p dostavame

D’uix{(p))-D x{p)=1,
alebo

D xi(p)= [D’uixi(p))]".

Teda Jakobian dopytovej funkcie kazdého agenta je prave inverzia Hessiana tuzitkovej
funkcie.

Nech teraz ® je nejakd agregovand ponuka k tovarov a definujeme agregovany previs

dopytovej funkcie z(p)=Zx,. (p) — w.Uvazujme dynamicky systém p =z(p). Podla vyssie

i=1
uvedeného vypoctu je Dz(p) redlna symetrickd matica, takze mame gradientovy systém. Nie
je tazké, najst’ potencidlova funkciu pre tento systém. Nech v,(p) =u,(x,(p))]je nepriama

uzitkova funkcia i-teho agenta. Potom potencidlova funkcia pre systém p = z(p) je dana

Vo)=Y v (p)+ peo
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Z toho plynt nasledujuce vlastnosti. Ak predpokladame, Ze wu,(x;) je striktne konkdvna
funkcia, tak D*u;(x) bude negativne definitna matica. T4 ma potom negativne vietky vlastné
¢isla. Aplikovanim predchadzajucich vysledkov vidime, Ze systém ma jedinu stabilnu

, * , .. . . ;v . ’ .y
rovnovahu p , ktora vlastne minimalizuje sucet nepriamych uzitkovych funkcii.

3.2 Hamiltonovské systémy

Nech x = f(x,y), v = g(x,y)je dynamicky systém pre x ay na X x Y obsiahnuty v R" x R".
Takyto systém sa nazyva Hamiltonovsky systém, ak existuje nejaka funkcia

H : X xY — R (Hamiltonovska funkcia) taka, ze

xX= f(x,y) = D},H(X,y),
y=g(x,y)=-D.H(x,y).

Hamiltonovské systémy vznikli celkom prirodzene v klasickej mechanike a slizia
k zjednoteniu §tadii mnohych javov v tejto oblasti. Ekonémovia si nedavno uvedomili mnohé
ich aplikacie v ekondmii.

Primarmou vlastnostou Hamiltonovskych systémov v ekonomickych aplikaciach je, ze
maju urcité ziaduce vlastnosti stability. V klasickej teérii Hamioltonovskej mechaniky, H
bolo kvadratické, a teda Hamiltonovsky systém bol linearny systém diferencialnych rovnic.
V tomto pripade klasicka Poincarého veta hovori, ze ak je A vlastné Cislo linearneho systému
na (x',y"), tak aj —Aje vlastné &islo. Takze rovnovédhou Hamiltonovského systému st
symetrické sedlové body. Vo vSeobecnom pripade, ked Hamiltonovsky systém nie je
linedrny, nastava rovnaky druh vlastnosti sedlovych bodov, ked’ je funkcia konkavna v x

a konvexna v y.

4 Niektoré novsSie techniky

V tejto kapitole budeme skumat dve novsie oblasti Stidia dynamickych systémov

a preberieme aj ich mozné vyuzitia v ekonomii.
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4.1 Strukturalna stabilita

Nech f:X — R" definuje vektorové pole na nejakom stavovom priestore X. Potom,
priblizne povedané, je tento systém Strukturdlne stabilny ak malé odchylky vo funkcii f,
nemenia topologicku Struktiru vektorového pola x = f(x). Uvazujme napriklad pripad, ked’
X =R?> a f(x)=Ax kde 4 je regularna matica typu 2x2. Potom vieme, Ze pociatok je
jedina rovnovaha systému a topologicky charakter toku okolo pociatku je uréeny charakterom
vlastnych ¢isel matice 4.

Pre ,,vd¢Sinu®“ volieb matice 4 bude systém dany x = Ax Strukturdlne stabilny, pokial
malé odchylky v 4 nezmenia znamienka vlastnych ¢isel. Jedinou vynimkou je, ak obidve
vlastné ¢isla maju nulovu redlu Cast. V tom pripade sa tok systému sklada z uzavretych drah
okolo pociatku. AvSak kazda mala odchylka matice 4, ktora dava vlastnému ¢islu nenulova
realnu Cast, sa ukaze ako tok bez uzavretych drah. Topologicka Struktura systému ukazuje
drastickil zmenu — mame pripad Strukturalnej nestability.

Vratme sa teraz k zdkladnému nastaveniu vektorového pola x = f(x). Nech je stavovy
priestor tohto systému D". Nech jey priestor vSetkych spojite diferencovatelnych funkcii z

D" do R", avybavme y $tandardnou C' normou, tj. Dve funkcie su blizko ak ich hodnoty
su blizko a aj ich derivacie su blizko. Potom mézeme brat odchylku funkcie f ako vol'bu
I'ubovolnej funkcie v nejakom & -okoli funkcie f.

Chceme aby topologicka Struktura X = f(x) bola invariantnd (nemennd) vzhl'adom na
malé odchylky . Co to znamena? Ako popiseme myslinku, e dve vektorové polia maju
rovnaké kvalitativne vlastnosti?

Dolezitym pojmom je topologickd rovnost. Priblizne povedané, toky dvoch dynamickych
systémov na D" su topologicky rovné ak existuje homeomorfizmus #4:D" — D", ktory
nanesie drahy jedného toku na drahy druhého toku. Tento homeomorfizmus mdbzeme
povaZovat' za nejaki spojiti zmenu suradnic, taki ze topologickd rovnost’” dvoch tokov
znamena, ze mdzeme najst’ spojitl zmenu stradnic tak, ze jeden tok vyzera ako druhy.

Nakoniec definujeme pojem Strukturalna stabilita. Dynamicky systém x = f(x) na D" je
Strukturalne stabilny ak existuje okolie funkcie f* také, Ze pre kazdi funkciu g v tomto okoli,
tok indukovany x = g(x)je topologicky rovny toku funkcie f- Vol'ne povedané, dynamicky
systém je Strukturalne stabilny ak malé odchylky v zakladnej funkcie f nezmenia kvalitativnu

povahu toku.
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4.2 Tedria katastrofy

Nech mame nejaky dynamicky systém dany funkciou f:XxA4—> R",x= f(x,a). Tu je
systém mysleny ako parametrizovany nejakymi parametrami a = (a,,...,a, ) . Predpokladajme,
7ze parametre a povazujeme za pomaly sa meniace v Case. VicSinu Casu malé zmeny

v a nebudil mat’ za nasledok velké zmeny v kvalitativnej povahe dynamického systému.

Niekedy vsak dostaneme redlnu Strukturalnu zmenu.
Napriklad uvazujme systém v R' dany
¥x=x"+a.
Ak aje kladné, tak neexistuje rovnovaha systému. Ak aje nulové, tak existuje jedind
rovnovéha x" =0 aak je a zaporné, tak existuji dve rovnovahy v x; =-a'?,x, =+a'>.
Topologickd povaha systému podstupuje radikdlnu zmenu ako a prechadza cez nulu.

Hovorime, Ze nula je bod katastrofy pre systém x = x> +a.
Ciel'om teorie katastrofy je klasifikovat’ vSetky cesty v ktorych moze systém podstupovat’
Strukturalne zmeny. Bohuzial’, k dosiahnutiu tohto ciel’a je eSte d’aleko. Sucasny stav teorie je

dobre vyvinuty len na Studovanie lokdlnych katastrof gradientovych systémov.
Nech V:R"xR" — R je potencialova funkcia pre gradientovy systém. R" je chapané
ako stavovy priestor systému a R” je chapané ako priestor parametrov. Potom rovnovahy

systému

x=D V(x,a),
st prave singularity funkcie V(x,a), tj. x je rovnovéha prave vtedy ked D V(x,a)zmizne
(neexistuje). Teda Studovanie toho ako sa meni povaha systému x = D V(x,a) s meniacim sa
a , mdzeme zredukavat’ na Studovanie singularit V' (x,a).

Predchadzajuci priklad x =x>+a sedi na tito konstrukciu pokial je to gradientovy
systém s V(x,a)=x"/3+ax.

Pozoruhodné je Ze pre r <4, existuje len sedem réznych druhov ,,stabilnych® singularit.

To je sedem zakladnych katastrof Thomovej klasifikacnej vety. Priblizne povedané, kazda

»hedegenerovana® singularita V'(x,a) moZze byt klasifikovana ako jedna z tychto siedmych

zdkladnych typov. Predchadzajuci priklad kde V(x,a)=x’/3+ax je prikladom tzv. fold

katastrofy, najjednoduchsej z elementarnych katastrof.
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