Zikladni pojmy matematické statistiky

Matematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje data piedevsim za tcelem ziskani predpovédi a zlepSeni
rozhodovani v riznych oborech lidské ¢innosti. Pfitom se tidi principem statistické indukce, tj. na zdkladé znalosti o
nahodném vybéru z urcit€ého rozloZeni pravdépodobnosti se snazi u€init zavéry o vlastnostech tohoto rozloZeni.
Ustfednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem nahodného vybéru.

Definice nahodného vybéru:

a) Necht Xj, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji viechny stejné rozlozeni L( § ). Rekneme, Ze
X1y ey Xy J€ 9). (Ciselné realizace Xy, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X,
uspotradané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht (X;,Y)), ..., (X, Y,) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nahodné vektory, které maji vSechny stejné
dvourozmérné rozlozeni L,( 9 ). Rekneme, Ze (X1,Y)), .., (Xu, Y. je

9 ). (Ciselné realizace (x1,y)), ..., (Xn,yn) Ndhodného vybéru (X,,Y)), ..., (Xu,Yn)
usporadané do matice typu 2xn odpovidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

c) Analogicky Ize definovat p-rozmérny 9 ).

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(Xj, ..., X,) ndhodného vybéru X, ..., X, (resp. T = T(X},Y}, ..., Xy, Y,) ndhodného vybéru (X,,Y;),
ey (X4, Y1) se nazyva (vyberova)



Definice dilezitych statistik:
a) Necht’ X, ..., X,, je ndhodny vybér, n > 2.

OnaémeM=lzn:Xi ,S2=LG: X, -M7J ... ,S=4s2 ...
n-;

Pro libovolné, ale pevné dané realné Cislo x je statistikou téz hodnota F, (x) = :l—card HX, < ¢
b) Necht je dano r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybéra o rozsazich n; >2, ..., n, > 2.
Celkovy rozsah je n = in il

j=1
Oznaéme M,, ..., M, VJ}”béI‘OVé praiméry a S%, ..., S, vyb&rové rozptyly jednotlivych vybéra. Necht ¢, ..., ¢, jsou realné
konstanty, aspoii jedna nenulova.
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c) Necht (X,Y)), ..., (X,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni o rozsahu n.

W 1 1 u 4 W r O W u 1 u 4 4 r

Oznatme M, = -> X, M, = I—ZYi vybérové praméry, S,° = l—lz X.-M, >,8,° = —2. Y, ~M, > vybérové rozptyly.
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Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici redlnych Cisel x,y je statistikou téZ hodnota

Fn(x,y)zjicardi%Xi < in < 1



Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S%'S, S1o, Rp» odpovidaji ¢iselnym charakteristikdim m, s%,'S, S12, T2 zavedenym
v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni konstanta

n_
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——, nikoliv l, jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidime pozd¢ji, uvedené ¢iselné realizace mohou byt povazovany
n

za odhady ciselnych realizaci ndhodnych veli¢in zavedenych v poc¢tu pravdépodobnosti.
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Priklad (vypocet realizaci vybérového pruméru, vybérového rozptylu a hodnot vybérové distribu¢ni funkce):

Desetkrat nezavisle na sobé byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 2,1 2.4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2.
Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X;o. Vypoctéte realizaci m vybérového primeéru
M, realizaci s* vyb&rového rozptylu S?, realizaci s vybérové smérodatné odchylky S a hodnoty vybérové distribuéni funkce

Fv]()(X).

ReSeni:

m = 1—2 _ L gy 8+ 4 127=12068 I—Z —n3= I—(Z | L@+ 82+ 4127 0.2.06° = )0404
n 4 10 - n— n- < )9 -

s= s> = [0,0404 =),2011
Pro usnadnéni vypoctu hodnot vybérové distribucni funkce F;((x) usporddame méteni podle velikosti: 1,8 1,8 1,9 2 2 2,1
2,1 22 23 24,

X < ,8:F10(x)= ) 1,2
2 1,0
1,8< i< 9:F,(x)= =12 ﬁ
10 08
1,9< (< ',IFIO(X)= 3—: 1,3 0.6
10

5 i
2< 1< ',,lelo(x):lB: ),5 §0Y2 T

7
2,1< i< ,2:F ., (X)= —= \,7 0,0
10( ) 10

2,2< (< '.,32F]0(X)216= ,8 x

9
2,3< i< L4:F,(x)= 16= ,9

x> ,4:F,(x)=



Priklad (vypocet realizace vyberového koeficientu korelace):

U 11 nahodné vybranych aut jisté znacky bylo zjisStovano jejich stafi (nahodna velic¢ina X — v letech) a cena (ndhodna veli-
Cina Y — v tisicich K¢). Vysledky:

(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (5, 98), (6, 66), (6, 95), (2, 169), (7, 70), (7, 48).

\v/ypoététe a interpretujte ¢iselnou realizaci r;, vybérového koeficientu korelace Ry,.

ReSeni:

m=:-» = Ler + =28

- 11

m,= -y = L¢s+ 03+ 8 = 863
no 11

- I—(Z = mf\.: L+ 2e 4 2 15282 = 00
n- \Lz ) 10 .

s,” = 1—(2 - m22\|: L¢s+ 032+ + 8- 1.8863° = 7085
n—- < ) 10 -

: Vo1 -
—_— — mm, = —€-85+ 103+ .+ -48- 1-5,28-88,63 = - 0,89
n— IKZ Y1 1 2)' lO —

L _Sp _ 08
12 — — —
$1°S,  4/2,02-4/970,85
Mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y existuje silnd nepfima linearni zavislost. Cim starsi auto, tim niZsi cena.




Bodové a intervalové odhady parametri a parametrickych funkci

Vychazime z nahodného vybéru X4, ..., X, z rozloZeni L( 9 ), které zavisi na parametru 9. MnozZinu vSech piipustnych hod-
not tohoto parametru ozna¢ime E. Tato mnozina se nazyva C .
Napk. je-li X|, ..., X, nahodny vybér z rozlozeni N(i,6°), pak 9 - u o _a v tomto piipad€ parametricky prostor = =

— 5 o < 0,00 .

Parametr 9 nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout né€jakou

h(9)).

parametrické funkce h( 9) je statistika T,, = T(X{, ..., X,,), kterd nabyva hodnot blizkych h($), at’ je hod-
nota parametru 9 jakakoliv. Existuji rlizné metody, jak konstruovat bodové odhady (napf. metoda momenti ¢i metoda ma-
ximalni vérohodnosti, ale témi se zde zabyvat nebudeme) a také rizné typy bodovych odhadii. Omezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce h( 9 ) rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou statistiky
D =D(X,, ..., X,), H=H(Xi, ..., X;) a ktery s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h($), at’ je hodnota parametru 3
jakakoliv.



Typy bodovych odhadu

Necht’ X4, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( 9 ), h(8) je parametricka funkce, T, Ty, T, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce h( 9 ), jestlize
v i E(T)=h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( 8 ) systematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( 9 ), pak fekneme, Ze T, je nez T, jestlize
A Dl D(Tl) < D(Tz)
c) Posloupnost %, ” se nazyva parametrické funkce h(9), jestlize

vV 1 ImE(T,)= (9

(Vyznam asymptotické nestrannosti spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnost % 7 se nazyva arametrické funkce h( 9 ), jestlize
P o o y p J

vV 1 > 1:imP€,— (3 > =L
n— : ' -

(Vyznam konzistence spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodobnost, Ze odhad se bude
realizovat ,,daleko* od parametrické funkce h(9).)
Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotickd nestrannost a z asymptotické nestrannosti vyplyva
konzistence, pokud posloupnost rozptyli odhadu konverguje k nule.



Vlastnosti diilezitych statistik

a) Ptipad jednoho nahodného vybéru: Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni se stiedni hodnotou p, rozptylem o a
distribuéni funkci ®(x). Necht’ n > 2. Oznaéme M, vybérovy primér, S,> vybdrovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané
X € L oznaéme F,(x) hodnotu vybérové distribuéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametrt p , 6> a libovolné, ale
pevné dané realné Cislo x plati:

E(M,) =,

DM,) = -,
n

E(S,) = o7,

DS, =L-2 :11_ " kde Y4 je 4. centralni moment,
n n|Q —

E(Fy(x)) = O(x),

Df“n‘(:::,b; —,)L_

n
Znamena to, ze M, je nestrannym odhadem p, S,” je nestrannym odhadem o°, pro libovolné, ale pevné dané x € ! je vybé-
rova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odhadem ®(x).
Posloupnost N1, ” je posloupnost konzistentnich odhadt p,

iz :=1 je posloupnost konzistentnich odhadi o7,
pro libovolné¢, ale pevné dané x € % je K (x) ., posloupnost konzistentnich odhadi ®(x).



[lustrace:

Vlastnosti vybérového priiméru a vybérového rozptylu budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 100 z rozlozeni
Rs(0,1). V tomto piipadé E(X;) =1/2, D(X;) =1/12,i=1, ..., 100. Pomoci systému STATISTICA vygenerujeme pro kazdou
z ndhodnych veli¢in Xy, ..., Xjo9 100 realizaci a ulozime je do proménnych vy, ..., vig. Déle vypocCitdme primér a rozptyl
téchto realizaci, uloZime je do proménnych PRUMER a ROZPTYL. Graficky znazornime hodnoty nékteré z proménnych
Vi, ..., Vigo (napf. v;) a hodnoty proménné PRUMER:

Vidime, Ze hodnoty proménné v, kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty proménné PRUMER se nachazeji v uzkém pasu kolem
1/2.

Dale vypocteme prumér a rozptyl napt. proménné vl a proménné PRUMER a dale vypocteme praimér proménné
ROZPTYL.

Popisné statistiky (u n'rform)| Popisné statistiky (u n'rform)|
Proménna | Primér | Rozptyl Proménna | Primér
Prom!1 0,536605 0,078676 ROZPTYL | 0,083143
PRUMER | 0,503984 0,000783

Primér proménné vl by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér proménné PRUMER by se mél blizit 0,5, zatimco
rozptyl by mél byt n = 100 x mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Déle primér proménné ROZPTYL by se mél blizit 1/12 = 0,083.



Nestrannost vybérove distribu¢ni funkce budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskdme
vybérovou distribuc¢ni funkci tohoto vybéru a jeji graf porovname s grafem distribucni funkce ndhodné veliciny se standar-
dizovanym normalnim rozloZenim. Graf vybérové distribu¢ni funkce ma ¢ernou barvu, graf distribu¢ni funkce standardizo-
vaného normdlniho rozlozeni mé ¢ervenou barvu.
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Pribéh vybérové distribucni funkce Fggo(x) je velmi podobny prubé¢hu distribucni funkce ®(x). Pokud bychom postup zo-
pakovali s podstatné mensim rozsahem ndhodného vybéru (napt. n = 100), prib&h obou funkei by se 1isil vyraznéji:




b) Pfipad r > 2 stochasticky nezavislych nahodnych vybéri: Necht’ X,,...,X,, , ..., X,,,...,X,, jer stochasticky nezavislych

rl
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nahodnych vybért o rozsazich n; > 2, ..., n, > 2 z rozlozeni se stfednimi hodnotami p,, ..., i, a rozptylem ¢~. Celkovy rozsah

2

je n=>3n,.Necht cy, ..., ¢, jsou realné konstanty, asponi jedna nenulova. Pak pro libovolné hodnoty parametrd p, ..., i, a ©

Znamena to, ze linearni kombinace vyb&rovych praméri D ¢ M, je nestrannym odhadem linearni kombinace stéednich hod-

J=1

; Y - s

2j
not z C;l; avazeny praimér vybérovych rozptyli S.” = =——— je nestrannym odhadem rozptylu c".
=1 n-—

c) Ptipad jednoho ndhodného vybéru z dvourozmérného rozloZeni: Necht' (X;,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér

z dvourozmérného rozloZeni s kovarianci 6, a koeficientem korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametri 6, a p plati:
E(S12) = 012,

E(R;) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance S, je nestrannym odhadem kovariance ¢1,, avSak vybérovy koeficient korelace R, je
vychylenym odhadem koeficientu korelace p.



Pojem intervalu spolehlivosti

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L($),
h($) je parametricka funkce,

Oe (0,1),

D =D(Xy, ..., X,), H=H(Xj, ..., X})) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva pro parametrickou funkci h(9),
jestlize:v : : P(D <h(s)<H)=1-0.

b) Interval (D, «) se nazyva pro parametrickou funkci h(9),
jestlize:v : : P(D <h(9))=1-a.

c) Interval (-c0, H) se nazyva pro parametrickou funkci h(8),

jestlize:v : : P(h(s) <H)=1-a.
Cislo a se nazyva (zpravidla a = 0,05, mén¢ casto 0,1 ¢10,01), ¢islo 1 — a se nazyva



Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, kterd je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce h( 9 ).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne transformaci statistiky V, je monotonni funkci h( 8) a pfitom jeji roz-
loZeni je znamé a na h( 9 ) nezavisi. Pomoci zndmého rozloZeni pivotove statistiky W najdeme kvantily wy,,

Wign, takZe plati: v 1 P(Weo <W <wigp)=1-0.

c) Nerovnost w,, < W < w_, pfevedeme ekvivalentnimi ipravami na nerovnost D <h(9) <H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich Ciselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti, o
némZ prohlasime, Ze pokryva h(9) s pravdépodobnosti 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h(8) s pravdépodobnosti 1 — a
je tieba chapat takto: jestlize mnohondsobné nezavisle ziskdme realizace x;, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X, z rozlo-
zeni L(9) a pomoci kazde této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( 8 ), pak podil poctu
téch intervall, které pokryvaji h( 8 ) k poctu vSech sestrojenych intervali bude ptiblizn€ 1 — a..)

[lustrace: Jestlize 100x nezavisle na sob& uskute¢nime ndhodny vybér z rozlozeni se stfedni hodnotou p a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, pak ptiblizné v 95-ti ptipadech bude lezet parametr p v intervalech spolehli-

vosti a asi v 5-ti pfipadech interval spolehlivosti p nepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na konkrétni situaci. Napft. oboustranny interval
spolehlivosti pouZije konstruktér, kterého zajima dolni 1 horni hranice pro skutecnou delku p néjaké soucastky. Levostranny
interval spolehlivosti pouzije vykupci drahych kovi, ktery pottebuje znat dolni mez pro skutecny obsah zlata p v kupova-
ném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouzije chemik, ktery pottebuje znat horni mez pro obsah necistot p v analy-
zovaném vzorku.



Piiklad: Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni N(u1,6%), kde n > 2 a rozptyl 6> zname. Sestrojte 100(1-0)% interval
spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu p.

Reseni:

parametricka funkce h(9) = p,

n 2
nestranny odhad V=M = lZXi ~ Nl(},t, j—\|,
n‘g ' n )
pivotova statistika W = U = 1‘\—/[; L ~N(0,1),
Jn
kvantil W, = Ugs = -Ur.a2, Wiig2 = UL
( )
vV - il-a=Pumn<U<u )—Pi R o O | M- Cu <My Su
cue b= U= P U2 l-a/2) — £ —Up_p < = 7 -2 | S E M =UL ~ =W |-
| o (" W Jn %)
\ Jn )
Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p p¥i zndmém rozptylu o> tedy jsou:
D= M—\%uh ,, H= M+ %ul_L -
Pti konstrukci jednostrannych intervala spolehlivosti se riziko nepiili, tedy 100(1-a))% levostranny interval spolehlivosti pro
o ( (¢ N ) ( ¢ \
€ M- —u, ,o apravostrannyje - >M+ —=u,_ 1.
K § e p Y] \ sy

Dosadime-li do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového priméru M, dostaneme 100(1-a))% empiricky
interval spolehlivosti. Postup si ukaZeme na nasledujicim numerickém ptikladu.



Priklad: 10 krat nezavisle na sob& byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly:

2 1,821241921218232.2.

Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace nahodného vybéru Xy, ..., Xo z rozlozeni N(, 02), kde p nezndme a

czz = 0,04. Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro , a to a) oboustranny, b) levostranny, c¢) pravostranny.
ReSeni:

Vypocteme realizaci vybérového priméru: m = 2,06. Riziko a je 0,05. V tabulkdch najdeme kvantil ug 975 = 1,96 pro obou-
stranny interval spolehlivosti a kvantil ug¢s = 1,64 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

0,2

ada)d=m- = u4n=2,06- —=1,96=1,94
) 7 e ¥
0.2

h=m+ X u.yn=2,06+ —=1,96=2,18
Nl Ji0

1,94 < < 2,18 s pravdépodobnosti 0,95.

0,2
adb)d=m- 2 u,,=2,06- == 1,64=1,96
) N i
1,96 < s pravdépodobnosti 0,95.
0,2
adc)h=m+ -2 u,,=2,06+ —2=1,64=2,16
) N o

n<2,16 s pravdépodobnosti 0,95.



Siika intervalu spolehlivosti

Necht’ (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( 9 ) zkonstruovany pomoci ¢iselnych realizaci xj, ..., x, na-
hodného vybéru X, ..., X, z rozlozeni L( 9).

a) Pfi konstantnim riziku klesa $itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

b) Pii konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim rizikem.
Ilustrace
ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empirickych intervalt spolehlivosti pro stfedni hodnotu
normdlniho rozloZeni pfi znamém rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:
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Sitka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stale pomaleji.
ad b) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-a)% empirickych intervala spolehlivosti pro sttedni hod-
notu normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu a konstantnim rozsahu vybéru na riziku:
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Vidime, ze Sitka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozloZeni)
Necht’ Xj, ..., X, je nahodny vybér z N(, 6°), kde o zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru n, aby $itka 100(1-0)%
empirického intervalu spolehlivosti pro stftedni hodnotu p nepteséhla Cislo A?

c c 20

ReSeni: Pozadujeme, aby A>h—-d=m+ —=u, ,,- m— —=u, ,,)= —=u, ,,. Z této podminky dostaneme, ze
Vn Jn Jn
2
o u_,,
n= A Za rozsah vybéru zvolime nejmensi piirozené ¢islo vyhovujici této podmince.

Priklad: Hloubka mote se méfi pfistrojem, jehoz systematicka chyba je nulova a ndhodné chyby méteni maji normalni roz-

loZeni se smérodatnou odchylkou ¢ = 1 m. Kolik méfeni je nutno provést, aby se hloubka stanovila s chybou nejvyse

+ 0,25 m pfi spolehlivosti 0,95?

ReSeni: Hledame rozsah vybéru tak, aby Sitka 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p neptesdhla 0,5 m. Pfitom ¢

o 1. 50 41967
A 0,5%

zname. Z predeslého piikladu vyplyva, ze n = = 11,4656 . Nejmensi podet méfeni je tedy 62.



Zakladni typy usporadani pokust

Metody matematické statistiky €asto slouzi k vyhodnocovani vysledkli pokusti. Aby mohl byt pokus spravné vyhodnocen,
musi byt dobte naplanovan. Uvedeme zde nejjednodussi typy uspotadani pokust
Ptedpokladejme napiiklad, Ze sledujeme hmotnostni ptirtistky selat t€éhoz plemene pii riznych vykrmnych dietach.

a) Néhodna veli¢ina X je pozorovana za tychZ podminek. Situace je charakterizovana jednim
nahodnym vybérem X4, ..., X.

Nahodné vylosujeme n selat t¢hoz plemene, podrobime je jediné vykrmné dieté a zjistime u kazdého selete hmotnostni
ptirastek. Tim dostaneme realizaci jednoho nadhodného vybéru.



b) Nahodna veliCina X je pozorovana za dvojich riznych podminek. Existuji dvé odlisnéa usporadani
tohoto pokusu.

situace je charakterizovana dvéma nezavislymi ndhodnymi vybéry X,,...,X,, a
X X

PERERERL TN

Nahodné vylosujeme n; a n, selat téhoz plemene, nahodn¢ je rozdélime na dva soubory o n; a n, jedincich, prvni podrobime
vykrmné dieté €. 1 a druhy vykrmné dieté Cislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezavislych ndhodnych vybért.

situace je charakterizovana jednim ndhodnym vyb&érem ((11 » X1, ; e ((nl X
z dvourozmérného rozlozeni. Prejdeme k rozdilovému ndhodnému vybéru Z; = X;; — Xj5, 1=1, ..., n a tim dostaneme jedno-
duché pozorovani.
Nahodné vylosujeme n vrhii stejné starych selat t€hoz plemene, z kazdého odebereme dva sourozence a nahodné jim pfita-
dime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho dvourozmérného ndhodného vybéru, kde prvni sloz-
ka odpovida prvni dieté a druhé slozka druhé¢ dieté.
(Parové porovnavani je efektivnéjsi, protoze skutecny rozdil v ucinnosti obou diet je ptekryvan pouze nahodnymi vlivy pii
samotném krmenti a trvani, kdezto vliv riznych dédi¢nych vloh, ktery byl losovanim zndhodnén, je u sourozeneckého paru
selat Castecné vyloucen.)



C) Néhodna velic¢ina X je pozorovéana za r > 3 riiznych podminek. Existuji dvé odlisna
usporadani tohoto pokusu.

situace je charakterizovana r nezavislymi nahodnymi vybéry X,..., X, az X,;,..., X, .
Nahodné vylosujeme n;, n, ..., n, selat t€hoz plemene, nahodné je rozd€lime na r souborii o n;, n,, ..., n, jedincich, prvni
podrobime vykrmné dieté €. 1, druhy vykrmné dieté ¢islo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné dieté ¢islo r. Tak dostaneme
realizace r nezavislych ndhodnych vybért.

~

situace je charakterizovana jednim nadhodnym vybérem «11, D RS Knl yeees Xy ZT-
rozmérného rozlozeni.
Nahodné vylosujeme n vrhii stejné starych selat t¢hoz plemene, z kazdého odebereme r sourozencti a nahodné jim ptitadime
prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci jednoho r-rozmérného nahodného vybéru, kde prvni slozka
odpovida prvni dieté , druha slozka druh¢ diet¢ atd. az r-ta sloZzka odpovida r-té diet¢.



Uvod do testovani hypotéz

Motivace: Castym ukolem statistika je na zakladé dat ovéfit predpoklady o parametrech nebo typu rozloZeni, z néhoz
pochazi nahodny vybér. Takovému piedpokladu se fika nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky teoreticky
predpoklad, Casto skeptického rdzu a uzivatel ji musi stanovit pfedem, bez ptihlédnuti k datovému souboru. Proti nulové
hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera tika, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Alternativni hypotéza je
formulovéna tak, aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni hypotézy by znamenala
objeveni n&jakych novych skute¢nosti, nebo zasadnéjsi zménu v dosavadnich piedstavach.

Napt. vyzkumnik by chtél na zakladé dat provéfit tezi (novy objev), Ze pasivni koufeni §kodi zdravi. Jako nulovou hypotézu
tedy poloZi tvrzeni, Ze pasivni koufeni neSkodi zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, Ze pasivni kouteni Skodi
zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, ktery je zaloZen na daném ndhodném vybéru a s jehoZ pomoci
rozhodneme o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy.

Nulova a alternativni hypotéza

Necht’ X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L( $ ), kde parametr $ : : nezname. Necht h(8) je parametrick4 funkce a c
dana realné konstanta.

a) Oboustrannd alternativa: Tvrzeni Hy: h(8) = ¢ se nazyva . Proti nulové hypotéze postavime
H;: h(9) = c.
b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(9) > ¢ se nazyva . Proti jednoduché nebo
slozené pravostranné nulové hypotéze postavime H;:h(9) <c.
c) Pravostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(8) < ¢ se nazyva . Proti jednoduché nebo
sloZzené levostranné nulové hypotéze postavime H;:h(9)>c.
rozumime rozhodovaci postup zaloZeny na ndhodném vybéru X, ..., X,, s jehoz pomoci zamitneme

¢1 nezamitneme platnost nulové hypotézy.



Chyba 1. a 2. druhu

Pti testovani Hy proti H; se miZzeme dopustit jedné ze dvou chyb:

skutecnosti plati a
tabulka:

spociva v tom, Ze Hy zamitneme, a€ ve
spociva v tom, ze Hy nezamitneme, a¢ ve skuteCnosti neplati. Situaci ptehledné znazoriuje

skuteCnost

rozhodnuti

H, nezamitame

H, zamitame

H, plati

spravné rozhodnuti

chyba 1. druhu

Hj neplati

chyba 2. druhu

spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

&i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaéi p. Cislo 1-P se nazyva
Hy zamitnuta za pfedpokladu, Ze neplati. Obvykle se snazime, aby sila testu byla asponi 0,8. Ob¢ hodnoty, a 1 1-f, zavisi na
velikosti efektu, ktery se snazime detekovat. Cim drobnéjsi efekt, tim musi byt vétsi rozsah nahodného vybéru.

(vétSinou byva a = 0,05, mén¢ casto 0,1
a vyjadiuje pravdépodobnost, ze bude

skute¢nost

rozhodnuti

zdravy

nemocny

jsem zdravy

zdravy a neléceny

zdravy a léCeny

jsem nemocny

nemocny a neléceny

nemocny a léeny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku To = To(X4, ..., X,), kterou nazveme . MnozZina vSech hodnot,
jichz maze testové kritérium nabyt, se rozpada na (znacise V) a
(znaci se W a nazyva se téz ). Tyto dva obory jsou odd¢€leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu

vyznamnosti a je 1ze najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize Ciselnd realizace t, testového kritéria Ty padne do kritického oboru W, pak nulovou hypotézu zamitdme na hladiné
vyznamnosti o a znamena to skute¢né vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o
pouhé mlceni, které platnost nuloveé hypotézy jenom ptipousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(Ty € W/H, plati) = a, P(T, € V /H; plati) = .

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a:

Oznacme tp;, (resp. tma) nejmensi (resp. nejvetsi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v pfipad¢ oboustranné alternativy ma tvar

W= «,, .K, 2(T)> U (Tt -, kde Ky»(T) a Ki_o2(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz se ¥idi testové kritérium T, je-li
nulové hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v ptipad¢ levostranné alternativy ma tvar:

W= (,..K,T).

Kriticky obor v ptipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:

W= (K_ Tt

min?®

max _*



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h( 8 ). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti a, v opacném piipad¢ Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

10 ¥il L s |

Pro test Hy proti pravostranné alternativeé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

e/



Testovani pomoci p-hodnoty

udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypotézy. Je to riziko, Ze bude zamitnuta H, za
predpokladu, Ze plati (riziko plan¢ho poplachu). Jestlize p-hodnota < a, pak Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a, je-1i p-
hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti a.
Zplsob vypoctu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p =2 min{P(T, <t,), P(To > t()}.
Pro levostrannou alternativu p = P(T < t).
Pro pravostrannou alternativu p = P(T, > t,).
[lustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulove hypotézy proti oboustranng, levostranné a pravostranné alternative:

p-hodnota p-hodnota
/\ 1 p-hodnota
[ |

t] L f f.,

(Zvonovita kiivka reprezentuje hustotu rozlozeni, kterym se fidi testové kritérium, je-li nulova hypotéza pravdiva.)

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace Xy, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X, podporuji Hy, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribucni
funkce rozlozeni, kterym se ridi testové kritérium T, je-11 Hy pravdiva.



Doporuceny postup pri testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu ten pfedpoklad,
jehoz ptijeti znamena zdvazné opatieni a mélo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné ¢asto 0,1 nebo 0,01.

3. Najdeme vhodné¢ testové kritérium a na zéklad¢ zjisténych dat vypocitame jeho realizaci.

4.

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak ho stanovime. Jestlize realizace testoveého kritéria padla do kritického oboru,
nulovou hypotézu zamitadme na hladiné vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu. V opa¢ném piipadé¢ nulovou
hypotézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti a.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, vypocteme empiricky 100(1-a)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h( 9 ). Pokud ¢islo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotézu nezamitdme na hladin€ vyznamnosti a. V opacném
ptipad€ nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vypocteme ji a porovname ji s hladinou vyznamnosti a. Jestlize p < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a a piijimame alternativni hypotézu. Je-1i p > a, pak nulovou hypotézu
nezamitdme na hladiné vyznamnosti a.

5. Na zéklad€ rozhodnuti, které jsme ucinili o nulové hypotéze, provedeme né&jaké konkrétni opatieni, napt. setidime
obrabéci stroj.

(P11 testovani hypotéz musime mit k dispozici odpovidajici ndstroje, nejlépe vhodny statisticky software. Nemame-1i ho
k dispozici, musime znat prislusné vzorce. Dale potiebujeme statistické tabulky a kalkulacku.)



Priklad: 10 x nezavisle na sob¢ byla zmétena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X z rozloZeni N(u, 0,04). Néjaka teorie tvrdi,
ze p=1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: p = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: p = 1,95. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte H, proti H; vS§emi tfemi popsanymi zptisoby.

Reseni:
m = %(2+ 4 .2)=2,06, 6°=0,04,n =10, a = 0,05, c = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Pro tlohy o stiedni hodnoté normalniho rozloZeni pti zndmém rozptylu pouzivame pivotovou statistiku U = M; L8 N(O, 1).

Jn
Testové kritérium tedy bude

To= 1\—46_ ~ a bude mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulové hypotéza pravdiva. Vypo&itame realizaci testového kritéria: ty =

Jn
2,06 — ,95 2 PR
’0—2’ =1,74. Stanovime kriticky obor:
J10
W = ‘min’K(x 2(T)>U (1_( 2(T),tmax:= — gjua/2>u‘ul_t/2’oo’ = o u, (/2>U U, /5,0 = — o, u0975>U Ugg75,0 —

— 5, 1,96)U 1,96, .
Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi znamém rozptylu 6° jsou:

d,h)=(m- = Uy, M+ -= Upy).

( ) ( \/Hu1/2 \/HUI/Z)

V nasem piipad¢ dostavame:
0,2 0.2

d=2,06- = =2,06 - 2= .1,96 = 1,936,
N J10

h=2.06+ 22 1yors = 2,06 + 22 1,96 =2,184.
Vio V10

Protoze 1,95 <(1,936; 2,184), Hy nezamitame na hladin¢€ vyznamnosti 0,05.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec
p =2 min{P(Ty <ty), P(Typ>to)} =2 min {P(Ty<1,74), P(Ty > 1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186.
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test
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2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: p = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: n<1,95. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zptisoby.

Reseni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar
W= (-5 = — 2 lggs)= — 2> - 645).

Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hlading vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi zndmém rozptylu o° jsou:

—OOh=—OO,m+i -)-
( s ) ( \/H U )
0,2 0,2
V naSem piipadé dostavame: h = 2,06 + —=up95 = 2,06 + = .1,645 =2,164.
PP Jio J10

Protoze 1,95 (-o; 2,164), Hy nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



c¢) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime levostrannou alternativu, pouZijeme vzorec
p=P(Ty <ty) = O©(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

[lustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
H;: p>1,95. Na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vS§emi tfemi popsanymi zptsoby.

Reseni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar
W= (u, , 0 = 54,0 = 16450 .

Protoze 1,74 ¢ W, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pii znamém rozptylu 6” jsou:

(d, ©) = (m - R U}, 0).

Jn

0,2 0,2
V nasem piipad¢ dostavame: d = 2,06 - —2 2
B 10 10

Protoze 1,95 ¢ (1,956, «), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.

1,645 =1,956.

U.0795 = 2,06 =




