Parametrické ilohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z normalnich rozloZeni

Motivace: V této situaci je nasim ukolem porovnat stfedni hodnoty ¢&i rozptyly dvou normalnich rozloZeni na zékladé znalosti dvou
nezavislych ndhodnych vybért potizenych z téchto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
respektive hodnotime shodu stfednich hodnot pomoci dvouvybérového t-testu ¢i dvouvyberového z-testu a shodu rozptylti pomoci F-testu.

RozlozZeni statistik odvozenych z vybérovych priméra a vybérovych rozptyli
Méme dva nezavislé ndhodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(j;, 61°) a ma rozsah n; > 2, druhy pochazi z rozlozeni N(y,, 6,°) a ma rozsah
(n,— DS, +m, —)S,’
ny > 2. Oznaéme M;, M, vybérové praméry, S,°, So* vybérové rozptylya s,” = ~—— 1+ —2 "2 vazeny pramér vybérovych rozptyld.
n,*ta, 2

Pak plati:
. -8, +m, )8, | :
a) Statistiky M; —M,a S.” = (n,~ JS, *.m, " )5, jsou stochasticky nezavislé.
n, ta, =2
©G -V, — -1 . e Ci 1 Yt . 2 2 .
b) U= ~N(0, 1). (Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o p;- W, kdyz 6," a 6,"zname.)

(n, +0a, 28,

¢) Necht 6, =0,° =: %, pak K = ~ xz(nl + ny - 2). (Pivotova statistika K slouZzi k feSeni uloh o nezndmém rozptylu 6%)

—~

MI_MZ’_ ‘ul_iz

d) Jestlize 012 = 622 =: 02, pak T = = ~t(n; + ny— 2). (Pivotova statistika T slouzi k feSeni Giloh o p;- po, kdyz 012 a 022

T
S, [—+—

n n

1 2

nezname, ale vime, ze jsou shodné.)

S,%/s,’ : e P
e) F= ——— ~F(n - 1, my - 1). (Pivotova statistika F slouzi k feSeni uloh o 0%/ 62%)
G /o



Vysvétleni:

ad b) M-M; je linedrni kombinace ndhodnych veli¢in s normalnim rozloZzenim, ma tedy normalni rozloZeni s parametry
EM-M>) = Wwi- o,

D(Ml-Mz) = 0] 2/I11+ (o)) 2/Ilz.

U se ziska standardizaci M ;-M,.

2 2

ad c) K; = M~ v’(ni-1) a Ky = u~ v*(n-1) jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, tedy K = K;+K, ~
(o3 (O
(0 + ny - 2).
©G, -V, — % -1 (n, +a,—- 28, , : :
add) U= - ~N(0, 1), K= ~ % (n; + n; - 2) jsou stochasticky nezavislé, protoze M —
-+
I-11 n 2
. . . — U — Ml_’\/l2:_‘u1_iz:
M, a s.’ jsou stochasticky nezavislé. T = K - " ~t(n; + ny—2).
- S, [—+ —
e aes— 2 n, n,
(n,~ 08" (n, =08, . . ”
ade) K; = T o2 X (n-1)aK, = > ~ % (np-1) jsou stochasticky nezéavislé ndhodné veliCiny, tedy

F= E—Z%NF(IM —1,m—1).



Priklad: Necht jsou dany dva nezavislé nahodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(0,28; 0,09) a ma rozsah 16, druhy pochazi
z rozlozeni N(0,25; 0,04) a ma rozsah 25. Jaka je pravdépodobnost, Ze vybérovy prumér 1. vybéru bude vétsi nez vybérovy primeér

2. vybéru?
ResSeni:
( )
| |
~ ~ ~ M, ~M,)— K —1 0-H —1
PO, > M, =P8, - v, >0 ok, v, < - -l S b ) S )
| c? o? c? o2 |
| l+ 2z l+ pA |
k nl nZ nl n2}
[ |
\ - ),28 +),25 |
= 1-p| U< 1= 1= 2(U<-135294)= [ = P~ 135)= P 0,35) = ),63683
4
| 04 |

0,09, 0,04
+

\ 16 25 )
S pravdépodobnosti ptiblizné 63,7% je vybérovy pramér 1. vyberu vétsi nez vybérovy prumér 2. vybéru.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

c? o?

Statistika M; - M, se podle bodu (a) #idi rozlozenim N(p; — pp, — = —),
n

1 2

c? 5’ 0,09 004 -
kde u; — 1, =0,28-0,25=0,03, — e ?“L s ),007225 | tj. statistika M; - M, ~ N(0,03;0,007225).

1 2
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Do Dlouhého jména této proménné napiseme
= 1-INormal(0;0,03;sqrt(0,007225)).
V proménné Prom1 se objevi hodnota 0,637934.




Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce -1, 61%/0, °
Uvedeme piehled vzorct pro meze 100(1-0)% empirickych intervala spolehlivosti pro parametrické funkce p; - s , 617/ 65"

a) Interval spolehlivosti pro p;-L,, kdyZz 012, o,° zname (vyuziti pivotové statistiky U)

c? o? 2 o?
Oboustranny: (d, h) = (m; —my — |[——+ 4 Ujgp, My — My + |——+ —— Uj_gp)
1y g g g
c? o?
Levostranny: (d, o) = (m; — mp — [+ —— U}, ®©)
n, n,

c? o?

=+ = ul-a)
n, n,

Pravostranny: (-0, h) = (-co,m; — m, +

b) Interval spolehlivosti pro p;-p,, kdyZz 012, o,° nezname, ale vime, Ze jsou shodné (vyuZiti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

11 11
(d, h) = (m; —m;, —s, / —+ —tign(ntmy-2), m; —m, +s, ‘/— + — tign(ntny-2))
n 1 n 2 n 1 n 2
Levostranny: (d, «0) = (m; — m;, —s, /L+ LE t1.o(n1+ny-2), )
nl n 2

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m; — m;, + s, /L+ L t1o(n;tny-2))
nl n2



¢) Interval spolehlivosti pro spoledny neznamy rozptyl 6 (vyuziti pivotové statistiky K)

Oboustranny: (d h):[( (n, *n, ~2)s,” (n, +n, —2)s.’ \l
’ KX21*L/Z(HI+H2_2) Xza/2(nl+n2—2))

( | 2 \

Levostranny: (d, o0) = | (znl tn, = 2)s, oo |
\X%-c(n; Tn, —2) )

( B 2 \

Pravostranny: (-o0, h) = | — =, (1211 tn, " 2)s. |
\ Xa(n; +tn, —2))

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptylt % (vyuZziti pivotove statistiky F)

2

GL
( 2402 2 g2 N
Oboustranny: (d, h) = | 1 e : SR |
\Flop(m, “Ln, ~1) Fyp(n, ~Ln, 1))
( 2 )

2
s, /s
1 2 ©

| |
l\Fl-u(nl ~Ln, _1)’ )l

Levostranny: (d, o0) =

2

2
1 _ s, /s, \I
| X} |
( Fo(n, ~1,n, —1))

Pravostranny: (-oo, h)

Neni-li v bodé (b) splnén ptedpoklad o shod¢ rozptylt, lze sestrojit aspoii ptiblizny 100(1-a)% interval
spolehlivosti pro p-p,.

3

2 2
+ 3
L /ny T, /n,
=~

S S . Neni-li v celé
slz/nI/ " 522/1’12/

Ill_, n,

V tomto ptipadé ma statistika T piiblizn€ rozlozeni t( v ), kde pocet stupni volnosti v =

Cislo, pouzijeme v tabulkach kvantilti Studentova rozlozeni linearni interpolaci.



Priklad: Ve dvou nadrzich se zkoumal obsah chléru (v g/l). Z prvni nadrze bylo odebrano 25 vzorkd, z druhé nadrze 10
vzorki. Byly vypoéteny realizace vyb&rovych pramérii a rozptylti: m; = 34,48, m, = 35,59, s,> = 1,7482, ,° = 1,7121.
Hodnoty zjisténé z odebranych vzorkd povaZzujeme za realizace dvou nezavislych nahodnych vybéri z rozlozeni N(uy, 6°) a
N(u2, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot p; - .

Reseni:
Uloha vede na vzorec z bodu (b). Vypoéteme vazeny priamér vybérovych rozptyl a najdeme odpovidajici kvantily
Studentova rozlozeni:

2 2
n, — s, *'n, —)s 24 -1,7482 + 51,7121
s 2= TS T T s, - 17384 , th975(33) = 2,035

n, tn, =2 33

Dosadime do vzorct pro dolni a horni mez intervalu spolehlivosti:

11
d=m—my—s, |[—+ — tign(ntn-2) =
nl n 2

= 34,48-35,59 -/1,7384 - §+ 1% 2,035 =-2,114

/ 11
h=m—-my+s, [—+ —tign(n+ny-2) =
nl 1’12

= 34,48-35,59 + /17384 - §+ 1%-2,035 =-0,106
2,114 g/l < pg - wp <-0,106 g/l s pravdépodobnosti aspon 0,95.




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom ptipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme
=34,48-35,59-sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=34,48-35,59+
sqrt((24*1,7482+9*1,7121)/33)*sqrt((1/25)+(1/10))*V Student(0,975;33)

1 2
d h
-2,11368 | -0,10632

S pravdépodobnosti aspont 0,95 tedy -2,114 g/l < p; - w, <-0,106 g/l.

N




Piiklad: V predeslém prikladé nyni ptedpokladdme, Ze dané dva nahodné vybéry pochazeji z rozlozeni N(p, 6,°) a
N(u, 65°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro podil rozptyli.

Reseni:
Uloha vede na vzorec z bodu (d).
s, 7 /s, 1,7482 /1,7121 _ 1,7482 /1,7121
d= = = = 0,28
F. (n,~Ln,~ )  F,,,.(24,9) 3,6142
L s’ /s’ _ 17482 /17121 _ 1,7482 /17121 _ 17482 /17121 _
F, (n,~Ln, =)  F s (249)  1/F, . (9,24) 1/2,7027 ’

o 2

0,28 < —— < 2,76 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.
(o}

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d a h a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,975;24;9)

(Funkce VF(x;ny;omega) pocita x-kvantil Fisherova — Snedecorova rozlozeni F(ny, omega).)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme

=(1,7482/1,7121)/VF(0,025;24;9)

1 2
d h
1] 0,282521 | 2,759698

S pravdépodobnosti asponi 0,95 tedy plati: 0,28 < 0%/ 6,0 <2,76.




Jednotlivé typy testii o parametrickych funkcich p;-p,, 61%/0, 2

a) Necht’ X,,,....,X, ~jendhodny vybér z rozlozeni N(,, o)a X,,..., X »n, J€Na ném nezavisly nahodny vybér z
rozloZzeni N(p,, 022), pfiCemZzn; >2,np,>2a 612, 022 zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: w; — pp, = ¢ proti Hy: py — pp # ¢ se nazyva :

b) Necht' X,,,..., X, je nahodny vybér z rozlozeni N(p,, 6’)a X,,.... X 2., J€na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni
N(uo, 02), pficemzn; >2an,>2a o nezname. Necht’ ¢ je konstanta.

Test Hy: w; — pp, = ¢ proti Hy: py — pp # ¢ se nazyva

c) Necht' X,,,.... X, je nahodny vybér z rozlozeni N(p,, o) a X,pseees X 2, J€na ném nezavisly nahodny vybér

2 2
W 14 2 W W W G . G 14 14
rozloZeni N(W,, 65°), ptiCemz n; > 2 an, > 2. Test Hy: —— = 1 proti H;: - - 1 se nazyva
(0} (0}

4 4



Provedeni testii o0 parametrickych funkcich p;-p,, 6,%/c, 2 pomoci kritického oboru

Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = &

Stanovime kriticky obor W.
Pokud ty € W, Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Ho: p; - po = ¢ proti Hy: py - wo # c. Kriticky obor mé tvar: W = & 2, —u

Levostranny test: Testujeme Hy: 1, - o = ¢ proti Hy: p; - o < c¢. Kriticky obor mé tvar: W = 0 —u

Pravostranny test: Testujeme Hy: W - W, = ¢ proti Hy: pw; - pp > ¢. Kriticky obor ma tvar: W = <u1, s



Vypoéteme realizaci testového kritéria ¢

Stanovime kriticky obor W.
Pokud t, € W, Hy zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: b - pz =c protl H1 Hi- M2 #C. Kriticky obor ma tvar:
wW=t»o-t 4 +n —29 — o

1- /2 \ t-. /2

Levostranny test: Testujeme Hy: py - p, =c proti Hi: py - pp <c. Kriticky obor ma tvar: W = Co -

6

Pravostranny test: Testujeme Hy: p; - wp, = ¢ proti Hy: p; - p, > c. Kriticky obor ma tvar: W = (tl,

1



2

W . . J oz S
Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = =—.
SZ

Stanovime kriticky obor W.
Pokud t) € W, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a a pfijim. . . . ;.

: c ? : ? e ,

Oboustranny test: Testujeme Ho: —— = 1 proti H;: 6‘2 # 1. Kriticky obor ma tvar:

(o) (o)
w=%F, % 1n, 1JYUF ,% Ln, 1.

o 2 o 2 ~
Levostranny test: Testujeme Hy: —— = 1 proti H;: —— < 1. Kriticky obor ma tvar: W = s,Fa 111 ~o,n, ~ Q

o 2 2

2 2 ~

. c . c ce 1 , _ 1
Pravostranny test: Testujeme Hyp: —— =1 proti H;: —— > 1. Kriticky obor ma tvar: W = (FI, & —Ln,-1.°
(¢} (o)

72, 2,



Priklad: V restauraci "U bilého konic¢ka" méfili ve 20 piipadech ¢as obsluhy zdkaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11,4, 7, 6, 10,6, 9, 8, 5, 12,
13,10,9,8,7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskutecnéno v 15 ptipadech s témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5,
15, 8, 5, 6, 8 ,7. Za piedpokladu, ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvou normalnich rozlozZeni, na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
sttedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.

ReSeni:
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu Hy: p; - g, = 0 proti oboustranné alternativé Hy: p; — pp # 0. Je to tilloha na dvouvybé-
rovy t-test. Pfed provedenim tohoto testu je vSak nutné pomoci F-testu ovéfit shodu rozptylii. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 tedy testujeme Hy:

(¢} 2 (¢} 2

1

== 1 proti Hy: = 1. Nejprve vypocteme m; = 8,25, m, = §,13, $1°=6,307, s,° = 9,41,
(o}

(¢
Z 2
2 2
n, — s~ T n, —Ds 19 - 6,307 + 14 9,41 9 . . , . .
5.0 = LY 1+ n, DSy = 7,623 . Podle vzorce z bodu (¢) vypocCteme realizaci testové statistiky:
n,tao, 2 33
2
s 6,307 . 900,515
[ = 0,6702 . Stanovime kriticky obor:
s 9,41

<

G4 _» =01/2,6469)Y 2.8607.% =0:03778 )V 2.8607,% _
\ \ \ \

\
W =0,F,,% ~Ln, 1}V F
Gao Jo F
Protoze se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05. Rozptyly tedy mizeme

povazovat za shodné.
Nyni se vratime k dvouvybérovému t-testu. Podle vzorce z bodu (b) vypocteme realizaci testové statistiky:

" | | %
L% —Ln,—1.° = (0.F,, €14 ;u Foors 99,14 0 =

= <0,1/F

0,975 0,975

. _m, —m, "3 _ 8,25 — 3,13 — 0124
0 5 .
1 1 1 1
S, |—*t — 7,623 .,[—t+ —
n n 20 15

1 2

Stanovime kriticky obor:

— A\ | -~ S ‘4 ' ~ -
w = - P My (1 b 2‘>‘U i (1 tn,-2.%° ="%- o075 (3$U \t0,975 (3 ~* =
= C 0 -2,035)V 2,035,% 3

Protoze testova statistika se nerealizuje v kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitadme na hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych a 35 ptipadech. Prvni proménnou nazveme OBSLUHA, druhou ID. Do proménné
OBSLUHA napiSeme nejprve doby obsluhy v prvni restauraci a poté doby obsluhy ve druhé restauraci. Do proménné ID, kterd slouZi k rozliSeni
prvni a druhé restaurace, napiSeme 20 krat jednicku a 15 krat dvojku.

Provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shodé rozptylii: Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK,
Proménné —Zavislé proménné OBSLUHA, Grupovaci proménna ID — OK.

Po kliknuti na tlac¢itko Souhrn dostaneme tabulku

t-testy; grupovano: ID (restaurace)

Skup. 1: 1

Skup. 2: 2

Prameér Prameér t sV p Poc¢.plat | Pog.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 rozpty ly rozpty ly
OBSLUHA 8,250000 | 8,133333 | 0,123730 | 33 0,902279 20 15 2,510504 3,067495 | 1,492952  0,410440

Vidime, Ze testova statistika pro test shody rozptylu se realizuje hodnotou 1,492952 (je to pfevracena hodnota k ¢islu 0,6702, které jsme
vypocitali pti ru¢nim postupu), odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o shod¢ rozptylt.
(Upozornéni: v piipadé zamitnuti hypotézy o shod¢€ rozptyli je zapotiebi v tabulce t-testu pro nezavislé vzorky dle skupin zaskrtnout volbu Test
se samostatnymi odhady rozptylu.)

Dale z tabulky plyne, Ze testova statistika pro test shody stfednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12373, pocet stupnil volnosti je 33,
odpovidajici p-hodnota 0,902279, tedy hypotézu o shod¢ stiednich hodnot nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze s rizikem
omylu nejvyse 5% se neprokazal rozdil ve sttednich hodnotach dob obsluhy v restauracich "U bilého konicka" a ,,Zlaty lev*.

Tabulku jesté doplnime krabicovymi diagramy. Na zdloZzce Detaily zaSkrtneme krabicovy graf a vybereme volbu Praimér/SmOdch/Min-Max.

T 1

Z grafu je vidét, Ze primérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrné del$i a ma mensi variabilitu nez ve druhé restauraci. Extrémni ani
odlehl¢é hodnoty se zde nevyskytuji.



Coheniiv koeficient vécného ti¢inku — dopInéni vyznamu dvouvybérového t-testu:
Necht' X,,,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(ui, o)a X,,.... X 2n, J€Nan€m nezavisly ndhodny vybér rozloZeni N(u, o), pti¢emz

n; >2an,>2 aoc” nezname. Necht ¢ je konstanta.
Testujeme Hy: p; — o = 0 proti Hy: py — pe # 0. Oznaéme m;, m, realizace vybérovych priméri hodnot dané veli¢iny v téchto dvou skupinach,

~ 2 ~ 2
2 2 . 71 ¥ ’ o 2_‘11_{*‘51—"_‘12_»‘52 . . Y r o v 71 M ’ o
17, s2” realizace vybérovych rozptyli a s,” = realizaci vazeného priméru vybérovych rozptyli.
n, +ta, =2
: . . |y |
Cohentiv koeficient d vypocteme podle vzorce: d =

S,
Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu primért, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z vazeného priméru vyberovych roz-
ptylt. Jedna se o tzv. neboli skupiny na variabilitu hodnot sledované ndhodné veli¢iny. Velikost ti¢inku hod-
notime podle nasledujici tabulky:

Hodnota d ucinek

aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 stiedni

mezi 0,2 az 0,5 maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji samoziejmé absolutni platnost, posouzeni, jaky u¢inek povazujeme za velky ¢i maly, zavisi na kontextu.)

Je zapotiebi si uvédomit, Ze pii dostatecné velkych rozsazich nahodnych vybért i maly rozdil ve vybérovych priimérech zplisobi zamitnuti nulo-
vé hypotézy na hladin¢ vyznamnosti o, i kdyz z vécného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Naopak, mame-1i vybéry malych rozsahi, pak i
znacné velky rozdil ve vybérovych primérech nemusi vést k zamitnuti nulové hypotézy na hladin€ vyznamnosti a.



Priklad:

Mame k dispozici udaje o celkovém IQ 856 zaki ZS. Zajimame se jednak o skupinu déti, jejichZ oba rodi¢e maji pouze zékladni vzdélani (je jich
296) a jednak o skupinu déti, jejichz oba rodice maji vysokoskolské vzdélani (téch je 75). Na hladiné vyznamnosti 0,05 budeme testovat
hypotézu, Ze stfedni hodnota celkového 1Q je v obou skupindch stejnd a také vypocteme Cohenilv koeficient vécného ucinku.

ResSeni: Provedeme dvouvybérovy t-test:

t-testy; grupovano:ZSa VS (1Q)
Skup. 1: oba Z$
Skup. 2: oba VS

Pramér Pramér t Y p Poc¢.plat Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna oba Z8 oba VS oba Z8 oba Z8 oba VS Rozptyly | Rozptyly
1Q_CELK 94,13851 110,9067 -10,6295 | 369 @ 0,000000 296 11,82604 13,60164 | 1,322829 | 0,110124

Hypotézu o shodé¢ stfednich hodnot zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05, protoze odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0 (hypotézu o shod¢
rozptylli nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, coz je vétsi nez 0,05).

Krabicovy diagram:

Krabicovy grafz IQ_CELK seskupeny |

1Q_CELK

oba z§ oba V8
D

Vidime, Ze prumérné celkové 1Q déti v 1. skupiné je 94,1, zatimco ve 2. skupiné 110,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q

posoudime pomoci Cohenova koeficientu.

1 2 3 4 6 7
n1 n2 m1 m2 s2 d
1 296 751 94,13851 | 110,9067 13,60164 | 1,374117

Cohentiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiZ vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q lze povazovat za velky.



Priklad: Vyrobce limonad chtél zjistit, zda zména technologie vyroby se projevi v prodeji limonad. Proto sledoval po 14
nahodné vybranych dnti pfed zavedenim novych limonad trzby v ur¢itém regionu a zjistil, ze za den utrzil v praméru 39 600
K¢ se smérodatnou odchylkou 5 060 K¢. Po zavedeni novych limonad provétil stejnym zptsobem trzby v 11 ndhodné
vybranych dnech v témz regionu a zjistil primérny piijem 41 200 K¢ se smérodatnou odchylkou 4 310 K¢. Predpokladejte,
Ze trzby za stary typ limonad se ¥idi rozlozenim N(u,, 6°) a trzby za novy typ limonad se tidi rozlozenim N(y,, 6°).

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: pu; — 1, = 0 proti oboustranné alternativé Hy: py — p, = 0.

ReSeni:
Za odhad spole¢ného neznamého rozptylu vezmeme vazeny prumeér vybérovych rozptyli:
» _ 1375060 * + 104310 °

S. = 22548165 ,217 .

23
Realizace testového kritéria:
m,~m, 39600 — 41200 -

t, = = = - 1,.8363

11 11

s, |—+ — /22548165 ,217 .| —+ —

n, n, 14 11
Kriticky obor:
W = - )O’_tr /2 (1 +n2 _2$u \tI* /2 (1 +n2 _2400 =
=0 1, B IV 1, € 0 = 0 -2,0687 )V 2,0687 % _

Protoze testové kritérium se nerealizuje v kritickém oboru, na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu o shodée
sttednich hodnot.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — do poli¢ka Prl napiSeme 39600, do policka SmOd1 napiseme 5600, do polic¢ka N1 napiseme 14, do
policka Pr2 napiSeme 41200, do policka SmOd1 napiSeme 4310, do policka N1 napiSeme 14 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,4116 tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ETﬁt\rmzﬂ'.i:r,'ﬂhprhlEl?:-ﬁ o=

[ Starno

Bozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

r: WEI N'I:ITEI & [ Yipoet
2 WEI NE:ITEI e LOORE Oboustr.

Rozdil mezi dvéma primeny [hormalni rozdélen]

Pri: [3s600, [Esmodn:[sos0. [ wifie [F poane | TVpsEET
Piz: [#1200, [Esmaz [a310. [ nzf11 [ ¢ Jedneste

{o
[ Wibé&rovi primér vs. stfedni hodnota Obostr.

Fozdil mezi dvéma pomeny

P1: [.50000 @ N1:[10 @
P 2 [.50000 @ Nz: |10 @

" Jednosh. Vpoget |

: 1.0000
> {* Dboustr.

Jelikoz p-hodnota je vétSi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze zm¢-
na technologie vyroby se neprojevila ve stfedni hodnoté¢ trzeb.



Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z alternativniho rozloZeni

Opakovani:
Nahodna veli¢ina X udava pocet uspéchil v jednom pokusu, piic¢emz pravdépodobnost uspéchu je
% . PiSeme X ~ A(9).

(1-9 pro x =0
[9xq- 9T+ =0, 1
TE(X) = {9 prox =1 neboli E(X) = pro®
o L0 jinak
L0 jinak

Nahodna veli¢ina X udava pocet tspechit v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust, pii-
¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 9 . PiSeme X ~ Bi(n, 9).
)= %(i}”(l -H" *prox=0,...,n
L0 jinak
E(X)=n9%,D(X)=n% (1-9)
(Alternativni rozloZeni je specidlnim ptipadem binomického rozloZeni pron = 1.

Jsou-li Xy, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny, X; ~ A(%),1=1, ..., n, pak X = Z x, ~ Bi(n, 9).)

i=1
Centralni limitni véta:
Jsou-li ndhodné veli¢iny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem

2 . v . ; . sl o 2 ; 2l
o, pak pro velka n (n > 30) lze rozloZeni souétu 2. x. aproximovat norméalnim rozlozenim N(np, nc”). Zkracené piSeme
i=1
Z L~ ol

> ~N%uno _ Pokud soudet Y. x, standardizujeme, tj. vytvoiime nahodnou velid¢inu U= = , pak rozlozeni této

i= i=1 \ /;

nahodné veli¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracen¢ piSeme U, = N(0,1)



Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybérového primeéru.

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( ) a necht je splnéna podminka n% €- % > 5 . Pak statistika U = |

-9
\/ss—si
n

konverguje v distribuci k nahodné veli¢ing se standardizovanym normalnim rozloZenim. (Rikame, ze U ma asymptoticky
rozlozeni N(0,1) a piSeme U = N(0,1).)

Vysvétleni:

Protoze X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A( 9 ), bude mit statistika Y,, = Z X, (vybérovy uhrn) rozlozeni Bi(n, 9). Y,

ma stiedni hodnotu E(Y,) =n$ arozptyl D(Y,) = n% -3 . Podle centralni limitni véty se standardizovan4 statistika

Y, —nd : s - . o o o - o
U= Tn}\asymptotlcky fidi standardizovanym normalnim rozlozenim N(0,1). Pokud ¢itatele 1 jmenovatele podélime n,
n [— —
Yn L ) i N }
c 71w 4 n n .- ' M — 3 7
dostaneme vyjadfeni: U = — == — ——_~N§I_




Vzorec pro meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9 :
Meze 100(1-a)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr ¢ jsou:

m(l - m m(l— m
d=m~— ( )ul,lz,h=m+ ( )ul,lz.
n n
Vysvétleni: .
- S ‘ — 3 - 14 M ‘ — w — /4 /4 * W W W W 14
Pokud rozptyl p &1 = nahradime odhadem , konvergence ndhodné veli¢iny U k veli¢ing s rozlozenim
n n

N(0,1) se neporusi. Tedy

| |
M -9
V e 1—x£pI—ul , < —<u, /2I:
| M({1~-M) |
\ n )
( — M) M) )
- pl M M({O—-M) <9 <M+ M (1 M)u |



Priklad: Nahodné bylo vybrano 100 osob a zjiSténo, Ze 34 z nich pouziva zubni kartd¢ek zahrani¢ni vyroby. Najdéte 95%
asymptoticky interval spolehlivosti pro pravdépodobnost, Ze nahodné vybrana osoba pouziva zubni kartd¢ek zahranicni vy-
roby.

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X, ..., X g, pii¢emz

X; =1, kdyz i-t4 osoba pouziva zahrani¢ni zubni kartacek a

X; = 0 jinak,

i=1,...,100.

Tyto ndhodné veli¢iny tvofi nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).

n =100, m = 34/100, a.= 0,05, Uy =g 75 = 1,96.

Oveéreni podminky n (1- 9) > 9: parametr $ nezname, musime ho nahradit vybérovym prumérem.
Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

m(l— m) m(l~ m)

Dosadime do vzorce: d = m - u,, ,,h=m+ u,_, ,,tedy
n n
0,34(1- ),34) 0,34(1—),34)
d=034- [———""2196 = 0,2472 ,h = 0,34 + |[————>1,96 = 0,4328 .
100 100

S pravdépodobnosti ptiblizné 0,95 tedy 0,2472 < $ < (,4328.
Znamena to, ze s pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy mizeme oCekavat, Ze v populaci je 24,7% az 43,3% osob, které pou-
zivaji zubni kartacek zahrani¢ni vyroby.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejitho Dlouhého jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 2

d h
0,247155 | 0,432845
Vidime, Ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zubniho kartacku zahrani¢ni vyroby bude pohy-

bovat v mezich 0,2471 az 0,4328.

N

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 ptipadech ulozime 34 jednicek (indikuji pouzivani zubniho kartac-
ku zahrani¢ni vyroby) a 66 nul (indikuji pouzivani zubniho kartacku domaci vyroby).

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Detailni vysledky — zaSkrtneme
Meze spolehl. priim. — ponechdme implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:
Popisné statistiky (Tabulka3)

N platnych Prameér Int. spolehl. Int. spolehl.
Proménna -95,000% 95,000
X 100 | 0,340000 0,245532 0,434468

Dospéli jsme k vysledku, Ze s pravdépodobnosti aspon 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zubniho karta¢ku zahraniéni vy-
roby bude pohybovat v mezich 0,2455 az 0,4345.



Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob v populaci odhadli se spolehlivosti 90% a Sitka
intervalu spolehlivosti byla nanejvys a) 0,06, b) 0,01?

Reseni:
Sitka 100(1-a))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro parametr 9 :
_ I ( _ _ .
bt MO A [
n N n ) n
Pozadujeme, aby h— d < A, tedy 229", <o, Odtud vyjadfime o > 224 L
n

Ptedpokladejme, Ze nemame zadné predbézné informace o podilu modrookych osob v populaci. Musime tedy zvolit takové

m, aby Sitka intervalu spolehlivosti byla maximalni. Maximalizujeme vyraz m € n-m 0’ Derivujeme podle m a

14 1 w7 W 14 . v
polozime rovno 0: 1 = 2m = 0= n = 5 .V tomto ptipadé volime relativni ¢etnost m = 0,5.

4m€-nu, 0 _4°0505u,," 405051645
A 0,06° 0,06°

Uvedenou podminku tedy splnime, kdyZ vybereme asponi 752 osob.

ada) n =

= 751,67

adb)n24m1_n,ul_22:4'0,5‘0,5'u0,952 :40950,51,6452
A 0,01 0,01
Chceme-li dosdhnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat asponi 27 061 osob.

= 27060 ,25



Modifikace: Predpokladejme, ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob. Pak relativni ¢etnost m = 0,3.
4m€-na, 40307 u,," 403071645
A 0,06° 0,06°

V tomto ptipadé staci vybrat 632 osob.
Ve srovnani s predeslym piipadem vidime, Ze rozsah vybéru skutec¢né klesl.

ad a) n=

= 631,41

ad b)
_4m®-mu C 40307 u,, 40307 16457
n > = . = . = 22730 ,61
A 0,01 0,01

V tomto ptipadé musime vybrat aspon 22 731 osob.




Testovani hypotézy o parametru $

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni A(9 ) a necht je splnéna podminka n% -3 > 9.
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti a testujeme hypotézu

Hy: & =c proti alternativé H;: $ # ¢ (resp. H;: 8 <cresp. Hi: 8 >c¢).

Mo , ktera v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

/c(l— 2)
n

Kriticky obor ma tvar w = »,~u )V u, .,,® (resp. w="»—u ) resp. w = {u, ,* ).
(Testovani hypotézy o parametru ¢ lze samoziejmé provest 1 pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti ne-
bo pomoci p-hodnoty.)

Testovym kritériem je statistika 1, =




Piiklad: Podil zmetku pii vyrob¢ uréité soucastky ¢ini 8 = 0,01. Bylo nahodné vybrano 1000 vyrobki a zjistilo se, Zze mezi nimi je 16 zmetku.
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: S =0,01 proti oboustranné alternativé H;: S £0,01.

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny X4, ..., Xjoo0, pfi¢emz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek a X; = 0 jinak, i =1, ..., 1000. Tyto ndhodn¢ veliCiny

tvoti nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).
Testujeme hypotézu Ho: 9 = 0,01 proti alternativé Hy: $ #0,01.

16
Zname: n = 1000, m = IOF =2,016 ,¢=0,01,a=0,05, uj_q2 =975 = 1,96

Ovéfeni podminky n$ €~ 9 >9:1000.0,01.0,99 =9,9>9.

_ 0,016 —),01
Realizace testového kritéria: t, —— = 1,907 .
\f € [o,01-099
1000
Kriticky obor: W = = »,—u 975 L[ © = &0 —196) 1,96,% - Protoze 1,907 ¢ W, Hy nezamitime na asymptotické hlading

vyznamnosti 0,05.

m(l — m) 0,016 0,984
d=m- |[—u, , , =0,016 — |[———196 = 0,0082
n 1000
m(l— n) 0,016 - 0,984
h=m+ [—u,_,,=0,016 + [—— 196 = 0,0238
n 1000

Protoze ¢islo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativé, vypocteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 —0,97104 } = 0,05792.
ProtoZe vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hyp nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):
Statistiky — Zékladni statistiky a tabulky — Testy rozdili: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do
policka P 1 napiSeme 0,016, do policka N1 napiseme 1000, do policka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme 32767

(veétsi hodnotu systém neumoZzni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
vyznamnosti 0,05.

2[_1x

[ Starno
Fozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

4 (T = B T = oy dednost _Yipaie!

r2 (0,00 EI Mz (10 EI P {* Oboustr.

Rozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]
P [o. @smndt 1, |§| N1:|T|§| p: 1,0000 Vipodet
Pz [0 [Esmodzfi. [ nefin [F ¢ Jednost

)
[ “ibérow) primeér vi, stiedni hodnota Bzl

R ozdil mezi dvéma poméry

P [oreno [ wi:fioon [  Jodnost
p2 [momn [ wz[3zwEr [ OB G Dboust




Priklad: Novy lécebny postup povazujeme za uspésny, pokud po jeho ukonceni bude dosaZeno zlepSeni zdravotniho stavu
u alesponl 50% zucastnénych pacientli. Nova terapie byla vyzkousSena u 40 pacientli a ke zlepSeni doSlo u 24 osob, tj. u 60%.
Je mozné na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze tato terapie nedosahuje uspésnosti aspont 50%?

Reseni:

Zavedeme nahodné veliCiny X4, ..., X4, pfi¢emz

X; =1, kdyz terapie u i-t€ho pacienta byl ispésna a

X; = 0 jinak,

i=1, ..., 40.

Tyto ndhodné veliCiny tvoii nahodny vybér z rozlozeni A(9 ).

Testujeme hypotézu Hy: 8 < 0,5 proti pravostranné alternativé Hy: 9 >0,5.

24
Zname: n =40, m = 20 =326,¢=0,50=0,05,u;4=up95 = 1,645

Ovéfeni podminky n -9 > 9:40.0,6.0,4 = 9,6 > 9.

. z Sz o m 0,6~ ),5
Realizace testového kritéria: t, = = == =1,2649 .

\FT— .~ fos5-05
n 40

Kriticky obor: W = (u, . = {u,,..® = (1645, _

0,952

ProtozZe 1,2649 ¢ W, H, nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

[ Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka9 ?|-|x

™| Poslat/tisknout wislediy kadd, wipoétu do okna protokolu

— Bozdil mezi dvéma kareladnimi koeficienty

a: fooo [ owefio  Jednosy,  Yiposst |
2 o [ wzfin E PG st

— Rozdil mezi dvéma primény [narmalni rozdéleni]

P o, Esmoa:fi. F i [ et vipotet |
e (N = [ -2 EO = W :: Jednost.

[~ wibénow primér s, stiedni hodnota * Oboustr

— Rozdil mezi dvéma pomény

F1: IWE N1:|4D—E _ &+ Jednostr.
P2 IWE N2:|32?E? E A0 " Oboust.

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy vétsi nez asymptotickd hladina vyznamnosti 0,05. Hy nezamitame

na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



