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ROZKLAD DISKRETNIHO PERIODICKEHO
SIGNALU

v spojity signal — opakovani

Fourierova rada (v komplexnim tvaru)

f(ty= > c,e™ Q=2m/T

kde c,jsou komplexni Fourierovy koeficienty

_1 T/2 —-jnQt
Co = j_mf(t).e dt

() — uhlovy kmitocCet zakladni harmonické slozky (zakladni

harmonicka);
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FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI SIGNALY

# necht x(kT) je periodicky signal s periodou NT;
pak x(kT) Ize rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

N-1 -

j21ink
X(KT)=)» c,.ex , k=0,x1%2,...
(KT) ZO o €XP “—

kde

1 & j2Tkn
c. =— » X(kT).exp| — . n=01....N-1
, NKEZO,( ) p( N j




FOURIEROVA RADA
DUKAZ

¥ zmeénme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu c,

1N1
C, =— ) X(mT).exp(—-2jtmn/N
b N%( )-exp(-2] )

N—1 N—1
X(kT)=» c..exp(2jrTmk/N) =

n=0
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%NZx(mT Zexp[ZJTln(k m)/N]

3

x(mT) exp(—ZJTtmn/N)j exp(2jtmk /N) =




FOURIEROVA RADA
DUKAZ

potom

N-1
prok =m je > exp[2jmn(k —m)/N] =N
n=0

N-1
rokZmje > exp[2jmn(k —m)/N] =
p JZ; p[2jin(k —m)/N] 1= exoi2jnk —m)/N]

1 —4q"

(soucet N &lent geometrické posloupnosti s, = a, ;
— 4

‘ x(kT):\ %N_1x(mT). = exp[2im(k —m)/N] =

= %x(kT).N 1 X(KT) cbd
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1—exp[2jTIN(k —m)/N] -0




FOURIEROVA RADA
PRIKLAD

X(kT) = A.cos(21k/N) je periodicka funkce s periodou N

21K A 2jTK 2jTK
A.cos =—.|exp +exp| ————
N 2 N N

Nyni, protoze
2)Tk(N—-1) _ 2jTkN 2)TK | _ 2jTK \
exp =exp exp| ——— |=exp| ———— |
N N N N

proto

A.cos 2T = A. exp 2T +exp 2N~ 1)k
N 2 N N

a,=—, ay,=—, a,=0provsechna jinan




FOURIEROVA RADA

PRIKLAD
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM

CASEM - DTFT

© necht x(kT) je ¢asové omezeny signal s
diskréetnim casem s x(kT)=0 pro vsechna
cela k>N, a k<-N,, kde N, je celociselna
konstanta.

X(KT)

SR | 11| R TTTTT ———

N, 0 Ng —— kT




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v dale, necht pro kladné sudé celé Cislo
N>2N, ozna¢ime Xy(KT) periodicky signal
s periodou NT, ktery je x(kT) pro k = -N/2,
“(N/2)+1, .., -1, 0, 1, ..., (N/2)-1.

v z definice X, (kT) mame X(KT ) = lim Xy (KT)

x(KT)

SRSV 111 [ [T oo

—N1 D N1 - kT
X(KT)
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v protoze X, (kT) je periodicka funkce s
periodou NT, ma Fourierovu radu

2]nnk

N—1
XN(KT)=> c,.exp
n=0

kde

(N/2)-1 :
c :% Y iN(kT).exp(— 2’:"‘”), n=01..N-1

n
k=-N/2




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v Z definice X\ (kT) vyplyva, ze lze posledni
uvedenou rovnici prepsat do tvaru

1 © 2|TknT
C. =— » X(kT).exp| — - n=01...N-1
: NKZ;( ) p( T j

a potom

X(w) = D> x(KT).exp(-jkwT), w=271n/NT
K=—00

kde w je pro N—w spojita (nediskretni)
velicina.
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DISKRETNi FOURIEROVA TRANSFORMACE - DFT

v aby bylo mozné pocitat s frekvencnim spektrem
na pocitaci, je treba spektralni funkci
diskretizovat;

v predpokladejme, ze diskrétni signal x(nT)=0 pro
n < 0an = N-1, pak DFT je definovana vztahem

Z

1 : 21Tn_|_ N-1 |
X(kQ) = x(nT). g ~kanT _Z x(nT)e N = X(nT)_e—Jann/N

n=0 n=0

)
1
o

N-1
X(k) = > x(n).e 2/
n=0




ZPETNA DISKRETNI FT — DFT-

N-1 N-1
X(nT) = %Z X(kQ).ejnTkQ :%Z X(kQ).GjZﬂkn/N
k=0 k=0

N-1
X(n) — 12 X(k)_ej2nkn/N
N k=0




INVERZIBILITA DFT

DFT {DFT (x)} = x
1 N1 N-1/ N-1 | |
x(mT)=—) X(KkQ). oimTkQ _ZLZ X(nT)_e—JanTJ_eJmTkQ _
N k=0 k=0 \_n=0
1
1 N—1 N—1 pro m =n Je Z_ej(m—n)kQT — N
:N X(nT).Z.eJ(m_n)kQT = > .( )I;;OT " 11 ej NG
n=0 k=0 : j(m-n _
pro m=n je Z'e B Z 1 — gi(m-n)aT
k=0 n=0

= %x(mT).N =x(mT) Q =21/NT

=0




DFT
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RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE - FFT

Z

X(kQ) = 3 x(nT).e ket :Ei x(nT).(cos(kQnT) - jsin(kQnT))
n=0

n

Z
[
o

—1

X(k) =) x(n).e#™n/N = Nix(n).(cos(zmn/N)— jsin(2mkn/N))
n=0

>
1
o

v hodnoty funkci cos a sin se -
pouzivaji z tabulek pro ctvrtinu ]{OO—~ ~—OF0
. . | O—— —O |1
esy: 20 1 DT o
© zrychleni vypocetniho algoritmu 13 B
s AT v 7 f40—— B ——O [4
se dosahne vyuzitim dfive_ to— N=08 L o
vypocitanych mezivysledku, f6 O ——O [
resp. vynechanim zbytecnych 79 o

vypoctu — napr. nasobeni nulou;




RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE - FFT

FFT - (Cooley, Tukey - 1965, ale pred nimi
jiz i mnozi dalsi od 1903)

rozklad v Casoveé oblasti;
rozklad ve frekvencni oblasti

jednotka pracnosti P - jedno komplexni
nasobeni a secitani

pracnost vypoctu jednoho vzorku spektra -
N.P

pracnost celé transformace — N.N.P = N2.P




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

¥ vstupni posloupnost o sudéem poctu vzorku
rozdelime na dve dilCi posloupnosti

{g.} = {X5} - sudé prvky puvodni posloupnosti,

{h.} = {X5,,.1} - liché prvky puvodni
posloupnosti,

i=0,1,..., N/2-1

predpokldddme, Ze kazdd z posloupnosti (ptuvodni
i obe dilci), maji svou DFT
X5

Xy X X4
X1 |2 X3

X15
|| | ||I‘|

dy hggy hy 9, h 95 | | 9; h?




FFT

ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

N/2-1 _j2nik N/ 2-1 _jamik

N/2-1 _j2mk N/ 2-1 _jarik

kO(O,N/2-1)




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

N-1 _J2mk -k LM -2k —2 T N-1)k
Y xe N o=x,e No+xe N o+x,e N+ +xy e N =

Xo Oy =Xy 07 =Xy
X; hy=Xx3 hy,=X5 h; =X

o _jemek jen(2i 1)k
:Z ge N +h.e N =

i=0

+h.e N e N

=G(k')+e N H(K') k'=kmod(N/2)

_j2m2ik j2mk ] j21k




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

_j2mk

X(k)=G(k')+e N H(k') k'=k mod(N/2)

v vysledna pracnost bude souctem pracnosti
vypoctu spekter obou posloupnosti

2.(N/2)2.P+N.P
tzn. usporeni pracnosti témer na polovinu;

7 je-li N/2 opét sudé, muze se v déleni
pokracovat — celkoveé je vyhodneg, je-li N =
2m
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FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI
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FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

v kazdy uzel v grafu predstavuje jedno
komplexni nasobeni a soucet

v N uzlu ve vrstvé; celkem m vrstev m=log,N
v celkova pracnost:

P.N.m = P.N.log,N

to predstavuje pri N=8 usporu 60%, pri
N=1024 jiz témer 99% a pri N=131072=21/
dokonce 99,99%
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FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

¥ vystup je usporadan prirozene; vstup je v
bitove inverznim poradi;

v opakujici se struktury ,motylku"
obsahujicich 4 uzly a 4 hrany




