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1 Uvod

V nazvu skript se vyskytuji dva pojmy: signal a soustava. Jsou to pojmy velmi obecné a
pouzivaji se ve vice vyznamech. Ve sdélovaci technice se signdlem rozumi fyzikalni nositel
informace. Informace je kazda zprava, sd€leni, idaj. Soustavou je téméf kazdy objekt, se
kterym se v technické praxi setkavame.

Signdly a soustavy je vzity nazev pro predmét, ktery ma studenty seznamit se
zakladnimi vlastnostmi signall a soustav, jejich popisem a s piisobenim soustav na signal. Pro
predmét Signdly a soustavy bylo napsano velké mnozstvi ucebnic, které se vzajemné lisi
svym pojetim 1 rozsahem. Autofi pifed Vami leziciho textu si vzali za Ukol napsat
srozumitelnou ucebnici. Tim neni feceno, Ze by zvladnuti latky nevyzadovalo usili studenta.
Rozsah textu napovida, ze v ném nemtize byt vSechno. Jedna se o pfedmét uvodni. Presto 1ze
fici, Zze zvladnuti uciva pfinese studentovi schopnost pouzivat nékteré v technické praxi velmi
uziteCné nastroje analyzy a zpracovani signalli. Navic mu pomuze s prehledem proniknout do
problematiky dalSich predméta.

V dalSich ¢astech této kapitoly budou uvedeny ptiklady konkrétnich signéli a soustav,
pak budou pojmy signal a soustava blize vymezeny. V zavéru kapitoly se sezndmime
s nékterymi zakladnimi operacemi se signaly. S jinymi operacemi se signaly se setkame
pozdéji.

1.1 Priklady signala

1.1.1 Signal EKG

Signal EKG (Electrocardiography signal, ECG) poskytuje 1ékafi dulezité informace o ¢innosti
a stavu lidského srdce. Signal zdravého clovéka je priblizné periodicky s periodou asi 1s,
Obrazek 1.1. Néapadnym prvkem v c¢asovém pribéhu EKG je zpravidla ttvar
charakteristického tvaru zndmy pod oznac¢enim QRS komplex. V ném nejvice vynikd R vina.

0.8r R vina 7

0.6 i

0.4} g

u[mV]

0.2 R

-0.2 - B

_04 1 1 1 1 1 1 1

Obrazek 1.1:  Signal EKG.



8 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

V modernich pfistrojich se signdl EKG vzorkuje, aby pak mohl byt vyjadien
posloupnosti Cisel a nasledné Cislicové zpracovan. Standardni rychlosti vzorkovani signalu
EKG jsou 250 vzorka (samples) za sekundu a 500 vzorka za sekundu (Sa/s).

Vlastni signdl EKG je doprovéazen riiznymi rusivymi slozkami. Patfi k nim napiiklad
napéti s kmito¢tem 50 Hz naindukované ze sitovych rozvodi kapacitnimi vazbami a
magnetickou indukci. Dal$i ruSivé signdly, které jsou soucasti snimaného napéti, jsou
vyvolany svalovymi stahy. Pfitomnost ruSivych signali muze byt nepfijemnd, protoze
uzitena slozka signdlu ma rozkmit jen asi 1 mV.

1.1.2  Redovy signal

Recovy signél je akustickym signalem. M4 celou fadu specifickych vlastnosti a nese
rozliéné informace. PredevS§im ma néjaky obecny vécny obsah, sd€leni, které by bylo
mozné vyjadfit pismem. Z feCového signalu jsme zpravidla schopni rozpoznat, zda mluvi
muz, zena nebo dité, jakym jazykem mluvéi mluvi, jakou ma néaladu a pod. Také jsme
schopni na zdklad¢ hlasového projevu rozpoznat ndm zndmou osobu, coZ je vyuZzivano
v bezpecnostnich systémech.

Pfi pfenosu feci na velkou vzdalenost mizeme klast rizné naroky na kvalitu pfenosu
podle toho, jaké informace chceme z ptijatého signalu ziskat. Jakost fecového signalu je dana
pfedevs§im kmitoctovym pasmem propustnosti sdélovaciho systému. V praxi se ustalila
telefonni kvalita (telephone speech) s pasmem 300 Hz az 3 400 Hz, v USA 200 Hz az
3200 Hz, rozhlasova kvalita (wideband speech) s pasmem 50 Hz aZz 7 kHz a kone¢né CD
kvalita (wideband audio) s pasmem 10 Hz az 20 kHz stereo.

n.n

Casovy priibéh napéti ziskaného z mikrofonu odpovidajici ¢asti hlasky "s" je znazornén
na obrazku (Obrazek 1.2:  Relovy signal) v horni poloving, v dolni poloviné obrazku je
nakreslen Gasovy pribéh hlasky "i". Casovy pribéh vyjadfujici hlasku "s" je vyrazné
nepravidelny, zatimco signal hlasky "i" je skoro periodicky.

S
0.6 \

0.4+ .
0.2 _
o /
0.2 i
0.4} R

0.55 0.555 0.56 0.565 0.57 0.575 0.58

u(t)

|
0.6 \

0.4 B
0.2+ R

= 0H
-0.2 s
-0.4+ B

| L | | |
0.64 0.645 0.65 0.655 0.66 0.665 0.67
time

Obrizek 1.2:  Recovy signal

Promluva mize byt ¢lenéna na jednotlivé fonémy. Foném je cast feCového signalu s
nasledujici defini¢ni vlastnosti: zménou fonému se méni vyznam slova. Foném je pojem
blizky pojmu hlaska, je vSak pfesnéji vymezen. Naptiklad kratkd samohlaska a dlouha
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samohlaska pfedstavuji dva riizné fonémy. Fonémy mohou byt tfidény podle druhu buzeni
vokalniho traktu.

Pro cislicové vyjadieni telefonniho fecového signalu se klasicky pouzivd vzorkovaci
kmitocet 8 kSa/s. Signal s hornim meznim kmitoctem 7 kHz se vzorkuje se vzorkovacim
kmitodtem 16 kSa/s. Re¢ovy signal a jeho vniméni ¢lovékem maji fadu vlastnosti, které jsou
vyuzivany pro usporné vyjadieni feCového signdlu posloupnosti Cisel. Nepiijemnym
doprovodnym efektem je zpozdéni zavadéné kodovanim a dekdodovanim. Vyvoj v této oblasti
dosud neni uzavien.

Vyznamnou oblasti vyzkumu je rozpoznavani slov. Nékteré vysledky vyzkumu jsou jiz
aplikovany v praxi, naptiklad volba telefonniho c¢isla hlasem. Nikdo by si vSak asi zatim
nedovolil bez zvlastnich opatfeni nasadit do praxe hlasové ovladani jetabu zvedajiciho tézké
naklady.

1.1.3 Hudebni signal

Vedle tecovych signali je dalSim vyznamnym piedstavitelem akustickych signali
hudba. V idedlnim ptipade by byly jednotlivé tony presné harmonické a kmitocet by byl jejich
nejvyznamnéjSim parametrem. Tony jednotlivych néstrojii nejsou piisné harmonické , tj.
kosinusové, dokonce nebyvaji ani pfesné periodické. Naptiklad u strunovych néstroji se
projevuje zavislost rychlosti Sifeni zvuku strunou na kmitoctu. V dasledku toho tzv. vyssi
harmonické slozky maji kmito¢ty mirné odchylené od celistvych ndsobktl kmitoctt zakladni
harmonické slozky.

0.1

0.05F R

L 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
cilso vzorku

Obrazek 1.3:  Tony flétny (nahoie) a klaviru (dole).

Ptirozeny zvuk vétSiny hudebnich nastrojl je vytvaien mechanickymi kmity vzniklymi
vybuzenim néjakého mechanického oscilatoru, ktery pak vyvola vibrace dalSich ¢asti nastroje.
Naptiklad u piana je primarni oscilator tvofen napnutou ocelovou strunou, ktera je uvadéna do
kmitani tderem kladivka. Struna pak vyvolava vibrace v dfevéném téle piana .
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Pro vzorkovani Hi-Fi audiosignalu s hornim meznim kmitoctem 20 kHz se pouziva
vzorkovaci kmitoCet 44,1 kSa/s, ale také 48 kSa/s. Pro signdl s hornim meznim
kmitoctem 15 kHz se pouziva vzorkovaci kmitocet 32 kSa/s.

s1(2) so(?)
D l
0 T P
0 T ;D

Obrazek 1.4:  Signalové prvky NRZ.

1.1.4 Datové signaly

V pocitaCovych sitich, v modernich rozhlasovych a televiznich systémech, v systémech
mobilnich telefonii, v soustavach dalkového méfeni a ovladani jsou prendseny zjednoho
mista na druhé sdélovacimi soustavami signalové prvky vyjadiujici, pfimo nebo
zprostiedkované, nuly a jednicky. Piiklad signalovych prvki datového signélu je nakreslen na
obrazku Obrazek 1.4. Jednd se o signal nazyvany NRZ (nonreturn-to-zero) dvoji polarity.
Nula je vyjadifovana zapornym impulzem Siiky 7 a vysky D, jednicka je vzdy vyjadiena
kladnym impulzem Sitky 7" a vySky D. Pfi pfenosu jsou nejcasteji signalové prvky fazeny
jeden za druhym, takze se prenasi 1/7 signalovych prvkl za sekundu (Obrazek 1.5). Pocet
signalovych prvkl pienaSenych za sekundu se nazyva modulacni rychlost. Pocet dvojkovych
Cislic pfendsenych za sekundu se nazyva prenosova rychlost. V nasem ptipad¢é obé veli¢iny
nabyvaji stejnych ¢iselnych hodnot.

Signal mé obvykle v misté pfijmu maly vykon. Je pfinejmensim linearn¢ zkreslen. To se
projevuje zménou tvaru signalovych prvka. Pfitom ndm nejvice vadi zvétSeni doby trvani
signalovych prvki. Signalové prvky po sobé jdouci se prekryvaji a vzdjemné se rusi. Navic se
ve sde€lovacim systému zpravidla k uzitecnému signalu ptidruzuji rozlicné signaly rusivé.
Hledéani algoritml pro spravné vyhodnoceni piijatého signalu spolu s hledanim vhodnych
tvard vysilanych signdlovych prvki a jejich efektivnich kombinaci predstavuje ptilezitost pro
uplatnéni mnoha odbornikl na Cislicové zpracovani signalu.

u(t)
V] 0 1 0 0 0 1 1 0
74
0 8 dus]
2 ——

Obrazek 1.5:  Binarni signal.
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Obvykle se snazime, aby pienosova rychlost byla co nejvétsi. Proto musi mit signalové
prvky kratkou dobu trvani. To vSak je, jak se dozvime v dalSich kapitolach skript, v rozporu
pasma. Datovy signal mé mit i fadu dalSich vlastnosti, zejména by se m¢l vyznacovat dobrou
rozliSitelnosti signalovych prvka.

1.1.5 Obrazovy signal

Obrazovy signal je, na rozdil od pifedchozich ptikladl, signdlem dvourozmérnym.
Obrazovy signal ma piivod ve zméndch intenzity svétla vroviné, tj. ve dvourozmérném
prostoru. Analyza a zpracovani obrazovych signall je zajimavym oborem, ktery ma Siroké
uplatnéni. M4 sviij matematicky aparat, ktery se li§i od apardtu jednorozmérnych signali, a¢
je s nim ptibuzny. Pro ucely pfenosu ¢i zdznamu nebo zpracovani miize byt dvourozmérny
obrazovy signdl rozlozen na fadky. V klasické televizi snimani scény probihd po fadcich, a
tak se signal pfevadi na jednorozmérny.

Obrazek 1.6:  Obraz slozeny z pixelt

Obrazek 1.7:  Digitalni obrazovy signal
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V moderni technické praxi ma signal formu malych plosek usporadanych do fadkt a
sloupcti. Plosky se nazyvaji obrazové prvky, v zargoénu pak pixely (z anglického pixel
element). Obrazek 1.6 predstavuje digitalni obrazek, ktery ma 8 radkd, 8 sloupcti, 64 pixeld,
je Cernobily se 4 stupni Sedi. Pokud je obraz ¢ernobily, miizeme pfifadit jednotlivym pixelim
¢isla vyjadiujici piislusny stupen Sedi, 0 predstavuje Cernou a maximalni hodnota, v naSem
ptipadé 3, predstavuje bilou, Obrazek 1.7. Mezilehld Cisla udavaji stupné Sedi. Pfi poctu
urovni 4 mizeme stupen Sedi vyjadiit binarnim ¢islem se dvéma ¢islicemi, tedy bity. Pocet
pixelt je 8x8, takZe k uplnému popisu obrazku potfebujeme 8 x 8 x 2 = 128 biti. Cislicovy
obrazovy signal mizeme ziskat z fadkového signalu vzorkovdnim a Ciselnou reprezentaci
vzorkil. Signal je transformovan do podoby posloupnosti &isel nebo na matice &isel. Cislicova
forma umoznuje aplikovat postupy pro kompresi dat, zlepSeni ostrosti obrazu, potlaceni Sumu,
rozpoznani objektl atd.

S 8 sloupci a s 8 fadky se v praxi obvykle nespokojime. Uvazujme proto hodnoty 1600
a 1200. Také pro pocet stupiii Sedi budeme uvazovat v praxi piijatelnéjsi hodnotu 256. Pak
bude pro binarni zapis obrazu zapotiebi 1600 x 1200 x 8 = 15360000 bitd. Pokud se
rozhodneme pienaset 25 takovychto obrazkl za sekundu, dostaneme pienosovou rychlost 384
Mbitl za sekundu, a to je docela dost. Navic byva vyzadovan i pienos informace o barvé.
Uvedené okolnosti pfimély techniky k vyvoji a zavedeni metod umoZznujicich sniZit naroky na
unosnou miru.

u(t)
3
a)
0 5 ‘
34
s(t)
3 @O 0 )
b)
0 5 ‘
34 D ——) 0

Obrazek 1.8:  Signal a jeho matematicky model

1.2 Definice signalu

1.2.1 BIiZ8i vymezeni pojmu signal

Pfedstavy o vyznamu slova signal jsou rizné. Dokonce ani inZenyii elektrotechnici
nejsou ve vykladu obsahu pojmu signal moc jednotni. Pohled na slovo signal je zavisly na
jejich zaméfeni. Nazory se mohou liSit zejména v hodnoceni vzijemné vazanosti ¢i
nezéavislosti signalu a systému. Pro obvodafe ¢i odbornika na automatické fizeni je signal
nastrojem pro popis systému, jeho stavu a chovani vic¢i okoli. Naopak pro odbornika na
zpracovani signall je systém, ve kterém signal vznika mnohdy vzdéleny a neznamy nebo
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nezajimavy, piipadné nepopsatelny. Tento odbornik se zabyva piedev§im hledanim
efektivnich a realizovatelnych algoritmli zpracovani signalu napf. s cilem zjistit nékteré
informaci nesouci parametry uzitecné slozky signalu. Teprve sekundarné, v ptipad¢ potieby,
navrhuje systémy algoritmus realizujici.

My budeme signalem rozumét veli¢inu, zpravidla fyzikalni, nesouci informaci. Pojem
informace bude chapéan velmi obecné jako kazda zprava, sdéleni nebo udaj.

S ptipadem, kdy signalem bude elektrické napéti nebo elektricky proud, se budeme
setkavat nejcastéji. To souvisi se skutecnosti, Ze jsou k dispozici technické prostiedky, které
umoziuji elektrické signaly zpracovavat rychle a levné. Také jsou k dispozici prostiedky,
které prevadéji jiné typy signalu na signaly elektrické, napiiklad mikrofon, rizna cidla,
snimace. Nejcastéji se také budeme zabyvat signaly, u kterych se bude informaci nesouci
veli¢ina ménit v zavislosti na Case.

0.5 B

Obrazek 1.9:  Signal s diskrétnim ¢asem

Rozmanitost skute¢nych signalti vedla k pokustm signély tfidit. Takovato tfidéni jsou
nejednoznacna a neptresna, a proto malo piinosna. My se jim vyhneme a tfidéni zavedeme az
u matematickych modelt signali.

Matematické modely signali jsou vynikajicim a efektivnim ndstrojem pro studium
signall a hleddni nastrojii jejich analyzy a algoritmi jejich zpracovani. UmoZzni ndm snadno
zavést uzitecné veliCiny a pojmy. Student pfitom najde bezprostiedni uplatnéni ¢asti svych
znalosti sttedoSkolské a vysokoskolské matematiky.

Z ptiklad uvedenych v 1.1 lze vysledovat, ze skutecné signaly jsou vzdy vice ¢i méné
neurcité, jejich prib&h neni presné piedvidatelny. Presné pravidelny signal by nenesl
informaci.

Ukazuje se, Ze pii feSeni fady uloh v elektrotechnice 1ze pominout ndhodnost v chovéani
signdlu. Proto casto skute¢né, v podstaté ndhodné, stochastické signaly nahrazujeme
pravidelnymi signdly s jednozna¢né definovanymi hodnotami v jejich definiénim oboru.
Nékam mezi ndhodné signaly a pravidelné signaly mizeme zatadit tzv. chaotické signaly.

Je vhodné piipomenout, Ze pii feSeni nékterych uloh ndhodny charakter signalu
pominout nelze.



14 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

1.2.2 Matematické modely signalu

Matematickymi modely signalti mohou byt funkce vcetné posloupnosti nebo ndhodné
procesy vcetné diskrétnich ndhodnych procesi. Na model signdlu klademe dva pozadavky,
které¢ jsou do znacné miry protichtidné. Na jedné strané¢ bychom chtéli, aby model dobie
vystihoval vSechny dulezité vlastnosti signdlu, na druhé strané¢ zddame, aby byl model
jednoduchy a vypoctové snadno zpracovatelny. V praxi zpravidla volime model, ktery je co
nejjednodussi, ale umoznuje ptitom jesté fesit danou ulohu. Model konkrétniho signalu, ktery
nam bude vyhovovat pro jeden ucel, nemusi vyhovovat pro jiny ucel.

Funkce jsou deterministickymi modely signald. Nahodné procesy piedstavuji
stochastické matematické modely signali. Deterministické modely se pouzivaji Castéji nez
stochastické, protoZe se s nimi snaze pracuje.

Nékteré signaly je mozné popsat funkci definovanou nad intervalem. Pro fadu signala je
vSak takovyto popis naprosto nevhodny a jako matematicky model jsou pouzZivany
posloupnosti. Signaly reprezentované posloupnostmi budou podrobné analyzovany ve druhé
poloving skript.

Stochastickymi modely signala se budeme zabyvat v kapitolach 5 a 9.
Je obvyklé a ucelné nazyvat i matematicky model signalu kratce terminem signal.

Matematické modely, které jsou funkcemi, vcetné¢ nenahodnych posloupnosti, se
nazyvaji determinované signaly (Obrazek 1.8b, Obrazek 1.9).

Pro determinované signaly mizeme formulovat nésledujici definici. Necht' A4 je
mnozina (zpravidla redlnych nebo komplexnich) ¢isel a predpoklddejme, Zze T je podmnoZina
mnoziny R redlnych ¢isel. Pak kazda funkce x: T — A se nazyva signal se signadlovou osou
(signal axis) T a s oborem hodnot (signal range) 4. Signalova osa je nejCastéji interpretovana
jako Cas. Signal s ¢asovou osou se nékdy nazyva ¢asovy signal (time signal).

s(t)

s(2t)

Obrazek 1.10: Zména ¢asového méritka

Casova osa je diskrétni, kdyz obsahuje konenou nebo spoéetnou mnozinu okamziki.
Signal je pak signdlem s diskrétnim Casem, zkradcené signalem diskrétnim (discrete-time
signal, Obrazek 1.9). Casova osa je spojita, pokud se sklada z intervali R. Signal s takovou
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casovou osou se nazyva signalem se spojitym Casem (continuous-time signal, Obrazek
1.8b).

Obdobn¢ definice 1ze zavést i u ndhodnych signala. Proto stru¢né shrneme pro ndhodné
1 nendhodné signaly: matematické modely signdlu se spojitou ¢asovou osou, at’ uz funkce
nebo nahodné procesy, jsou nazyvany signaly se spojitym casem.

Matematické modely, které jsou posloupnostmi nebo diskrétnimi ndhodnymi procesy,
se nazyvaji signaly s diskrétnim ¢asem neboli diskrétni signaly.

Néami uvedenou definici signdlu lze snadno rozsifit na dvojrozmérné signaly tim, Ze se
mnozinou 7T bude rozumét podmnozina mnoziny R2,

O mnoziné A4 jsme si zatim fekli jen malo. V ramci tohoto kurzu to bude vétSinou
mnozina R, interval, spocetnd podmnozina mnoziny R, nebo kone¢nd podmnozina mnoZziny
R. MnozZinou 4 vSak mize byt i mnozina C nebo mnozina R, zde n je pfirozené Cislo.

1 1 (\5) 1 1 \J (\5) §> 1 1 l
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Obrazek 1.11: Posunuti v ¢ase

A jak je to se signaly skutecnymi? Jejich ndzev se zpravidla vyvozuje z jejich funkce, z
toho, jakému ucelu tyto signaly slouzi. Skute¢ny diskrétni signal je signal, ktery vyjadiuje
posloupnost Cisel, skute¢ny ¢islicovy signal také vyjadiuje posloupnost Cisel, tato ¢isla vSak
musi mit kone¢ny pocet Cislic. Je vhodné podotknout, Ze obecné nelze jednoznaéné vyvodit
ucel, jakému signal slouzi, tj. funkci signalu, z useku jeho ¢asového pribéhu.

V praxi se signaly pomoci systémui riizné¢ upravuji. Zpracovani signalu systémem je
v mnoha piipadech mozné rozlozit do velmi jednoduchych operaci, se kterymi se nyni
seznamime.

1.3 Zakladni operace se signaly

1.3.1 Operace s jednim signalem

Pro prvni tifi operace bude spole¢né to, Zze spocivaji v transformaci ¢asové osy.
Setkame se nimi v tomto u¢ebnim textu jesté vicekrat.
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1.3.1.1 Zména ¢asového mértitka

Zménou cCasového meéfitka (time scaling) rozumime operaci, kterou se signal s(7)
pfeméni na signal s(mt), zde m je realné kladné ¢islo rtizné od 1. Je-li m > 1, jedna se o
casovou kompresi signalu (Obrazek 1.10 b), pii m <1 pfedstavuje operace ¢asovou expanzi
signalu (Obrazek 1.10 c).
1.3.1.2 Posunuti

Posunuti (time translation, shifting) je operace, ktera signalu s(¢) pfitazuje signal s(z - 7),
kde 7 je realnd konstanta rizna od nuly (Obrazek 1.11). Pokud je 7 kladnd konstanta,
piedstavuje zpozdéni. Slovo zpozdéni ma dva vyznamy. Bud’ méa vyznam pravé uvedeny,
nebo se jim rozumi operace posunuti s kladnou hodnotou 7.

Obecné lze tici, ze u sdélovacich soustav s pfenosem v jednom sméru zpravidla
zpozdéni signalu neni na zdvadu. Zato u soustav automatického fizeni, kde se zavadi pojem
transportni zpozdéni, mize zpozdéni velmi nepiiznivé ovliviiovat funkci systému. Také ve
sdélovacich systémech obousmérnych mtze byt zpozdéni nezddoucim jevem.

Za zvlastni a velmi uziteény piipad posunuti signalu v ¢ase je mozné povazovat zapsani
signalu do paméti a jeho nasledné Cteni. Prikladem miize byt magnetofonovy zépis a Cteni.
1.3.1.3 Obraceni ¢asoveé osy

Reverzaci signalu v Case (flipping) rozumime operaci, kterou se signal s(¢) pfeméni na
signal s(-7). Signdl pak vlastn€ bézi pozpatku (Obrazek 1.12 b).

Obraceni casové osy s posunutim je operace, ktera signalu s(¢) pfitazuje signal s(7 - ),
kde 7je redlna konstanta riiznd od nuly (Obrazek 1.12 c).

S obracenymi a pfipadné i1 posunutymi signaly se setkdme v dal$im vykladu, kdyz
budeme zkoumat vyznamnou operaci se dvéma signaly, nazyvanou konvoluce. Ta je du-
lezitym pojmem z hlediska teorie systémi.

Tt ® 1
w
or® ® D ®-
L L L | | L L L L L L
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
2, -
&
£ 1f i
1
(VO] ® ® D Dl
L L L L L L | | L L L

Obrazek 1.12:  Obraceni ¢asové osy
1.3.1.4 Zesileni signalu

Zesileni signalu (amplification) spociva v pfeméné signalu s(¢) na signal as(¢), ptiCemz
a je realna konstanta vétsi nez 1. Pokud by kladna konstanta a byla mensi nez 1, jednalo by se
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o zeslabeni signalu (attenuation). Je vhodné podotknout, Ze v teorii obvodu se pojem zesileni
chépe odlisné.

Zesileni elektrickych signall zajist'uji obvody nazyvané zesilovace, piikladem mtize byt
zesilova¢ napéti realizovany pomoci operacniho zesilovace. Zesilova¢ se napi. vyskytuje
v kazdém magnetofonu, protoze signaly sejmuté z magnetofonového pasku jsou velmi slabé a
nestacily by k ndlezitému rozkmitdni membrany sluchatka ¢i reproduktoru. Zeslabeni napéti
1ze realizovat naptiklad pomoci odporového délice.

Pokud by konstanta a = -1, ménil by se signal s(f) na signal -s(¢) operaci obraceni
(inverting).

1.3.2 Operace se dvéma signaly

1.3.2.1 Soucet dvou signalii

M¢éjme dva signély x(¢) a y(f). Novy signal z(f) miZeme ziskat jejich sectenim, Obrazek
1.13c). V praxi se nam casto stava, ze se k uzitenému signalu s(¢) pticte rusivy signal n(z). Na
technikovi pak je, aby néjak vystacil se signidlem s(¢)+n(f), ktery méa k dispozici namisto
zadouciho signalu s(). Jeho ukol bude tim snazsi, ¢im vice toho bude pfedem o signalech s(7)
a n(t) znamo.
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Obrazek 1.13:  Operace se dvéma signaly

1.3.2.2 Soucin dvou signala

V tomto ucebnim textu se nckolikrat setkame s aplikaci ndsobeni dvou signald,
Obriazek 1.13d).

Pti zpracovani signali se Casto pouziva zvlastni piipad nasobeni dvou signalti, kdy
jednim ze signalii je signdl s kone¢nou dobou trvani, tzv. signal okénkovy w(f). Operace
okénkovani (windowing) prevadi signal s(¢) s obecnou dobou trvani na signal s kone¢nou
dobou trvani, kterym je signal w(#)s(¢). Signalem s kone¢nou dobou trvani rozumime signal,
ktery je roven nule vné néjakého uzavieného intervalu.

S nasobenim se setkdvame i v radiovych zafizenich, naptiklad v modulatorech a
demodulatorech mobilnich telefont.
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Nasobeni je také dil¢i operaci v zobrazenich nazyvanych konvoluce a korelace. O téch
se nyni zminime.

1.3.2.3 Konvoluce

Konvoluce dvou signall je operace, ktera mlize byt pouzita pro matematicky popis
linedrniho zpracovani signalu. Hlavné proto se s riznymi typy konvoluci setkdme v dalSich
kapitolach. D4 se dokonce ocekévat, ze konvoluce s diskrétnim ¢asem budou pro studenty
srozumitelngjsi.
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Obrazek 1.14: Konvoluce

Konvoluce signali se spojitym cCasem je pro pfipad, Ze integrdl na pravé strané
konverguje, definovéana vztahem

20 =[x -0)dr, (1.1)

kde z(?) je konvoluce,
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x(¢) a y(¢) jsou vychozi signaly.
Obrazek 1.4 znazoriuje signaly x, y, signal y s obracenou Casovou osou, signal y
s obracenou ¢asovou osou posunuty, soucin signalu x s ptedchozim signalem a konvoluci z.
Obrazek ukazuje, ze konvoluce signalu y se signdlem x zpiisobila vyhlazeni signalu y, signal
z neobsahuje nabézné a sestupné hrany.

1.3.2.4 Korelace
Korelace R, (7)dvou determinovanych signald x(z) a y(f) mize byt definovana vztahem

+00

R, (t)= [x()y(t+7)dt (12)
—00
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Obrazek 1.15:  Korelace dvou signalt

Opét predpokladame, Ze integral na pravé strané konverguje.
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Obrazek 1.15, znazornuje po fad¢ signaly x, y, signadl y posunuty, soucin signalu x
s predchozim signalem a korelaci R (7). Hodnoty korelatni funkce jsou zavislé na

podobnosti ¢i nepodobnosti obou vychozich signali pfi jejich vzdjemném posunuti o 7.
Uvedena definice korelace neni jedina. V dalsi textu budou definovany korelacni funkce pro
rizné typy signald, a to i1 pro signaly nahodné 13.3.

K tomu, co jsme si zatim fekli o operacich se signdly, je tfeba dodat, Ze ve skuteénych
systémech se elementdrni operace se signaly rtizné kombinuji. V praxi se také pouzivaji
mnohé dals$i operace se signaly. Pfikladem nelinedrni operace s jednim signalem je jeho
umocnéni na druhou.

V kapitole Zakladni operace se signadly jsme si ukazali, ze prace s matematickymi
modely je snadna, mnohdy uplatiiujeme jen malou ¢éast svych znalosti zdkladii matematiky.
Rozdil oproti matematickym pfedmétim je ale také v tom, ze je zde jina Cetnost aplikace
poznatkd. V teorii signdlu napiiklad pouZzivame casto obraceni ¢asové osy s posunutim,
v matematice se obdobné postupy také vyskytuji, ale ne tak Casto. V teorii signalu je také
mnohem vice nez v klasické matematice zastoupena prace s posloupnostmi.

Priklad 1.1: Operace se signaly

Je dan signal
s(n)=1 pro n=0,
s(n)=3 pro n=l, (1.3)
s(n) =0 pro ostatni hodnoty n € Z.

Nakreslete signaly a) s(n), b) s(n-2), ¢) s(nt+2), d)s(-n), e)s(-nt+2), ) s(-n-2), g) 2s(n)

pro n v intervalu <— 4, 4>.
1.4 Systémy a jejich tridéni

1.4.1 Definice systému

Systém lze chapat jako realny objekt nebo jeho model, ktery je tvofen souborem nebo
seskupenim prvkd. Prvky systému na sebe vzajemné pusobi s cilem plnéni pozadované
funkce. V systému plsobi fyzikalni veli¢iny, kterymi popisujeme vzijemné vazby a
ovliviiovani prvkl navzajem. Tyto fyzikalni veli¢iny jsou signaly. Naptiklad elektricky obvod
(elektricky systém) muize byt sestaven ze zakladnich prvkG R, L a C a zdroje.
Elektromagnetické jevy sledujeme Casto pomoci signalii napéti a proudi dil¢ich prvki. Napéti
a proud jsou elektrické signaly.

Systém mize byt spojen s okolim pomoci vstupti a vystupi. Fyzikalni veli¢iny, které
vzajemn¢ vazou systém s okolim, se nazyvaji vstupni a vystupni signaly. Vicerozmérny
systém ma vice vstupl a vystupt. Definujeme rozmér systému 7 x s, tj. pro systém, ktery ma »
vstuptl a s vystuptl. Ukolem systému je podle uréitych pravidel zpracovavat signaly na svych
vstupech a vytvaret signaly na svych vystupech jako reakci na signaly vstupni.

Zékladni vlastnosti dynamického systému je, ze jeho chovani v kterémkoliv casovém
okamziku nezavisi pouze na vstupnim (budicim) signalu, jenz na néj pravé pisobi, ale také
zéavisi na budicich signéalech, které na néj ptsobily v minulosti. Systém vykazuje urcitou
setrvacnost, pamatuje si vliv signali z minulosti. Takovy systém se také oznacuje jako
setrvaény systém. Stav systému je definovan jako okamzity stav paméti systému v Case f.
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Stav systému je urc¢en mnozinou stavovych veli¢in. Na obrazku Obrazek 1.16 vidime spojeni
dynamického systému s okolim. Znalost stavu systému v libovolném okamziku 7, spolecné se
znalosti vstupnich signal v tomto Case #) ndm umozni urcit vystupni signaly a stav systému
v kterémkoliv okamziku ¢ > .

dynamicky systém

okoli

vstupy

stavova Qy A—> ,
. vystupy
pamct /

Obrazek 1.16: Dynamicky systém

Pocet nezavislych stavovych veli¢in definuje fad systému. Stav systému u spojitych
(analogovych) systémi je spojen s jeho energetickym stavem. Stavova pamét’ je realizovana
prvky, které jsou schopny shromazd’ovat (akumulovat) a uchovavat energii. V piipadé¢
elektrickych systému jsou to napiiklad induktor (ideélni civka), ktery akumuluje magnetickou
energii a kapacitor (idedlni kondenzator), ktery akumuluje elektrickou energii. Stavovou
veli¢inou induktoru je spjaty magneticky indukéni tok ¢ a u kapacitoru jde o elektricky néboj
q.

t=0s
R
J —T] 1.0
2 () i
u @ ’ c £ w0

Cs

Obrazek 1.17:  Piiklad elektrického systému

Blizsi vysvétleni nam zprostiedkuje nasledujici ptiklad. Jestlize zapojime do série
rezistor s odporem R, kapacitor s kapacitou C, idealni spinaC a zdroj stejnomerného napéti Uy,
tak dostaneme integracni ¢lanek nebo derivacni ¢lanek podle toho, z kterého prvku je bran
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vystupni signal (Obrazek 1.17). Jestlize sepneme v Case t = 0 s idedlni spinac, pak pro
vstupni signal zdroje Uy jsou vystupni napé€ti na rezistoru ug (¢) (derivacni ¢lanek) a na
kapacitoru uc (¢) (integracni clanek) zobrazeny na obrazku Obrazek 1.18. Predpoklada se, ze
kapacitor nebyl pfed sepnutim spinace nabit (u¢(0) = 0).

u, i

0 —=
Obrazek 1.18: Pribéh prechodného déje

V ptipadé, Ze je kapacitor nabit na nenulové pocatecni napéti uc (0) # 0 pred sepnutim
spinace v Case ¢ = 0 s, pak prib&hy napéti na kapacitoru a rezistoru maji tvar podle obr A4.

u

N

\l/ MC (O) Up (t)

0 — f

Obrazek 1.19:  Prechodny déj pfi nenulovém pocatecnim stavu

Stav systému je u RC ¢lanku definovan velikosti naboje v kapacitoru, ktery pak urcuje
velikost elektrické energie kapacitoru.

V obou piipadech na obrazcich Obrazek 1.18 a Obrazek 1.19 po sepnuti spina¢e musi
platit napétovy Kirchhoffiv zdkon pro smycku s na obr. Obrazek 1.17:

— U+ ug(£) + uc()=0 . (1.4)
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1.4.2 Tridéni systémi

Systémy mtzeme delit podle riznych hledisek. Zakladni déleni systému je podle toho,
jaky signal zpracovavaji, na:

- spojité (analogové) systémy

- diskrétni systémy

Spojité systémy zpracovavaji spojity signal, diskrétni systémy zpracovavaji diskrétni
signal. Zvlastnim ptipadem diskrétnich systémul jsou Cislicové systémy, které zpracovavaji
&islicové signaly. Cislicovy signal ziskame z diskrétniho signalu pomoci operace kvantovani a
po pievodu kvantovych hodnot do zvolené Ciselné soustavy (dvojkova nebo Sestnactkova
¢isla apod.).

Dalsi d€leni je podle linearity na:
- linearni systémy
- nelinearni systémy

Linearni systémy obsahuji pouze linedrni prvky. Naptiklad u elektrického systému na
obrazku Obrazek 1.17 musi byt ampérvoltovd (AV) charakteristika rezistoru a
coulombvoltovd (CV) charakteristika kapacitoru linearni (pfimka prochazejici pocatkem
soufadnic s nenulovou kladnou smérnici). U linearnich systému plati princip superpozice,
ktery lze s vyhodou pouzit pro jejich feseni.

Nelinearni systémy obsahuji aspon jeden prvek, jehoZ charakteristika neni linedrni.
Systémy lze také délit na:

- deterministické systémy

- nahodné (stochastické) systémy

Chovani deterministického systému v budoucnu je mozné ptesné urcit, nebot jeho
chovani je presné analyticky popsano (jsou znamy matematické rovnice popisuji vztahy mezi
signaly v systému). Matematické modely vSak nemusi vystihovat vSechny podrobnosti
chovani redlného systému.

Chovani ndhodného systému lze predpovédét pouze s urcitou pravdépodobnosti. Model
nahodného systému vSak se vice pfiblizuje chovani redlného systému, nez deterministicky
model. ProtoZe jsme zde pouZili pojmu model systému uvedeme i jeho definici:

Jsou dany dva objekty X a Y a pozorovatel. O objektu X fikdme, ze je modelem objektu

Y, jestlize pozorovatel mize pouZit objektu X k ziskani odpovédi na n&které otazky, které se
tykaji objektu Y. Systém muize byt abstraktnim modelem realného objektu.

Podle ¢asovych zmén lze dale délit systémy na:
- stacionarni (Casové invariantni, neparametrické)
- nestacionarni (parametrické)

Stacionarni systémy maji strukturu a parametry prvkl neproménné s ¢asem. Naopak u
nestacionarnich systémil bud’ struktura systému, nebo parametry prvki (nebo oboje) se méni
s Casem nezavisle na vnitinich signalech systému.

Posledni dé€leni, které pouZijeme, je déleni systémil na:

- kauzalni (pri€¢inné)
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- nekauzalni

Reakce (vystupni signdl) na podnét (vstupni signdl) je u kauzalniho systému Casovée
vzdy az za timto podnétem. Nejprve tedy musi vzniknout pfi¢ina zmény chovéni a pak teprve
odezva na tuto pfi¢inu. Velmi Casto je kauzalita ur€ena na zaklad¢ impulzni charakteristiky.
Kauzalni systém ma nulovou ¢ast pro zaporné ¢asové hodnoty. Tj. pro spojity systém, ktery je
kauzalni, musi platit pro impulsni charakteristiku tato podminka

h(t)=0 pro t<0. (1.5)

Pokud kauzalni systém zpracovava realné signaly a lze jeho model realizovat pomoci
skutecnych prvki, pak hovotime o fyzikalné realizovatelném systému.

U nekauzalniho systému muize piedbihat reakce podnét, a tedy tento systém nelze redlné
realizovat. MiiZeme pouze jeho chovani simulovat s ur€itymi omezenimi napt. na pocitaci.
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2 Periodicky signal

2.1 Harmonicky signal

2.1.1 Model harmonického signalu
Harmonicky signal je nejjednodussim periodickym signalem. Miize byt popsan pomoci
obecné funkce kosinové:
s(t) =C, cos(ot+¢,), (2.1)
kde C, je kladna konstanta nazyvana amplituda,
¢t je realnd proménnd, Cas,
@, je realnd konstanta, pocatecni faze, tj. fdze pro okamzik =0,
o, je kladna konstanta nazyvana tthlovy kmitocet, perioda 7, je na ni vdzana vztahem

2

T (2.2)

@,
Index 1 se mize Ctenafi jevit jako nadbyte¢ny. Pozdéji se ukaze, ze ma uréity smysl.
Harmonicky signdl je pIn¢ urcen tfemi konstantami.

Rovnice ( 2.2 ) je nazornd, fyzikalni vyznam konstant je jasny. Vyjadieni harmonického
signalu rovnici ( 2.2 ) v§ak ma 1 své nevyhody. ObtiZzn¢ se manipuluje s vyrazy obsahujicimi
souciny nebo mocniny harmonickych signalii. Navic vyraz na pravé strané rovnice ( 2.2 )
nedovoluje jednoduchy ptechod ke tvaru, ktery je vlastni pro praxi nesmirn€¢ vyznamné
diskrétni Fourierové transformaci 8.4. Nahradime proto vyraz na pravé stran¢ rovnice ( 2.1 )
rovnocennym souctem dvou komplexné sdruzenych funkci ¢asu.

Matematickym zdkladem komplexniho vyjadfeni harmonického signalu je znamy vztah
cos(a) =1exp(ja)+texp(—ja). (2.3)

Pravé stana se sklada ze dvou komplexnich vyrazi, ty jsou vSak komplexné sdruzené,
a proto je jejich soucet redlny. Na zdklad¢ vztahu ( 2.3 ) miZeme upravit pravou stranu
rovnice ( 2.1 ):

s(t)=C, cos(ot+¢,) =
=3 C explj(at + )]+ 5 C exp[—j(of + )] = (2.4)
=3 Cexp(jp)exp(jat) +5C exp(=jg) exp(—j o).
Oznacime-li
a=3Cexp(jo) a ¢, =5Cexp(—jp), (2.5)
muzeme harmonicky signal definovany rovnici ( 2.1 ) stru¢né vyjadtit takto:

s(t)=cexp(jot)+c exp(—jwt). (2.6)
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Vztah ( 2.6 ) je nami hledanym vyjadienim harmonického signalu dvojici komplexné
sdruzenych slozek. Je zfejmé, Ze nadadle budeme muset pecliveé rozliSovat mezi velkym C,

(amplitudou) a malym ¢, (komplexnim koeficientem). Poznamenejme, Ze plati
¢ =c,. (2.7)

Souvislost mezi amplitudou a pocate¢ni fazi harmonického signalu a komplexnimi
koeficienty je popséna vztahy, které ukazuji na jednoduchy fyzikdlni vyznam komplexnich
koeficientd:

e =le|=4Cs arg(c,) = ¢, a arg(c,) =@, . (2.8)
Opacny prepocet dovoluji vztahy
C = 2|cl| = 2|c_1| a @, = arg(c,) = —arg(c,) . (2.9)

Modul koeficientu ¢, je tedy roven poloviné¢ amplitudy a argument koeficientu ¢, je roven
pocatecni tazi harmonického signalu.

a) Im{s}
\\.\ Cl
! 1 lp R { }
1 ! I €S
0 5(0)
/P/cfl
b) Im{s}
o GexpiayD)
| "l ) I ! |
| * ‘ f ' I Re{s}
-10 0 s(e) 10
® ¢ exp(-jop)

Obrazek 2.1:  Model harmonického signalu

Komplexni vyjadieni harmonického signalu je zndzornéno obrazkem Obrazek 2.1. Je
ilustrovano pomoci harmonického signdlu s amplitudou C,=10, s po€atecni fazi ¢,=0.144n a
s thlovym kmitoétem @,=27.10°. Obrazek 2.1a) znazoriuje stav v ¢ase =0 ms, Obrazek
2.1b) zobrazuje stav v Case =0,12 ms.
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Ve vztahu ( 2.6 ) se pracuje se zapornym kmitoctem. Nekteti studenti se s predstavou
zéporného kmitoc¢tu obtizné smituji, protoze skute¢né kmitoCty jsou vzdycky kladné. Zde se
musime divat na kmitocCet jako na parametr matematického modelu. Rozhodujici je, Ze model
je plné funkéni.

‘Cl‘

3__

207 0 207 w

Obrazek 2.2:  Spektrum modula

arg(c,)

=207

&1y
i
—

207 w

[EE—
(e}

|

Obrazek 2.3:  Spektrum argument

Dokonalé pochopeni vztahu ( 2.6 ) je nezbytnym piedpokladem pro Uspésné studium
dal$iho uciva. M¢l by k nému napomoci Obrazek 2.1.

2.1.2 Spektrum harmonického signalu

Harmonicky signal miize byt zndzornén dvéma body, jednim v rovin¢ thlovy kmitocet -
amplituda, druhym v roving€ thlovy kmitocet - pocatecni faze. Zobrazeni signalu v kmitoctové
oblasti se nazyva spektrum signalu.

Také koeficienty ¢, a ¢, miZeme vyuzit pro zobrazeni harmonického signalu v
kmito¢tové oblasti, konkrétné¢ v rovinach twhlovy kmitocet - modul koeficientu a uhlovy
kmitocet - argument koeficientu.

Zjistujeme, ze harmonicky signal mize byt pln¢ reprezentovan svym spektrem, viz
napf. Obrazek 2.2, Obrazek 2.3. Obdobné¢ tomu bude i u ostatnich nendhodnych signala.

Pojem spektrum se zda byt ponékud tajemny. Je to dano tim, Ze existuje velké mnozstvi
ruznych typu spekter. Néktera spektra davaji Giplnou informaci o signdlu, jina jen ¢astecnou.
Znovu konstatujeme, ze spektrum je zobrazeni signalu v kmitoctové oblasti.
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2.2 Obecny periodicky signal

2.2.1 Definice periodického signalu

Definice periodického signalu je shodnd s definici periodické funkce. Funkce s(?) je
periodicka, existuje-li kladné ¢islo T, takové, Ze pro vSechna realna ¢ plati:

s(t+T,) = s(t). (2.10)

Nejmensi hodnota 7, pro kterou je splnéna pfedchozi podminka, se nazyva zékladni

perioda. Budeme ji oznacovat symbolem 7). Znamena to, ze kazdy periodicky signidl ma

nekone¢né mnozstvi period, které jsou rovny celistvym nasobkiim periody zékladni. Pokud
mluvime o period¢, madme zpravidla na mysli periodu zakladni.

V technické praxi se vyskytuje nepfeberné mnozstvi signall, které se jevi jako
periodické v intervalu mnohem delSim, nez je zékladni perioda. Jako modely takovychto
signall pak s tspéchem pouzivame periodické signély. To vSak neni hlavnim diivodem, pro¢
se periodickymi signaly zabyvame. Jak vzapéti uvidime, periodické signaly se daji popsat
Fourierovou fadou, a ta ndm zprostfedkuje dal$i zobrazeni riznych signald v kmitoctové
oblasti.

2.2.2 Fourierova rada

Zobecnénim rovnice ( 2.6 ) miiZzeme snadno ziskat vyjadieni signalu obsahujiciho ne
jednu harmonickou slozku, ale vice harmonickych slozek a ptipadné i slozku stejnosmérnou.

U periodického signalu s periodou 7; je kmitocet zakladni harmonické slozky dan
vztahem

_2n

o, :
Tl

(2.11)

Zékladni harmonicka slozka pfitom mitize mit nulovou amplitudu, nemusi byt tedy
v uvazovaném periodickém signalu zastoupena. Pokud je periodicky signdl slozen jen
z harmonickych slozek a ptipadné slozky stejnosmérné, maji ostatni harmonické slozky
uhlové kmitocty, které jsou celistvymi nasobky uhlového kmitoctu zakladni harmonické
slozky. Uhlovy kmitodet k-té harmonické slozky, & >1, je dan vztahemw, = ko, . Plyne to
z toho, Ze zékladni perioda 7, je vZdy jednou z period téchto vySSich harmonickych sloZek.
Opét pripoustime, ze k-t4 harmonicka slozka mize mit i nulovou amplitudu. Zobecnénim
vztahu ( 2.6 ) dostavame nasledujici vyjadieni periodického signélu:

s,() = ick exp(jkayt). (2.12)

k=—w0

Rovnice ( 2.12) je znama pod ndzvem komplexni tvar Fourierovy fady.

Jaka je zékladni vlastnost koeficientd ¢, ? Ziskame ji pro k #0 zobecnénim vztahu
(2.7):

c,=c,. (2.13)
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Koeficient ¢, je vzdy realny a ptimo udava hodnotu stejnosmérné slozky periodického
signalu. Analogicky ke vztahu ( 2.8 ) bude pro &£ > 0 platit

=l ]=3C arg(c,) =—arg(c,) = @,, (2.14)
kde C, je amplituda k-té harmonické slozky a
@, je pocatecni faze k-té harmonické slozky.

Koeficienty Fourierovy fady pro zadany periodicky signal s(f) miizeme spocitat pomoci
vzorce
| B2
¢ =— js(z) exp(— jkeo,t)dt . (2.15)
L 30
Vypocitané koeficienty mizeme dosadit do vyrazu na pravé strané rovnice ( 2.12 ).
Souctem bude signal s (¢). Pokud by byl periodicky signal s(¢) sloZen jen z harmonickych

slozek a ptipadné slozky stejnosmérné, bylo by presné s, (¢) = s(%).

N0
@ @ @ @ &
0 5 t
34 C—) On—)

Obrazek 2.4:  Soucet Fourierovy fady signalu

Obrazek 2.4, nam ukazuje soucet odpovidajici signalu, ktery je definovan obrazkem
Obrazek 1.8b). Vidime, Ze v daném ptipad¢ je neshoda mezi ptivodnim signalem a souctem
jeho Fourierovy fady tam, kde byl ptivodni signal nespojity. To je znam4 vlastnost, ktera vSak
nijak nevadi pfi pouzivani Fourierovy fady v technické praxi.

Podstatu nahrady periodického signalu s(¢) signalem s,(#) ndm také mohou pfiblizit
¢astecné soucty Fourierovy fady

k=+K

s,(1) = D c,exp(jkart), (2.16)

kde K je celé kladné ¢islo, pocet s¢itanych harmonickych slozek.

Dé se dokazat, ze CasteCné soulty, pii zadaném pevném K, piedstavuji optimalni
aproximaci signalu s(f) ve smyslu minimdlni stiedni kvadratick¢é odchylky. Pfi jinych
hodnotach koeficientd ¢, nez téch, které byly vypocteny podle vzorce ( 2.15 ), by byla
aproximace méné dokonala. Casteéné souéty Fourierovy fady pro signal, ktery znazorfiuje
Obrazek 1.8, vyjadiuje Obrazek 2.5 pro K =1, 3, 5a 21. V sousedstvi okamzikd, v nichz
ma signal s(¢f) skokové zmény, vytvaii souctovy signal prekmity. Vyska prekmitu pii
rostoucim K k nule nekonverguje, $itka ano. Vyskyt prekmitd je zndm pod nazvem Gibbstv
jev (Gibbs’ phenomenon).
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V jakém vztahu jsou obecné signaly s(¢) a s,(¢) ? To lze formulovat mnoha zpUsoby. Je
napiiklad znamo, Ze kdyZ je funkce s’(¢) integrovatelna na intervalu <0, Tl>, fada na pravé
stran¢ vztahu ( 2.12 ) konverguje, v bodech spojitosti funkce s(z) je s,(¢)= s(¢), v bodech

nespojitosti plati vztah

5,(1) = [s(t) +s(2,)] (2.17)

21

ANMoOoNMA ANONMD ANONMD ANODN BN

K

Obrazek 2.5:  Castedné souéty Fourierovy fady

Rozumné matematické modely signali skoneénym stfednim vykonem, signali
fyzikaln€ realizovatelnych, podminku integrovatelnosti kvadratu na intervalu <0,Tl> spliuji.

original , obraz
FOURIEROVSKE

ZOBRAZENI - ~
s(t) nebo s(n) e h S(@), S, S} 1)}

Obrazek 2.6: Fourierovska zobrazeni

Bylo by nestastné, kdyby se Ctenai nechal odradit matematickou néarocnosti vztahu
( 3.12 ) a zejména pak integralu ( 2.15 ). V tomto kurzu neni cilem pocitani slozitych
integralt, ale pochopeni fyzikélniho vyznamu jednotlivych veli¢in ve vztazich vystupujicich.
U vSech Fourierovskych zobrazeni, po¢inaje Fourierovou fadou a konce diskrétni Fourierovou
transformaci, mizeme pouzit schéma, které znazoriiuje Obrazek 2.6. Pii dopfedném
zobrazeni vstoupi do obdélniku ozna¢eného FOURIEROVSKE ZOBRAZENI  signal.
Obdélnik z né&j vyrobi obraz. Co ptedstavuje obdélnik, je zpravidla vedlej$i. Mlze to byt
matematicky vypocet, Castéji je to ale nalezeni vysledku v n&jaké tabulce v literatute, nebo



Signaly a soustavy 31

vypocet na pocita¢i ¢i dokonce vypocet pomoci signadlového procesoru. Pro fyzikalné
realizovatelné signdly obraz existuje. Pro pfipad Fourierovy fady je obrazem mnoZina
koeficienti {c, }.

Pii zpétném zobrazeni vkladdme do obdélniku ZPETNE F. ZOBRAZENI obraz a dostaneme
casovy prub¢h signalu,

Obrazek 2.7, ktery je shodny s pivodnim signalem, nebo se od n¢j liSi jen
v nepodstatnych detailech.

obraz . zpétny obraz
ZPETNE F.
ZOBRAZENT{

ek S(@), S(e"), (St} 4k} s() nebo s, (1)

Obrazek 2.7:  Zpétna Fourierovska zobrazeni

2.3 Spektra periodickych signali

Abychom si ukézali pouziti vztahu ( 2.15 ), zvolime si za pfedmét zkoumani jeden
z technicky nejvyznamnéjSich periodickych signalt, periodicky sled obdélnikovych impulzi.
Zkoumanim spekter dalSich periodickych signali se zabyvat nebudeme. Spektra Ize najit
v riznych ptiruckach, piipadné si je student mize spocitat pomoci jednoduchého programu.
Ném jde hlavné o osvojeni si fyzikalniho vyznamu koeficienti Fourierovy fady a o pochopeni
souvislosti mezi zménami v Casovém priabehu signalu a v jeho spektru.

Jesté nez zahdjime vlastni vypocet, udélame dva ptipravné kroky: zavedeme funkci
sinc (.) a odvodime vzorec pro vypocet integralu, ktery se v teorii signalii a systémt Casto
vyskytuje.

2.3.1 Funkece sinc(.)

Funkce sinc (x) mtze byt definovdna vztahem

sin x
pro x#0 a
sinc(x) =4 % (2.18)
| pro x =0.

Vyraz sinx/x neni pro x = 0 definovan. Proto byla, jak je obvyklé v matematice v
obdobnych ptipadech, pro x = 0 dodefinovana pro funkci sinc(.) funkéni hodnota 1, ktera je
limitou vyrazu sinx/x pro x konvergujici k nule.

Miizete se presveédcit, ze v Matlabu je funkce sinc(.) definovéna jinak, zptisobem, ktery
byl bézny spiSe v minulosti. V defini¢nim vztahu ( 2.18 ) je totiz na pravé stran¢ misto x
pouzito 7x.
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2.3.2 Odvozeni vzorce pro integral

Vypocteme integral
b

I(x): Jexp(ir jxy) dy. (2.19)

-b

Obrazek 2.8:  Periodicky se opakujici obdélnikové impulzy
Prox=0je
1(0)=25. (2.20)

Pro pfipad x # 0 dostdvame

1(x)= {exp(t jxy)}b _ exp( ij)—'exp(— jxb) _2 exp(jxb)—exp(— jxb)

+ jx Jx X 2j (221)
_,pSin bx
bx
Diléi vysledky (2.20 ) a (2.21 ) lze spole¢né zapsat vztahem
b
jexp(i jxy)dy = 2bsinc(bx). (2.22)
-b

Tim je odvozeni vzorce skonceno. Nyni jiz piikrocime k vypoctu spektra periodického
sledu obdélnikovych impulza.

2.3.3 Spektrum periodickych obdélnikovych impulzi

Analyzovany signal ukazuje Obrazek 2.8: Periodicky se opakujici obdélnikové
impulzy. Signdl byl zdamérn¢ zvolen tak, aby piedstavoval sudou funkci. Ze vztahu ( 2.15) Ize
vyvodit, ze v tomto pifipadé koeficienty ¢, budou ryze redlné. Vysledek vypoctu to potvrdi.

Impulzy maji Sitku 9 =1, vySku D =10 a opakuji se s periodou 7,=3. Koeficienty c,
Fourierovy fady ( 2.12 ) vypoc¢teme pomoci vztahu ( 2.15 ):
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4 9
7/2 2 2

c, =— .[s(t)exp(— jkeo,t)dt =% J.Dexp(— jkat)dt =$ J.GXP(— Jjkot)dr.  (2.23)
1 -1/2 1 1

(SRS
(SIS

Pro vypocet integralu vyuzijeme diive odvozeny vztah ( 2.22 ), kde bude t =y, b= /2
ax = ko, . Diky tomu mizeme pro koeficient ¢, Fourierovy fady psat:

D_ 8. (8 9 9
¢, =—2—sinc| —kw, |= D—sinc| —kw, |
g agin Jho |- o (22

Obrazek 2.9 odpovida signalu, ktery zndzornuje Obrazek 2.8. Vzhledem k tomu, Ze
koeficienty ¢, by obecné mohly byt komplexni, je spektrum rozdéleno na modulové a
argumentove.

arg(ck)
o
Il

-10 -5 0 5 10 15
omega

Obrazek 2.9:  Spektrum modull a spektrum argumentti periodického sledu obdélnikovych
impulst

Pro nalrtnuti spektra staci spocitat uhlovy kmitocet @, zdkladni harmonické slozky,
uhlovy kmito€et @, urcujici kmitoc¢tovou soufadnici prvniho priichodu funkce sinc(.) nulou a
hodnotu vyrazu D $/T,. Uhlovy kmitodet @, vypoéteme z rovnice

2n
o, =—. 2.25

3 ( )

V naSem piipadé je o, =2n/3, w, =2n aDI/T, = 3,3. Pro thlovy kmitoget @ = w, je
funkce sinc () ve vztahu ( 2.24 ) rovna nule. Pokud je uhlovy kmitocet @, celistvym
nasobkem thlového kmito¢tu @, neni ve spektru obsazena harmonické slozka s tthlovym
kmito¢tem rovnym tomuto celistvému ndsobku. V naSem piipadé, kdy 7,=39,

neobsahuje signal 3. harmonickou slozku. Neobsahuje také 6., 9. a 12. harmonickou
slozku a viibec vSechny harmonické slozky s thlovymi kmitocty rovnymi celistvému ndsobku
uhlového kmito¢tu 3®,. Amplitudy harmonickych slozek jsou umémé dvojnasobku délek

usecek vyjadiujicich moduly koeficientl ¢, - Obrazek 2.9a). Absolutni hodnota stejnosmérné
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slozky je imérna délce tsecky na kmitoctu @ = 0, tedy ne jejimu dvojnasobku! Znaménko od
nuly riizné stejnosmérné slozky je urceno hodnotou argumentu koeficientu cp. V nasem
pfipadé je arg(cp) =0, stejnosmérna slozka je tedy kladna. Pokud by byl argument

koeficientu ¢y roven m nebo -m, byla by stejnosmérna slozka zdporna. Pocate¢ni faze
jednotlivych harmonickych slozek jsou dany pfisluSnymi hodnotami argumenti ¢,

vynesenymi na obrazku Obrazek 2.9b).

2.3.4 Poucky o spektrech

Jde nam o to zjistit, jak se zmény ¢asového pribéhu signalu projevi ve spektru signalu.
Poucky zde uvedeme bez odvozeni, které ostatné neni pfili§ obtizné. U vSech signalii budeme
predpokladat, ze jsou periodické s periodou 7, a Ze modeluji signdly s kone€nou stfedni
hodnotou vykonu.
2.3.4.1 Spektrum souctu signalt

Necht’ je signal s(¢) tvofen souctem signala s (¢) a s,(¢):

s(t) =S, (t)+ S, (t) (2.26)

Koeficienty Fourierovy fady signalu s(¢) oznacime c,, koeficienty signalu s (¢) ozna¢ime
¢, a koeficienty signélu s,(¢) ozna¢ime c,,. Pak pro vSechna k € Z plati:

Cp = Cop + Cppe (2.27)
2.3.4.2 Spektrum signalu nadsobeného konstantou

Necht’ jsou koeficienty Fourierovy fady signélu s(f) oznaceny c, a necht’ a je libovolna

konstanta. Pak plati, ze koeficienty Fourierovy fady signalu as(¢) jsou dany hodnotami vyrazii
acy.

2.3.4.3 Spektrum signalu posunutého v ¢ase
Pro posunuty signal zavedeme oznaceni

s (t)=s(t-7), (2.28)
7je realna konstanta.

Pomoci substituce x = ¢ - 7 je moZné ukazat, Ze koeficienty c¢_, posunutého signalu jsou

s koeficienty ¢, plivodniho signalu svazany vztahem
¢, =c, exp(— jkay7). (2.29)

Z posledniho vztahu vyplyva, Ze moduly koeficienti se posunutim signdlu v case
nezméni, zatimco argumenty se zméni umérné kmitoctu slozky a posunuti:

argc,, =arge, —koyz. (2.30)

Jinak feceno: pii posunuti signdlu v ¢ase se neméni amplitudy harmonickych sloZek,
pocatecni fdze se méni o hodnotu -kw, 7. Takovyto vysledek jsme mohli oc¢ekavat, protoze
vime, Ze pti posunuti periodického signalu v ¢ase se v ¢ase posunou vSechny jeho harmonické
slozky. VSechny slozky se posunou o stejny ¢asovy usek 7z, aniZ by se pfitom zménily jejich
amplitudy. Fazové posunuti slozek stejné neni, je imérné kmitoctu. Vyraz -kw,r udava
fazové posunuti k-té harmonické slozky.
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2.3.4.4 Spektrum signalu se zménénym Casovym meétitkem

Stejn¢ jako v odstavei 1.4 1 zde bude m kladnd konstanta. Byla-1i perioda
ptuvodniho signalu 7, a uhlovy kmitocet zdkladni harmonické slozky @,, budou odpovidajici
parametry signalu s(mf?) po fad¢ T,/m a me,. Koeficient c,,, signalu s(m¢) bude na koeficient
¢, puvodniho signalu s(¢) vazan piekvapivé jednoduchym vztahem

Cot =Cp- (2.31)

Pii zméné Casového méfitka zlstavaji zachovany moduly i argumenty koeficient
Fourierovy fady, neméni se tedy mnoZziny amplitud a mnoziny pocatecnich fazi. Méni se
vibec néco? Ano. Méni se mnozina kmitoc¢td, k nimz se amplitudy a pocatecni faze vztahuji.

Zména Casového meéftitka je operace, se kterou se v technické praxi Casto setkdvame.
Ptikladem mtize byt zména ptenosové rychlosti pti pfenosu dat.

2.4 Zobecnéni Fourierovy rady

Fourierova fada byla plvodné urena pro vyjadfeni signdlu definovaného nad
kone¢nym intervalem. Periodické chovani souctu s (z)ale vedlo kjejimu dominantnimu

vyuzivani pro zobrazeni periodickych funkei a signald v kmitoctové doméné.
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Obrazek 2.10: Hadamardovy funkce

Fourierova tfada a cCasteCny soucet Fourierovy fady jsou zdafilym feSenim ulohy:
nahradit funkci f{¢) (definovanou na intervalu <0, T > a integrovatelnou s kvadratem) linedrni

kombinaci f(t) predem zvolenych funkci ¢,(¢) definovanych na intervalu <O, T > V ptipadé
Fourierovy fady tvofi mnoZinu {¢,(¢)} harmonické funkce typu cosiw ¢ a sinio,t.

V rovnici ( 2.12) je pouzita mnozina funkci {exp( Jji a)lt)}.

Linearni kombinaci miizeme zapsat vztahem
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f@= 2.cpi(0), (2.32)

kde N je pocet prvkd mnoziny {¢,(¢) } a
¢, jsou vhodné koeficienty.

Kvalita nihrady bude silné zavisla na volbé mnoziny {¢.(¢)}. Usp&nost vyjadieni

funkce fadou na intervalu <0, T > muizeme hodnotit pomoci veli¢iny

p= Ll 7] e (233)

Veli¢ina P predstavuje stfedni kvadratickou chybu nahrady a je v technickych védach
casto pouzivana pii hodnoceni blizkosti pribéhti dvou funkci. Souvisi to s tim, ze v mnoha
ptipadech veli¢ina P, pfedstavuje vykon. Nasi snahou je, aby nahrada byla kvalitni pfi malém
poctu N koeficienti c,.

Jak volit systém funkci {¢,(¢) }? Budou-li funkce {¢.(¢)} linearn€ nezéavislé, budou

koeficienty urCeny jednoznacné. Vime, ze libovolny systém linedrné nezavislych funkci lze
pievést na systém ortogonalnich funkci, pfipadné na systém ortonormalnich funkci.
Prevedenim muizeme dosahnout toho, Ze stanoveni koeficienti bude mén¢ obtizné.
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Obrazek 2.11: Haarovy wavelety

Systém ortonormalnich funkci je uplny, kdyz piti N rostoucim nade vSechny meze
konverguje P knule.

Kromé systému ortogonalnich funkci pouzitych Fourierem existuje i fada dalSich
systémi ortogonalnich funkci definovanych nad intervaly rGzné povahy. Zajimavé jsou
napiiklad funkce Hadamardovy, které se pouZzivaji v modernich radiovych mobilnich
¢islicovych komunikacich pro rozliSeni kanali. Kazdému kandlu je pfid€lena jedna funkce.
Hadamardovy funkce se skladaji z konstantnich tsekd.
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V poslednich létech se k vyjadieni signall stale vice pouZiva novy typ funkci ¢.(¢),
kterym se Cesky fika vinky, anglicky wavelets. Vinky se odvozuji jedna z druhé posouvanim a
zménou Casového méfitka. Jejich zakladni vlastnosti, kterou se 1i§i od harmonickych signalt,
je, ze jsou casove¢ lokalni, maji kone¢nou dobu trvani. To miize byt velkou vyhodou pii
zobrazovani nckterych signalt. Piikladem pomoci vinek feSenych uloh je potlaceni Sumu
(denoising) a redukce obrazovych dat. Dilezité je, ze existuji vykonné algoritmy pro realizaci
vinkovych transformaci.

Piiklad 2.1: Fourierova rada
Pro okamzik ¢ = 0,1 s vypoctéte okamzitou hodnotu harmonického signalu, jehoz
koeficient ¢, =3exp(;j0,2n) a jehoz thlovy kmitocet o, =20x.

Priklad 2.2: Zakladni harmonicka
Pro sudy periodicky sled obdélnikovych impulzi s Sitkou $=1ms, vyskou D = 4V a
periodou 7;= 2 ms stanovte a) koeficient ¢, b) amplitudu zékladni harmonické slozky, c)

pocatecni fazi zakladni harmonické slozky, d) kmitocet zakladni harmonické slozky a e)
stejnosmérnou slozku.
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3 Signaly se spojitym spektrem

3.1 Zavedeni Fourierovy transformace

Zatim jsme se zabyvali spektry periodickych signdlt. Zjistili jsme, ze se periodické
signaly skladaji z harmonickych slozek a pfipadné€ i slozky stejnosmérné. Kmitocty vSech
harmonickych slozek jsou pfitom celistvymi nasobky kmitoctu zakladni harmonické slozky.
Nyni se budeme snazit najit spektralni vyjadreni u takovych signald, které zjevné nejsou
tvofeny spocetnym nebo kone¢nym poctem harmonickych slozek. K témto signalim jisté
patii jednorazové signaly, jako napiiklad jediny osamoceny impuls kone¢ného trvani. Nékdy
se tyto signaly oznacuji, asi ne piili§ $tastn¢, jako neperiodické nebo aperiodické signaly.

07 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10
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Obrazek 3.1:  Periodické signaly s nartistajici periodou

Nastrojem, ktery nam dovoli vyjadfit v kmito¢tové doméné signaly vSech uvedenych
typt, je Fourierova transformace. Je to dalsi z Fourierovskych zobrazeni, Obrazek 2.6. Pii
zavedeni Fourierovy transformace vyjdeme z periodického signalu s(¢) s periodou 7 - viz
Obrazek 3.1a. Periodu 7, budeme postupné zvétSovat. Vime, Ze thlovy kmitocet @, zakladni
harmonické slozky je nepfimo umérny periodé 7). S rostouci periodou se tedy uhlovy
kmitocet zdkladni harmonické slozky zmenSuje. To se na grafickém zndzornéni spektra
(Obrazek 3.2) projevi zhusténim spektralnich ¢ar. Vzdalenost sousednich spektralnich Car
Wy, - 0, = @, samoziejm¢ az na ty piipady, kdy nckterd z Car schazi. Pro signal s(¢) z
obrazku Obrazek 3.1d jiZz budou jednotlivé spektralni Cary splyvat, namisto diskrétnich
hodnot uhlovych kmitocti bude nutno zavést spojité se meénici veliCinu @. Zatimco u
periodickych signali nabyvaji  hlové kmitocty jednotlivych  harmonickych slozek
diskrétnich hodnot kw,, hodnoty uhlovych kmito¢th "harmonickych slozek" signalu s(7)
z obrazku Obrazek 3.1d na sebe spojité navazuji, viz Obrazek 3.2d.

Ze vztahu ( 2.15) lze vyvodit, ze v posloupnosti signal z obrazku Obrazek 3.1 budou
mit pfi rostouci periodé¢ 7, hodnoty moduli koeficienti ¢, klesajici tendenci. V meznim
ptipad¢ budou moduly koeficientli ¢, nekone¢né malé. Z toho plyne, Ze k vyjadfeni signalu
s(t) z obrazku Obrazek 3.1d v kmitoctové oblasti musime namisto koeficient Fourierovy
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fady zavést néco jiného. Vhodnym nastrojem pro tento ucel je tzv. spektralni funkce S(w).
Matematicky predstavuje spektralni funkce S(w) Fourieriv obraz signalu s(r). Obraz je
originalu s(¢) pfifazen vztahem

0

S(a))= J-s(t)exp(— ja)t)dt, (3.1)

—00

kde w je thlovy kmitocet.
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Obrazek 3.2:  Moduly koeficienti Fourierovych fad

Vztah ( 3.1 ) je vyjadfenim linearni integralni transformace nazyvané Fourierova
transformace (Fourier transform). Je obvyklé predpokladat, ze funkce s°(¢) je integrovateln4,
nebo ze funkce s(f) je absolutné integrovatelna v intervalu (- o, o). Pfi jistém zobecnéni
Fourierovy transformace bude mozné uvedené predpoklady opustit - viz déle.

Poznamka: Vztah ( 3.1 ) mizeme vyvodit ze vztahu ( 2.15 ) s pouzitim limitniho
pfechodu 7, — oo.

Obdobou vztahu ( 2.12 ) je vztah

()= [s(@)exp(jor)do, (32)

ktery je vyjadfenim zpétné neboli inverzni Fourierovy transformace (inverse Fourier
transform). Umoznuje, na zakladé spektralni funkce S(w) signalu s(¢), stanovit ¢asovy pribeh
signalu s tim, Ze v bodech nespojitosti signdlu s(f) konverguje integral ( 3.2 ) k aritmetickému
priméru limity zleva a limity zprava.



40 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

3.2 Poucky o spektrech

3.2.1 Vlastnosti spektralni funkce

RozepiSeme-li vyraz exp (-jawr) v integrandu na pravé stran¢ rovnice ( 3.1 ) na cos ax -
Jj sin e, snadno zjistime, Ze realna ¢ast R(w) spektralni funkce S(w) je dana vztahem

R(w)= Is(t)cos otdt (3.3)
a imaginarni ¢ast X(w) spektralni funkce je ddna vztahem
X(a))= —.[s(t)sin wt dt. (34)

Je ztejmé, ze R(-w) = R(w), X(-w) =-X(w) a X(0) = 0. Z toho také vyplyva, ze S(w) a
S(-w) jsou funkce komplexné sdruzené.

Je uzite¢né zjistit, jaké chovani maji spektralni funkce sudého a lichého signalu s(#). Pro
sudou funkci s(f) je X(w)=0 pro vSechna w realnd, coz vyplyva z charakteru integrandu
integralu na pravé strané rovnice ( 3.1 ). Spektralni funkce je v tomto pfipadé redlna.
Obdobné¢ pro lichou funkci s(7) je R(w) = 0 a spektralni funkce je ryze imaginarni.

3.2.2 Linearita zobrazeni
Necht’ je S|(w) spektralni funkci signélu s,(¢) a S,(®w) spektralni funkci signalu s,(?).
Necht’ a a b jsou konstanty. Pak je funkce
S(w)=as$,(w)+bS, (@) (3.5)
spektralni funkei signalu

s(t)= as,(t)+ bs, (). (3.6)

3.2.3 Posunuti v ¢ase
Necht’ je 7 redlnd konstanta. Je-li S(w) Fourierovym obrazem funkce s(¢), pak funkce
S(w) exp (-jw1) je obrazem funkce s(z - 7).

Znamena to, ze pi1 posunuti signdlu v ¢ase neni zménén modul spektralni funkce,
argument spektralni funkce je ddn souctem argumentu pivodni spektralni funkce a funkce
-T@.

3.2.4 Zména ¢asového méritka

Necht je m kladna konstanta. Je-1i S(w) spektralni funkci signélu s(7), je funkce popsana
vyrazem

o)

spektralni funkci signalu s(mf). Z poucky plyne, Ze roztazeni ¢asového métitka odpovida
stladeni kmito¢tového méfitka a naopak.
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Obrazek 3.3: Zmeéna ¢asového meéritka

3.2.5 Spektrum konvoluce

Konvoluce y(¢) signala s,(?) a s,(¢) je dana vztahem

y(t)= Tsl(r)sz(t — ‘l')dZ'. (3.7)
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Obrazek 3.4:  Spektrum konvoluce dvou obdélnikovych signala

Piiklad odvozeni konvoluce dvou signall je ukazuje Obrazek 1.14. Pro snazsi
pochopeni obsahu pojmu konvoluce 1ze doporucit nakresleni si na papir prib¢hu signalu s, (7)

a na prouzek papiru pribéhu signidlu s,(0-7). Pak je mozné prouzek papiru vodorovné
posouvat a ziskavat tak prib&hy s,(s—7) pro rtizna ¢. Po nacrtnuti soucinu s,(7)s,(t —7) pro
kazdou zvolenou hodnotu ¢ je mozné odhadnout hodnotu y integralu z pravé strany vztahu
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( 3.7 ) a zanést vysledek do dalSiho diagramu se soufadnicemi ¢ a y. Je vhodné si zvolit za
funkce s,(¢) a s,(¢) jednoduché obdélnikové prubéhy. Konvoluci dvou pravouhlych impulsit

je lichobéznikovy impuls.
Spektralni funkce konvoluce signalti s,(¢) a s,(¢) je rovna soucinu spektralnich funkci
S,(w) a S,(w) téchto dvou funkci.

3.2.6 Spektralni hustota energie

Je-li signalem s(7) elektrické napéti u(f) nebo elektricky proud i(¢), pak vyraz s(f)
predstavuje okamzity vykon na jednotkovém odporu R =1 Q. Energie signilu je dana
integralem

0

E= Isz(t)dt, (3.8)

pokud tento integral konverguje.

Je mozné tuto energii vyjadiit také pomoci spektralni funkce signalu? Na to ndm da
odpovéd’ Parsevallv teorém pro neperiodické signaly, ktery miizeme vyjadfit rovnici

T, 1 % 2
jw s (t)dz:EjJS(a)) do. (39)

Rozlozeni energie signalu v kmitoCtové oblasti je popsano dvojstrannou spektralni
hustotou energie L ()

Ld(a))ziS(a))r. (3.10)

Ptiklad prubéhu spektralni hustoty energie je ukazuje Obrazek 3.5. Je to dvoustranna
spektralni hustota energie pravouhlého impulsu o vySce 100 a Sifce 0,125. Na rozdil od
spektralni funkce S(w), kterd je obecné komplexni, je funkce L (@) vZdy realnd, dokonce je

nezaporna.
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Obrazek 3.5:  Spektralni hustota energie
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3.3 Spektra vybranych signalua

3.3.1 Jednotkovy impulz

Jednotkovy impulz (unit impulse, delta function), nazyvany také Diractiv impulz, neni
klasicka funkce, pfedstavuje tzv. zobecnénou funkci neboli distribuci. Je zapotiebi zdiraznit,
ze pouzivani neklasickych funkci neni spojeno s Zadnym naruSenim piisné teorie a je jen
prostiedkem dovolujicim ve zkracené formé vyjadfovat uréité vztahy. Uspora psani a Gasu,
stejné tak jako zptehlednéni vyrazli a vztaht jsou vitané, proto se s jednotkovym impulzem
Casto setkavame.

Definice jednotkového impulzu neurcuje, jak jednotkovy impulz probihd, jakych
nabyva hodnot, jak vypadd, definice urcuje, jak jednotkovy impulz plsobi. Necht f{¢) je
funkce spojitd v bod¢ ¢#= 7. Jednotkovy impulz &) se vyznacuje vlastnosti vyjadienou
defini¢nim vztahem:

[ £)5( )t = £(e) (3.11)

My vétsinou vysta¢ime se zjednoduSenou ptedstavou, ze jednotkovy impulz je velmi
uzky a velmi vysoky obdélnikovy impulz, jehoz vyska je rovna ptevracené hodnoté Sitky.
Snadno se miizeme piesvédcit, ze v limitnim ptipadé, pti konvergenci Sitky impulzu k nule, je
splnén vztah ( 3.11 ). Prabéh jednotkového impulzu nelze ptimo graficky zndzornit, protoze
impulz je nekoneéné vysoky a nevejde se ani na velky papir. Pro jeho grafické vyjadieni se
pouziva riiznych smluvenych symbold, jeden z nich ukazuje Obrazek 3.6. Cislo v krouzku
udava tzv. mohutnost impulzu. Pro &¥) je to 1, pro AXt) je to A, kdyz A4 je konstanta.

o(t—r)

S0

Obrazek 3.6:  Jednotkovy impulz

Piibliznym vyjadfenim impulzu 4 &¢) mtze byt tizky impulz, nemusi byt obdélnikovy, s
dobou trvani podstatné kratsi, nez jsou ¢asové konstanty systému, na ktery timto impulzem
pusobime. Pfesnd realizace neni mozna, jednotkovy impuls méa nekone¢nou energii.

Pro jednotkovy impulz, stejn¢ jako pro nékteré dalSi funkce Casu, jejichz spektralni
funkce budeme nyni pocitat, vyuzijeme nasledujiciho zobecnéni Fourierovy transformace:

K funkcim casu s(f), obsahujicim nanejvys spocetny pocet funkci a,N¢-t) a slozku
s,(t) takovou, Ze existuje konecné kladné M, pro které plati | s, (¢)] < M pii |t > ©
existuje jediny obraz F{s(f)}. K tomuto obrazu existuje jediny zpétny obraz s (), ktery je
roven s(¢) skoro vSude. Zde a; je redlna konstanta.
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Obrazek 3.7:  Modul a argument spektralni funkce jednotkového impulzu

S pouzitim vztahu ( 3.1 ) mizeme pro spektralni funkci S(w) posunutého jednotkového
impulzu &t - 7) psat:

S(o)= _Ta(t_r)exp(_ jord. (3.12)

Polozime-li ve vztahu ( 3.11 ) funkci f{r) = exp (-jox), snadno nalézame spektralni
funkci posunutého jednotkového impulzu &7 - 7):

S(w)=exp(- jor). (3.13)
Ve zvlastnim ptipadé, kdyz 7= 0, je spektralni funkce ddna vztahem
S()=1. (3.14)

Ziskané vysledky ukazuji, ze energie jednotkového impulzu je rovhomérné rozlozena
pres vSechny kmitocCty. Potvrzuji také platnost poucky o spektru ¢asové posunutého signalu.

3.3.2 Jednotkovy skok

Jednotkovy skok (unit step) je jednoduchy, ale velmi vyznamny matematicky model
signalu. Byva také nazyvan Heavisideova funkce nebo jednotkova funkce. Rovnéz jeho
znaceni neni jednotné. Oznacuje se nejcastéji o(f) nebo I(¢) ale také u(¢). Asi se to bude

Ctenafi zdat jiz prilis, ale je nutno konstatovat, ze ani definice jednotkového skoku neni
jednotna. Nekdy se definuje u(0)=0,5, jindy se definuje u(0)=1. Touto okolnosti se
nemusime piili§ znepokojovat. Hodnota matematického modelu pro jediny okamzik neni z
hlediska jeho funkce rozhodujici, je zde jenom prostfedkem k tomu, aby byly jednoduse
splnény formalni matematické nalezitosti pfi pouZiti Fourierovy nebo Laplaceovy
transformace. Definujme si jednotkovy skok takto:
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0 pro t<0,
u(t)=<0,5 pro t=0, (3.15)
1 pro t>0.

Jeho grafické znazornéni dava Obrazek 3.8. Jednd se o funkci s jednim bodem
nespojitosti. Jednotkovy skok fadime mezi signaly s nekonecnou energii, protoze integral na
pravé stran¢ ( 3.8 ) pro n¢j nekonverguje.

u(?)
1

05e@

or !
Obrazek 3.8:  Jednotkovy skok

Pokud by jednotkovy skok piedstavoval priibéh elektrického napéti pasobiciho na
odpor, byla by energie v odporu stravena nekonec¢na.

Jednotkovy skok je jednim ze standardnich signald pro testovani soustav. Z odezvy
soustavy na buzeni jednotkovym skokem lze zpravidla usuzovat na vlastnosti soustavy. U
linearnich soustav neparametrickych je odezvou na jednotkovy skok systém plné¢ popsan.
Ptikladii na testovani systémii nejriiznéjsi fyzikalni nebo technické povahy bychom jisté
dokazali najit celou fadu. Dal§im signdlem vhodnym pro testovani soustav je jednotkovy
impulz.

[S(e)|

Obrazek 3.9:  Spektrum jednotkového skoku

Spektralni funkce jednotkového skoku u(f) mé redlnou ¢ast R(w) spektralni funkce danu
vztahem
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R(w)=n5(w). (3.16)

Reélnd cast spektralni funkce odpovida sudé casti  jednotkového skoku 1(7) , tj. konstanté
A = 1/2. Imaginarni ¢ast X(w) spektralni funkce S(w) je dana vztahem ( 3.17 ). Imaginarni ¢ast
X(w) spektralni funkce S(w) odpovida liché ¢asti signalu u(z). Pribéh moduli obou ¢asti
spektralni funkce graficky znazorfiuje Obrazek 3.9. S rostoucim kmitoctem energie
ptipadajici na jednotku kmitoctu vyrazné klesa.

.L pro @ #0,
jo

X(w) = (3.17)
0 pro w=0.

3.3.3 Stejnosmérny signal

Stejnosmérny signdl je zcela bézny a jednoduchy signal. Pfesné vzato, ani on neni plné
fyzikéalné realizovatelny, protoZze ma teoreticky nekonecnou energii. Abychom si uSetfili
zdlouhavé odvozovani, vyjdeme ze spektralni funkce stejnosmérného signalu. Fyzikalni
piedstava nam napovida, ze energie stejnosmeérného signalu je soustiedéna na kmitoc¢tu 0. Lze
proto ocekavat, ze spektralni funkce bude rovna nule svyjimkou kmitocti nekonecné
blizkych nule. Je zndmo, Ze pro signal s(¢) = 4, kde 4 je realné konstanta, je spektralni funkce
dana vztahem

S(w)=2n46(w). (3.18)
s(?)
A
0 t
S(@)

0 w
Obrazek 3.10:  Stejnosnérny signdl a jeho spektralni funkce

Platnost tohoto tvrzeni si lze ovétit pomoci vztahu ( 3.2 ):

s(t)=2—1752nAw5(a))exp(ja)t)da). (3.19)

—00
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Vypocet integralu je snadny pii pouziti defini¢ni vlastnosti ( 3.11 ) po zaméné proménné w za

proménnou z.

S)

Obrazek 3.11:  Spektrum harmonického signalu

3.3.4 Harmonicky signal
Spektrum harmonického signalu umime vyjadfit pomoci Fourierovy fady. Nalezenim

jeho spektralni funkce ziskame moznost aplikovat Fourierovu transformaci i na vSechny

signaly s periodickou slozkou.
Spektralni funkce harmonického signalu vyjadieného rovnici ( 2.6 ) je dana vztahem
(3.20)

S(w)=2mc,8(w - o)+ 27mc_ 50+ w,).
Pribéh spektralni funkce, Obrazek 3.11, odpovidd ocekavanému rozloZeni energie podél

kmitoc¢tové osy.
s(?)
oD —=o0
i s !
2 2
Obrazek 3.12:  Obdélnikovy impulz

3.3.5 Obdélnikovy impulz
Spektralni funkci obdélnikového impulzu snadno vypocteme na zéklad¢ vztahu ( 3.1 ) a
vzorce ( 2.22):
9/2
S(a))= D jexp(— ja)t)dt = Dgsinc(za)). (3.21)

-9/2
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Casovy prubéh sudého obdélnikového impulzu 3itky & a vysky D  znazoruje
Obrazek 3.12. Modul a argument jeho spektralni funkce pro D =1 a pro $ =1 zobrazuje
Obrazek 3.13. Argument je pfitom nakreslen zjednoduSené - souvislou ¢arou.

1F T ]
0.8+ ///\ i
/ \
__06f \ i
28 / \\
0.4 / 1
/ \
0.2 / \ B
0 1 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10 15 20
2+ |
@
5 o .
©
2L i
I I I I I
-10 -5 0 5 10 15 20
omega

Obrazek 3.13:  Spektrum obdélnikového impulzu

Jak jiz bylo feceno, Obrazek 3.5 zobrazuje prub¢h spektralni hustoty energie L ()
obdélnikového impulzu. Pfiblizn€ 90% energie impulzu je dislokovano v pasmu thlovych
kmitocti od -2n/$ do 2nt/9. Uvazujeme-li pouze kladné kmitocty lze fici, ze 90% se
nachazi v pasmu thlovych kmito¢ti od 0 do 2n/.9, nebo v pasmu obycejnych kmitocti od 0
do 1/9 [Hz]. Zde mizeme snadno vysledovat zévislost, kterd ma $irsi platnost: ¢im vice je
signal soustfedén v Case, tim vice je rozprostien v kmitoctové oblasti. Naopak, ¢im vice je
signal koncentrovan v kmito¢tové doméné, tim vice je roztazen v ¢asové oblasti.

3.3.6 Periodicky sled jednotkovych impulzi

Signal, kterym se nyni budeme zabyvat, je ponc¢kud abstraktni. Mizeme si vSak
predstavit, ze vznikl z periodické posloupnosti obdélnikovych impulzi, které se postupné
zuzovaly a zdroven natahovaly do vysky. Vyznam tohoto signdlu je v tom, Ze umoziuje
pomérné jednoduse vysvétlit jevy spojené s prevodem signalu se spojitym ¢asem na signal s
diskrétnim ¢asem. To se ndm bude hodit pozdé¢;i.

s(?)

o o o o

-T 0 T 2T t
Obrazek 3.14:  Periodicky sled jednotkovych impulz
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Analyzovany signal, ktery znazoriiuje Obrazek 3.14, mize byt zapsan vztahem

s(t)= i&(f—nT), (3.22)

n=—00

kde T je perioda, redlné Cislo a n je potadi impulzu, celé Cislo.

S()

—w X 0 @, 2w, @
Obrazek 3.15:  Spektralni funkce periodického sledu jednotkovych impulzii

Spektralni funkci uvedeme bez odvozeni:
2 o0
S(a>)=77C > 5(0—ka,). (3.23)
k=—o0

Spektralni funkce periodického sledu Diracovych impulzii ma rovnéz podobu periodického
sledu Diracovych impulzi.

3.3.7 Zpétny obraz signalu s obdélnikovym spektrem

Az dosud jsme hledali k origindliim v ¢asové oblasti jejich obrazy v oblasti kmitoctové.
Nyni budeme fesit opa¢nou ulohu: zadame si spektralni funkci a budeme hledat odpovidajici
casovy prub¢h signalu.

S(e)
o—//—e
-, @, 10

Obrazek 3.16: Obdélnikova spektralni funkce

Jakou spektralni funkci si pro ilustraci zvolime? Bude to obdélnikova spektralni funkce
- viz Obrazek 3.16, popsana vztahem:

H pro |a)| fw,,
S(w)= (3.24)
0 pro |a)| >,,
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kde H a w,, jsou kladné konstanty.

Ptiblizn€ obdélnikovou spektralni funkci by mohla mit odezva dolni propusti na velmi
uzky impulz. To je feceno trosku zjednodusené€, zatim vSak nelze zabihat do podrobnosti,
které ostatné¢ budou vysvétleny v kapitole o systémech.

Obriazek 3.17:  Casovy pribéh signalu s obdélnikovym spektrem

Na zaklad¢ vztahu ( 3.2 ) a vzorce ( 2.22 ) mUzeme vypocitat nasledujici funkci s()
vyjadtujici ¢asovy prabéh signélu s obdélnikovym spektrem:

s(t) = L JHIH exp(ja)t)da) :me sinc(a)mt). (3.25)
2n o 1

Pribéh této funkce, hrajici vyznamnou roli pfi zkouméni rekonstrukce signalu ze vzork,
zobrazuje pro H=1 a @ =2n Obrazek 3.17.

Priklad 3.1: Spektralni funkce
Spektralni funkce signéalu je dana vztahem

S(w) =12sinc(0,05w).
Urcete okamzitou hodnotu signalu v ¢ase ¢=0,14 s.

Priklad 3.2: Obdélnikovy impulz
Vypoctéte spektralni funkei signalu

A 5 pro |t|<2 a
s = 0 pro |t|22.
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4 Systémy se spojitym ¢asem

4.1 Charakteristiky linearniho neparametrického systému

V kapitole 1 byly definovany vlastnosti systému a bylo ukézano jejich rozdéleni.

Lineéarni systém byl definovan jako systém, ktery obsahuje pouze linearni prvky a plati
pro n&j princip superpozice. Neparametricky (stacionalni) systém ma tu vlastnost, Ze ani
struktura ani parametry jeho prvki nejsou s Casem proménné.

Vlastnosti linearniho neparametrického spojitého systému popisujeme pomoci
linedrnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty obecné N-tého stupné

N N-1 2
bNd y(t)+b d y(t)+"'+b2dyz(t)+bldy(t)+b0y(t):

dr" R PR dr dr (4.1)
d" x(z) d"'x(r) d’x(z)  dx(r) '
a,, dtM +a,,_, dtM’l +--+a, dt2 +aq, . +a0x(t).

Pro jednoduchost predpokladdme, ze se jednd o systém s jednim vstupem a jednim
vystupem a dale, Ze tento systém je kauzalni, tj. plati Me N. Vstupni signal systému je
oznacen x (¢) a vystupni signal y (). Pouzijeme-li Fourierovu transformaci pro ob¢ strany
rovnice (4.1) a vyuzijeme-li vlastnosti linearity, pak dostaneme

bNF{%N(’)} + leF{Ly(t)} oot blF{d):l—Et)} +bF ()} =

dtN_l

oF {dZtXM(f)} v F {dM“x(t)} s alF{dxd—(f)} + afF (o).

(4.2)

dtM—l

Vrovnici (4.2 ) jsme pouzili pro oznaceni Fourierovy transformace symbol F {.} a
dale jeji obrazy oznacime takto

Y(jo)=Fiy(t)a X(jo)=Fix);. (43)
Nyni pouzijeme vlastnost Fourierovy transformace pro derivaci v Case
. . d"x(s . . d" y(t
(o) axtjo)=F{ SO oy rti) - £ 20, (44)

Rovnice (4.2) s vyuzitim vlastnosti (4.4) pak po Gpravé dostane tvar

Y(ja))[bN(ja))N +bN—1(ja))N71 +"'+b2(ja))2 +b1(jw)+b0]: (4.5)
x(jo)a, (jo) +a,,(jo) " ++a(jof +a(jo)+a,).

Kmito¢tova charakteristika linearniho neparametrického systému je pak definovana
vyrazem

: _Y(jw) aM(ja))M+aM_1(ja))M71+~-'+a1(ja))+a0
Hijo) X(jo)  b(jo) +b,,(jo) "+ +b(jo) b, (46)
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Jestlize mame k dispozici pfenosovou funkci linearniho neparametrického systému
v Laplaceové transformaci

Y a,p” +a Mly..vap+a
H( ): (p) _ MpN M—le_l 1PTa ’ (47)
X(p)  byp" +by p" 4t bp b,
pak jeho kmitoctovou charakteristiku pro stabilni systém dostaneme jednoduse, kdyz
dosadime p =jw.

Priklad 4.1: Vypocet kmitoctové charakteristiky

M¢jme definovan integra¢ni RC €lanek, ktery je buzen zdrojem harmonického signalu
podle obrazku Obrazek 4.1.

t=0s iL(i) R
J' - i (t)
|

B u, (1)
*O=u® (R : c == yO=uc

O i

Obrazek 4.1:  Clanek buzeny zdrojem harmonického signalu.
Vstupni signal je harmonicky signal ve tvaru
x(t)=u,(t)=U, cosmyt . (4.8)
Podle proudového Kirchhoffova zakona plati
i(0) =i (0)=ic(0).

Resenim elektrického obvodu dostaneme diferencialni rovnici ve tvaru
du (7
RCud%()ﬁLuC(t):Ulcoswlt. (4.9)

Dosadime-li do diferencialni rovnice ze vztahu ( 4.8 ) a
() =uc(e), (4.10)
obdrzime tento tvar diferencialni fovnice
dyls
bl):i—g)+b0y(t)=a0x(t), (4.11)
kde v nasem ptipade¢ je
b=RC, by=aqa,=1. (4.12)

Pouzijeme-li Fourierovu transformaci pro ob¢ strany rovnice ( 4.10 ), dostaneme
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bjwY(jo)+b,Y(jo)=a, X(jo) (4.13)
a po uprave ziskame kmitoctovou charakteristiku integraéniho RC ¢lanku
. Y ( ja)) a 1
H(jo)= = 0 = :
(o) X(jo) bjo+b, RGw+l (4.14)
1 \
0.9 \
0.8
m
o 07
d
u 0.6 \
I 0.5 \
T o4 \\
0.3 \\
0.2
\
0.1
0 100 200 300 400 500 600 700

— kmitocet [Hz]

Obrazek 4.2: Modulova kmitoc¢tova charakteristika

Kmito¢tova charakteristika linedrniho neparametrického systému je komplexni funkci
uhlového kmitoctu @, a proto ji miiZe rozlozit do exponencialniho nebo do slozkového tvaru.

Exponencialni tvar kmitoctové charakteristiky je
H(jo)=|H(jo). e/ *eHU°) = p(0). /@) (4.15)

Modulova kmitoctova charakteristika je pak definovéna jako absolutni hodnota funkce
H (jo)

M(w)=|H(jo). (4.16)
Fazova (argumentova) kmitoCtova charakteristika je definovana vztahem
olw)=Arg(H(jo)). (4.17)

Vyjadiime-li kmito¢tovou charakteristiku ve slozkovém tvaru, tak ziskdme rovnici

H(jo)=Re{H(jo)i+ jim{H(jo)}, (4.18)
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kdyz Re {H(jw)} znaci redlnou cast komplexni funkce H (jw) a Im {H(jw)} je imaginarni
casti této funkce. Ktivka, kterd vznikne jako spojnice koncovych bodl casovych vektorii
(fazori) H(jw) v komplexni rovnici, se nazyva hodograf.

o)
A\

1 \
.70 \\
~—

-80 \\

0 100 200 300 400 500 600 700

— kmitocet [Hz]
Obrazek 4.3: Fazova kmitoc¢tova charakteristika

Priklad 4.2: Graf kmitoctové charakteristiky

Jestlize kmitoCtovou charakteristiku integratniho RC c¢lanku upravime do
exponencialniho tvaru, tak dostaneme (R = 5000/n QQ, C=1 p F)

Hijo)= 1 jioRC i+ a)12R2C2 ot (419)
Modulova kmito¢tova charakteristika (Obrazek 4.2) je popsana vztahem
1
—m . (4.20)
Féazova kmitoctova charakteristika (Obrazek 4.3) je
go(a)) =—arctg w RC . (4.21)

M(w)=|H(jo)=

4.2 Idealni prenosovy ¢lanek

Ideélni ptenosovy clanek miize vstupni signal pouze zesilit nebo utlumit (nebo také
ponechat) a ¢asove zpozdit.

Vztah mezi vstupnim a vystupnim signalem je definovan rovnici
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y(t)zA.x(t—T). (4.22)

Mira zesileni ¢i zeslabeni je urCena realnou proménnou 4 a ¢asové zpozdéni 7 je také
realné Cislo. Podrobime-1i opét ob¢€ strany rovnice ( 4.22 ) Fourierové transformaci, pak po
upraveé dostaneme kmitoctovou charakteristiku ideélniho pirenosového ¢lanku

-\ Y(o) ~je

H(jo)=—L%L = 4.¢ : 423

)= (jo) )
Pfitom
Mw)=4 a ¢(®)=10. (4.24)
M) M)
T dolni propust T horni propust
1 L7

T pdsmovda propust T pasmova zadrz
1 1

— L
0 Ja Jeo S0 Ja Je Y

Obrazek 4.4:  Idedlni filtry

Modulovd kmitoctova charakteristika idedlniho ptfenosového ¢lanku ma konstantni
hodnoty pro vSechny slozky v celém kmitoctovém pasmu od —co az do o, tj. vSechny slozky
spektra vstupniho signdlu jsou upraveny stejné proménnou A. Fazova kmitoctova
charakteristika idealniho pfenosového ¢lanku je pfimka prochéazejici pocatkem, ma zapornou
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smérnici. To znamenad, Ze vSechny slozky v celém kmito¢tovém pasmu jsou zpozdeény o stejny
casovy interval 7.

4.3 Kmitoctové filtry

Kmitoctovy filtr pfedstavuje jednu z moznych realizaci linearniho neparametrického
systému. Ukolem kmitodtového filtru je pozadovanym zplisobem ovlivnit kmitoGtové
spektrum vstupniho signdlu. To znamend, ze filtr miize vybrat ¢ast kmitoctového spektra,
kterd ma byt nezménéna a zbyvajici ¢ast beze zbytku potlacit.

Podle toho, kterou ¢ast kmitoctového spektra vybirame, rozdélujeme kmitoctové filtry
na filtry typu dolni propusti — DP, horni propusti — HP, pasmové propusti — PP nebo pdsmové
zadrze — PZ. Idealni kmitoc¢tové filtry téchto Ctyt typl jsou vidét na obrazku Obrazek 4.4.

M) o Je Js =/

| i

R

R - — — Ll - - — —
propustné prechodné |

pdsmo pasmo |
|

nepropustné pasmo

Obrazek 4.5: Toleran¢ni schéma

Jinym pozadavkem na kmitoctovy filtr mize byt tvarovani kmitoctové charakteristiky
pro napodobeni kmitoctovych vlastnosti lidského ucha, popt. chceme linearizovat ¢ast fazové

kmitoctové charakteristiky apod. Idedlni kmitoctové filtry na obrazku Obrazek 4.4 jsou
nekauzalni, to znamena, ze je v praxi neumime realizovat. Miizeme jejich vlastnosti s ur¢itym
pfiblizenim aproximovat jinou matematickou funkci, kterou jiz umime realizovat. Jsou znamy
rizné typy aproximaci, které se pro kmitoctové filtry vyuzivaji (Butterworthova aproximace,
Cebysesova nebo Cauerova aproximace apod.). Z toho diivodu nemtizeme stanovit pozadavky
tak jednozna¢né jak v idealnim piipadé€, ale musime definovat meze pomoci tolerancniho
schématu, kde se modul nebo faze kmitoétového filtru mohou nachazet. Priklad zadani
tolerancniho schématu pro kmitoc¢tovy filtr typu dolni propusti vidime na obrazku Obrazek
4.5. Jednd se o omezeni pro modulovou kmito¢tovou charakteristiku. Je obvyklé, ze se
pozadavky na modul urcuji v decibelech. Pfitom plati

MdB(f)zzologloM(f)' (4.25)

V obrazku Obrazek 4.5 jsou pouzity symboly
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R, — povolené zvInéni v propustném pasmu,
Rs — minimalni atlum v nepropustném pasmu,
fe — mez propustného pasma,
fs— mez nepropustného pasma.
Postup navrhu kmitoctového filtru 1ze rozdélit do nékolika kroki:
- Stanoveni pozadavkii kmitoctové filtrace a jejich vyjadieni napi. pomoci toleranéniho
schématu.

- Aproximace pozadavkll pomoci matematické funkce a odvozeni koeficienti impulzni
charakteristiky nebo pfenosové funkce, z kterych se vychazi pii realizaci.

- Vybér zpiisobu realizace pomoci realnych prvki (pasivni nebo aktivni prvky, jako jsou
spinané kapacitory, operacni zesilovace, proudové konvejory apod.)

- Ovéfeni spravné funkce kmitoctového filtru pomoci simulace na pocitaci nebo
méfenim v redlném zatizeni.
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S Nahodné signaly se spojitym ¢asem

5.1 Proc nahodné procesy

Signaly, které¢ jsme az dosud v kapitolach 1.3 az 6 probirali, byly prvky mnoziny
determinovanych signald. Tyto signédly byly jednoznac¢né definované a popsané rovnicemi s
konstantnimi parametry. Kazda rovnice signdlu ndm umozinovala vypocitat okamzitou
hodnotu signalu s(f) v libovolném okamziku ¢ v minulosti ¢i v budoucnosti vhledem k
danému pocatku ¢asové osy.

Nékteré signaly maji zjevné nepravidelné chovani a pokusy o jejich deterministicky
popis ziejm& nebudou prili§ uspésné. Piikladem signdlu s ndhodnym chovanim je signal
hlasky "s" , ktery zndzorniuje Obrazek 1.2a).

S deterministickymi modely signalu se lou¢ime neradi. Teorie determinovanych
signall je G€innym nastrojem pro feSeni fady praktickych tloh. Vypocty jsou zpravidla rychlé
a pomérn¢ snadné, davaji jednoznacny vysledek. Jsou vSak ulohy, kde s teorii
determinovanych signalli nevystac¢ime. Jednou z Gloh je urceni pravdépodobnosti chybného
preneseni znaku pii dalkovém pienosu dat. Divodem nepouzitelnosti teorie determinovanych
signal je vyrazn€ nepravidelné chovani ruSivého signdlu. Jinou ulohou je urceni
charakteristik filtru pro zpracovani smési uzitecného nahodného signdlu a ruSivého
nahodného signalu. Cilem je dosaZeni maximalniho pomé&ru vykonu uZzite¢né slozky a vykonu
nahodné slozky zpracovavaného signalu. Zde je pfi¢inou nepouzitelnosti  teorie
determinovanych  signald  ndhodny charakter jak uZite¢né, tak 1 ruSivé slozky
zpracovavaného signdlu. Ob¢ shora uvedené ulohy se mohou stat feSitelnymi, kdyz jako
matematické modely ndhodnych signalt pouzijeme ndhodné procesy.

cos(t)
L o
| \\4

sin(t)
L o
AN J

-cos(t)
L o
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Obrazek 5.1:  Realizace ndhodného procesu

5.2 Definice nahodného procesu

Pti definici ndhodného procesu miizeme s vyhodou vyuzit pojmu ndhodna veli¢ina.
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Systém { ¢, } nadhodnych veli¢in &, definovanych pro vSechna ¢ € R se nazyva nahodny

proces (continuous - time random process) a oznacuje se ). VeliCina ¢ pfitom zpravidla
oznacuje cas.

Jak mohou byt definovany ndhodné veli€iny &, vytvarejici ndhodny proces? Musi byt
pln€ popsany nejen kazda zvlast, ale definovany musi byt 1 vztahy a souvislosti mezi nimi.
Chovani jednotlivych ndhodnych veli¢in by mohlo byt popsano distribu¢ni funkci nebo funkci
hustoty rozdé€leni pravdépodobnosti. Vzajemné zavislosti jsou popsany vicerozmernymi
distribu¢nimi funkcemi, korela¢nimi funkcemi nebo udaji o statistické nezavislosti.

Nahodny proces miize byt definovéan naptiklad takto: Nahodny proces & (£) ma normalni
rozdéleni se stiedni hodnotou nula a smérodatnou odchylkou o= 4 pro vSechna ¢ € R, pfitom
hodnoty nahodného procesu v libovolnych dvou rtiznych ¢asovych okamzicich jsou nezavislé.

5.3 Mnozina realizaci

Pro ndhodny proces byva kromé oznaceni &(f) pouZivano také oznaceni typu &, () nebo
&t,w), kde @ je prvek mnoziny Q nahodnych jevi. Pro fixni o je &) tzv. realizaci nebo
trajektorii ndhodného procesu. Je to oby€ejna determinovand funkce redlné proménné ¢, jeji
analytick¢ vyjadfeni pro vSechna redlnd ¢ je vSak zpravidla obtizné vzhledem k
nepravidelnosti jejiho prib¢hu. Pro vyklad si nejprve zvolime realizace se zcela pravidelnym
pribéhem. Poznamka: Zde symboly @ a Q vyjimecné neoznacuji uhlové kmitocty, jak je jinak
obvyklé.

Obrazek 5.2:  Realizace normalniho ndhodného procesu

Uvazujme pienos zpravy vyjadiené abecedou obsahujici pravé 4 prvky A, B, C a D.
Prvkim A, B, C a D, vyskytujicim se nahodné&, odpovidaji po fad¢ signdly cos ¢, sin¢, -cos ¢
a -sin ¢. Pti dostate¢né dlouhém trvani téchto signalii mizeme na funkce cosz, sint, -cost a
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-sin ¢ nahlizet jako na realizace nahodného procesu, matematického  modelu  signalu
slouzicitho k pfenosu zpravy. Zde Q= {A, B, C, D}. Napt. pro ®=B je &¢) = &¢,B) =sin ¢.

Zde byl pocet realizaci kone¢ny. Pribéhy vsSech realizaci spolu s pravdépodobnostmi jejich
vyskytu davaji Uplny popis ndhodného procesu.

Castgji se setkavame s piipady, kdy podet realizaci je nekone¢ny. Tak tomu je zejména
u modelii Sumovych signali. 1 tehdy je vSak piedstava vyjadfeni ndhodného procesu
mnozinou realizaci velmi uzite¢na a slouzi nam k zavedeni fady dilezitych pojmu, funkei a
veli¢in charakterizujicich ndhodny proces. Nastroje matematické statistiky ndm umoziuji
ucinit si alespon pfibliznou piedstavu o chovani ndhodného procesu i v piipad¢€, ze je zndm
prubéh jen ¢asti realizaci.

Useky péti realizaci nahodného procesu graficky znazorfiuje Obrazek 5.2. Proces je
nizkofrekvenc¢ni s meznim kmitoctem asi 0,018 Hz.

Na grafické ¢i jiné zdznamy ndhodnych signalli nahliZime jako na realizace ndhodnych
procest.

5.4 Distribu¢ni funkce a funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti

Pro pevné ¢ se nahodny proces &(f) stdva nahodnou veli¢inou. To nam umoziuje
definovat distribu¢ni funkci (distribution function) ndhodného procesu obdobné, jako byla
definovéna distribu¢ni funkce ndhodné veliciny.

Distribu¢ni funkei F(x,f) ndhodného procesu &) definujeme vztahem
F(x,0)= P{g(e)x}, (5.1)

kde P{4) <x} oznacuje pravdépodobnost toho, Ze nahodny proces &(¢) v okamziku ¢ nabude
hodnoty mensi nez x.

Odhad F (x,f) hodnoty funkce F(x,?) je pro pevny okamzik ¢ dan vztahem
Flr,r)=2, (52)
n

kde g, je pocCet ptipadi, kdy x,(f) <x, n je celkovy pocCet realizaci, které mame k dispozici a r
je index predstavujici identifika¢ni Cislo realizace.

Na zakladé distribuéni funkce miZzeme snadno definovat funkci hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti (probability density function) ndhodného procesu.

Existuje-li parcidlni derivace
OF (x,t
p(er)= )
Ox

nazyva se tato funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného procesu.

(53)

Jsou zavedeny i vicerozmérné distribucni funkce a vicerozmérné funkce hustoty
rozdéleni pravdépodobnosti. Jako piiklad ndm muiiZe poslouZit dvourozmérna hustota p(x,, x,,

t, t,). Hodnota x, se vztahuje k okamzZiku ¢#,, hodnota x, odpovidd okamziku ¢,. Ndhodny
proces se nazyva normalni, je-1i jeho libovolné rozdéleni normalni.
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5.5 Momenty

Popis nahodného procesu pomoci momentu je zpravidla méné€ Uplny, nez popis pomoci
distribucnich funkci ¢i funkei hustoty rozdéleni pravdépodobnosti, zato ale byva jednodussi.
Vyhodou je také snazsi stanoveni odhadi moment.

Kazda mozna hodnota x ndhodného procesu &(¢) v okamziku ¢ je nasobena elementarni
pravdépodobnosti p(x,f)dx. Soucet (integral je v podstaté soucet) téchto ptispévkil pak dava
prumérnou hodnotu, kterou nazyvame stfedni hodnota (mean, first moment) a oznacujeme

a(t):
a(t): J.xp(x,t)dx. (54)

Odhad a(f) stfedni hodnoty a(f) mizeme stanovit jako aritmeticky primér z hodnot
jednotlivych realizaci v okamziku ¢.

Teoreticka hodnota stfedni hodnoty nahodného procesu, ktery zadava Obrazek 5.2, je
rovna nule. Odhad z pouhych ¢tyf realizaci bude velmi nespolehlivy.

Disperze neboli rozptyl (variance, dispersion) D(f) slouzi k hodnoceni rozptylenosti
hodnot ndhodného procesu v okamziku ¢ kolem stiedni hodnoty a(¢). Mlze byt zavedena
vztahem

+00

D(e)= [[e- a0} plx.r)a. (55)

Smérodatnou odchylku o(¢) zavadime, stejné jako u ndhodnych veli¢in, jako odmocninu
z disperze:

o(t)= /D) . (5.6)

5.6 Stacionarita

Ptiblizné lze fici, Ze staciondrni ndhodny proces (stationary random process) je proces
se stalym chovanim. Na obrazku Obrazek 5.3 je znazornéno néckolik realizaci ndhodného
procesu, ktery patrné neni procesem staciondrnim. Zda se totiz, ze jak stfedni hodnota, tak 1
smérodatnd odchylka procesu se méni s ¢asem. Obrazek 5.2 pribéhem realizaci nahodného
procesu naznacuje, ze by snad mohlo jit o stacionarni ndhodny proces. Moc jisti si tim ov§em
byt nemtizeme, pocet realizaci je maly a doba jejich pozorovani je pfilis§ kratka.

Ptesnéji formulovano, stacionarni ndhodny proces je takovy ndhodny proces, jehoz
libovolné statistické charakteristiky nejsou zavislé na libovolném premisténi pocatku ¢asové
osy. Tato vlastnost se projevuje zjednoduSenim funkci popisujicich ndhodny proces. Funkcim
a veli¢inam F(x, t), p(x, 1), a(t), D(¢) a o(t) po fadé odpovidaji veli¢iny F(x), p(x), a, D a o.
Dale miZzeme v piipad€ zkoumani stacionarniho ndhodného procesu pro libovolné ¢, realné
psat:  p(x,x,,t,t,) = p(x,x,,t, +t,,t,+1,). Pii oznafeni 7=t¢,—t mlzeme funkci
p(x,,x,,t,t,) mnahradit funkci p(x,x,,7). I v tomto pfipadé je zjednoduSeni popisu
nahodného procesu dobie patrné.
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5.7 Ergodicita

Ani vlastnost stacionarity nahodného procesu néds neosvobodila od nutnosti zpravidla
nesnadného ziskavani pocetné mnoziny realizaci v pfipadé, Ze chceme na zakladé
experimentu odhadovat funkce nebo veli¢iny popisujici ndhodny proces. Proto casto
zavadime piedpoklad ergodicity nahodného procesu. Ergodicky nahodny proces (ergodic
process) se vyznacuje tim, ze vSechny jeho realizace maji stejné statistické vlastnosti, stejné
chovani. To nam pak umoznuje pfi zkoumani nahodného procesu odhadovat funkce a veli¢iny
nadhodny proces popisujici z pribchu jediné, a to libovolné realizace.
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Obrazek 5.3:  Nestacionarni nahodny proces

Nejprve si povSimnéme odhadu stfedni hodnoty. U ergodického ndhodného procesu
muzeme odhad ziskat jako aritmeticky primeér z posloupnosti vzorkt realizace:

_ 1 &

alt)=— 2.t (5.7)
i=1

kde K je pocet vzorkil a x()) je i-ty vzorek, hodnota realizace v okamzZiku ¢..

Lze také pouzit odhadu vyuzivajiciho vSech hodnot realizace x(¢) v urcitém intervalu:

1 T
a=— | x(¢)dz.
T!)‘ ) (5.8)
stejnosmernou slozkou realizace x(#) nahodného procesu 7).
Obdobné 1ze odhadnout i disperzi D
_ 1k
D= —“x(t)— a(?)f dt (5.9)

0

Smérodatna odchylka o= VD mau procest s nulovou stejnosmérnou slozkou vyznam
efektivni hodnoty procesu. Mluze byt v tomto pfipadé méfena voltmetry RMS (root mean
square, true root mean square). Tyto voltmetry uddvaji pravdivou efektivni hodnotu 1 pfi
neharmonickém pribe&hu napéti.
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5.8 Spektralni hustota vykonu

Vyjadfeni determinovanych signali funkcemi kmitoctu se plné osvédcilo. Je proto
piirozené, ze byla snaha popsat 1 nahodné procesy jako funkce kmitoctu. Hledani
harmonickych slozek ndhodného procesu neni perspektivnim piistupem. Amplitudy a
pocate¢ni faze slozek stanovenych z jednoho useku realizace budou mit jiné hodnoty nez
amplitudy a pocateCni faze stanovené z jiného useku. UziteCnym nastrojem pro popis
stacionarniho nebo ergodického ndhodného procesu v kmitoctové oblasti se ukdzala byt
spektralni hustota vykonu (power spectral density, psd). Budeme ji oznacovat G(w).

Omezime se na ptipad procest stacionarnich ergodickych.

B

P(b,w,)

2G(w)

0 w @

Obrazek 5.4:  M¢fteni spektralni hustoty vykonu

Stfedni vykon P nahodného procesu ptipadajici na pasmo uhlovych kmitoctl <a)1, a)2>

muze byt pfi platnosti nerovnice 0 < ®, < ®, stanoven pomoci integralu

P= TG(a))da) + fG(a))da) = ZTG(a))da). (5.10)

Spektralni hustota vykonu muize byt definovana i jinak, napiiklad jako dvojnasobek
nami zavedené hustoty s tim, Ze je pouzivana jen v oblasti kladnych thlovych kmitoc¢ti. V
praktickych aplikacich se navic misto thlovych kmito¢tl pouzivaji obyCejné kmitoCty a
prislusna spektralni hustota vykonu se pak udava ve wattech na hertz.

Prabeh spektralni hustoty vykonu je vyznamnym nastrojem popisu ndhodnych procesii.

Nejznaméjsim ptipadem je tzv. bily Sum, u kterého je spektralni hustota vykonu konstantni,
G(w) =G.

Abychom si pfiblizili fyzikdlni vyznam spektralni hustoty vykonu, sezndmime se s
nejjednodussim principem jejiho méteni. Predstavme si, Ze mame k dispozici pieladitelnou
pasmovou propust se sttednim kmitoctem @_, s Sitkou pasma propustnosti b a s modulem
prenosu rovnym jedné v pasmu propustnosti. Pfivedeme-li na vstup filtru zkoumany
ndhodny proces, miZeme na vystupu filtru namétit vykon P(b, @, ) rovny hodnoté vyrazu
2G(w,)b, az na ptipadnou malou chybu zplisobenou tim, ze uvnitf pdsma propustnosti neni

spektralni hustota vykonu konstantni. Pfiblizna hodnota spektralni hustoty vykonu je pak dana
vztahem
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G(wc)z%. (5.11)

V soucasné dobé se pro odhad spektralni hustoty vykonu c¢asto pouziva Cislicové
zpracovani signalu a diskrétni Fourierova transformace. V Matlabu je k disposici standardni
funkce psd.

Priklad 5.1: Odhad distribucni funkce

Odhadnéte hodnotu F(-0,2, 300) distribu¢ni funkce pro ndhodny proces, jehoz realizace
zobrazuje Obrazek 5.2.

Priklad 5.2: Odhad stredni hodnoty

Odhadnéte sttedni hodnotu a(300) ndhodného procesu z téhoz obrazku.
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6 Analogové a Cislicové signaly

Cilem této kapitoly je objasnit moznosti a principy piechodu od signali se spojitym
casem a se spojitou mnozinou hodnot (signali analogovych) k signalim ¢islicovym a zpét.

s(t)

-

55(1)
b)

s(t)

-T 0 T 2T ¢t

Obrazek 6.1: Ideélni vzorkovani

6.1 Proc?

V této kapitole se budeme zabyvat moznostmi vzajemnych pfechodli od analogovych
signall k Cislicovym a naopak. Jaky k tomu méame divod? VétSina vychozich signalt jsou
signaly se spojitym Casem a se souvislou mnozinou moznych hodnot. Je to naptiklad signal z
mikrofonu, televizni kamery, elektrického snimace tlaku a pod. Moderni systémy pro prenos,



66 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

zdznam a zpracovani informace jsou viak vétSinou &islicové. Casto vyzadujeme aby po
zpracovani Ci pfenosu byla forma signalu analogovd, forma se souvislym Casem a se
souvislou mnozinou hodnot. Mizeme uzaviit konstatovanim, Zze v technické praxi se
nevyhneme analogové digitdlnim a digitdln¢ analogovym pifevodim. Bohatd nabidka
pievodnikil nejriiznéjSich parametrti v obchodech s elektronickymi soucastkami to doklada.

Cislicové signaly maji nasledujici dvé vlastnosti:
1. jsou to signdly s diskrétnim ¢asem,
2. jejich mnozina moznych hodnot je kone¢na.

Takovéto signaly miizeme reprezentovat posloupnostmi ¢isel majicich konecny pocet
Cislic. VéE&tsinou v technické praxi pouzivame Cislice 0 a 1.

Expanse ¢islicovych metod vyplyva z prednosti ¢islicovych systémi a ¢islicovych
signall. Pouzivani pravé dvou ¢islic je z technického hlediska velmi vyhodné. Jednu ¢islici
mizeme vyjadfit otevienym tranzistorem, druhou zavienym tranzistorem. D4 se také fici tak,
Ze tranzistor pracuje ve spinacim reZimu. Tento reZim se vyznacuje velkou nezavislosti na
zménach teploty obvodu, na zménach parametri prvki obvodu a vykazuje dobrou odolnost
vici ruSivym napétim. To je asi hlavni pfi¢ina Ustupu od jednoduchych a levnych
analogovych systémil a stale vétsi rozsifeni systému Cislicovych.

Nejen Cislicové systémy, ale 1 Cislicové signaly maji své vyhodné vlastnosti naptiklad z
hlediska pfenosu zprav. Jednotlivé Ccislice jsou dobie rozeznatelné a to i po jejich znacném
zkresleni a po pfidani aditivniho $umu. Cislicové vyjadiené zpravy lze snadno utajovat
pomoci Sifrovani nebo zabezpecit proti chybam pfi pfenosu, je mozné potlacovat nadbytecnou
informaci ve zpravach. Pfi pouZiti ¢islicového vyjadieni vzorkd napt. hudebniho signélu 1ze
dosahnout nebyvalé dynamiky.

S(w)
a) Dy
2
: | i | |
0 o o, w
12
N 2 N
’ 0 —— ! @
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Obrazek 6.2: Ideélni vzorkovani v kmito¢tové oblasti

Analogové ¢islicové a Cislicové analogové prevody jsou spojeny s moznosti urCité
degradace signalu, kterou je zapotitebi udrzet pod kontrolou. Pochodiim probihajicim v
pfevodnicich musime troSku rozumét, aby u ndmi navrhovanych ¢i nami zakoupenych
pievodniki byla pfi zamySleném pouziti ztrata informace v piijatelnych mezich.

Analogové Cislicovy pfevod miizeme pomysiné rozlozit do tii etap.

1. Ptevod signalu se spojitym Casem na signal s diskrétnim c¢asem. Tomuto pievodu
tikame vzorkovani.
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2. Kvantovani vzorkl s cilem vyjadfit vzorky kone¢nou mnozinou ¢&isel. Tento krok je
provazen vznikem tzv. kvantovaciho Sumu. Uvedeny jev souvisi s nelinedrnim
zkreslenim zndmym z teorie obvodu.

3. Kodovani spocivajici zpravidla v binarnim vyjadieni Cisel piedstavujicich velikosti
vzorkd.

Nasi pozornost si zaslouzi predevSim prvni a druhd etapa, zajimat nas bude i mira
vratnosti uvedenych operaci. Nejprve se budeme zabyvat vztahy mezi signaly se souvislym
Casem a signaly s diskrétnim Casem. Signdl s diskrétnim c¢asem ziskdvame rovnomérnym
vzorkovanim. Pfi ném se vzdy po uplynuti doby 7 odebiraji vzorky signélu s(¢), ¢imz se
v podstat¢ signal s(¢) se spojitym Casem prevadi na signal s(n7) s diskrétnim casem.
Ptikladem vzorkovani je vySkova impulzova modulace, pokud se zvoli Sitka impulzi 9
dostatecné mald vi¢i vzorkovacimu intervalu 7. Matematicky popis impulzové
modulovaného signalu neni moc prehledny. Proto si situaci zjednoduSime tim, ze zavedeme
teoretické vzorkovani pomoci Diracovych impulzil, tzv. idedlni vzorkovani. Vysledek bude
jednoduchy a piehledny.

6.2 Idealni vzorkovani

Piedpokladejme, Ze je dan signdl s(¢) se spojitym Casem - Obrazek 6.1a). Vytvoiime
periodicky sled jednotkovych impulzi s;(¢) - Obrazek 6.1b). Idealni vzorkovani spociva ve
vynasobeni téchto dvou signaltl. Tak je ziskan signal s (7) - Obrazek 6.1c), ktery nese presné

stejnou informaci jako signdl s(nT) s diskrétnim Casem, protoze reprezentuje posloupnost ¢isel
{s(nT)}, kde n je celé Cislo. Idealni vzorkovani je popsano rovnici

s,(t)=s(t 25 t—nT)= Z (nT)S(t —nT). (6.1)

Velmi nas zajima, co se pi1 vzorkovani stalo se spektrem signalu. Oznacime S(w)
spektralni funkci signalu s(f). Budeme pifedpokladat, Ze spektrum |S(w)| je omezeno
uhlovym kmitoc¢tem @,,. Zavedeme oznaceni

21
o, = 7 (6.2)

Spektralni funkce soucinu signdlli je dana konvoluci jejich spektralnich funkei. S
vyuzitim tohoto poznatku a vysledku z odstavce 3.3.6 vypocteme spektralni funkci S (w)

signalu s (£):
$,(0)= FIs0s, (0} = - [ 5,()s(o-vkiv =
B - ) (6.3)
=i i T A f v—ko )}S(a)—v)dv :% ZS(a)—ka)l).

Zjistujeme, Ze idedlni vzorkovani je provazeno periodizaci spektra pivodniho signélu.
Toto nesmirn¢ dulezité zjisténi graficky vyjadiuje Obrazek 6.2. Vidime, ze pokud je
zachovan patficny vztah mezi thlovymi kmitoCty @, a @,, je aZ na multiplikativni konstantu
1/T spektralni funkce S(w) ptivodniho signalu oddélitelnou soucasti spektralni funkce S (w).
Znamena to, ze za danych okolnosti pfi vzorkovani nedochazi ke ztraté informace. Ziskané
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poznatky muzeme shrnout do poucky, nazyvané vzorkovaci teorém (sampling theorem),
Shannondv teorém, Kotelnikovliv teorém, Whittakeriiv teorém 1 jinak. O mezinarodné
uznavané autory teorému tedy neni nouze, bylo vSak zjisténo, Ze k obdobnym zavértim dospél
Jiz davno pted nimi zndmy matematik Cauchy. Poucku lze formulovat takto:

Signal s(?) se spektrem omezenym uhlovym kmitoétem o, 1ze vyjadrit posloupnosti
{s(nT)} jeho vzorki, pokud vzorkovaci krok 7 spliiuje podminku

T 1
I<—=—-. 6.4
o, 2f, (6.4)
Zde f, oznacuje horni mezni kmitocet spektra signalu s(?).
S(@)
a)
a)m
| | | |
Ol a|)1 I | a

0!

Obrazek 6.3:  Aliasing v kmitoctové oblasti

Zda se tedy, ze staci zvolit vzorkovaci interval 7 co nejkratsi a v§e bude v potadku. Co
by to ale v praxi znamenalo, kdybychom vzdy volili interval T co nejkratsi? Asi by nds to
finan¢né vycerpavalo, protoZze zdznam, preneseni ¢i zpracovani kazdého vzorku vzdycky stoji
n¢jaké penize. Proto si zpravidla pii plnéni podminky ( 6.4 ) ponechavame jen takovou
rezervu, kterd je vynucena ndvaznymi technickymi problémy. Ty vyplyvaji z okolnosti, Ze
neumime sestrojit idedlni dolni propusti s obdélnikovou modulovou charakteristikou.
Zminéné dolni propusti potfebujeme jednak pro antialiasingovou filtraci pfed vzorkovanim a
pak pro vyhlazovani v zdvéru digitalné analogového pievodu.

Dalsi, v praxi se vétSinou neuplatitujici problém, je teoretického razu. Skutecné signaly
maji konecnou dobu trvani. Da se dokézat, ze signaly s konecnou dobou trvani vSak maji
nekonecné Siroké spektrum. Nastésti u skuteCnych signald, naptiklad fecovych, zpravidla lezi
vSechny energeticky podstatné slozky spektra pod néjakym konecnym kmitoc¢tem f . U
fecovych signall by to mohl byt tfeba kmitocet 10 kHz, ale 1 méné.

V praxi se obcas stane, ze pii vzorkovani neni podminka ( 6.4 ) dodrzena. Dusledky
jsou nemilé. Vztah ( 6.3 ) zlstava v platnosti, Obrazek 6.2 se vSak méni. Ve vztahu ( 6.3 )
s¢itané slozky S(a-kw,) se Caste€né piekryvaji, v oblastech piekryti se komplexné¢ scitaji.
Mozny vysledek je znazoriiuje Obrazek 6.3 b. Mohl by byt i jiny, to zalezi na prabchu
argumentu spektra pivodniho signdlu, ktery neni obrdzkem Obrazek 6.3a definovan. Je
ziejmé, ze v uvazovaném piipad¢ dojde pti vzorkovani ke ztrat¢ informace, ztrata by mohla
byt i podstatna. Uvedeny nezadouci efekt vyvolany prekryvanim se nazyva aliasing.

V praxi obvykle pied vzorkovac zatazujeme specialni dolni propust, antialiasingovy
filtr. Ten odiezava spektralni sloZzky signalu s(f) lezici nad wthlovym kmitoctem /2.
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Spektrum signélu z obrazku Obrazek 6.3a po uUpravé idedlnim antialiasingovym filtrem
ziskavd podobu nakreslenou na obrazku Obrazek 6.4a. Navzorkovany signdl pak ma
spektrum znazornéné na obrazku Obrazek 6.4b. 1 v tomto piipadé doslo k jisté ztraté
informace tim, ze spektrum pivodniho signdlu bylo shora omezeno. Ztrata vSak neni tak
vyznamna, jako pfi piekryti spekter. Je tteba dodat, Ze skutecné antialiasignové filtry nebudou
idedlnimi filtry, takze jednak aliasing plné neodstrani, jednak do jisté miry ovlivni i spektrum
v kmitoctovém pasmu propustnosti. Jednim z vyrobcl antialiasignovych filtrti a filtri pro
post-DAC filtraci je firma MAXIM (www.maxim-ic.com). Reédlné¢ neidedlni vlastnosti
antialiasingovych filtrti jsou jednim z divodd, pro¢ v praxi dodrzujeme podminku ( 6.4 )
s jistou rezervou.

S(@)
a)

— 1
0l @, o, @

0| ! @

Obrazek 6.4:  Vliv antialiasingového filtru

6.3 Navrat od vzorkii k puvodnimu signalu

Z obrazku Obrazek 6.2b vyplyva, Ze rekonstrukci signdlu mizeme realizovat pomoci
dolni propusti s hornim meznim Gthlovym kmito¢tem lezicim v intervalu (@, ®, —®,).
My budeme dale uvazovat horni mezni thlovy kmitocet rekonstrukéni dolni propusti @, =
®,/2. V tom ptipad¢ bude jeji pfenosova funkce popséna rovnici

(6.5)

K(jo) T pro we<-o,/2,0,/2>,
)=
/ 0 pro we<-w/2,m,/2>.

K(jo)

T

Obrazek 6.5: Pfenosova funkce rekonstrukéniho filtru
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Spektrum odezvy této idealni dolni propusti na posloupnost vzorkl s (#) bude rovno
spektralni funkci S(w) signalu s(7), vystupnim signalem bude tedy Zadouci signal se spojitym
casem.

Skute¢na rekonstrukéni dolni propust by méla idedlné prendset signaly s uhlovymi
kmitocty pod kmitocty @, a dokonale potlacovat slozky s kmito¢ty nad kmitoctem o, - @,.
Nékdy se dad tomuto pozadavku vyhovét jen s velkymi potizemi. Neidedlni vlastnosti
rekonstrukénich dolnich propusti jsou druhym divodem, pro¢ dodrzujeme podminku ( 6.4 )

s jistou rezervou. Nékdy se prechazi na vyssi vzorkovaci kmitocet tésné pred rekonstrukci.

———— Soucet interpolacnich funkci

0.8+ Interpolacni funkce
0.6 - Vzorek puvodniho signalu
® 0.4F

Puvodan@I‘
0.2+

07 Q—/@\

Obrazek 6.6:  Rekonstrukce v ¢asové oblasti

Jak vypadéa rekonstrukce filtrem popsanym rovnici ( 6.5 ) v Casové oblasti? Da se
ukézat, Ze je dana vztahem

00

()= Zs(nT)sinc{%(t—nT)} (6:6)

n=—o0

Tento vztah ndm ndzorné ukazuje, jak v Casové oblasti mizeme na zdkladé mnoZiny
vzorkl {s(nT)} stanovit hodnotu signalu s(¢) pro libovolny redlny okamzik ¢. Funkce sinc(.)
ve vztahu ( 6.6 ) vystupuji jako funkce interpolacni. N€kolik ¢lenii fady z pravé strany rovnice
( 6.6) je nakresleno na obrazku Obrazek 6.6.

6.4 Vyskové kvantovani

Hlavnimi pfedstaviteli diskrétnich signala jsou signdly ¢islicové. Pro ptechod od ¢asove
spojitého signalu se spojitou mnozinou hodnot k ¢islicovému signalu proto potfebujeme
zvladnout jesté jednu operaci se signdlem, a tou je (vyskové) kvantovani, kvantovani hodnot
signalu. To je nutné k tomu, abychom mohli vyjadfit vzorky koneénym poctem cislic.
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Z metodickych divodi si jako vychozi signal zvolime signal se spojitym Casem, a to
harmonicky signal

s(t)= C, sin(w?). (6.7)

Jak je znazornéno na obrazku Obrazek 6.7, je tento signal kvantovan zaokrouhlovanim
jeho hodnot s(f) na hodnoty ids. Veli¢ina As se nazyva kvantovaci krok, i je celé Cislo.
Vysledek kvantovaci operace nakresleny na obrazku Obrazek 6.7 plnou schodovitou ¢arou

budeme oznadovat s, (f). Je uZitetné pracovat s piedstavou, Ze kvantovany signal je dan

sou¢tem puvodniho signélu a tzv. kvantovaciho Sumu (). Kvantovaci Sum je definovan jako
rozdil

()= s, ()= s(e). (6.8)

s, skv

0.2+

0.6+

-0.8+

Obrazek 6.7: Kvantovani zaokrouhlovanim

Kvantovany signal se svym pribéhem lisi od ptvodniho. Pfi kvantovani tedy dochazi ke
ztraté informace. Stupen naruSeni piivodniho signalu kvantovanim miiZzeme popsat Cinitelem
kvantovaciho zkresleni k, ktery je definovan jako pomér efektivni hodnoty R, ruSivého
signalu r(¢) a efektivni hodnoty S, uzite¢ného signalu. Pov§imneme si, Zze kvantovaci Sum ma
vétSinou pilovity pribéh. Jeho efektivni hodnotu mizeme s pro praxi postacujici presnosti
spocitat jako efektivni hodnotu periodického pilovitého signalu. Efektivni hodnota
kvantovaciho Sumu je ddna vztahem

R, =2 (69)
ef \/ﬁ .

Cinitel zkresleni k je dan pomérem efektivnich hodnot signali r(7) a s(?):
B 6.10
S. ec,’ (610)
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Pocet n hladin protatych signdlem je pfiblizn€¢ roven poméru 2C/4s. Pak je mozné
vyjadfit ¢initele zkresleni jako funkci poctu hladin protatych harmonickym signalem:

kz\/Zl (6.11)
3n

Obsahuje-1i mnozina hodnot {iAs} pouze kone¢ny pocet prvkill, mize se stat, Ze hodnota
signalu s(¢) prekro¢i nejvétsi z hodnot iAs, nebo naopak bude mensi, nez nejmensi z hodnot
ids. S témito jevy je spojena dalSi moznost ztraty informace pii vySkovém kvantovani
signalu, ztraty vyvolané omezenim, vySkovym ofiznutim signalu.

6.5 A/D a D/A prevod

V mnoha modernich technickych zafizenich se pouzivaji analogové digitalni
prevodniky, které periodicky prevadéji vstupni signal s(f) se spojitym Casem, naptiklad signal
z mikrofonu, na posloupnost ¢isel. Jaké operace se signaly se v téchto prevodnicich
uplatnuji? Jak jsou fyzikaln€ vyjadiena Cisla vystupni posloupnosti?

s, A

0
0 T 2T 3T AT t
| | | |
0 1 2 3 4 n
Se 2 5 6 4
0 t

Obrazek 6.8:  Analogové¢ digitalni prevod

V A/D ptevodniku bézného typu se signal vzorkuje a kvantuje. Pocet kvantovacich
hladin ids se voli 2%, kde N je Cislo celé. Pokud hladiny ocislujeme cisly od 0 do 27-1,
miizeme fici, ze prevodnik produkuje &isla A(nT)e<0, 2" —1>. Hodnoty kvantovaného
signalu jsou na tato ¢isla vazany vztahem

s(nT)=AsA(nT)+ %. (6.12)

Pro jednoduchost piedpokladame, Ze signal s(¢) nabyva pouze nezapornych hodnot.
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Cisla A(nT) se vyjadifuji pomoci dvojkovych ¢&islic, naptiklad vyjadienim &isel A(nT) ve
dvojkové soustave. Pro zobrazeni jednoho ¢isla potiebujeme N dvojkovych Cislic, bitl. Jedna
se 0 vyjadieni Cisel v soustavé s pevnou fadovou carkou (fixed point), ktera je zde trvale vzdy
za posledni dvojkovou ¢islici.

Ptevod analogového signalu s(¢) na posloupnost Cisel 4(nT) je znazornén na obrazku
Obrazek 6.8. Pii vyjadieni Cisel v desitkové soustavé jsou to ¢isla: A(0) = 2, A(T) =5,
AQRT)=6 a AQB3T) = 4. Ve dvojkovém vyjadieni jsou to Cisla 011, 010, 011 a 100. Pocet
hladin je 23.

Cislice 0 a 1 jsou vyjadfovany dvéma odli§nymi signalovymi prvky, viz napiiklad
Obrazek 1.4. N-tice signalovych prvki mize byt vyvedena paralelné N vodici, pak je doba
trvani signalovych prvki 7. Nebo muze byt vyvedena sériové (jednim vodi¢em, jednou
dvojici vodicl), pak je doba trvani jednoho signalového prvku 7/N.

Hodnoty s(nT) mizeme také vyjadrit ¢isly s plovouci fadovou ¢arkou (floating point)
pomoci mantisy M a exponentu E:

s(nT)=M2". (6.13)

V zafizenich pro ¢islicové zpracovani signall se naptiklad pouziva systém s 24 bitovou
mantisou a 8 bitovym exponentem, mantisa je pfitom normovana, M | €<0,5; 1), aby se

doséhlo jednoznaéného zobrazeni ¢isel.

pred A/D

za D/A

Obrazek 6.9:  Digitaln¢ analogovy pievod

Pro zpétny ptrevod Cislicového signalu na signdl se spojitym Casem se pouzivaji rizné
typy pfevodniki D/A. Bézné digitdlné¢ analogové prevodniky jsou nizkovykonové. VétSinou
pfevadéji posloupnost Cisel s, (n7) na posloupnost impulzid vysky s, (n7) a Sitky T
Posloupnost impulzii je pak dale upravovana dolni propusti. Vykonové pievodniky D/A
vyuzivaji Sitkovou impulzovou modulaci a rekonstrukci dolni propusti.

Pievodniky A/D a D/A jsou vyrabény ve velkych sériich mnoha vyrobci.

Na zavér si uvedeme dva piiklady pfevodu D/A. V horni polovin€ obrazku Obrazek 6.9
je zndzornén spojitou Carou analogovy signal pfed pfevodem A/D a symboly x jsou
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oznaceny hodnoty vzorkii. Ve spodni Casti obrazku Obrazek 6.9 je potom signal za
pfevodnikem D/A vytvofeny na zékladé vzorkd, které jsou i zde pro kontrolu nakresleny a
oznaceny symboly x. Na osciloskopu by samoziejmé zadné symboly x vidét nebyly.
Vysledek se zda byt rozumny a po pridavné analogové filtraci dolni propusti mizeme ze
schodovitého signalu za prevodnikem D/A ziskat signdl velmi blizky pavodnimu
analogovému signalu.

pred A/D

za D/A

Obrazek 6.10:  Aliasing v ¢asové oblasti

Na obrazku Obrazek 6.10 je zndzornén jiny analogovy signdl. Jeho vzorkovanim a
zpétnym prevodem jsme vSak ziskali vysledek shodny s vysledkem v obrazku Obrazek 6.9.
To asi neni dobfe. Mate pro uvedeny jev néjaké vysvétleni? Néco nebylo dodrZeno.

Piiklad 6.1: Vzorkovaci kmitocet

Recovy signal méa spektrum shora omezeno kmitodtem 3 kHz. Navrhnéte vzorkovaci
kmitocet f,_= 1/T.

Piiklad 6.2: Aliasing

Harmonicky signal s kmitoctem 5 kHz je vzorkovan se vzorkovacim kmitoctem 8 kSa/s.
Bude spektrum vzorkl obsahovat néjakou slozku s kmitoctem v intervalu <0, 4 kHz>?

Piiklad 6.3: A/D prevod
Pii telekomunika¢nim pienosu feCovych signali se pouziva vzorkovaci kmitocet 8 kSa/s a
osmibitoveé vyjadieni vzorku. Jaka je doba trvani jednoho signalového prvku?
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7 Signaly s diskrétnim ¢asem

7.1 Diskrétni ¢as

Casova osa signél s diskrétnim Gasem je tvofena koneénou nebo spodetnou mnoZinou
okamziki. V technické praxi je to nej¢astéji mnozina {n7, n € Z}, nebo jeji podmnoZina. Z
je mnozina celych ¢isel. Pokud polozime 7 = 1s, bude ¢asova osa tvofena mnozinou Z s tim,
ze n ma fyzikalni vyznam casu. MiiZeme vSak také zavést relativni cas n7/T = n, ktery je
bezrozmérnou veli¢inou. Normovany ¢as n se pii popisu signalu s diskrétnim ¢asem kvuli
obecnosti a stru¢nosti pouziva standardné.

Diskrétni signaly budeme podle potieby oznacovat s(n) nebo s(nT). Nebude-li feceno
jinak, budeme v této 1 v nasledujici kapitole pfedpokladat, ze diskrétni signaly maji konec¢nou
absolutni hodnotu pro vSechna ptipustna .

a)

-T 0 T 2T 3T 4T 5T nT

Obrizek 7.1:  Casova osa diskrétniho signalu
7.2 Zakladni diskrétni signaly

7.2.1 Jednotkovy impulz

Jednotkovy impulz s diskrétnim ¢asem je posloupnost definovana rovnici

5(n) I pro n=0, 71
n) = .
0 pro n=#0. (7.1)

Posloupnost je graficky zndzornéna na obrazku Obrazek 7.2a.

Snadno se miiZzeme presveédcEit o platnosti vztahu

00

Zs(m)ﬁ(n—m)zs(n) (7.2)

m=—0

platného pro libovolnou posloupnost s(7).

7.2.2 Jednotkovy skok

Jednotkovy skok s diskrétnim ¢asem je definovéan rovnici

B I pro n2=0, 73
u(n) = )
0 pro n<O. (73)
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Je graficky znazornén na obrazku Obrazek 7.2b.

1,
5 (n)
0.5+
0F O O O O O O O
| | | | | | | |
3 2 1 0 1 2 3 4
n
1,
u(n)
0.5+
0r O O ©)
1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 0 1 2 3 4

Obrazek 7.2:  Jednotkovy impulz a jednotkovy skok

7.2.3 Harmonicky signal
Jestlize existuje celé kladné Cislo N takové, ze
VneZ:s(n)zs(n+N), (7.4)

fikdme, ze posloupnost {s(n)} je periodickd s periodou N. Nejmensi moznou hodnotu N
oznac¢ime N, a nazveme zékladni periodou.

A

S

B N o
®
©
—o
—o
®
©
—0
—o
—o
©
®
©

Obrazek 7.3:  Posloupnosti cos(0,17tn)a4 cos(0,2nn + 0,31)

Harmonickym signdlem s diskrétnim casem nazveme posloupnost {s(n)} definovanou
vztahem
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s(n): C cos(a)ln + ¢, ), (7.5)
kde C, je redlna kladné konstanta, amplituda,
o, je realnd kladna konstanta, (normovany) thlovy kmitocet a
@, je realna konstanta, pocatecni faze.
Odpovidajici signél s, (n7) se skutecnym ¢asem nT je mozné zapsat vztahem
S (nT):Cl cos(c<)11sz+(o1 ), (7.6)
kde (2 je skutecny thlovy kmitocet. Protoze plati s(n)=s, (nT) je zfejmé, ze skuteny thlovy
kmitocet £2a normovany Uthlovy kmitocet @ jsou svazany vztahem

w=QT. (7.7)

7.2.4 Exponencialni posloupnosti

V teorii diskrétnich signdlii a systémi se Casto setkdvame s posloupnosti fidici se
vztahem:

s(n) = {A exp(—an) pro n>0, (78)

0 pro n<0.
a je realné konstanta.

Vedle ryze redlnych posloupnosti pouzivame nékdy v teorii i v praxi komplexni
diskrétni  signaly, které mohou byt vyjadfeny dvojici posloupnosti realnych.
Nejvyznamnéj$im komplexnim signalem je exponenciadlni posloupnost s ryze imaginarnim
exponentem

s(n)=exp(jo,n). (7.9)

O jeji periodicit¢ a mnohoznacnosti vyjadieni plati totéz, co bylo feceno o posloupnosti
harmonické.

7.3 Operace se signaly

7.3.1 Prirazeni periodické posloupnosti posloupnosti délky NV
Posloupnost délky N je posloupnost {s(n)}, pro kterou plati:
s(n)=0 pro ng(0,N-1). (7.10)
O hodnotach s(n) pfi ne(0, N-1) se nic nepravi, mohou byt rizné od nuly i rovny
nule.

Nadefinujeme si funkci modulo N: mod,(x) je Cislo z intervalu <0, N-1), vzniklé
pri¢tenim vhodného celistvého nasobku ¢isla N k €islu x.

Periodickou posloupnost {s (n)} s periodou N pak mizeme k posloupnosti {s(n)} délky
N piifadit vztahem

5(n)=s[mod , (n)] (7.11)
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7.3.2 Okno

Pravouhla okénkova funkce R,(n) je definovana vztahem

1 pro ne<O,N—l>,

0 pro nﬁ(O,N—l). (7.12)

Ry (n)= {

Pomoci této funkce miizeme libovolnou posloupnost pievést na posloupnost délky N.
Miizeme naptiklad periodickou posloupnost {5 (n)} s periodou N pievést na posloupnost
{s(n)} délky N tim, Ze plivodni posloupnost s (n) vyndsobime okénkovou funkci R,(n):

s(n)=5(n)Ry (n). (7.13)
5
4 -
3L ,
E 2 i
12
1L ,
0, |
1 I I I I I I I I I I I
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3
m
5
4 -
3, |
7]
1L ,
0, |
-1 1 | 1 1 1 1 1 ! ! ! !
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
m
5
4+ -
— 3t 1
£ 2
% 1k -
0, |
-1 1 | 1 1 1 1 1 ! ! ! !
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
m
15
10+ .
G
N
5, |

N
-
[¢,]
-

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Obrazek 7.4: Linearni konvoluce
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Krom¢ pravouhlého okna se pouziva fada dalSich. Usnadiiuji nam navrh nékterych filtra
a dobfte také slouzi pii spektralni analyze. Tyto zélezitosti vSak nespadaji do této kapitoly.
7.3.3 Linearni konvoluce

Linearni konvoluci posloupnosti  {s,(n)} a {s,(n)} rozumime posloupnost {z(n)} danou
vztahem

z(n)zZsl(m)sz(n—m). (7.14)

Nalezeni linearni konvoluce signalta délky 2: s5,(0)= 2, s,(1)=4, s,(0)=1a s,(1)=3.
je naznaceno na obrazku Obrazek 7.4.

s(n)

o N »

O]

O]

—0

464
NEEO

®

®

L L L

s(n-1)

o N B
®©

or®

| S |

—0
O]
O]
! ! !

®
L L L L L L
2 1 1 2 3 4

=4 :

c

o

€

%0 ®© ® ® ® ® -
L L L L L L L
2 1 0 2 3 4

Obrazek 7.5:  Lineérni a cyklické posunuti

7.3.4 Kruhové posunuti

Kruhovym posunutim o m rozumime operaci, kterd posloupnosti {s(n)} délky N
pfifazuje posloupnost {R,(n)s[mod,(n -m)]}. Vizualn¢ se nam pfi posouvani signalu vraceji
hodnoty z konce signdlu na zacatek. Stejného vysledku dosdhneme, budeme-li se na
zperiodizovanou posloupnost divat okénkem o Sifce jedné periody. Z této piedstavy vychazi
defini¢éni vyraz {R,(n)s[mod,(n -m)]}.

7.3.5 Kruhova konvoluce

Kruhova konvoluce miiZze byt pro posloupnosti {s,(n)} délky N a {s,(n)} délky N

definovana vztahem
N-1

z{n)=s5,(n) o 5,(n)= Ry () s, (m)s, [mod (n—m)] (7.15)

m=0
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Nalezneme pro signaly délky N = 2: s5,(0)= 2, s,(1) =4, s50)=1a s,(1) =3
kruhovou konvoluci. Re$eni je nazna¢eno na obrazku Obrazek 7.6.
Kruhovou konvoluci miizeme také definovat vztahem
sl(n)os2 ZS1 s2 n— m (7.16)
m=0
kde {5 ,(m)} a {5 ,(n-m)} jsou periodické posloupnosti speriodou N, piifazené
posloupnostem {s,(n)} a {s,(n)}

5
41 _
3+ B
T 2/ .
1+ B
0 B
-1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 0 1 2 3 4
m
5
4L il
3+ B
5 2 .
1+ B
(S B
_1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 0 1 2 3 4
m
5
4L il
3+ B
5 2 .
1+ (0) 0] (0] E
ol | | | ]
-1 L L L L L I I
2 1 0 1 2 3 4
m
15F ]
10} g
=
5 B
oFr ® ® ® ® ® 4
2 1 0 2 3 4
n
Obrazek 7.6:  Kruhova konvoluce
Periodickou posloupnost
Z(n) = ZS s2 n— m (7.17)

nazyvame periodickou konvoluci.

Priklad 7.1: Normovany kmitocet
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Harmonicky signdl s(f) s kmitoétem 400 Hz je vzorkovdn se vzorkovacim

kmitoc¢tem 8 kSa/s. Ur€ete normovany thlovy kmitoc€et o, signalu ziskaného vzorkovanim.
Priklad 7.2: Modulo
Urcéete mod,(x) prox=1,5,-2,8a3.

Priklad 7.3: Linearni konvoluce
Najdéte linearni konvoluci signalu s;(n) délky 8 a signélu s,(n) délky 3:
51(0)=0, s;(D =1, 5(2)=0, 5,3)=-1L,
5,(4)=0, 5,5 =1, 5(6)=0, 5,(7)=-1,
S2(O) = 17 Sz(l) = 17 S2(2) = 1

Priklad 7.4: Kruhova konvoluce
Jsou dany dvé posloupnosti délky 4:

5:(0)=2, s;(D=1, 5(2)=0, 5,3)=-1,
S2(O) = 13 Sz(l) = 23 S2(2) = 23 S2(3) =1.
Najdéte prvek z(1) jejich cyklické kovoluce.
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8 Diskrétni Fourierova transformace

Fourierovska zobrazeni signall se spojitym ¢asem se natolik osvédcila, ze byla snaha
zobrazit v kmitoctové doméné i signdly s diskrétnim ¢asem. Prvnim projevem této snahy bylo
zavedeni Fourierovy transformace diskrétniho signalu. Jeji vyznam je dan tim, ze je
uzite€nym nastrojem pro popis systémi s diskrétnim casem v kmitoctové oblasti, €ili pro
zavedeni a pouzivani kmitoc¢tovych charakteristik systéma s diskrétnim ¢asem, 10.6.

8.1 Fourierova transformace diskrétniho signalu

Kdyz jsme se v 6. kapitole snazili zjistit, jaky je charakter spektra diskrétniho signalu,
pomohli jsme si tim, ze jsme rovnici ( 6.1 ) zavedli posloupnost idedlnich vzorki. Pro 7= 1
by byla popsdna vztahem

00

sv(t): ZS(n)§(t—n) (8.1)

n=—x

a jeji spektrum by bylo dano vztahem

S (@)= iS(a)—an), (8.2)

kde S(w) je spektralni funkce signalu s(7) se spojitym Casem.
ZapiSeme si spektralni funkci S(w) pomoci definiéniho vztahu Fourierovy

transformace:

o0

5,(@)= [ 3 s)8(t—n)expl- jorkt = 3 s(n)expl(- jeon). (83)

—oohl=—%0 n=—w

Funkce S () je periodickou funkci thlového kmitoctu @ s periodou 2.

Fourierovu transformaci signalu s diskrétnim casem (discrete-time Fourier transform,
DTFT) definujeme obdobnym vztahem:

o0

§(ej“’): Zs(n)exp(— jan) (8.4)

n=-w

pro ty posloupnosti {s(n)}, pro které fada na pravé strané rovnice konverguje.

Funkce S (¢/#) je vici proménné o periodicka s periodou 2m. Vyplyva to z
periodicity funkce exp(-jewn). Bude nam uzitecna pti popisu linearnich ¢asové invariantnich
systémi s diskrétnim Casem.

K funkci § (e/?) 1ze zpétné vypocitat posloupnost {s(n)} pomoci integralu:

s(n)= i Ig(ej“’ )exp(ja)n)da). (8.5)

0
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8.2 Diskrétni Fourierova rada

Hledéni efektivniho algoritmu pro numericky vypocet koeficientli Fourierovy fady vedl
k objevu FFT (Fast Fourier Transform, Rychld Fourierova transformace). Algoritmus je
natolik vykonny, ze si vynutil vybudovani teoretického aparatu, aparatu diskrétni Fourierovy
transformace, DFT. Ta je dal§im a jeSt€¢ vyznamnéjSim néstrojem pro zobrazeni signalu
s diskrétnim Casem v kmitoCtové oblasti. My se ale do DFT nepustime hned, probereme
nejprve diskrétni Fourierovu fadu (DFR) . Ta nam umoZzni pomérné snadno pochopit
vlastnosti a chovani diskrétni Fourierovy transformace.

8.2.1 Definice diskrétni Fourierovy rady

Diskrétni Fourierova fada (DFR) pfifazuje periodické posloupnosti {5 ()} s periodou
N obraz { S (k)}, periodickou posloupnost s periodou N:

-1

§(k) =S ;(n)exp(_ j%kn} (86)

n=0
VInovkou je oznacena periodicita.

Zpétna diskrétni Fourierova tada piifazuje periodické posloupnosti {§ (k)} ptvodni
posloupnost {5 (n)}

§(n)=— §(k)exp(j%knj. (8.7)

Rovnost ve vztahu ( 8.7 ) je rovnosti obyc€ejnou, ne rovnosti ve smyslu skoro vzdy, jak

tomu bylo u klasické Fourierovy fady. Co predstavuji veliCiny S (k)? Jsou to komplexni Cisla,
prvky spektra posloupnosti {5 (n)}. Veli¢ina k neni kmitocet, je to pofadové ¢islo spektralni
slozky. Normovany kmitocet @, pfisluSny k této sloZce je dan vztahem

2
, =W"k. (8.8)

Skute¢ny kmitocet o, pfi 7# 1 muze byt vypocten s vyuZzitim vztahu ( 7.7 ).
Na obrazku Obrazek 8.1 je znazornén signal
§(n)=1+2sin0,1257n. (8.9)
Zaklaedni perioda tohoto signdlu je N=16. Spocitdme diskrétni Fourierovu fadu.

Modulové spektrum obsahuje slozky s thlovymi normovanymi kmitocty 0, 0,125 a 1,875m.

Stejnosmérna slozka posloupnosti § (1) je zobrazena koeficientem S (0)=16, coz je N-
nasobek konstantni (stejnosmérné) slozky signalu s (). Harmonicka slozka signalu 5 (n) je

v jedné period¢ spektra zobrazena koeficienty S (1) = 16exp(-jm/2) a S (15) = 16exp(+jn/2).
Jejich moduly jsou rovny poloviéni amplitudé vynasobené N, argument S (1) je roven
pocate¢ni fazi harmonické slozky signalu 5 (n) a S (15) mé argument opacny.

8.2.2 Vlastnosti diskrétni Fourierovy rady

8.2.2.1 Obraz realné posloupnosti
Obecné¢ muze byt diskrétni Fourierova fada definovana pro komplexni posloupnost
5 (n). Pro realnou posloupnost 5 (n) ma obraz S (k) nasledujici vlastnost:
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~
*

S(k)=S"(N—-k). (8.10)
Tuto vlastnost doklada Obrazek 8.1. Z periodicity S (k) pak dale vyplyva
S(k)=S"(~k). (8.11)

Podobnost se vztahem ( 2.13 ) neni ndhodna.
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151 "o @ 0o |
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2 T
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D 0 1
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Obrazek 8.1: Diskrétni Fourierova fada

Plati-li pro realnou posloupnost 5 (n) navic 5 (n) = 5 (-n), (takze je i 5 (n) = 5 (N-n)),
jsou vSechny koeficienty S (k) ryze reéalné.
8.2.2.2 Linearita

Obrazem line4rni kombinace posloupnosti s periodou N je linearni kombinace obrazi:

DFR{a5, (n)+ b5, (n)} = {aS, (k) + bS, (k)}, (8.12)

a a b jsou konstanty, {S,(k)} je obrazem posloupnosti {5 ,(n)}, {S,(k)} je obrazem
posloupnosti {5 ,(n)}.
8.2.2.3 Obraz posunuté posloupnosti

Obrazem posunuté posloupnosti {5 (n-m)}, m je Cislo celé, je posloupnost

{g(k)exp(— j%"kmj}, (8.13)

{S (k)} je obraz posloupnosti {5 (1)}.
8.2.2.4 Obraz periodické konvoluce

Periodickd konvoluce {Z (n)} periodickych posloupnosti {5 ,(n)} a {5 ,(n)} s periodou
N je definovana vztahem ( 7.17 ). Obrazem DFR posloupnosti {Z (1)} je posloupnost s prvky
S (k) S (k).
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8.3 Diskrétni Fourierova transformace

8.3.1 Definice diskrétni Fourierovy transformace

Diskrétni Fourierovu transformaci (discrete Fourier transform, DFT) zavedeme
prostiednictvim jiz zavedené diskrétni Fourierovy fady. Ne€ini se tak kviili uspofe psani, ale
proto, aby se oziejmily nékteré jinak obtizn¢ vysvétlitelné vlastnosti DFT.

Diskrétni Fourierova transformace pfitazuje posloupnosti délky N jinou posloupnost
délky N. Origindl je {s(n)}, obraz je {S(k)}. Nalezeni obrazu DFT posloupnosti {s(n)} délky
N muze byt rozdéleno do nasledujicich tfech krokt:

1. posloupnosti {s(n)} délky N piitadime periodickou posloupnost {5 (n)} s periodou N,
2. nalezneme obraz { S (k)} =DFR{5 (n)},

3. periodické posloupnosti { S (k)} ptitadime posloupnost délky N.

Souhrnné lze napsat nasledujici vztah pro vypocet obrazu DFT posloupnosti {s(#)}:

S(k)= RN(k)fs[modN(n)]exp(_ j%knj _ RN(k)fs(n)exp(_ j%knj. (8.14)

n=0

n=

Z vypoctarského hlediska je vyraz R,(k) ve vztahu ( 8.14 ) prakticky nadbytecny, a
proto se v literatufe Casto vynechavd. To mize vést k mylnému dojmu, ze obraz DFT je
periodicky.
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Obrazek 8.2: Diskrétni Fourierova transformace

V horni ¢asti obrazku Obrazek 8.2 je znazornén signal
s(n)= R, (n)1+2sin0,1257n). (8.15)

Modulové spektrum a argumentové spektrum jsou nakresleny na dal§ich dvou cEéstech
obrazku Obrazek 8.2.
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Zpétna (inverzni) diskrétni Fourierova transformace (DFT-!, IDFT) mlize byt rozlozena
do nasledujicich tfech etap:

1. posloupnosti {S(k)} délky N pfifadime periodickou posloupnost {§ (k)} s periodou
N,

2. k posloupnosti {§ (k)} vypocteme zpétny obraz DFR podle vztahu ( 8.7 ),

3. k periodické posloupnosti {5 (n)} ptifadime posloupnost {s(n)} délky N.
Zpétnou diskrétni Fourierovu transformaci mizeme formalné zapsat vztahem

1 & 2n
S(n)zRN(n)—ZS(k)exp Jj—nk | (8.16)

Ni= N
I vtomto piipad€ byva v literatufe vynechdvana okénkova posloupnost R,(n). Vztah

( 8.16 ) je obycCejnou rovnosti, ne rovnosti ve smyslu skoro vzdy, jak tomu bylo u klasické
Fourierovy fady.

8.3.2 Vlastnosti obrazu
8.3.2.1 Obraz realné posloupnosti
Pro obraz {S(k)} realné posloupnosti {s(n)} délky N mizeme psat:
Vk (1, N -1y S(k)=S"(N —k) (8.17)
Tuto vlastnost si miizeme ovéfit pomoci obrazku Obrazek 8.2.
Pokud je navic realné posloupnost symetricka tak, ze
Vn &I, N —1%: s(n)=s(N -n), (8.18)

jsou vSechny prvky S(k) obrazu ryze realné.
8.3.2.2 Linearita
Obrazem linearni kombinace posloupnosti délky N je linearni kombinace obrazii:

DFT{as, (n)+bs,(n)} = {asS, (k) +bS, (k)}, (8.19)
a a b jsou konstanty, {S,(k)} je obrazem posloupnosti {s,(n)}, {S,(k)} je obrazem
posloupnosti {s,(n)}.
8.3.2.3 Obraz cyklicky posunuté posloupnosti

Obrazem cyklicky posunuté posloupnosti {R,(n)s[mod,(n -m)]}, m je cislo celé, je
posloupnost

{s(wexp(—j%“mj},

{S(k)} je obrazem posloupnosti {s(n)}.
Pro linedrné posunutou posloupnost Zadné jednoduché poucka neplati!

Definice DFT prostiednictvim DFR ndm naznaduje, pro¢ se v nasi pouéce objevilo cyklické
posunuti misto obyc¢ejného.
8.3.2.4 Obraz cyklické konvoluce

Obrazem cyklické konvoluce dvou posloupnosti {s,(n)} a {s,(n)} délky N je
posloupnost {S,(k)S,(k)}.
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Priklad 8.1: Diskrétni Fourierova transforamce
Je dan signal délky 4: s(0)=1, s(1)=1, s(2)=-1, s(3)=-1. Naleznéte obraz
DFT signalu.

Priklad 8.2: Viastnosti DFT
Reélna posloupnost s(n) délky N=1024 ma prvek S(1) =5+3j. Urcete prvek S(1023).

8.4 Rychla Fourierova transformace

V roce 1965 publikovali panové Cooley, J.W. a Tukey, J.W. zajimavy algoritmus pro
vypocet vztahu ( 8.14 ). Tento algoritmus, nazyvany FFT (Fast Fourier Transform) neboli
rychla Fourierova transformace, byl velmi efektivni a pomohl prosadit algoritmy ¢islicového
zpracovani do praxe. Objev algoritmu byl podnétem k vybudovani teorie diskrétni Fourierovy
transformace. UkaZeme si proc je tento algoritmus tak vyhodny.

Vezméme datovou posloupnost o velikosti N =4. Obraz DFT ma4 tento defini¢ni tvar

3 (8.20)
= R4(k)Zs(n)exp(—]—knj, k=0,1,...N
n=0
Nyni rozepiseme vztah ( 8.20 ) pro jednotlivé hodnoty k=0, 1,2 a 3:
k=0
5(0)=5(0)+s(1)+s(2)+s(3).
k=1
T _3n
— 2 Jm 2
S1)=s(0)+s(1)e "2 +s(2)e ™ +s(3)e (821)
k=2
S(2)=5(0)+s()e ™ +5(2) e/ +5(3) e "
k=3
SB3)=s(0)+s(1)e "2 +5(2)e " +5(3)e 2
Z matematiky je znam Euleriv vztah:
e =cosx+ jsinx. (8.22)

Komplexni exponencialni funkce ¢” je tudiz periodickd, a tak lze provést prepodet nékterych
Clenu v ( 8.21):

e -j* j -

e’ 2=¢/".e’2=(-1)e 2=—¢ "2,

—j3n —j2n —jn —jn —jn

e’ Tt e M =1.e /M =", (8.23)
_pn _en 3w _j3n pm _pm

e " 2 2 e 2 AL (—l)e 2 e 2,

e /M =1,/ =1, " =1,
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Dosadime-li vztahy ( 8.23 ) do ( 8.21 ), obdrzime:

$00)= 5030556

s(1)e 72 —s(2)-s(3)e 72 .

s15(2)-500). (824)
!

s)e 2 —s(2)-s(3)e 2

eny a zménime pofadi ¢lenti:

s(2)+s(1)+s(3).

@) [s0)-s6))e 2.

s(2)=[s()+s(3)). (8.25)

)
56)=5(0)-5(2)-[s(1)-s(3)] e ”2 .

Vidime, Ze rovnice ( 8.25 ) maji podstatné jednodussi tvar nez rovnice ( 8.21 ). Pro
ziskéni vSech Ctyf  spektralnich  slozek potfebujeme pouze vypocitat Cinitel

S(1)=5(0)+
5(2)=15(0)-
S(3)=s(0)-
Sdruzime-li n¢které ¢l
)+

)-

)+

s(0
s(0
s(0

!
(=]

)=
)

%)
—

S(2

(0)=s(0
(1)=s(0
(2)=5(0

~j5 , . oy . , . , T,
e 2= COSE_ Jj smz =—j . Na obrazku 8.3 vidime zakladni operace nasobeni a secitani pro

grafy signalovych tok, které pouzijeme pro grafické zobrazeni vypoctu algoritmu typu FFT.

s(n) a as(n) $(1) s,(n)+s,(n)
o——>—>0
nasobeni konstantou a s,(n) secitani
S3(l’l) a C
cla s, (n)+b s,(n)]
$,(1) b

nasobeni a secitani
Obrazek 8.3:  Operace vyjadiené pomoci grafu signalovych tokd.

Pomoci symboli na obrazku 8.3 zapiSeme rovnice ( 8.25 ) do grafu signalovych tok.
Vysledek vidime na obrazku 8.4.

Protoze graf signalovych tokli pro dvoubodovou posloupnost pfipomina svymi kiidly
motylek (butterfly), tak se této zakladni operaci také tak fika.

Abychom dostali hodnoty spektra S(k), £ =0, 1, 2 a 3 v pfirozeném potadi, tak musime
vstupni posloupnost s(0), s(1), s(2) a s(3) setfadit vtzv. bitové-reverzovaném poradi.
ZapiSeme-li indexy vstupni posloupnosti v binarnim tvaru, tak dostaneme:
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0 00

1 01

2 10

3 1.
5(0) o—>—o——> s(0)+s(2) o——= S(0)
5(2) 1 5(0)—s(2) S(1)
5(1) o0——= s(1)+s(3) S(2)
5(3) o0——> s(1)—s(3) o 2 > S(3)

—1
Obrazek 8.4:  Rovnice ( 8.25 ) zapsané pomoci grafii signalovych tokd.

Jestlize zapiSeme binarni ¢islo v opa¢ném potadi, dostaneme indexy ve tvaru bitové —
reverzovan¢ho potadi:

00 0
10 2
01 1
11 3.

V ptipad€é N = 8 bude bitové-reverzovana posloupnost indext vypadat takto: 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3,
7.

5(0) o—s>—a—>—> S(0)
0
e <
5(2) o> S(1)
—1
5(1) o—>—a—>—> S(2)
0
W4
5(3) o—>— >0 S(3)
—1
Obrazek 8.5:  Algoritmus FFT typu DIT pro N = 4.
_om
Komplexni exponencidla e *V se v oboru &islicového zpracovéani signlu oznacuje
symbolem:
_;2m
wr=e N (8.26)

Graf signalovych tokl na obrazku Obrazek 8.4 dostane tvar podle obrazku Obrazek 8.5.
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Obrazek 8.6:  Algoritmus o zékladu 2 typu DIT pro N = 16.

Algoritmus ukazany na obrazku Obrazek 8.5 patii do skupiny algoritmt typu DIT
(Decimation In Time). Vyplyva to ztoho, zZe posloupnost vstupnich dat délime na dvé
posloupnosti. Prvni z nich ma ¢leny se sudymi indexy a druha posloupnost obsahuje ¢leny
s lichymi indexy. Tyto dil¢i posloupnosti délime dale stejnym zplisobem, az nam zlstanou
dvoubodové zékladni posloupnosti pro realizaci operace motylku. To plati v pfipadé, Ze
vychozi podet &lend posloupnosti N je mocninou &isla 2, jako napt. 16 = 2%, 1024 = 2'* apod.
Existuji také zékladni motylky pro 3 bodové nebo 5 bodové posloupnosti apod. Na obrazku
Obrazek 8.6. je ukazan algoritmus typu FFT pro N = 16.

Existuje 1 druha velkd skupina algoritmt FFT, kter4 je oznacovana jako algoritmy typu
DIF (Decimation In Frequency). Vstupni datova posloupnost se nedéli podle sudych a lichych
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indexti, ale pifimo na dvé poloviny. Dil¢i posloupnosti se opét déli na poloviny apod.
Porovnani zakladnich operaci — motylku pro algoritmy typu DIT a DIF vidime na obrazku
8.7.

A o—>—a A+W{B A 0 o A+ B
w; wr
B o—>—s >—> A-W;B B o> o (4-B)W
- -1
algoritmus typu DIT algoritmus typu DIF

Obrazek 8.7:  Motylek pro dvé skupiny algoritmi

Chceme-li zjistit tsporu poctu soucintl a souctli pouzitim algoritmu typu FFT vici DFT,
pak vypocitdme pocet operaci motylku v jednotlivych stupnich. UvaZzujme algoritmus FFT o
zakladu 2, tj. kdyz N je mocninou ¢isla 2. ProtoZe operace ndsobeni je pfi realizaci ¢asoveé

24

m=1log, N. (8.27)

V kazdém stupni je provedeno N/2 operaci motylku. Operace motylku obsahuje 2
souciny. Celkovy pocet soucint pii realizaci algoritmu FFT je mN/2.

3
250.10 podet
komplexnich
soucini
200.10° — T
a, =1137
150.10° —
100.10° — ptimy vypocet
50.10° uspora
36,6 64 krat
FFT
! |
0 32 64 128 256 512 — N

Obrazek 8.8:  Porovnani poctu operaci
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Podet soudintl pro piimy vypodet DFT podle defini¢niho vztahu ( 8.14 ) je N*. Usporu
poctu operaci soucinu miizeme vyjadfit pomoci Cinitele
2
o =N _ 2N (8.28)
" m-N/2 log,N
Naptiklad pro N = 16 je Gispora

a, = 2-16 ¢ (8.29)
log, 16

Prabéh Cinitele o, v zavislosti na N je vidét na obrazku Obrazek 8.8.
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9 Nahodné signaly s diskrétnim ¢asem

9.1 Definice nahodného signalu s diskrétnim ¢asem

Obdobné jako v paté kapitole budeme se i zde zabyvat signily s nepravidelnym
prib&hem. Tentokrat to budou signaly s diskrétnim ¢asem. Uvedeme si tfi piiklady.

1. Posloupnost vzorkii Sumového napéti odecitanych vzdy po uplynuti jedné
mikrosekundy.
2. Zaznam vySek povrchu obrobku ziskany pii oveéfovani drsnosti povrchu,

stanovovanych vzdy po posunuti métidla o jeden mikrometr v pfimém sméru
rovnobézné s povrchem.

3. Zaznam cisel padajicich pfi hazeni hraci kostkou.
—
t
O ti—2 ti_l ti ti+1
I I I I I I I I I
. .I J ! | | n
0 i-2 i-1 i i+1

Obriazek 9.1:  Rozlozeni okamzikl #, na ¢asové ose

U ptikladd 1 a 3 jsou posloupnosti Cisel vyjadiujicich signaly vazany na cas ¢. U
pfikladu 1 je rozlozeni Casovych okamzikdl ¢, jimz jsou pfifazeny hodnoty signélu,
rovnomérné. V piikladu 3 se jednotliva ¢isla vyskytuji v ¢ase za sebou, avSak jejich konkrétni
rozmisténi na ¢asové ose neni rozhodujici, zalezi v podstaté jen na poradi Cisel pln¢ uréeném
jiz indexem i. Ptiklad 2 je obdobny piikladu 1, ¢as # je vSak nahrazen vzdalenosti /, tedy jinou
fyzikalni veli¢inou.
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Obrazek 9.2: Soubor realizaci
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Matematickym nastrojem pro popis diskrétnich nahodnych signalti jsou diskrétni
nahodné neboli diskrétni stochastické procesy. Pii definovani diskrétniho nahodného procesu
vyuzijeme, obdobné jako v paté kapitole, pojem nahodna veli¢ina. Diskrétni nahodny proces
(discrete-time random process) miiZze byt zaveden jako systém ndhodnych veli¢in {;ft, ter, },

kde {7} je spocetna nebo kone¢na mnozina okamzikl ¢, tj. mnozina {... ¢ ,, ¢, ,, t, t,,, ...}

V technickych aplikacich jsou okamziky ¢, nejcastéji rozloZeny rovnomérné, Vie Z: ¢,
=1iT, kde T je konstanta, vzorkovaci interval, a Z oznacuje mnozinu vSech celych ¢isel. Tento
piipad je znazornén na obrazku Obrazek 9.1.

Podobn¢ jako u determinovanych signalti s diskrétnim Casem 1 zde piinasi zkraceni
matematického popisu piedpoklad 77=1. Pro tento pfipad diskrétnim ndhodnym procesem,
nahodnou posloupnosti (random sequence), nazveme systém nahodnych Veliéin{ L NE Z}.

Néahodny proces oznacime &(n). Nahodny proces je pln€ popséan, jsou-li pln€ popsany
nahodné veli¢iny & pro vSechna n € Z a jsou-li zarovenl pln¢ popsany vSechny vztahy mezi
témito veli¢inami. Veli¢ina n je pro nami uvazovany piipad normovanym diskrétnim ¢asem.

9.2 Mnozina realizaci

Tim, Ze pro vSechna neZ nabude kaZzd4 nahodna veli¢ina & nahodné, s prisluSnou
pravdépodobnosti a pfirespektovani vztahti k ostatnim nahodnym veli¢inam, né&jaké
konkrétni hodnoty x(n), vznikne posloupnost, kterou nazyvame realizace diskrétniho
nahodného procesu. Soubéznym ziskdnim nékolika takovychto posloupnosti je vytvoien
soubor realizaci ndhodného procesu.

Z experimentalniho hlediska mize byt ndhodny signal definovdn mnozinou podminek,
komplexem okolnosti, za kterych vznikd a probihd. Soub&Znym nékolikandsobnym
uskutecnénim souboru podminek miizeme ziskat soubor ndhodnych signalt skute¢nych, ktery
by byl souborem realizaci ndhodného procesu, pokud by byly podminky pro vytvareni
jednotlivych signalti presné stejné. Zpravidla predpokladdme, Ze jsou stejné a na soubor
nahodnych signal nahliZime jako na soubor realizaci nahodného procesu.

x1

o =
—O
—O
—O
—O
L L

AN{Bi

~o—

Hoo 13—
1

%)AW
—O» jo—
ol
ol
L

x2
o -
—O=

Hoo Ho—
|

—O1N FO—
w bk
ok
ok

—OI~N FC—

x3

o =
—O1= F
464#4

Hoo FO—
Jon lo—
do ko—

=
BNy
I~

O [O—
|

x4
o -
4@4'54

L

o rO—

H{o O

AN FC—
|

—OIN FO—
BN
—OHo FO—

—Ooo -
!

x5
-~ o
= O

s Fo—
L

,\,4
o L
ok
ol
~L
ol

n

Obrazek 9.3:  Realizace ndhodného procesu s diskrétni mnozinou hodnot



Signaly a soustavy 95

Uvedeme si dva piiklady diskrétnich ndhodnych procesi. V prvém ptipadé bude
mnozina hodnot, kterych ndhodny proces mtize nabyt, spojitd, ve druhém piipad¢ diskrétni. Je
nutné zdaraznit, ze tato diskrétnost neni onou diskrétnosti, ktera figuruje v nazvu diskrétni
nahodny proces.

Nahodné veli€iny &, tvofici prvni diskrétni ndhodny proces, maji pro vSechna n
normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a se smérodatnou odchylkou o = 2. Veliiny
&,a &, jsou pro viechna n, € Z an, € Z piin, # n, nekorelované. Realizaci ndhodného
procesu bychom mohli ziskat tak, ze bychom s relativné dlouhym vzorkovacim intervalem 7
odebirali vzorky ergodického Sirokopasmového normalniho Sumu s nulovou stejnosmérnou
slozkou a s efektivni hodnotou 2. P&t realizaci tohoto ndhodného procesu nam ukazuje
Obrazek 9.2. Jednotlivé realizace jsou odliSeny geometrickym tvarem znacek vyznacujicich
hodnoty, kterych ndhodny proces nabyl. Distribu¢ni funkce procesu je nakreslena na obrazku
Obrazek 9.4. Funkci rozdéleni hustoty pravdépodobnosti najde ¢tenai na obrazku Obrazek
9.6.
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Obrazek 9.4: Distribu¢ni funkce
F(x,n)
1 O
O 0.5 ¢
e— O T
-1 0 1 X

Obrazek 9.5:  Distribu¢ni funkce druhého procesu
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Nahodné veli¢iny &, tvorici druhy diskrétni ndhodny proces, maji pravdépodobnost
P(1) vyskytu hodnoty 1 rovnu 0,5 a pravdépodobnost P(-1) vyskytu hodnoty -1 rovnu také
0,5. Veli€éiny &, a &, jsou pro vSechna n,e Z a n, e Z pii n, #n, statisticky
nezavislé. Pét realizaci tohoto ndhodného procesu je znazornéno na obrazku Obrazek 9.3.
Byly ziskany na pogitadi, pomoci generatoru pseudonahodnych &isel. Ctenat si miize takovéto
realizace snadno vytvofit pomoci hazeni péti minci. Postupnym vrhanim minci a zapisovanim
vysledki ziska posloupnosti, které jsou pozadovanymi realizacemi diskrétniho ndhodného
procesu. Teoreticka distribu¢ni funkce tohoto procesu je nakreslena na obrazku Obrazek 9.5.
Funkce ma schodovity charakter zplisobeny tim, ze mnozina moznych hodnot ndhodného
procesu je diskrétni. Rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu moznych hodnot je nakresleno na
obrazku Obrazek 9.7.

U prvniho ptikladu je pro vSechna n € Z mnozinou moznych hodnot mnozina redlnych
¢isel. Ve druhém piipad¢€ je mnozinou moznych hodnot mnozina {-1,1}.

Obé distribucni funkce, které zndzornuji obrazky Obrazek 9.4 a Obrazek 9.5, maji tfi
shodné vlastnosti: Hodnota v —o je rovna nule, hodnota v +o je rovna jedné a funkce je
neklesajici. Tyto tfi vlastnosti maji vSechny distribu¢ni funkce.

0.2+ B

Obrazek 9.6:  Hustota pravdépodobnosti

Ax,n)

0.57

Obrazek 9.7:  Rozdéleni pravdépodobnosti
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9.3 Momenty

Stfedni hodnota a(n) = E{&(n)} diskrétniho nahodného procesu &(n) popsaného funkcei
hustoty rozdéleni pravdépodobnosti p(x,n) miize byt vypoctena ze vztahu ( 9.1 ), ktery je
obdobou vzorce ( 5.4 ):

0

a(n): pr(x,n)dx. (9.1)

—00

Pro vypocet stfedni hodnoty diskrétniho nahodného procesu s diskrétni mnozinou
moznych hodnot pouZijeme vzorce

()= S ()P () (92)

i=1
kde Q(n) je pocet moznych hodnot ndhodné veliiny & ,
x,(n) jsou mozné hodnoty ndhodné veliiny & a

P{x(n)} jsou pravdépodobnosti vyskytu téchto hodnot.

9.4 Stacionarita a ergodicita

Obdobné¢ jako u ndhodnych procesti se souvislym ¢asem je 1 zde mozno fici, ze u
stacionarniho diskrétniho nédhodného procesu je jeho matematicky popis nezavisly na
libovolném celociselném posunuti pocatku casové osy. Volné feCeno, statistické vlastnosti
stacionarni diskrétni ndhodné posloupnosti jsou stalé, neméni se v pribéhu postupného
nartstani hodnoty ».

Dtsledky stacionarity jsou pfijemné. Napftiklad sttedni hodnota stacionarniho procesu je
nezavisla na n, veliCinu a(n) tedy nahrazuje veli¢ina a. Toto pfedstavuje vitané zjednoduseni
popisu diskrétnich ndhodnych procesii. Pro statistické odhady veli¢iny a  a dalSich
momenti je vSak 1 nadale nutno mit k dispozici pocetnou mnozinu realizaci.

S jedinou realizaci vystacime pii zkoumani procest ergodickych, tj. takovych, u kterych
maji vSechny realizace stejné statistické¢ vlastnosti. Odhad stiedni hodnoty pak muze byt
ziskédn jako aritmeticky pramér hodnot x(n) vybranych z dostate¢n¢ dlouhého tseku jediné
realizace. Pro stanoveni odhadu mizeme naptiklad pouzit nasledujici analogii vzorce ( 5.8 ):

1 (
a=—) x\n), .
v 2 ) (93)
kde N je celé ¢islo.

9.5 Spektralni hustota vykonu

Snaha vyjadfit dynamické vlastnosti diskrétniho ndhodného procesu néjakou funkei
kmitoctu iniciovala zavedeni spektralni hustoty vykonu diskrétniho ndhodného procesu. Z
teorie signalli se spojitym Casem sem byl pfenesen pojem, ne vSak jeho fyzikalni smysl,
protoze signdl s diskrétnim casem zadny vykon v klasickém smyslu slova nema. K
fyzikélnimu vyznamu spektralni hustoty vykonuG,(®') staciondrniho ndhodného procesu s
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diskrétnim casem se mizeme dopracovat hledanim jeho vztahu ke spektralni hustot¢ G(w)
signalu se spojitym Casem.

Formalné¢ muzeme spektralni hustotu vykonu G,(@') stacionarniho diskrétniho
nahodného procesu definovat vztahem

Gy(@)= miR(m)exp(—jw‘m), (94)

kde @' je normovany tthlovy kmitocet a

R(m)z ]3 Txlxzp(xl,xz,m)dxldx2 (9.5)

kde R(m) je autokorelacni funkce, viz 13.3.3,
m je (normovany) Casovy rozdil, zpozdéni a
p(x,,x,,m) je dvourozmérna hustota rozdéleni pravdépodobnosti.

Obdobné bylo mozné definovat i spektrdlni hustotu vykonu G(w) stacionarniho
nahodného procesu se spojitym ¢asem:

G(w) = i j R, (r)exp(—jor)dr, (9.6)

kde R, (7) je autokorela¢ni funkce signalu se spojitym casem, viz 13.3.2.

Pfi vypoctu integralu na pravé stran¢ rovnice ( 9.6 ) obdélnikovou metodou s pouzitim
nahrad d=— T a 7— mT dostavame piiblizny vztah:

G(a))z % iRsk(mT)eXp(— ja)mT)=21 i Rsk(mT)exp(—j%mT). (9.7)

m=—0o0 m=—0o0

Na posloupnost Rg(m7T) muzeme nahlizet jako na autokorelani posloupnost R(m)
nahodného procesu &(n) ziskaného z ndhodného procesu &(f) pomoci vzorkovani v
okamzicich nT. Diky tomu miizeme napsat nasledujici vztah pro piiblizny vypocet spektralni
hustoty G(w) signélu se spojitym Casem prostifednictvim spektralni hustoty vykonu G/(@')
nahodného procesu s diskrétnim normovanym ¢asem:

G(w) ~ 21 _iR(m) exp(—j'm) =%Gd(a)T). (9.8)

Z toho co bylo uvedeno vyplyva, Ze spektralni hustotu vykonu G(®) ndhodného procesu
se spojitym ¢asem mizeme piiblizné stanovit takto:

1. Vytvofime diskrétni ndhodny proces navzorkovanim procesu se spojitym
¢asem. Vzorkovani musi byt dostate¢né husté (7 — 0).

2. Stanovime autokorelac¢ni posloupnost R(m) diskrétniho nahodného procesu.

3. Vypocteme spektralni hustotu vykonu G (@) diskrétniho ndhodného procesu
pomoci vzorce ( 9.4 ).

4. Spektralni hustotu G(@) prepofteme na spektralni hustotu G(w) pomoci
vztahu ( 9.8).
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Obrazek 9.8:  Signal a jeho spektralni hustota

Vypoctové postupy pouzivané v praxi byvaji jiné. Shora uvedeny postup vypoctu ndm
ale umoziuje ziskat pfedstavu o fyzikalnim smyslu spektralni hustoty G,(@) diskrétniho
ndhodného procesu. Funkce G (@) je, jak jsme ukazali odvozenim vztahu ( 9.8 ), uzce

pribuzna se spektralni hustotou vykonu ndhodného procesu se spojitym casem. Piedpokladali
jsme, ze diskrétni ndhodny proces vznikl hustym vzorkovdnim procesu se spojitym Casem.
Vzorkovani musi byt tak natolik husté, aby se integral ( 9.6 ) dal uspéSné pocitat
obdélnikovou metodou.

Pro stanoveni spektralni hustoty vykonu je k disposici fada metod, které zde vSak
nebudeme podrobné& probirat. Nasim hlavnim cilem bylo vysvétleni pojmu.

Vedle spektralni hustoty vykonu diskrétniho signalu se bézné pouzivaji i pojmy vykon
diskrétniho signalu a energie diskrétniho signalu.

Pii numerickém vypoctu funkce G4(w) bude dana posloupnost délky N tvorend usekem
jedné realizace ergodického nédhodného procesu &(n). Okolnost, ze usek realizace ma
konecnou délku, je pfi¢inou toho, Ze hodnoty funkce G4(®) budeme pouze odhadovat. Piiklad
useku zkoumaného ergodického nahodného procesu a vzorky tohoto procesu jsou nakresleny
v horni ¢asti obrazku Obrazek 9.8. Jednostranna spektralni hustota vykonu G;(@) = 2G(w)
je nakreslena ve spodni poloviné obrazku Obrazek 9.8. Pro jeji stanoveni a nakresleni byly
pouzity ptikazy

[Pxx, F]=psd(x) ;

plot (F*pi*fvz, Pxx/pi/fvz);,

kde fvz ptedstavuje vzorkovaci kmitocet a x je vektor vzorkd nahodného signalu x(z).
Takze je to vlastné docela jednoduché. Vektor mél délku N = 131072. Pro spolehlivé
ziskavani hodnotnych vysledkil a jejich spravnou interpretaci je dobré si o piikazu psd
ptecist vice a odzkouset si jej na zndmych signdlech.
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Priklad 9.1: Odhad stredni hodnoty
Odhadnéte stfedni hodnotu a(5) na zéklad¢ realizaci z obrazku Obrazek 9.2.

Priklad 9.2: Stredni hodnota ergodického signalu

Predpokléadejte, Ze ndhodny proces z obrazku Obrazek 9.2 je ergodicky a odhadnéte
jeho sfedni hodnotu z trujuhelnickové realizace.
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10 Systémy s diskrétnim ¢asem

10.1 Linearni stacionarni systém

Systémy pro zpracovani signalu mizeme d¢lit podle toho jaky signal zpracovavaji, to
znamena diskrétni systém zpracovava diskrétni signal. Obecné diskrétni systém, neboli
systém s diskrétnim Casem, Ize definovat jako dynamicky systém, ktery provadi jednoznac¢nou
transformaci vstupniho diskrétniho signalu (posloupnosti) x(n) na vystupni diskrétni signél
(posloupnost) y(n)

y(n)=Tix(n)}, ne <— %0,00). (10.1)

Lineéarni diskrétni systém ma tu vlastnost, ze pro néj plati princip superpozice. Uvazujeme dva
diskrétni signaly, které jsou podrobeny transformaci ( 10.1 )

»i(n)=Tix, (n)}
v, (n)=T{x, (n)}.

Pro linearni systém potom plati pro linedrni kombinaci téchto vstupnich signala

y(n)=Tlax,(n)+bx,(n)}=aTix, (n)f+ b Tix, ()i = ay (n)+ by, (n). (103)

(10.2)

Cinitelé a , b jsou obecné komplexni konstanty.
Z teorie diskrétnich signald je zndmo, ze obecny diskrétni signdl je mozné reprezentovat
jako linearni kombinaci vazenych posunutych jednotkovych impulzi

0

x(n)= Zx(k)5(n—k). (10.4)

k=—0

Symbol x(n) oznacuje diskrétni signal, ktery méa definovany hodnoty pro vSechna n €Z, &An)
je jednotny impulz.

Diskrétni systém stacionarni (neparametricky, ¢asové invariantni) ma tu vlastnost, Ze
chovani transformace T{} nezavisi na ¢asovém posunuti. Plati tedy

y()=Tix(n)} a y(n—k)=Tlx(r-k)}. (10.5)

To znamend, Ze v obou piipadech nezpoZdéného vstupniho signalu x(n) a zpozdéného
vstupniho signalu x(n — k) dostaneme stejnou odezvu y(n), ktera se v druhém ptipadée lisi
pouze tim, ze je zpozdéna o k vzorkd, tj. y(n —k).

Pro parametricky systém pak dostaneme dvé odlisné vystupni odezvy.

Pro lineédrni staciondrni diskrétni systém neboli systém LTI (Linear Time — Invariant)
plati ob¢ vlastnosti soucasné:
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o) =Tl =1 35030

k=—0

:kix(kma(n-k)}= S (k) hln—k)
:x(n) * h(n)

Operace oznacena symbolem * v rovnici ( 10.6 ) se nazyva diskrétni konvoluce (viz 7.3.3).

(10.6)

10.2 Impulzni charakteristika

Impulzni charakteristika /(n) je odezva diskrétniho LTI systému na jednotkovy impulz
An) (Obrazek 10.1a). Jestlize na vstupu LTI systému je obecny diskrétni vstupni signal x(n),

pak odezva je diskrétni konvoluce vstupniho signalu a impulzni charakteristiky (Obrazek
10.1b).

LTI systém LTI systém
5(n) h(n)  x(n) W(n)=x(n)*h(n)
o—> T{} ———>0 o—> T} ——>0
a) b)

Obrazek 10.1: Odezva na jednotkovy impulz a obecny signal

Uvazujeme impulzni charakteristiku LTI systému kone¢né délky N. Potom miiZeme
vztah ( 10.6 ) rozepsat takto:

v(n)= ]:JX(k) h(n — k)= x(0) Aln)+ x(1) A 1) (10.7)
+x(2) h(n—2)+x(3) h(n —3)+...+ x(N —1) h(n — N +1).

Jestlize si uvédomime, ze na zéklad¢ rovnice ( 10.4 ) lze vstupni signal také rozlozit na
jednotlivé vzorky, tak si mizeme na obrazku Obrazek 10.2 ukazat jak plati princip
superpozice pro LTI systém.

x(0)o(n) x(0)h(n)
x(Dh(n-1)
Linearni x(2)h(n—2)
xg”) X(3)0(n-3) staciondrni |3y 073 ()
. diskrétni system
(LTI)
X(N-DS(n-N+1) X(N-1)h(n-N+1)

Obrazek 10.2: Metoda superpozice

Diskrétni systém, ktery ma konecny pocet Clenli impulzni charakteristiky se nazyva
syst¢tm typu FIR (Finite Impulze Response), neboli systém skoneCnou impulzni
charakteristikou.
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10.3 Spojovani diskrétnich sytéma LTI

Dil¢i LTI diskrétni systémy lze sklddat paralelné¢ a sériové a zajima nas, jaka je
impulzni charakteristika vysledného LTI systému.
Paralelni spojeni dvou LTI systémt je zndzornéno na obrazku Obrazek 10.3.

x,(n) yy(m)
h,(n)
x(n) + v ¥(n)
o——> CZ y—o°
+
()
x,(n) Y1)

Obrazek 10.3: Paralelni spojeni

Prvni LTI syst¢tm ma impulzni charakteristiku 4;(n) a druhy LTI systém impulzni
charakteristiku /,(n).

Nyni chceme zjistit impulzni charakteristiku ekvivalentniho diskrétniho systému, ktery
ma vstupni signal x(n) a vystupni signal y(n). Pro dil¢i LTI systémy plati

71(n) =iy (n)*x,(n),
Y (”) =h, (”)* X, (”) )
nebot pro diskrétni linearni konvoluci plati komutativni zékon
x(n)*h(n)= h(n)*x(n). (10.9)
Pro ekvivalentni systém LTI plati
w(n) = x (1) = x,(n).
()= 3,(n)+ y,(n) = by (n)% x,(n) + by (n) % x, () = (10.10)
= [y (n)+ b ()] x{n) = ) x(m).
Pti odvozeni jsme vyuzili distributivni zakon
() () + (hy () # () = [ () + oy () 2 (). (10.11)

Impulzni charakteristika ekvivalentniho LTI diskrétniho systému, ktery vznikl
paralelnim spojenim dvou dil¢ich LTI diskrétnich systémti, ma tvar

h(n)=h,(n)+ h,(n). (10.12)

(10.8)

Sériové spojeni dvou dil¢ich LTI systémi je zndzornéno na obrazku Obrazek 10.4.
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x(n)=x,(n) yy(m)=x,(n) W(n)=y,(n)
— h,(n) o ho(n) L .

Obrazek 10.4:  Sériové spojeni

Pro vypocet impulzni charakteristiky /(n) ekvivalentniho vysledného LTI systému
vyuzijeme asociativni zakon
[cCon) s )]y ) = x(oa ) [y () % ()] (10.13)

a komutativni zadkon ( 10.9 ). Vystupni signal je roven

y(n) = J’2(”) = hz(”)*xz(n): hz(”)*)ﬁ(”)

o [ )5, (] = D o), )] ) (10.14)
Protoze plati
M= hn) (n). (10.15)

pak impulzni charakteristika ekvivalentniho LTI diskrétniho systému, ktery vznikl sériovym
spojenim dvou dil¢ich

h(n)=h,(n)* hy(n). (10.16)

10.4 Prenosova funkce systému LTI

Pro linearni stacionarni diskrétni systém (LTI) plati vztah ( 10.6 ) mezi vstupnim
signalem a vystupnim signalem
y(n)= hin)*x(n). (10.17)

Definujeme jednostrannou transformaci Z, ktera je dana defini¢nim vztahem

F(Z)=iof(n)2'”,F(Z)©f(n)~ (10.18)
Jestlize definujeme obrazy transformace Z takto

Y(z) = y(n), X(z) = x(n) a H(z)< h(n), (10.19)
pak rovnice (10.5) po transformaci Z dava vysledek

Y(z)=H(z)- X(2), (10.20)
Odtud

H(z)= 1z) (10.21)

X(2)

Funkci H(z) nazyvame systémovou pienosovou funkci (nebo kratce pfenosovou funkei)
a pro LTI systém je definovana pomoci racionalni lomené funkce
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A, (z) a,z" +a, 2"+ +a,z’ +az+a,

H(z)= =
) B,(z)  byz"+b, 2" +-+b,z" +b +b,
(10.22)
SN G tez ezt ey, 2 e, 27
dy+dz"'+dz? ++dy zV"+d, 27"
Pro koeficienty v rovnici ( 10.22 ) plati:
Ay =Cyoly | =Clyuuyly =Cy s, 0 =Cyy (1023)

a,=c, ,by=d,,by,=d,,....,b,=d,_,,b,=d, .

Ptenosova funkce H(z) v ( 10.22 ) ma odpovidajici charakteristiku nekone¢né délky, a
proto fikdme, Ze tato pienosova funkce reprezentuje systém typu IIR (Infinite Impulze
Response), neboli systém s nekone¢nou impulzni odezvou. Polynomy v Citateli Au(z) a
jmenovateli By(z) ptenosové funkce H(z) lze rozlozit do tvaru soucinu kofenovych Ciniteld

H(z)=K=—n— | (10.24)

K je realna konstanta.

Koteny n;, i = 1, 2, 3, ..., M se nazyvaji nulové body pienosové funkce a ziskdme je
feSenim rovnice Ay(z) = 0. Podobné koteny jmenovatele ziskame feSenim rovnice By(z) = 0 a
nazyvame je poly pfenosové funkce p;,j=1,2, ..., N.

Existuji také LTI systémy, které maji ve jmenovateli ptenosové funkce H(z) s vyjimkou
koeficientu by vSechny ostatni koeficienty rovny nule, tj. plati b; = 0, j = 0, 1, ..., N-1.
Ptenosova funkce dané rovnici ( 10.22 ) ma pak tvar

M M-1 2
_ayz tay,z +..+az t+az+ta,

H(Z) b ZN
N
 unGtaz ozt 2 M e 27
=z y (10.25)
0
Y I Cyy - Cy -
=N 0y LT 2 gy ML M M M
dO dO dO dO dO

Srovndme-li rovnice ( 10.25 ) s rovnici ( 10.7 ) pak lze dojit k zavéru, Ze ptfenosova
funkce ( 10.25 ) patii LTI systému typu FIR, neboli systému s konecnou impulzni
charakteristikou. Pro koeficienty impulzni charakteristiky pak plati

h(n)=——6(mn-i-M+N), pro n=0,1,...2M - N). (10.26)

0

10.5 Realiza¢ni moznosti

Pro jednoduchost ptedpokladejme, ze M = N a vezmeme pouze LTI systém 2. fadu,
jehoz ptenosova funkce ma tvar
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2

Y(z) c,+cz ! +e,z”
H(z)= = .
(Z) X(Z) l—i-aflzf1 +afzz*2 (10.27)
Upravou dostaneme obraz vystupniho signalu
Y(z)(l +d iz +d,z7 ): X(z)(co +ez '+ czz_z).
Y(z)=cyX(2)+ ¢, X(2)z" +c,X(2)z72 (10.28)

~dY(z)z" —d,Y(z)z7

Po provedeni zpétné transformace Z ziskame vypoctovy algoritmus, na jehoz zékladé¢ je
mozné urCit soucasnou hodnotu vystupniho signalu y(n) diskrétniho systému typu IIR
prostiednictvim predchozich vystupnich hodnot a soucasnych a ptedchozich vstupnich hodnot

y(n) = cox(n)+ clx(n - 1)+ czx(n - 2)

10.29
~d,y(n-1)~d,y(n-2). (102%)
V diferencni rovnici (10.20) bylo vyuzito vlastnosti transformace Z
X(2):" @ x(n-1) X(2):7 < x(n-2). (10.30)

Obecny algoritmus, ktery odpovidéa ptenosové funkci ( 10.22 ) je roven
M N
y(n)= ex(n—i)=3"d y(n—j). (10.31)
i=0 j=1

Pro postup vypoctu daného algoritmu je vhodné pouzit graf signalovych toka (GST).
Souhrn symbolii pouzivanych pro zakladni operace v LTI systémech je vidét na obr. 10.5.

zpozdéni o jeden
vzorkovaci krok

x(n) a ax(n) x(n) z' x(n-1)
o—>—0 o—>—0

nasobeni konstantou a

s¢itani, odecitani

: x,(n)+x,(n)

Obrazek 10.5: Zakladni operace vyjadiené grafy signalovych tokt

x,(n)

x,(1)

Na obrazku Obrazek 10.6 vidime graf signalovych toka algoritmu ( 10.29 ). Graf
signalovych tokli na obrazku Obrazek 10.6 obsahuje zpétné vazby s koeficienty —d, a —d|,
které zplsobuji, ze LTI systém ma nekonecnou impulzni charakteristiku (systém typu IIR).
Naopak systém typu FIR neobsahuje zpétnovazebni cleny, ale pouze piimé vétve
s koeficienty co, ¢; a c;, a proto jeho impulzni charakteristika je kone¢na.
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— < o ¥n-2)
z -1
o— <=0 y(n—l)
z -1
x(n) (o nn)
o o o & & o
z 1 c

x(n-1) o—>—o

Z*l

x(n-2) o0——o

Obrazek 10.6:  Graf signalovych tokt systému IIR druhého fadu

10.6 Kmitoctové charakteristiky

Kmitoctova charakteristika LTI diskrétniho systému je definovana pomoci jeho ustalené
odezvy na harmonicky vstupni signal za nulovych pocatecnich podminek. Jedna se vlastné o
ustalenou ¢ast partikuldrniho feseni diferen¢ni rovnice LTI systému pii harmonickém buzeni.

Pro obraz v transformaci Z pro vystupni signal plati rovnice ( 10.21 )
Y(z)= H(z) X(2). (10.32)

Rovnici ( 10.32 ) v ¢asové oblasti, tj. po provedeni zpétné transformace Z, odpovida diskrétni
konvoluce

y(n): h(n)*x(n)z Zh(m)x(n—m). (10.33)
m=0
Necht’ vstupni posloupnosti je komplexni harmonicky signal
x(n)=e/"" = coswn+ jsinon. (10.34)

Dosadime-li vstupni signal x(n) do diskrétni konvoluce ( 10.33 ), tak obdrzime

0

y(”) = ih(m) e./'cu(n—m) —e/on zh(m)e_j“’m

m=0 m=0 ( 1035 )

Celkova ustdlend odezva y(n) je rovna souCinu piivodniho harmonického vstupniho signalu
e’ a ¢lenu H(e'”). Tento ¢len se nazyva komplexni kmitoctova charakteristika:

H(e’”)=Re{H(e™ )|+ jIm{H(e )| = M(w)e’?. (10.36)

Funkce M(w) zna¢i modulovou kmitoctovou charakteristiku a funkce ¢w) je fazova
kmito¢tova charakteristika. Re{H(¢”)} piedstavuje realnou c¢ast komplexni kmitoétové
charakteristiky a Im{ H(¢’“)} je imaginarni ¢ast komplexni kmito¢tové charakteristiky.
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Ustdlena odezva LTI diskrétniho systému na harmonicky vstupni signal je takeé
harmonicky signal se stejnou periodou jako vstupni signal, ale s amplitudou a fazi ur¢enou
LTI systémem. Kmitoétova charakteristika H(e’“) je periodicka s periodou 2r:

H(ej”): H(ej(“”““)), (10.37)
k je celé islo.
Priklad 10.1:  Systém prvniho radu

Diskrétni LTI systém mulze byt popsan linedrni diferencni rovnici s konstantnimi
koeficienty 1. fadu ve tvaru:

y(n+l):—d0y(n)+ cox(n), (10.38)

kde y(n) je vystupni signal, x(n) je vstupni signal a koeficienty jsou ¢y a dy. K feSeni této
diferen¢ni rovnice pouzijeme transformaci Z

2(Y(2)- 3(0)) = —d, Y (2)+ ¢, X(z), (10.39)
kdyz jsme pouzili obraz prvni diference z vlastnosti transformace Z
y(n+1) e 2(¥(z)- (0)), (10.40)

kde y(0) je pocatecni podminka pro n» = 0. Déle jiz vime, Ze obrazy vstupniho a vystupniho
signalu v transformaci Z jsou

y(n)<:> Y(z) a x(n)<:> X(z). (10.41)

Dalsi upravou rovnice ( 10.39 ) dostaneme

Y(z)=- iOd x(z)+ sz (0). (10.42)

Pfenosova funkce systému je

C
H(z)=—S
(2) . (10.43)

Priklad 10.2:  Hanojska vez

ReSeni diferen¢ni rovnice ve tvaru (10.29) lze také pouzit pro feSeni algoritml
v informatice. Napt. znaméa Hanojska véz je definovana diferen¢ni rovnici

y(n+1)=2y(n)+1, ¥(0)=0. (10.44)

Porovname-li tuto diferen¢ni rovnici s tvarem ( 10.38 ) vidime, ze platidp = -2, cp=1 a

vstupni signal x(n) = 1(n) je posloupnosti jednotkového skoku, ktery ma obraz X (z) S
Z —
Obraz vystupniho signalu pak je
&
Y(z)=—2—x(z)+ 0
()= e 2 00)
L2,z (10.45)
z=2 z-1 z-=-2
z
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Pomoci zpétné transformace Z ziskame vysledek
Wn)=2" -1 . (10.46)

Priklad 10.3:  Algoritmus

Algoritmus pro vypocet sumy prvnich n pfirozenych Cisel lze také zapsat ve formé
diferen¢ni rovnice LTI diskrétniho systému

y(n+1)=y(n)+(m+1), y(0)=0 (10.47)
Porovname-li opét tuto diferencni rovnici s rovnici ( 10.38 ) vidime, ze

dy=—-1,c,=1,x(n)=(n+1). (10.48)
Obraz x(n) v transformaci Z je roven

X(Z)=(Z_;1)2+ﬁ : (10.49)
Dosazenim do rovnice ( 10.42 ) ziskame obraz vystupniho signalu

¥(z)=—2—X(z)+——(0)

0 z+d,
_ ( Z 5 Z]+o (10.50)
z-1(z-1f z-1

) Y

Pomoci zpétné transformace Z s vyuZzitim residuové véty dostaneme vysledek

y(n)= —n(n; U (10.51)
V tabulce 10.1 vidime soucty prvnich n pfirozenych ¢isel pron =0, 1, ..., 9.
Tabulka 10.1:  Soucty ptirozenych Cisel
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y(n) 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

Priklad 10.4:  Harmonicky ustaleny stav
Systém je popsan pienosovou funkci

H(z)=2+5z"+3z7
Naleznéte amplitudu Y; a pocatecni fazi ¢, odezvy systému na harmonicky signal

x(n) =4cos(0,6mtn + 0,11)

Priklad 10.5:  Kmitoctové charakteristiky
Harmonicky signal

s() =0, cos(4m.10°¢ +0,77)

byl vzorkovan se vzorkovacim kmitoctem 8 kSa/s. Takto ziskany signal x(n) byl zpracovan
¢islicovym filtrem s pfenosem
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0,2z

H(z)= .
@ z—0,6

Stanovte amplitudu a pocatecni fazi odezvy y(n) €islicového filtru.

Priklad 10.6:  Impulzova charakteristika
Naleznéte impulzovou charakteristiku systému popsaného ptrenosovou funkci
H(z)=2-5z"+3z".

Impulzova charakteristika je dana zpétnou transforamci Z funkce H(z). Zpétny obraz
nalezneme tak, ze postupné nalezneme zpétné obrazy k jednotlivym ¢leniim na pravé strané a
pak je seCteme, viz 13.2. Dostaneme tak

h(n) = 28(n)—58(n—1)+38(n—2).
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11 Sdélovaci soustava a jeji charakteristiky

11.1 Sdélovaci soustava

Jednosmérnd dvoubodova sdélovaci soustava je soubor zafizeni umoziujicich pfenos
informace z jednoho mista na druhé. V klasickych rozhlasovych a televiznich (broadcast)
soustavach se ptrendsi informace z jednoho mista na vice mist. V jinych soustavach se pienasi
informace obéma sméry soucasné, naptiklad v telefonnich systémech. Dil¢i prvky sdélovacich
soustav mohou byt uspotradany do sdélovacich siti, ptikladem jsou pocitacové sité.

Piekotny vyvoj sdélovaci techniky vytvoftil fadu sdélovacich soustav, které se vzajemné
prolinaji. Tak napiiklad telefonni hovor se dé uskutecnit pomoci klasické telefonni sité,
systémem ISDN, pomoci internetu, soukromym druzZicovym spojem, mobilni telefonni siti.
Ve vsech téchto systémech se mohou uplatnit nejiiznéjsi technické prostredky, napiiklad
kabelové spoje a rozmanité typy radiovych spoju.

A . e B
e— > Vysila¢ Vedeni Piijima¢  |—>e
Zdroj
rusivého
signalu

Obrazek 11.1: Dvoubodova soustava

Pro jednoduchost se omezime na jednosmérnou dvoubodovou sdélovaci soustavu, ktera
zajiSt'uje prenos zprav z mista A na misto B. Zakladnim prvkem systému je sdélovaci vedeni.
Muze to byt metalické vedeni, jako krouceny par, koaxidlni par, dale pak svétlovod a
v neposledni fadé také prostiedi, kterym se §ifi radiové viny. Nositelem zpravy v bodé A
sd¢lovaci soustavy je n¢jaky signal. Zpravidla tento signal neni zplsobily pro bezprostiedni
pienos vedenim, a tak musi byt upravena jeho fyzikalni forma, vykonova troven, kmitoctova
pozice, atd. Naptiklad snaha protlacit signal majici formu casové proméného akustického
tlaku dvojici médénych vodi¢li asi nemd moc velkou nad€ji na uspéch. Po pievedni
akustického signalu na elektricky v mikrofonu je ale pfenos médénymi vodi¢i mozny. Pfi
klasickém rozhlasovém vysilani neni vykonova uroven elektrick¢ého signalu vyjadiujiciho
signal akusticky, zpravidla 1mW, postacujici a my ji upravujeme na hodnotu fadu kW az
MW.

Také kmitoc¢tova pozice akustického signalu neni vhodna pro radiové vysilani, signal by
se anténou ucinné nevyzaril, navic, vSechny vysilace by rizné programy vysilaly ve stejném
kmito¢tovém pasmu, takze by se jejich signaly nedaly jednoduSe rozlisit. V nékterych
systémech je proto nutnd zména kmitoctové pozice signalu. Uvedena piizpiisobeni méa na
starosti blok oznaceny na obrazku Obrazek 11.1 jako Vysilac. Pfemény signalu ve vysilaci
jsou doplnény zménami vnesenymi vedenim. Ty jsou zpravidla negativni. Dochazi naptiklad
ke zméné¢ tvaru spektra a k poklesu vykonové urovné. Vysledkem je signal na vystupu vedeni,
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ktery mnohdy neni pfimo pouzitelny, signdl v mist¢ B nema potiebnou fyzikalni formu a
zprava nema potiebné vyjadreni.

Blok oznaceny Piijimac¢ proto mize mit za ukol upravit vykonovou uroven signalu,
vratit mu jeho plivodni kmitoctovou pozici a fyzikalni formu, kompenzovat zménu spektra
apod. V podstaté¢ bychom méli moznost ziskat v bod¢ B témét presnou repliku signalu z bodu
A, kdyby nebylo posledniho bloku v systému oznaceného v obrazku Obrazek 11.1 Zdroj
ruSivého signalu. Zdroj rusivého signalu dodéava rusivy signal, ktery reprezentuje vSechny
nezéadouci rusivé signaly, které se mohou k uzite¢nému signalu ptidruzovat ve vedeni, ale také
v pfijima¢i a ptipadné 1 ve vysilaci. Pfitomnost ruSivych signalti zplsobuje, ze pienos
v principu nemize byt nikdy idedlni, zprava v mist¢ B nemiize obsahovat na sto procent
stejnou informaci, jako zprava v misté¢ A. Nenechme se tim vSak deprimovat, zndme dost
prostiedkd, jak uvedeny jev vyrazné potlacit volbou vhodnych uprav signalu pfed vysilanim a
vhodnymi metodami piijmu.

Sdélovaci soustavy také miZeme tfidit podle charakteru signalli vyjadfujicich zpravy, a
to na soustavy analogové a Cislicové. Prikladem analogové soustavy je soustava prenasejici
casové souvisly signal zjednoho mista na druhé. Cilem je, aby se ¢asovy pribéh signalu
v bodé B shodoval s ¢asovym prubéhem signalu v bodé¢ A. Znamena to tedy také, ze prabeh
spektralni funkce v bodé¢ B musi byt shodny se spektralni funkci v bodé A. Nesmi tedy
dochazet ke zméné tvaru spektra. Ve vétsSin€ sdélovacich soustav pripoustime, aby signal
v bodé B byl opozdén oproti signalu v bod¢ A. Pak tedy musi byt sdélovaci soustava linearni
a musi mit charakteristiky idealniho zpozd’ovaciho ¢lanku (4.2). Pokud by soustava nebyla
pfesné linedrni, dochazelo by k obohaceni spektra novymi slozkami, a to by se projevovalo
tzv. nelinedrnim zkreslenim. Nelinearni zkresleni se kvantitativné popisuje Cinitelem
nelinearniho zkresleni. Na zkresleni miiZeme nahliZet jako na ruSeni koherentni s pfenaSenym
signalem. DalSim pozadavkem na soustavu urcenou Kk pienosu analogovych signali je
nepiitomnost rusivych signalli nekoherentnich s pfenaSenym signalem v misté¢ B. Ani tento
pozadavek nemtize byt splnén stoprocentné, a tak se zpravidla piedepisuje urcity odstup mezi
vykonem uZzitecného signalu a vykonem ruSivych signali. Odstup se vyjadiuje v dB. Bez
naroki na obecnou platnost Ize fici, ze vyhovujici kvalité odpovidaji hodnoty asi od 40 dB.

Sdélovaci soustavu piendSejici Casové spojity signal tedy popisujeme nasledujicimi
charakteristikami:

- kmitoc¢tovymi charakteristikami,
- Cinitelem nelinearniho zkreslenti,
- odstupem signal-Sum (signal-to-noise ratio).

Kmitoctové charakteristiky né¢kdy zjednodusené vyjadiujeme Sitkou kmitoctového
pasma propustnosti. Jeji hodnoty leZi nejcastéji v rozmezi od stovek Hz do desitek MHz.

Jind je situace u soustavy pienasejici zpravy ve forme posloupnosti binarnich ¢islic. Zde
nam na zachovani tvaru signalu tak moc nezalezi. Jde jen o to, aby se z tvaru pfijatého
signalového prvku dalo rozeznat, zda predstavuje nulu nebo jednicku. U vyspélejSich sytémut
staci, kdyz jsme schopni identifikovat skupiny po sobé¢ jdoucich signalovych prvki. V tomto
pripadé naroky na kmitoCtové charakteristiky sdélovaci soustavy jsou mén¢ piisné.

Sledovanym parametrem cislicové sdélovaci soustavy je pienosova rychlost, pocet
binarnich prvki prenesenych za sekundu (bit rate). V praxi pouzivané prenosové rychlosti
jsou velmi rozmanité, nejcastéji v rozmezi od jednotek biti za sekundu az po 10Gb/s (10Gb/s
Ethernet standard: IEEE 802.3ae). Naroky uzivatelli na pfenosovou rychlost neustale rostou.
V podstaté by byly splnitelné bez problémt, pokud by nebylo bloku Zdroj rusivych signali v
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obrazku Obrazek 11.1. Rusivé signdly zptsobuji, ze n€které prvky zprav nejsou pieneseny
spravné, dochazi k obfasné zdméné nul a jednicek. V fadé aplikaci to vyvolava nemilé
problémy, kterym celime riznymi metodami. Vyskyt chyb v pfijaté zpravé popisujeme
veli¢inou nazyvanou pravdépodobnost chybného pifijmu. Tu miiZeme teoreticky spocitat.
Odhadem pravdépodobnosti chybného piijmu je relativni pocet chybnych bitl v pfijaté
zpraveé. Ten se nazyva chybovost, chybova rychlost (bit error rate, BER). Muze byt ziskadn
méfenim. Obvyklé hodnoty veli¢iny BER nejsou vétsi, nez 107, ale mohou byt i mnohem

mensi, napt. 107",

Sdélovaci soustava pienaSejici Cislicovy signal tedy miiZze byt popsana nasledujicimi
veli¢inami:

- prenosova rychlost,

- chybovost.

Pii podrobnégjsich analyzdch nés zajimé i rozlozeni chyb v case. Pro fadu sdélovacich
soustav je charakteritické, Zze v nékterych tisecich maji velmi nizky vyskyt chyb, v jinych,
zpravidla kratkych, Gsecich se chyby vyskytuji hojné.

U pfenosu analogovych signald i u pfenosu ¢islicovych signala je sledovana i casova
stalost parametrli sdélovaci soustavy.

Z hlediska tfidéni na analogové a Cislicové jsou skutecné sd€lovaci systémy casto
systémy smiSenymi. Navenek jsou analogové, ale jako svou soucast obsahuji Eislicovou
sd¢lovaci soustavu. Kdyz naptiklad telefonujeme pies pevnou linku, je signal jako analogovy
pfiveden do Ustfedny, kde je pfevodnikem A/D pteveden na Cislicovy signal. Ten je digitalni
siti pfenesen k ustfedné nejblizsi volanému. Zde se prevodnikem D/A  signal pfeméni z
¢islicového na analogovy a v analogové podobé¢ je ptiveden do telefonniho pfistroje volaného

ucastnika.

A B

. A/D . D/A
e | Mikrofon prevodnik Vedeni prevodnik Reproduktor  ———@@)

Obrazek 11.2: SmiSena soustava

V soucasné praxi podil ¢islicovych systémi nezadrzitelné nartsta. Pokud je primarni
signal ¢islicovy, je 1 sd€lovaci systém cCislicovy. Pokud je primarni signal analogovy, takze
pifimé pouziti Cislicového sdélovaciho sytému neni mozné, prevede se analogovy signél na
¢islicovy prevodnikem A/D (Obrazek 11.2). Pak jiz je pouziti Cislicového sdélovaciho
sytému mozné. Mame tedy vSechny divody zabyvat se pirednostné ¢islicovymi sdélovacimi

systémy a signaly v nich pouzivanymi.

Podrobné;jsi schéma ¢islicové sdélovaci soustavy nalezneme na obrazku Obrazek 11.3.
Skute¢ny systém nemusi obsahovat pravé ty bloky, které jsou nakresleny na obrazku, mtze
jich mit mén¢, mize obsahovat n&které jiné bloky, funkce blokd muize byt provazana.
Popiseme si funkce jednotivych blokt z obrazku Obrazek 11.3.

Zdroj informace dodava cislicovy signél v priméarni podob¢. Primarni zprava mize byt
zbyte¢n¢ dlouha. Proto se znazime zpravy vhodnym zptisobem zkratit.

Uzivatelé pocitacl pouzivaji tzv. kompresi velkych soubort pfed jejich pfenosem nebo
ulozenim do paméti. Komprese vyuziva chytré algoritmy, které zmensuji rozsah souboru a
pfitom zachovavaji moznost tzv. dekompresi ziskat soubor piivodni. My se zde jednotlivymi
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algoritmy nebudeme zabyvat, jen si fekneme, ze kromé bezeztratové komprese existuje i
komprese ztratova, kterd je spojena se snesitelnou ztratou informace. Komprimace zpravy je
ukolem bloku Zdrojovy kodér (Obrazek 11.3) . Zdrojovy dekodér ma tlohu opacnou,
obnovuje ze zkracené zpravy jeji ptivodni znéni. Zdrojové kédovani se pouziva u vyspélych
sdélovacich systémt pro prenos €i zdznam obrazu a zvuku. Zkracovani zprav odstranovanim
nadbytecnosti ma velky vyznam, protoze pieneseni ¢i zdznam kazdého bitu stoji né&jaké
penize, trva urcitou dobu.

) Zdroj ZdrOngy Kanalgvy Llnkqu Modulator Vykf)novy

informace kodér kodér kodér zesilova¢
Vedeni

N|zko_sum<3vy Demodulator Linkovy dekodér Kanaloyy deJon .Spo{reb'c

zesilovac dekodér dekodér informace

Obrazek 11.3:  Cislicova sd&lovaci soustava

Zprava dodané zdrojem informace je vice ¢i méné citliva na chyby. Chyby méni znéni
zpravy, kterd je pak zkreslenou nebo i zcela nepouzitelnou. ZvIasté citlivé na chyby jsou
zpravy na vystupu zdrojového kodéru. Vzhledem k tomu, Ze se vyskytu chyb ve sd¢lovaci
soustavé nikdy nevyhneme, je obvykle efektivni pouzit zabezpecCovaci kod. Kanalovy kodér
zpravu prodlouzi, zvetsi pocet bitl ve zprave, a to tak, ze v pfijaté a rozumnym poctem chyb
poskozené zpraveé je mozné chyby bud’ zjistit, nebo dokonce i opravit. ZjisStovani chyb nebo
jejich opravovani zajistuje Kandlovy dekodér (Obrazek 11.3). Zjistovani chyb vyzaduje
zpravidla pfidani jen malého poctu bith. Po zjisténi chyby se zpétnym kandlem vyzaduje
opakovani zpravy. U systéml bez zpétnych kanalii pouzivame opravné kody, které vsak
mohou prodluzovat délku zpravy dost vyrazné, napiiklad o 100% ptivodni délky. Ukazuje se,
ze pouziti zabezpeCujicich koda je zpravidla efektivni a je levnéj$i nez zvySeni vykonu
vysilaCe, je-li viibec piipustné, polozeni nového sdé€lovaciho kabelu nebo vyneseni nové
druzice na obéznou drahu.

Poslednim kodérem je Linkovy kodér (Obrazek 11.3). I on zplsobuje urcité
prodlouzeni zpravy, zpravidla ne pfili§ vyznamné. M4 za ukol zajistit dvé véci:

- aby vysilany signal neobsahoval stejnosmérnou slozku a
- aby se ve vysilaném signalu nevyskytovaly dlouhé useky beze zmén.

Prvni pozadavek vyplyva ztoho, Ze sd¢lovaci systém zpravidla neumi prenést
stejnosmérnou slozku signalu. Druhy pozadavek plyne ztoho, ze demoduldtor musi znat
Casovy rastr piijimaneho signalu. Jinak fefeno, v misté¢ pfijmu musi byt obnoven takt
binarniho signalu v zédkladnim pasmu. Pfijima¢ musi védét, ve kterém casovém intervalu se
nachdazi ktery signalovy prvek. Z kratkého useku pfijimaného signalu to nemusi byt tak uplné
jasné, protoZe signdl byva linearn€ zkreslen a navic se k nému pfipojil aditivni Sum. Aby se
m¢l obvod pro obnoveni taktu ¢eho chytat, musi se v pfijimaném signalu priméfené Casto
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vyskytovat zmény. Pfevedeno do roviny pfenaSenych symbolli, zprava nesmi obsahovat
dlouhé série nul, nebo dlouh¢ serie jednicek.

Modulétor (Obrazek 11.3) ma za kol posunout spektrum signalu po kmitoctové ose.
Az na jednu vyjimku se nejednd o jednoduché posunuti, ale o slozitéjsi Upravu signalu,
spojenou se zménou tvaru jeho spektra a zpravidla 1 se zvétSenim Sitky spektra. ZvétSeni Sitky
spektra modulaci je nezadouci, a proto se hledaji modulace s malymi Sitkami spektra. To vSak
neni jediné kritérium. Pozadujeme také, aby modulovany signal, signdl na vystupu
modulatoru, byl odolny vi¢i ruseni, aby nebyl citlivy na aditivni Sum. U zafizeni napajenych
z baterii se jeSté¢ zada, aby modulovany signal mél maly pomér Spickového vykonu a
sttedniho vykonu. PoZadavky nejsou malé. Proto se nelze divit, Ze jsou moderni zplsoby
modulace slozité.

Ulohu opa¢nou k modulatoru méa demodulator. Demodulator (Obrazek 11.3) vraci
signal do pivodni kmitoctové pozice. Pro jeho efektivni praci miize byt uzite¢na i informace o
kmitoctu a pocatecni fdzi harmonického modulaéniho signalu pouzitého v modulatoru.
Informace je zpravidla ziskdvana ptimo z ptijatého signalu, ktery se ovsem diky modulaci,
linedrnimu zkresleni a aditivhimu Sumu harmonickému signadlu moc nepodobd. V naSem
obrazku plni demodulator 1 dalsi ulohu, na zékladé ptijatého prubéhu signalu rozhoduje, zda
pfijatym symbolem je nula, nebo jednicka, viz 11.2.4, k tomu potiebuje vySe zminénou
informaci o taktu, o ¢asovém rastru.

11.2 Prenos v zakladnim pasmu

V tomto odstavci se budeme zabyvat Cislicovymi signdly z hlediska jejich ptenosu
v zakladnim pasmu, tedy bez pouziti modulace a demodulace.

11.2.1 Binarni signal

Ptiklad binarniho signalu naleznete na obrazku 1.5. Necht jsou u tohoto signalu
jednicky zobrazeny kladnymi impulzy a nuly impulzy zdpornymi. Pak na obrazku zndzornény
signal predstavuje zpravu 01000110. Tento typ signalu je vhodny pro dalkové pienosy,
protoZe pfi stejném poctu jednicek a nul ve zpravé ma signal nulovou stejnosmérnou slozku.
Mén¢ vyhodné jsou jeho spektralni vlastnosti. Strmé hrany impulzi znamenaji velkou $itku
spektra. Proto se v praxi vétSinou signdlové prvky tvaruji specidlnimi filtry, jak se ostatné
dozvime pozdéji, 11.2.5.

11.2.2 Cty¥stavovy signal

Snaha zvysit pfenosovou rychlost nas piivedla k pouzivani vicestavovych signalt.
Priklad ctyfstavového signalu naleznete na obrazku Obrazek 11.4.

V daném ptipad¢ jsou pomoci dvou vysek impulzti a dvou polarit vyjadieny dvojice
bitl (dibity) 00, 01, 10 a 11. PfendSend zprava ma znéni 0110001110 a obsahuje celkem deset
bith. Kdybychom chtéli pouzit bindrni signal, stejnou dobu trvani zpravy a stejny celkovy
pocet bitli, museli bychom pracovat s poloviéni §itkou impulzii. Polovicni §ifka impulzi ale
v podstaté znamena zdvojnasobeni praktické Siiky spektra oproti praktické Sifce spektra
Ctyfstavového signalu.

Pro praktickou $itku spektra neni pfimo urcujici pfenosova rychlost, ale Sitka impulzi a
s ni svdzana modula¢ni rychlost (modulation rate):
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1
M=—. 11.1
; (1L1)

Udava se baudech (Bd). Modulac¢ni rychlost M je s ptenosovou rychlosti R svazana vztahem
R=Mlog,Q, (11.2)
kde Q je pocet moznych stavi signalu.

s(7)

11

10
1]
01

00

Obriazek 11.4: Ctyistavovy signal

Uvedené pojmy a jednotky se v praxi mnohdy zaménuji, pouzivaji se nespravné bud’ z
nedostatku peclivosti, nebo dokonce i zdmérné, s cilem vytvofit piiznivéjsi obraz
prodavaného zatizeni. Je vSak tfeba fici, ze napt. v systémech s kodovanim jisté nazvoslovné

problémy objektivné existuji.
Pro binarni signal je modula¢ni rychlost ¢iseln€ rovna pienosové rychlosti.

Pouziti vicestavovych signall je limitovano Urovni ruSeni, protoze pfi stejném stfednim
¢1 Spickovém vykonu signalu jsou dva prvky Iépe vzajemné rozeznatelné nez 4 a vice prvka.

Ctyistavovy signal v zakladnim pasmu se oznaduje 2B1Q a pouziva se napiiklad na
ucastnickych piipojkach uzkopasmoveé ISDN.

11.2.3 Siika spektra

11.2.3.1 Definice sitky pasma

VétsSina sd€lovacich kanald maé charakter dolni propusti nebo pasmové propusti.
Parametr, ktery nejjednodussim zptisobem popisuje kmitoctovou charakteristiku dolni nebo
pasmové propusti, je Sitka kmitoctového pasma propustnosti. Ta se nejcasteji definuje pomoci
bodii 3 dB poklest na okrajich pasma propustnosti.

Sitka kmito¢tového pasma propustnosti nedava iplny popis kmito¢tovych charakteristik
kanalu a proto neexistuje jednoznaény piesny vztah mezi Sitkou pasma a modulacni rychlosti.
Abychom ziskali alespon pfiblizny vztah, budeme uvaZovat idedlni dolni propust s Sitkou
pasma propustnosti B [Hz]. Sitka pasma propustnosti B je u dolni propusti rovna hornimu
meznimu kmitoctu f, propusti.

11.2.3.2 Modulacni rychlost a $itka pasma

vvvvv

signal pfi pfenosu periodické binarni posloupnosti 01010101..... . Bude tvofeno lichymi
harmonickymi slozkami s kmitocty
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f.=kf, k=135...., (11.3)
kde zakladni kmitocet
1
fi= o7 (11.4)
Zvolime-li dobu trvani signalového prvku T dostatecné velkou, bude né€kolik harmonickych

slozek binarniho signélu lezet uvnitt kmitotového padsma propustnosti. Odezva dolni propusti
na vysilany binarni signal bude blizka obdélnikovému prabéhu.

ColH(jo)]

0 1 B 1
2T T 2T

Obrazek 11.5:  Spektrum amplitud a pfenosova funkce

Postupnym zvétSovanim pienosové rychlosti (a tudiz zmensovanim doby 7 trvani
signalového prvku) miiZze byt dosazeno stavu (Obrazek 11.5, Obrazek 11.6), kdy bude

fi<B<3f. (11.5)

V tomto piipadé bude odezvou idedlni dolni propusti pravé zdkladni harmonickd slozka
budiciho NRZ signalu. Tato odezva nadm jest€¢ umoznuje rozeznat, ve kterém cCasovém
intervalu byla vysildna nula a ve kterém byla vysilana jednicka.

15
T
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0.5

-1
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Obrazek 11.6:  Signal pted a za dolni propusti

Dalsi postupné zvySovani pfenosové rychlosti nds dovede k meznimu stavu, kdy bude
f, =B, tj., kdy bude modulacni rychlost vdzana na Sitku pasma jednoduchym vztahem

M =2B. (11.6)

Pokud bychom tuto hranici ptekrocili, tj. pokud by bylo M > 2B, za dolni propusti by jiz
nebylo nic, pfenos signélu a tudiZ i pfenos informace by skon¢il.

Vztah ( 11.6 ) je nutno chapat jako prvni ptiblizeni, i kdyz mnohdy zcela postacujici, pii
zakladnich systémovych tvahach. U skute¢nych kanali mlZe byt dosazZitelnd pfenosova
rychlost ovlivnéna urovni ruSeni, nelinedrnim zkreslenim, pribéhem cel¢ kmitoctové
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charakteristiky, zejména vSak nelinearitou fazové kmitoctové charakteristiky uvnité pasma
propustnosti.

Ptenos (Cislicovych signdlii sdélovacim kanalem je spojen s fadou navzijem
provazanych problémi. Jsou to zejména aditivni rusSeni, mezisymbolové preslechy jako
dasledek konecné Sitky pasma propustnosti kanalu, nedokonalost taktové synchronizace. My
se pii jejich popisu zpocatku budeme snazit nahlizet na n¢ jako na problémy vzajemné
izolované a ukdzeme si na obvykla feSeni prvnich dvou problémt pro bindrni signal.

11.2.4 Signal a ruSeni

Zatneme s problémem pienosu bindrniho signalu v zakladnim pasmu (baseband
channel) kandlem s ruSenim. Budeme pfedpokladat, ze je zndm tvar signdlovych prvki, a ze
je znama jejich pozice na Casové ose. Detekovat budeme kazdy prvek zvlast’ (single-symbol
detection). Systém pro rozpoznavani binarnich signalovych prvki je znazornén na obrazku
Obrazek 11.7. Piedpokladame, ze signal x(z), signal na vstupu systému, je dan nasledujicim
vztahem:

x(t) = s(t)+n(?), (11.7)

kde s(?) je uzitecny signal a n(¢) je rusivy signal, Sum.

x(t) Z(t) z(nT) y(nT)
Filtr Spinac Komparator >

>

takt

Obrazek 11.7:  Pfijem binarniho signalu

Diagram oka

Obrazek 11.8: Diagram oka
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Signal x(¢) je nejprve upraven filtrem. Ten ma za ukol potlacit ruSivou slozku signéalu a
zvyraznit uziteCnou slozku signélu tak, aby bylo usnadnéno rozhodovéni v nésledujici ¢asti
obvodu. Ptiklad signalu z vystupu filtru je nakreslen na obrazku Obrazek 11.8. Je na ném
nakreslen casovy usek odpovidajici dobé trvani 7 jednoho signdlového prvku a modrymi
kiivkami n€kolik prabeha signalu, tak jak by je zobrazil osciloskop s pfisluSné nastavenou
periodikou zékladnou. Zlutou ¢arou je znazornéna rozhodovaci hladina %, svislou fialovou
¢arkovanou Carou je vyznacen okamzik, ve kterém jsou odebirany vzorky.

Spina¢ (Obrazek 11.7) je spinan v okamzicich rozhodnuti a odebira vzorky z(nT)
signalu z(¢) na vystupu filtru. 7 je doba trvani signdlového prvku. Okamziky rozhodnuti jsou
odvozovany z v piijimaci obnoveného taktového signalu. V komparatoru jsou hodnoty z(nT)
porovnavany s vhodné volenou hranici 4. Na obrazku jsou hodnoty z(nT) dany pruseciky
modrych kiivek se svislou fialovou ¢arou. Pro vystup komparatoru plati

+1 pro z(nT)>h a

-1 pro z(nT)<h. (11.8)

y(nT) = {

Signal y(nT) je tedy signalem binarnim. Rozdé€leni hodnot sindlu z(nT) je popséno
dvéma podminénymi hustotami pravdépodobnosti, p(z|0) a p(z|1). Jejich ptiklad naleznete na
obrazku Obrazek 11.9, kde stfedni hodnota uzitecného signdlu pii vysilani nuly byla -2V,

sttedni hodnota uZzitecného signalu pfi vysilani jednicky byla +2V a efektivni hodnota Sumu
byla 1V.

0.5 ‘ —
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04+ 1 ]
/ \ p(z/0)
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Obrazek 11.9: Podminéné hustoty

Zluta &ara vyznaGuje rozhodnovaci hladinu OV. Je viditelné, ze zelend kiivka zasahuje do
oblasti vlevo od zluté ¢ary a Cervena kiivka zasahuje napravo od zluté cary. Tyto dva jevy
ukazuji, ze pti pfenosu bude ob¢as dochdzet k chybam.

Systém na obrazku Obrazek 11.7 je nakreslen jako analogovy, byva vSak spise
realizovan jako Cislicovy.

Pokud by uzite¢nad slozka pfijimaného signalu byla signdlem NRZ dvoji polarity a
aditivni rusivy signdl mél charakter bilého Sumu, byl by optimalnim filtrem pro piijem signalu
filtr s impulzovou charakteristikou ve tvaru jednoho signalového prvku. Filtr je zndzornén na
obrazku Obrazek 11.10.
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x(?) T~ o)

j >

Obrazek 11.10: Ptizptisobeny filtr

Obrazek Obrazek 11.11 =znazorfuje zpracovani zarusené¢ho signalu. Pribéhy
odpovidajici nezarusenym signdlim jsou zakresleny cerné ¢arkovane. Rozhodovaci Groven je
0V, okamziky rozhodnuti jsou Os, 1s, 2s, 3s, 4s, Ss, .... . Okamziky rozhodnuti lezi vzdy na
konci signdlového prvku.

Je ztejmé, Ze pravdépodobnost chyby je velmi mala.

Poznamenejme, Ze obecné maji tzv. pfizpisobené filtry impulzovou charakteristiku
rovhu ¢asové posunutému uZiteénému signalu s obracenou &asovou  osou. Casovym
posunutim se zajist'uje, aby byl filtr kauzalni. Vlastnosti pfizptisobenych filtri vyniknou u
uziteénych signalil se slozitym tvarem.

Ptizptisobeny filtr je mozné s vyhodou realizovat jako Cislicovy.

Poznamka: nejednd se o vykonové ¢i impedancni pfizplisobeni, ale o pfizplisobeni
vlastnosti filtru zpracovavanému signalu.

Obrazek 11.11: Signaly v pfizplisobeném filtru

11.2.5 Mezisymbolové preslechy

Mozné uspotradani sdélovaci soustavy s vysilacim filtrem a pfijimacim filtrem je
nakresleno na obrazku Obrazek 11.12. Datovy signdl je upraven vysilacim filtrem, aby se

zmensSila §itka spektra vysilaného signalu. Dalsi linearni zkresleni pfenaSené¢ho signdlu muize
zpisobit blok oznaceny Vedeni. Toto zkresleni mizZe byt 1 velmi vyrazné a ur€ujici. My
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budeme predpokladat, ze vedeni je idedadln¢ Sirokopasmové, nebo ze jsou kmitoctové
charakteristiky skute¢ného bloku Vedeni zahrnuty do charakteristik vysilaciho nebo
pfijimaciho filtru. Ukolem pfijimaciho filtru je omezit vliv aditivniho ruseni. To jsme jiz
ostatn¢ poznali v odstavci 11.2.4.

vy:;llgt':e Vedeni pl"ij’l':r:t;ée Vzorkovaé Komparéator —

Datovy signal

Obrazek 11.12: Vysilaci a pfijimaci filtr

Pritomnost filtr se projevi tim, Zze se doba trvani signdlovych prvka prodlouzi.
Jednotlivé signalové prvky se budou piekryvat v ¢ase, coz v obecném piipad¢ zptsobi, Ze se
v okamzicich rozhodn uti bude uplatiiovat nejen aktudlni signdlovy prvek, ale 1 doznivani ¢i
nab¢h sousednich signalovych prvka. Odezvy sousednich signdlovych prvka se jevi
komparatoru (Obrazek 11.12) jako signaly ruSivé a znehodnocuji vice ¢i méné jeho
rozhodovani. Pro zminéné odezvy se pouziva ndzev mezisymbolové pieslechy (intersymbol
interference, ISI). Filtrace se vzdat nechceme, nutnym dasledkem je prodlouzeni signalovych
prvki. Resi se to tak, Ze se voli takova filtrace, pii které se sice signalové prvky prodluzuji,
ale pravé v okamzicich rozhodovani pfislusnych sousednim signdlovym prvkim je jejich
odezva na aktudlni signdlovy prvek rovna nule. Filtrace stouto vlastnosti pak nezavadi
mezisymbolové preslechy.

Nyquist
05 T

0.45| 8
0.4t i
0.35} i
03] i

0.25} 1

HRC(f)

0.2t B

0.1 1

0.05 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16
f [Hz]

Obrazek 11.13: Kmitoc¢tova charakteristika filtru RC

Aby byl popis idedlni filtrace jednoduchy, budeme ptedpokladat, Zze zdroj datového
signalu dodava signalové prvky ve formé jednotkovych impulzi. Kaskada filtru vysilace a
filtru pfijimace pfedstavuje jediny pomyslny filtr s kmitoctovou charakteristikou popsanou
rovnici
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Hre(j)=1 pro 0<Xl-¢,

HRC(jQ):0,5+0,SCOS|:Q_1+a7Z':| prol-a<(Xl+ae, (11.9)
Hrc(j€)=0 pro2>l+a
kde €2 je normovany uhlovy kmitocet
T
=2 (11.10)
T

Pomyslny filtr popsany rovnici ( 11.9 ) se nazyvéa Nyquistiv filtr, nebo také, podle tvaru
kmito¢tové charakteristiky, raised-cosine filtr (RC filtr). Symbol « oznaluje tzv. roll-off
faktor. Roll-off faktor nabyva hodnot od 0 do 1 a urcuje plynulost pifechodu kmitoctové
charakteristiky z pasma propustnosti do pAsma nepropustnosti, a tim také rozsiteni spektra. V
USA se v bunkové telefonii pouziva hodnoty 0,35, v Japonsku 0,5. Hodnota 0,15 se ve
spojeni s klicovanim 64QAM pouziva pii kabelovém pienosu televizniho signalu. Impulzova
charakteristika Nyquistova filtru prochazi nulami pti ¢ = ...., -27T, -T, T, 2T, 3T, 4T, .....

Nyquist

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2
0

Obrazek 11.14: Impulzova charakteristika filtru RC

Ptiklad kmitoctové charakteristiky RC filtru je nakreslen na obrazku Obrazek 11.13,
impulzova charakteristika je znazornéna na obrazku Obrazek 11.14. Odezvu filtru na jeden
signalovy prvek najdete na obrazku Obrazek 11.15. Okamziky rozhodnuti jsou zde oznaceny
symboly x.

Zpravidla je optimalni rozd¢lit fitratni u¢inek pomysleného filtru RC mezi vysilaci filtr
a prijimaci filtr. Pak maji filtr vysilace a filtr pfijimace stejnou kmitoctovou charakteristiku
popsanou vztahem

Heppe (£2) =\ Hypo (£2) (11.11)

Filtr s touto kmito¢tovou charakteristikou se nazyva square root raised-cosine filter (SRRC),
half-Nyquist, ptipadné root Nyquist. Pouziva se mnoha sdélovacich soustavach.
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reakce na impuls sirky 0,5 s

0.8 i

0.6 B

04t .

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Obrazek 11.15: Odezva na signalovy prvek

Filtr

e D/A
vysilace

d(n) Vlozeni nul

Vedeni

Filtr

AID pijimate Decimace Komparator —

Obrazek 11.16: Cislicova filtrace

Cislicova realizace obou filtrli je znazornéna na obrazku Obrazek 11.16. Datovy signal
d(nT) ma formu cislicového signdlu. VloZenim M-1 nul mezi kazdé dva prvky posloupnosti
d(nT) je ziskana posloupnost d(m7,,), kde T, = T/M. Pti rozumné velkych hodnotach M
predstavuje signal d(m7,) sérii diskrétnich jednotkovych impulzl, 7.2.1, nasobenych
hodnotami prvkl posloupnosti d(n7T). Tim jsou vytvoreny dobré podminky pro konstrukci a
¢innost ¢islicového vysilaciho filtru. Jeho impulzovou charakteristiku A(m7,,) mizeme ziskat

navzorkovanim vyznamné ¢asti impulzové charakteristiky analogového square root raised -
cosine filtru, navrzeného pro modulaéni rychlost 1/7. Cislicovy square root raised -cosine filtr
vyplni mezery mezi impulzy v signalu d(m7,,) plynule se ménicimi ¢isly. Posloupnost ¢isel
produkovana vysilacim filtrem je pfeménéna prevodnikem D/A na elektricky signal, ktery je
transportovan dal. Za blokem Vedeni je elektricky signdl opét preveden na posloupnost Cisel
pfevodnikem A/D pracujicim se vzorkovacim intervalem 7. Cislicovy signél je zpracovan
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Cislicovym filtrem piijimace. Signal na vystupu filtru je vzorkovan se vzorkovacim
intervalem 7. Tento postup vede ke zmenSeni poctu prvkll v posloupnosti a nazyva se
decimace. Vzorky jsou vyhodnoceny ¢islicovym komparatorem, ktery na svém vystupu dava
binéarni posloupnost pfedstavujici zpravu.

Piiklad 11.1:  Ptenosova rychlost

Binarni zprava je piendSena binarnim signdlem. Doba T trvani signalového prvku je
2,083.107 s. Jaké je prenosova rychlost R a jaka je modulagni rychlost M.

Piiklad 11.2:  Modula¢ni rychlost

Binarni zprava je pfenaSena Ctyfstavovym signalem.Pfenosova rychlost R = 9,6kbit/s. Jaka je
modula¢ni rychlost M ?
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12 Signaly pro prenos v preloZeném pasmu

12.1 Analogové modulace

Modulace je ovliviiovani parametru nosné¢ho signalu signdlem modula¢nim. V naSem
ptipad¢ je nosnym signalem harmonicky signal

s, (t) =S, cos(wt+¢,). (12.1)
Signal ma tfi parametry. Amplitudu S_, thlovy kmitocet @, a po€atecni fazi ¢,. Tomu
odpovidaji tfi zadkladni druhy modulaci: amplitudova (AM), kmitoctova (FM) a fazova (PM).

Modulac¢ni signal je signal v zédkladnim pasmu. Muze to byt napiiklad analogovy
signal z mikrofonu, televizni kamery, nebo Cislicovy signal v zakladnim pasmu, naptiklad
signal NRZ dvoji polarity. Je-li modula¢nim signalem signal ¢islicovy, pouzivame ¢asto pro
oznaceni modulace slova klicovani (keying).

12.1.1 Amplitudova modulace
Amplitudové modulovany signal s(¢) je popsan rovnici

s() =[S, +ASf(¢)]cosw .t = S [1+mf(t)]cosw, t (12.2)

modulacni
o
|

1
0.25 . 0.35 0.4

Uy

1
0 0.05 0.1 0.15 0

.2
-2 L L \\V//
.2

nosna
o

0 0.05 0.1 0.15 0 0.25 . 0.35 0.4

modulovany
A N O N DM

- L ! |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Obrazek 12.1: Amplitudovd modulace

kde S, je amplituda nosnych kmitt,
AS je amplitudovy zdvih,
o, je thlovy kmitocet nosnych kmitd,
t jecasa

f(?) je modula¢ni funkce, normovany modula¢ni signal,
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S mod (t)

)= ,
T a5 @) (123)
m je hloubka modulace,
m—A—S 12.4
S, (12.4)

C

Hloubka modulace u obyc¢ejné amplitudové modulace nabyva hodnot od nuly do jedné.
V praxi se udava v procentech.

Pro vySetfeni spektralnich vlastnosti amplitudové modulovaného signdlu volime za
modula¢ni funkci funkei harmonickou

f(t)=cosQt. (12.5)

Skute¢ny modulac¢ni signal vétSinou harmonicky nebude. S ndmi uvazovanym harmonickym
signdlem se vSak analyza stava jednoduchou. Jeji vysledky pfitom budou do zna¢né miry
obdobné vysledkim, které bychom ziskali s jinymi modula¢nimi signaly. Pro modulovany
signal miizeme psat

s(t)=S_[1+mcosQt]cosw t =

1 1 (12.6)
=S, cosamt +EmSC cos(w, + Q)¢ +5mS° cos(w, —Q)t .
Ck
SC
! 1
EmS 7 e
0 @, - ® @, +0 @

Obrazek 12.2: Spektrum AM signalu

V uvazovaném piipadé tedy modulovany signal obsahuje 3 harmonické slozky: nosnou
(harmonickou slozku), horni postranni (harmonickou) slozku a spodni postranni
(harmonickou) slozku. Sitka spektra amplitudové modulovaného signélu je rovna dvojna-
sobku horniho mezniho kmitoctu spektra modula¢niho signalu. To plati 1 pii neharmonickém
modula¢nim signalu.

s(t) 50 8, (1)

Dolni

Nasobicka —
propust
2cosm,t
Synchr. Generator
obvod nosné

Obrazek 12.3:  Soucinovy demodulator
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Pro demodulaci amplitudové modulovaného signdlu muizeme pouzit soucinovy
demodulator (viz Obrazek 12.3). Signal za nasobickou je popsan rovnici

5,(t) ={S.[1+mf (t)]cosw t}2cosw t = S [1+mf (t)]+ S [1+mf(¢)]cos2am t (12.7)
Dolni propusti projde pouze signal
$,(1) = S.[1+mf (1)]. (12.8)

Po oddéleni stejnosmérné slozky dostdvame signal shodny, az na velikost, s piivodnim
modula¢nim signalem.

Pravé popsand amplitudova modulace obycejné se pouziva pti rozhlasovém vysilani na
sttednich a dlouhych vinach. Koncepcné je zastarala, jeji uloha pfi rozvoji oboru vSak byla
obrovskd. Levné pfijima¢e umoznily rychly rozvoj radiotechniky v jejich pocatcich.
Amplitudova modulace m4, oproti signalu v zakladnim pasmu, dvojnasobnou Sifku spektra.
Jesté horsi je, Ze vétSina vykonu modulovaného signélu pfipadd na signal nosny, ktery se u
AM piimo nezucasnuje pienosu informace. V dusledku toho jsou systémy s obycejnou AM
malo odolné proti ruseni.

Obycejna amplitudova modulace se nékdy oznacuje zkratkou DSB (double-sideband).
Céste¢nym nebo tiplnym potladenim jednoho z postrannich pasem nebo nosné miizeme ziskat
nové typy modulaci, které jiz vétSinou nejsou Cist¢ amplitudové. Podnétem pro zavadéni
novych modulaci byla snaha zuzit spektrum modulovaného signalu a pterozdélit vykon tak,
aby jeho podstatna ¢ast lezela na postrannich pasmech, protoze nosna slozka se u AM pienosu
informace nezucastiiuje.

Modulace SSB (single-sideband) ma jen jedno postranni pasmo. Pro piipad
harmonického modula¢niho signalu mizeme psat pro modulovany signal

s(t) =S, cosmt+ S, cos(w, +Q)t. (12.9)

Modulace SSB-SC (single-sideband suppressed carrier) méa jedno postranni pasmo a
uplné potlacenou nosnou:

s(t) =S, cos(w, +Q)t . (12.10)

Sitka spektra modulovaného signilu je stejna, jako $itka spektra signalu modulaéniho.
Veskery vykon piipadd na slozky nesouci informaci. Modulace SSB je tedy relativné
vyhodna, jak zhlediska Sifky spektra, tak i1 zhlediska odolnosti vic¢i Sumu. Operace
realizovana up-convertorem je v podstaté také modulaci SSB.

12.1.2 Kmito¢tova modulace

Pii kmitoc¢tové modulaci (frequency modulation, FM) je modulacnim signdlem fizen
okamzity kmitocet modulovaného signalu. Kmito¢tova modulace se pouziva pfi rozhlasovém
vysilani. Sitka spektra je nékolikrat vétsi nez §itka spektra modulaéniho signalu. Smifujeme
se s tim, protoze kmito¢tova modulace ma velmi dobrou odolnost proti vlivu rusivych signali.
Pod jistou prahovou hodnotou poméru signél Sum, asi 12 dB, vSak kvalita vystupniho signalu
demodulatoru prudce klesa. Rika se tomu prahovy jev. Kmitoétova modulace se také pouziva
pfi prenosu televizniho signalu pies druzici. I o kmitoc¢tové modulaci Ize fici, Ze je koncepcné
zastarald a je na ustupu.
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12.2 Cislicové modulace

12.2.1 Amplitudové klicovani

Amplitudové kliCovani se oznacuje zkratkou ASK (Amplitude Shift Keying).
Amplitudové kliCovani nepatii mezi moderni modula¢ni metody. Do skript je zatazeno
piedev§im z metodickych diivodl, uSetfi ndm praci pii zkoumani kmitoc¢tového kliCovani.
Nosny signal zapiSeme ve tvaru

1 1
s,(1) =§SC exp(ja)ct)—i-ESc exp(—jo.t). (12.11)
Pfi modula¢nim signalu typu unipolarniho NRZ zobrazujiciho posloupnost 010101.... a

orientovaného jako suda funkce budou koeficienty Fourierovy fady tohoto periodického
signalu ddny vztahem ( 2.24 )

¢, = D%sinc(ka)l g) = l%sinc(ki—;%) = %sinc(k%). (12.12)
1
0.8+ B
0.6 - B
0.4+ B
0.2+ B
ol ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i

Obrazek 12.4: ASK — ¢asové prib¢hy

Modulacni signal g(¢) proto mize byt zapsan vztahem

0

gny=> %sinc(k%)exp( jkeot). (12.13)

k=—00
Kli¢ovany signal 1ze zapsat jako soucin
s(t) = g(t)s. (). (12.14)
Po dosazeniz ( 12.13 )a (12.11)zag(f)a s.(¢) do ( 12.14) dostavame

s(t) = %Sc isinc(k%) explj(a, +ka)1)t]+%SC isinc(k%) explj(o, —kw,)t]. (12.15)

= k=—o0
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Prakticka Sitka spektra signalu ASK v Hz je ¢iseln€ rovna pienosové rychlosti v bitech
za sekundu.

‘Ck‘

fc_ﬁ fc fc+ﬁ

Obrazek 12.5: Spektrum ASK

0.8+ R
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0.4 i
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Obrazek 12.6: Kmitocétové kli¢ovani

12.2.2 Kmitoétové kli¢ovani

Kmitoctové klicovani se oznaCuje se zkratkou FSK (Frequency Shift Keying).
Signalové prvky jsou tvofeny useky délky T kosinusovky. Nule mize odpovidat signalovy
prvek s vy$§im kmitoétem, jedniGce signalovy prvek s niz§im kmitoétem. Ciselné se prakticka
Sitka spektra pfiblizné rovna prenosové rychlosti zvétsené o rozdil kmitoctti obou signalovych
prvkd. Vyplyva to z pomocné piedstavy, ze kmitoctové klicovany signal pienasejici
posloupnost 010101.... je v podstaté souctem dvou amplitudové klicovanych signalti.

Na rozhranich signélovych prvk mohou vznikat ostré $picky a strmé hrany. Takovyto
jev je provazen rozsifenim spektra klicovaného signalu. Ostré pfechody Ize odstranit vhodnou
volbou kmitoctl nuly a jednicky.

V praxi se pouziva i vicestavové kmitoctové kli¢ovani. Pro demodulaci signalu FSK
muzeme pouzit dvojici pasmovych propusti nasledovanou dvojici amplitudovych
demodulatorti (ty mohou byt i obalkové, tj. nekoherentni) a obvodu pro porovnavani velikosti
vystupnich signéalit demodulétora.



130 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

12.2.3 Fazové klicovani

Fazové klicovani (PSK, Phase Shift Keying) je v praxi pouzivano ¢asto. Budeme se mu
proto vénovat podrobnéji.

0.5+ R

-0.5- R

o
o
[6)]
N
N
o
N
N
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w
w
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N
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N
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a

Obrazek 12.7: Fazové kli¢ovani

I i

s1
o
L

s2

Obrazek 12.8: Signaly v souc¢inovém demoduldtoru

Dvoustavové fazové klicovani BPSK (Binary Phase Shift Keying), klicovani reverzaci
faze, patii k zakladnim druhim kliC¢ovani. Oznaluje se také 2PSK. Nula je vyjadiena
signalovym prvkem

5,(t) =S, cosaw,t =S, cos@,t + ), t e<0, T>, (12.16)

kde ¢ je cas, S, je amplituda nosného harmonického signalu a @, je thlovy kmito€et nosného
signalu. Signalovy prvek ma dobu trvani 7. Jednic¢ka se vyjadiuje signdlovym prvkem
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s,(t) =S, cosat, te<0,T>. (12.17)
Signalové prvky nuly a jednicky se 1i§i znaménkem, proto jsou dobte rozliSitelné. Diky
tomu se BPSK vyznacuje dobrou odolnosti vii¢i ruseni.

Modulovany signal s(f) mizeme ziskat tak, ze modula¢nim signalem NRZ nabyvajicim
hodnot +1 a -1 ndsobime nosnou S, cosa,t .

Piiklad casovych pribéhti modulacéniho signdlu f{¢) a jemu odpovidajiciho fazove
kli¢ovaného signalu s(¢) je uveden na obrazku Obrazek 12.7 pro piipad 7=0,5s a f.=4
Hz. Na nékterych rozhranich signalovych prvki jsou patrné skokové zmény pocatecni faze o
.

‘Ck‘

Obrazek 12.9:  Spektrum signidlu BPSK

Prakticka $itka spektra B je u BPSK, pfi jistém zjednoduSeni, ¢iselné rovna modulaéni
rychlosti M i pfenosové rychlosti R. Spektrum amplitud signdlu BPSK je pro piipad
periodické datové posloupnosti 01010101010..... , ta pfedstavuje nejhor$i ptipad,
znazornéno na obrazku Obrazek 12.9. Teoreticky je spektrum nekoneén& Siroké. Siika
kmitoctového pasma obsahujiciho nezbytné slozky je B = 1/T. Je zjevné, ze spektralni slozky
modulovaného signalu lezici mimo pasmo $itky B ptisobi jako rusivé signaly v kmitoctove
sousednich kanélech.

s+n

s2+n2

Obrazek 12.10: Pfijem zaruSeného signalu
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Demodulaci signalu BPSK nadm mutze zajistit souinovy demodulator. Jeho schéma je
nakresleno na obrazku Obrazek 12.3. Vstupnim signalem je v tomto ptipadé signal BPSK.
Signal za nasobickou je popsan rovnici

5,(t) = f(t)cos(w.t)2cos(w.t) = f(t)+ f(t)cos(Lm, t). (12.18)

Za dolni propusti pak signal s,(¢#) nabyva v idedlnim piipadé v intervalech délky T
jedné ze dvou moznych hodnot +1 a -1. Casové pribéhy signali za nasobi¢kou a za dolni
propusti jsou nakresleny na obrazku Obrazek 12.8. Na vstup demoduldtoru byl v daném
piipad¢ ptfiveden modulovany signal s z obrazku Obrazek 12.7. V okamzicich oznacenych
"x" mizeme porovnavat hodnoty signdlu s, s rozhodovaci hladinou 4 = 0, a tak zjiSt'ovat, zda
vyslanym symbolem byla nula nebo jednicka.

Ptiklad zasuméného signidlu BPSK a odpovidajiciho signdlu za demodulatorem je
nakreslen na obrazku Obrazek 12.10.

12.3 Signaly mnohokanalovych soustav

12.3.1 Multiplexy

Ukolem multiplexu je zajistit, aby vice signald bylo mozné prenaset spoleénou
sdélovaci cestou, tj., aby bylo mozné na vystupu sdélovaci cesty signaly od sebe oddélit.
12.3.1.1 KmitoCovy multiplex

Princip kmitoctového multiplexu (FDM, frequency division multiplex) je jednoduchy.
Kazdy zdroj signalu ma na kmitoctové ose pridélen sviij usek, useky se nepiekryvaji. Pro
transpozici spekter mlizeme pouzit nckterou z probranych modulaci. Signdly s
nepiekryvajicim se spektrem miZeme bez obav seCist a pak souctovy signal pfenést spo-
le¢nou sdélovaci cestou. Na jejim vystupu pomoci filtrii (obecné pasmovych propusti) znovu
separujeme signaly s pielozenymi spektry. Demodulace nam potom pomtize ziskat signaly se
spektry v zakladnim pasmu.

Vsechny multiplexni systémy vykazuji vice ¢i méné vyznamné ruseni signalu dané¢ho
kandlu signaly ostatnich kanald. Tento druh ruseni se nazyva pieslech. U systému s
kmitoctovym délenim vznikd pteslech v piipad€, Ze spolecnd cesta neni Cist¢ linearnim
systémem, tj. vykazuje urcitou nelinearitu.
12.3.1.2 Casovy multiplex

Casovy multiplex (TDM, time division multiplex) je obdobou kmito&tového multiplexu,
jen je v tomto pfipadé¢ kmitoCtova osa nahrazena osou casovou. Jednotlivym kanalim
jsou piidéleny vzajemné se nepiekryvajici iseky na casové ose.

Signaly jednotlivych kandli musi byt proto &asové pretrzité. Casové pietrzitosti
muizeme dosdhnout pouZitim Cislicového vyjadfeni signali pomoci signdlovych prvkia s
omezenou dobou trvani.

U systtmu TDM se vyskytuji pieslechy zplisobené neidedlnimi kmitoctovymi
charakteristikami spole¢né sdélovaci cesty. Je zde jistd pfibuznost s mezisymbolovymi
pteslechy.
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12.3.2 Mnohokanalové pristupy

Mnohonasobné pfistupy umoziiuji vice uzivatelim pouzivat jedno Sirokopasmové
zafizeni, napt. transpondér na telekomunikac¢ni druZzici. Je nutno zajistit, aby se uzivatelé
vzajemné¢ nerusili. Prostfedkem pro dosazeni tohoto cile miize byt ortogonalita signala
jednotlivych uZzivateld.
12.3.2.1 FDMA

Mnohonasobny pfistup s kmitoctovym délenim (FDMA, Frequency-Division Multiple
Access). FDMA je nejstarSim pouzivanym principem mnohonéasobného piistupu. Kmitoctové
pasmo, které je k dispozici, je rozdéleno na dil¢i vzajemné se neptekryvajici pdsma, ktera jsou
pak ptidélena jednotlivym uzivatelim. Dil¢i pasma nemusi byt stejné Siroka. Nepozaduje se
7zadnd synchronizace mezi vysildnimi jednotlivych uzivateld. Mezi dil¢imi pasmy se
ponechavaji bezpecnostni mezery, které omezuji moznost vzajemného ruseni pii nedodrzeni
spravné hodnoty nosného kmitoctu nebo pii pfili§ Sirokém spektru signdlu vysilaného
kmitoctoveé sousednim uzivatelem.
12.3.2.2 TDMA

Mnohonasobny pfistup s ¢asovym délenim (TDMA, Time-Division Multiple Access)
vyzaduje synchronizaci mezi vysilanimi jednotlivych uZivateld. Jednotlivym uZivatelim jsou
pridéleny periodicky se opakujici intervaly pro vysilani. Mezi sousednimi intervaly pro
vysilani opét byvaji vloZeny bezpecnostni mezery, tentokrat casové.

Signaly jednotlivych uzivateld musi byt proto ¢asové pretrzité.
12.3.2.3 SSMA

Mnohonasobny pfistup s rozprostienym spektrem (SSMA, Spread Spectrum Multiple
Access).

Systémy s rozprostienym spektrem pouzivaji dodate¢né kliCovani s cilem rozprosttit
signal do Sirokého kmitoctového pasma. Pouziti systéml s rozprostienym spektrem neni
omezeno jen na mnohonasobné pfistupy. Signaly s rozprostfenym spektrem se obtizné
identifikuji, coz ptedurcuje jeden druh jejich pouziti.

I O I [

o O

Obrazek 12.11: Vicecestné Sifeni

My se omezime na rozprostfeni typu DS-CDMA, které je vhodné pro mnohondsobné
pristupy.

Vsysttmu CDMA se modulacni Ccislicovy signal upravuje tak, Ze se nésobi
rozprostiracim binarnim signalem. Rozprostiraci signal mé prvky nékolikrat, spiSe mnohokrat,
krat§i, nez je doba T trvani plvodniho signdlového prvku. Takové pocinani se zda byt
nesmyslné, vzdyt vede k podstatnému rozSiteni spektra modula¢niho signalu, a tim i
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modulovaného signalu. Stim se ale pocitd. Kazdy ucastnik pouziva svou specifickou
rozprostiraci posloupnost. To umoziuje prenaset signaly vSech ve stejném Case a ve stejném
kmitoc¢tovém pasmu. Pro modulaci miizeme pouzit BPSK.

V misté piijmu se piijaty signal nasobi replikou specifického rozprostiraciho signélu.
Tim se rozprostieni odstrani. Podminkou je, aby replika byla spravné synchronizovéna.

Systém CDMA se pouziva v mobilni siti IS-95 v USA. Bude se pouzivat (wideband
CDMA, WCDMA) v mobilnich sitich 3. generace a zifejm¢ i ¢tvrté generace.

V mobilnich i stacionarnich rddiovych spojich nas Casto trapi vicecestné Sifeni. Signal
se od vysilace dostava Sifenim po rtizné¢ dlouhych drahach. Na piijimaci anténé se pak vytvori
soucet téchto riizné€ silnych a hlavné rizné zpozdénych signali. Vyhodou systémy CDMA je
to, ze se dokaze vypotadat s problémy vyvolanymi vicecestnym S$ifenim. Obdobnou
schopnost, 1 kdyZ zaloZenou na jiném principu, ma sytém OFDM.
12.3.2.4 OFDM

Systém OFDM pracuje s velkym poc¢tem nosnych. Jeho technicka realizovatelnost je
zalozena na pouziti algoritmti FFT a IFFT. Aplikovan je v rohlasovém a televiznim vysilani.
Vyhodou je, mimo jiné, moZnost pracovat s jednofrekvenéni siti, ve které vSechny vysilace
s danym programem vysilaji ve stejném pasmu, vSechny vysilaji synchronné prakticky stejny
signal. Tim je dosaZeno podstatné lepSiho vyuZiti kmitoctového pasma piidéleného pro
rozhlasové nebo televizni vysilani. Vysvétleni principu tohoto systému se vymyka rozsahu a
zamé&feni téchto skript. V nasledujicich létech se naprostd vétSina ¢tenarti s timto systémem
setka, at’ uz na pracovisti, nebo doma. Na rozdil od jinych smrtelniki ov§em budou schopni
pochopit princip systému OFDM, protoZe budou ovladat algoritmus FFT (8.4) a vlastnosti
DFT (8.3).
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13 Dodatky

13.1 Operace s komplexnimi Cisly

Ve skriptech se pouziva nékolik béznych operaci s komplexnimi ¢isly. Tento dodatek
ma pomoci tém, ktefi jiz na praci s komplexnimi ¢isly ponckud pozapomnéli.

Imz
e
. Z=rec
]b ............................................
r
AN
! a N
Obrazek 13.1: Komplexni rovina
Kazdé komplexni ¢islo z lze zapsat ve tvaru  z=a+ jb,
kde a, b € R jsou redlnd ¢ast a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla, j=+-1.
Imz
jo
z=¢
& Rez

Ve
5

Obrazek 13.2: Jednotkova kruznice
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Pro operace nasobeni a déleni je vyhodnéjsi pouzit druhou formu zépisu
komplexniho ¢isla: z =rexp(jp),

kde r =| z|=a’ +b*> je modul komplexniho ¢&isla a
p=argz je argument komplexniho ¢isla, definovany v ptipadé, ze r #0.

Pro » =0 neni argument komplexniho Ccisla definovan. Geometrick¢é znézornéni
komplexniho ¢isla najdete na obrazku Obrazek 13.1.

Priklad 13.1:  Vyjadreni komplexniho cisla
z=-3+j4. UrCetera ¢.

Vyznamnym utvarem v komplexni roviné je jednotkova kruznice, viz Obrazek 13.2.
Pro komplexni ¢isla zobrazujici se jako body na jednotkové kruznici miizeme psat

z=exp(ja)=cosa+ jsinx.

Imz

%
1 Re:z
-

Obrazek 13.3: Zobrazeni Cisla exp(jm)

Casto pii upravach vyrazi uplatiiujeme rovnosti

. . Y A T .

exp(jm) ==L exp(-jm=-1 exp(j)=j ~a  exp(=j)=-/.

Ke komplexnimu &islu z miiZzeme pfitadit ¢islo komplexné sdruzené =z :

Z =a— jb=rexp(—jp).
Plati: z+z" =2a. Soudet dvou &isel komplexné sdruzenych je &islo redlné.

Sc¢itdni komplexnich cisel z, a z, miZeme uskuteCnit pomoci slozkového

vyjadieni
z,+z,=a,+a,+ j(b+b,)

Pro nasobeni a déleni mlizeme pouzit vztahy
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X z I .
2.z, = 11, expl (@, + @,)] a  —L=—Lexplj(p,—»)l.

Z, n

Na zavér uvedeme Casto pouZzivany vztah

cosa = %exp(ja) +%exp(—ja) .

13.2 Transformace Z

Laplaceova transformace umoziiuje zobrazit signaly se spojitym Casem jako funkce
komplexni proménné p. Transformaci, ktera hraje obdobnou roli v ptipad¢ signali s
diskrétnim ¢asem, se nazyva transformace Z. Ma dvé zakladni modifikace, jednostrannou
transformaci Z a dvojstrannou transformaci Z. Cilem tohoto dodatku je seznamit Ctenafe s
druhou z nich.

13.2.1 Zavedeni transformace Z

V defini¢nim vztahu DTFT ( 8.4 ) nahradime vyraz ¢/ komplexni proménnou z. Tak
dostaneme vztah

n=—00

ktery je defini¢nim vztahem transformace Z. Oblast konvergence, pokud je neprazdna, je
popsana nerovnosti

R_(z(R,,

kde R_ mize nabyt hodnoty 0, R+ miize dosahnout hodnoty +co.

13.2.2 Vlastnosti transformace Z

13.2.2.1 Linearita

Linearita transformace je ocekévanou vlastnosti vzhledem k ptibuznosti transformace Z
k diive probranym linedrnim transformacim. Necht' a a b jsou redlné konstanty. Linearita
transformace pak miize byt vyjadiena vztahem

Z{as1 (n) +bs, (n)} =as, (z)+ bS, (z),
kde S,(z) je obraz posloupnosti {s,(n)} a S,(z) je obraz posloupnosti {s,(n)}. Oblast
konvergence S(z) je pfinejmensim prinikem oblasti konvergence obrazl S,(z) a S,(z).
13.2.2.2 Obraz posunuté posloupnosti
Necht’ je S(z) obrazem posloupnosti {s(n)}. Obrazem posunuté posloupnosti {s(n+m)},
m je Cislo celé, je funkce

S, (z)=2Z{s(n+m)}=z"S(z).

Oblast konvergence se pii posunuti zachovava s vyjimkou bodii z=0 a z=00, ve
kterych se miize konvergence lisit. U Cislicovych systému se nejcastéji setkavame s piipadem
m=-1. Pak je obraz Y(z) opozdéné posloupnosti {y(n)} vazédn na obraz X(z) posloupnosti
{x(n)} vztahem
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Y(z) = Z_IX(Z).

13.2.3 Vypocéty obrazi

13.2.3.1 Obraz jednotkového impulzu
S pouzitim defini¢niho vztahu transormace Z nalézame:

S,(z)= Zé‘(n)z‘" =5(0)" =1.
Oblasti konvergence je celd rovina z kromé bodu z = 0.
13.2.3.2 Obraz jednotkového skoku

Opét vyjdeme z defini¢niho vztahu:

S(z)= 21(11)2_" :iz_".

n=—0 n=—00

Jednd se o geometrickou fadu s kvocientem z! a prvnim c¢lenem 1. Oblast
konvergence je dana podminkou |z| < 1. Obraz jednotkového skoku je v oblasti konvergence
dan vztahem

Si(z)=——.
z—1

Funkce definovana vyrazem na pravé strané posledniho vztahu mé nulovy bod z, =0 a
pol z, = 1. Je spravné psat zde o nulovém bodu z, = 0, kdyz obraz pro z = 0 nekonverguje? Je
k tomu dobry diivod. Rozlozeni nulovych boda a pdli, a to i mimo oblast konvergence, nam
umoznuje vytvofit si rychle pfibliznou pfedstavu o pribe¢hu modulu obrazu (v oblasti jeho
konvergence). Funkce definovana vyrazem na pravé strané¢ je pro z z mnoziny C - {1,0}
analytickym prodlouzenim obrazu jednotkového skoku.

13.2.3.3 Obraz exponencialni posloupnosti
Obraz S,(z) exponencidlni posloupnosti

s(n)=1(n)4a",

kde 4 a a jsou realné konstanty, je dan vztahem

Se(z): 4z .

zZ—da

Oblast konvergence obrazu je popsdna nerovnosti |z| < |a|. Jednd se o oblast lezici vné
kruznice o poloméru |a|. Analytické prodlouzeni obrazu na celou oblast C - a ma polz,=a a
nulovy bod z, = 0.

Od obrazu S(z) se k Fourierové obrazu posloupnosti {s(n)} mizeme dostat dosazenim z
= ¢/, pokud ovSem jednotkovad kruZnice lezi v oblasti konvergence obrazu S(z). Pro nas
ptipad je pii |a| < 1

s.()= A .




Signaly a soustavy 139

13.3 Korelace

Zakladnim ndastrojem pro kvantitativni hodnoceni vztahu mezi dvéma signdly je
korelac¢ni funkce. Ta je vSak definovana rizné pro razné typy signali. A tak budeme mit
ptilezitost zopakovat si fadu pojmi probranych v ptedchazejicich kapitolach. Korela¢ni
funkce jsou vyznamnymi néstroji pro popis a zpracovani signali. Hloubavi studenti si mozna
povsimnou, ze existuje n¢jaka souvislost mezi korelaci a konvoluci.

13.3.1 Korelaéni funkce periodického signalu

Vyznam korelacni funkce vynikne zejména pfi jeji aplikaci na ndhodné signédly a na
smes nahodnych a periodickych signalt. Z metodického hlediska je vSak ticelné zacit se sez-
namovat s timto pojmem u signala periodickych.

Vziajemnou neboli kiizovou korelacni funkci (cross - correlation function) dvou
periodickych signall s,(¢) a s,(¢) o stejné period¢ T, nazyvame funkci

1
Rlz(f)=;fsl(t)sz(f+f)dt- (13.1)
17

Vzajemna korela¢ni funkce dvou periodickych signalii se stejnou periodou 7, svym zplisobem
popisuje podobnost pritbéht téchto dvou signdlii v zdvislosti na jejich vzajemném posunuti.
Funkce je periodicka s periodou 7.

Priklad 13.2:  Vzdjemna korelace periodickych signalit
Vypoctete vzajemnou korelacni funkci signali

si(t)y=2cos2nt a 52(¢) = sin 27t

Korela¢ni analyzu miiZzeme uplatnit i v piipadé, Ze oba signaly s,(¢) a s,(¢) jsou totozné a
mohou proto byt spole¢n¢ oznaceny s(¢). Korela¢ni funkce se v tomto piipad¢é nazyva funkce
autokorelacni. Autokorela¢ni funkce R(7) periodického signalu s(f) muze byt definovéana
vztahem

R(r)=— [s(0hle+ ot (132)

L7

Priklad 13.3:  Autokorelacni funkce periodického signalu
Vypoctéte autokorelacni funkci signalu s(f) = C cos (1t + ¢).

Autokorelacni funkce vypoctena v ptikladu 13-3 ma nésledujici vlastnosti:
1. je suda,

2. je periodicka s periodou T},

3. R(0) je rovno kvadratu efektivni hodnoty signalu,

4. VT eR:R(0) > R(7).

Tyto Ctyti vlastnosti maji autokorelacni funkce vSech periodickych signalt.

Bez odvozeni uvedeme vztah, kterym je autokorelacni funkce vyjadiena na zakladé¢
koeficientt Fourierovy fady periodického signalu
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0 ) )
R(r)= Y| exp(jkor). (13.3)
k=—o0
Zajimavé¢ je, ze argumenty koeficienti Fourierovy fady nemaji na autokorelacni funkci zadny
vliv. To se projevilo i ve vysledku ptikladu Piiklad 13.3. Znamena to, ze signaly s riznymi
casovymi prubéhy mohou mit stejné autokorela¢ni funkce.

Ze vztaht ( 13.2 ) a ( 13.3) pti dosazeni 7= 0 mizeme odvodit rovnici

j t)dr = §]q| (13.4)

Leva strana rovnice predstavuje kvadrat efektivni hodnoty signalu (nebo také stfedni vykon
na jednotkovém odporu, je-li signalem napéti nebo proud), prava strana tedy musi vyjadrovat
totéZ. Vyjadruje, tentokrat ale ne na zakladé ¢asového pribchu signélu, ale na zakladé jeho
spektra. Rovnice je zapisem Parsevalova teorému pro periodické signaly.

1

13.3.2 Nahodny proces se spojitym ¢asem

Korelaéni funkce (correlation function, autocorrelation function) R(¢,, t,) je mirou
souvztaznosti mezi hodnotami nahodného procesu v okamziku ¢, a hodnotami ndhodného
procesu v okamziku #,. Mize byt vypoc€itdna pomoci integralu

R(tlatz)z J-lexzp(xl’xzatlatz)dxldxz- (13.5)

Kovarian¢ni funkce (covariance function) K(#,, #,) je mirou souvztaznosti mezi
odchylkami nahodného procesu v okamziku #, od stfedni hodnoty a(#,) a odchylkami
nahodného procesu v okamziku ¢, od a(t,). MiiZe byt vypocitana pomoci integralu

tl’t _[_[ (tz)]p(xlaxz’twtz)dxldxz- (13.6)

—00—00

V piipad¢ zkoumani stacionarniho ndhodného procesu mizeme pro libovolné #, € R psat:
P(Xy, Xp, by, 1) = Xy, Xy, 1) T 8, 1 + 1), (13.7)

Pfi oznaceni 7=1¢, - ¢, miZeme funkce p(x,, x,, ¢, , t,), R(¢,, t,) a K(t,, t,) nahradit
funkcemi p(x,, x,, 7), R(7) a K(7). ZjednoduSeni popisu ndhodné¢ho procesu spojené se
zavedenim predpokladu stacionarity je zjevné.

Ergodicky nahodny proces (ergodic process) se vyznacuje tim, ze vSechny jeho
realizace maji stejné statistické vlastnosti, stejné chovani. To nam pak umoziuje pti zkoumani
nahodného procesu odhadovat funkce a veli¢iny nahodny proces popisujici z pribéhu jediné a
to libovolné realizace.

Korela¢ni funkce R(7) ergodického ndhodného procesu muize byt odhadovana pomoci
vzorce

T

jx (¢ + 7 )dr. (13.8)

0

=L
T
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Tento vztah se jiz podoba vztahu ( 13.2 ). Primérovani soucinu x(¢)x(¢ +7) probiha na
intervalu <0, T > , ktery musi byt dostatecné dlouhy, aby byl odhad autokorela¢ni funkce

vérohodny.

Odhadnout lze i1 vztah mezi dvéma vzdjemné ergodickymi procesy &(¢) a n(f) s
realizacemi x(¢) a y(?), a to pomoci tzv. vzajemné korelacni funkce (cross-correlation function)

T
R, (z)=—[x{e)y(e+7)de. (13.9)
0

ﬂl»—

13.3.3 Nahodny proces s diskrétnim ¢asem

Cleny R(ni,n,) = E{&n,)&n,)} dvourozmémé autokorelaéni posloupnosti miizeme
zavést vztahem

n17n2 J jx1x2p x19x2’n19n2)dx1 (13.10)

—00—00

U staciondrnich ndhodnych procesti jsou €leny korelani posloupnosti pouze funkci
rozdilu

m:nz'nl,

takZe namisto R(n,,n,) piSeme R(m):

m)= J‘ J.xlxzp(xl,xz,m)dxldxz. (13.11)
Pro statistické odhady R(m) je vSak i nadale nutno mit k dispozici poCetnou mnozinu
realizaci staciondrniho ndhodného procesu.

Odhad R (m) ¢&lenu R(m) korelaéni posloupnosti ergodického nahodného procesu
muzeme stanovit na zaklad¢é dostate¢n¢ dlouhé realizace (o délce N + m) s pouzitim vztahu:

Rl 1 &
=—Zx (n +m) (13.12)
Nz
Hodnoty R(m) nas do urcité miry informuji o tom, jaka je vzajemna souvislost mezi
hodnotami ndhodného procesu ¢asové vzdalenymi od sebe o m.

Pokud je k dispozici vektor x kone¢né a pevné délky N, musime pro odhadovani vzorec
(13-12) modifikovat:

R(m)= N% S (o )x(n+ m) (13.13)

Pti velkych hodnotach m muze byt odhad mélo vérohodny.

Ptiklad nidhodného procesu x(n) s diskrétnim c¢asem vzniklého vzorkovanim
nizkofrekven¢niho Sumu a autokorela¢ni posloupnost R(m) tohoto ndhodného diskrétniho
signalu jsou nazornény na obrazku Obrazek 13.4. Hodnoty autokorela¢ni posloupnosti
nabyvaji vyznamnych hodnot pro malé hodnoty posunuti, zpozdéni, m. To ukazuje, Ze
existuje souvislost mezi sobé ¢asové blizkymi hodnotami signalu x(n). Pro velké hodnoty m
jsou hodnoty autokorelacni posloupnosti R(m) blizké nule. To ukazuje, Ze neni vyznamna
souvislost mezi ¢asové vice vzdalenymi hodnotami signalu x(#). Prabéh autokorelac¢ni funkce
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R(m) ukazuje, jak do jaké ¢asové vzdalenosti mezi prvky signalu x(n) ptibuznost hodnot saha.
Okolnost, ze pro velké hodnoty m hodnoty autokorela¢ni posloupnosti R(m) konverguji k
nule ukazuje, ze ndhodny proces x(n) méd nulovou stfedni hodnotu. Pokud by mél obecné

sttedni hodnotu rovnu a, konvergovala by posloupnost R(m) pro m - k a°.

0.15
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x 0.05
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Obrazek 13.4: Autokorelacni posloupnost diskrétniho procesu

Autokorela¢ni funkce periodického signdlu je periodickd. Autokorelacni funkce Sumu s
nulovou stiedni hodnotou pro rostouci 7 nebo m konverguje k nule. Tohoto rozdilu ve
vlastnostech miizeme vyuZit pro potlaceni disledku ptitomnosti Sumu.

wwv

korelace mezi Sumem a mezi ocekdvanym a zndmym pribehem piijimaného signalu je rovna
nule. Vzijemna korelace se pouziva naptiklad v druzicovém naviga¢nim systému GPS a v
¢islicovych komunikaénich syst¢émech CDMA. Také soucinovy demodulator je svou funkci
blizky korelatoru.

13.4 VysledKky testu

Priklad 1.1

V intervalu <— 4, 4> jsou to tyto posloupnosti ¢isel:

a)000013000 b)00000130
c)001300000 d)00031000
e)000003100 03100000
20000026000

Piiklad 2.1

5(0,1) = 4,854.
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Priklad 2.2

a) ¢ =ii1,2732, b) amplituda C, = 2,5465V, c) pocatecni faze ¢,= 0 rad, d)
T
kmitocet zdkladni harmonické slozky f, = 1kHz, e) stejnosmérna slozka c,=2V.

Piiklad 3.1

5(0,14)=0.

P¥iklad 3.2

S(w) = 20sinc(w).
Piiklad 5.1

F(-0,2, 300)=0,25.
Piiklad 5.2
a=0,1275.

Piiklad 6.1

Aby bylo vyhovéno podmince ( 6.4 ), musi byt vzorkovaci kmitocet nejméné 6 000
vzorkli za sekundu. V telekomunika¢ni technice se pro feCové signaly vétSinou pouziva
vzorkovaci kmitocet 8 000 vzorki za sekundu, tj. f, = 8 kSa/s.

Piiklad 6.2

Ano. Existence takové slozky vyplyva ze vztahu ( 6.3 ). Jeji kmitocet je 3 kHz.
Podminka ( 6.4 ) nebyla dodrzena.

Priklad 6.3

Pienosova rychlost R v bitech za sekundu je dana soucinem vzorkovaciho kmitoctu a
poctu bitlh na vzorek. Zde je R = 8 kSa/s x 8 bit/Sa = 64 kbit/s. Doba trvani signalového
prvku 7, = 1/R = 15,625ps.

Piiklad 7.1

o, =Q, L 21t50L =0,2m.
S 500

Piiklad 7.2

1,2,1,2,0.

Piiklad 7.3

z(n) ma pro n € <O, 10> prvky

0,1,1,0,-1,0,1,0,-1,-1, 0.

Piiklad 7.4

z(1) =4.

Piiklad 8.1

S(0)=0, S1)=2-2j, S2)=0, SB)=2+2].
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Priklad 8.2
S(1023) =5 - 3;.
Priklad 9.1

Pro mnozinu realizaci z obrazku Obrazek 9.2 dostavame:

a(2) = %(—2,10—1,90 ~0.95+1,00+3,15) = 0,16

Teoretickd hodnota a(5) je rovna nule. U procesu z piikladu Piiklad 9.1 je to feceno v jeho
popisu.

Priklad 9.2

a= %(0,2 +3,1+2,0-3,1-0,1-1,3-2,0-2,3) =-0,44.

Piiklad 10.4
a) VySetfime, zda je systém stabilni

222 452" +3
i

H(z)=

Zadny pél nelezi vné jednotkové kruznice. Systém je stabilni.

b) Vypocet amplitudy vystupniho signélu
Y, =|H ()| X, =[2+5¢70%" + 3¢/ 4 =
= 3,58.4=1433

¢) Vypocet pocatecnin faze vystupniho signalu

W, = arg[H(ej‘”)]+ @ = arg[2 +5e7/%%7 4 3e’j1’2”]+ 0,ln =
=-0,6861+0,lt=-05867

Piiklad 10.5

a) VysSettime, zda je systém stabilni

Zadny pél nelezi vné jednotkové kruznice. Systém je stabilni.

b) Stanoveni normovaného uhlového kmitoctu

3
oo 2RO
f. 8.10
¢) Vypocet amplitudy vystupniho signalu
. 0,2¢/%"
Yl = ‘H(e’ )‘Xl = mo,l =

= 0,1715.0,1=0,0172
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d) Vypocet pocatecni faze vystupniho signalu
O 2610 St
W, = arg[H(e )]+ o, = arg[jos—%} + 0,7 =
=-0,1727+0,7t =-0,528n
Piiklad 11.1
Ptenosova rychlost je 4,8 kb/s, modulacni rychlost je 4,8kBd.
Piiklad 11.2
Modulac¢ni rychlost je 4,8 kBd.
Piiklad 13.1
r=5 @=2214rad”

s1(t)
N oo N

s2(t)
N o -

$2(t+0,25)
AN o -
g

R12(tau)
N o -
8

Obrazek 13.5: Vzajemna korelacni funkce

Piiklad 13.2
Oba signaly maji stejnou zakladni periodu 7, = 1. S pouzitim vztahu ( 13.1 ) mizeme
psat:
1 1|
R,(7)= FJS' (t)s, (¢ +7)de = IJ.2 cos 2mzsin 2xi(t + 7)dt =
Ho ‘ (13.14)

1
J.sm (4nz +2m7)+sin2nz]ds = 0 +sin 2n 7.
0

Signaly s,(¢) a s,(f) jsou graficky znazornény na obrazku Obrazek 13.5. Je zde také nakreslen
posunuty signal s,(¢ + 0,25). Pribéh korelacni funkce najdeme ve spodnim dilu obrazku
Obriazek 13.5. Lze doporucit, aby signal s,(¢) byl nakreslen na prouZek papiru, ktery je pak
mozné polozit pod graf signalu s,(r). Posouvanim prouzku ve vodorovném sméru lze
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modelovat jeho casové posunuti a sledovat jednak podobnost pribéhti funkce s,(¢) a s,(¢ +7),

jednak ptisluSnou hodnotu vzajemné korelacni funkce R,,( 7).

Piiklad 13.3
Po dosazeni za s(¢) do vztahu ( 13.2 ) mizeme psat

T,
R(r)= %.[Ccos(a)t +@)Ccos|a(t + 1)+ p]dr =
1o

CZ T,
=— j [cos(2wt + 20 + w7 )+ cos(wr)]dt =

1o
=C’ cosmr.
Ve vysledku C,; oznacuje efektivni hodnotu signalu s(?).

13.5 Vlastnosti zobrazeni v tabulkach

Poucky o spektrech periodickych signalt

s(?) C,
as, (t)+bs, (t) ac,, +bc,,
s(t—1) c, exp(—jka,r)
s(mt) Cx

Poucky o spektrech aperiodickych signali

(1) S(w)
as,(t)+bs,(1) aS, (o) +bS, (o)
s(t—1) S(w)exp(—jwr)
1
s(mt) m>0 ;S (%}
[s1(2)s, (e~ )z $,()S,(®)
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Vlastnosti DFR
Original Obraz
DFR {5 (1) 5, )} = a5, () 05, (1)} a5, (6)+ b5, (¢)

s (n-m)

S (k)exp(— J %kmj

=

-1

Zn)= 25 (m;(n ~m)

3
I

S 1S 2(k)

Vlastnosti DFT

Original

Obraz

as,(n)+bs,(n)

a$, (k)+bS, (k)

Rp(n) s[modp(n -m)]

S(k)exp[— j%km]

s,(n)**s,(n)  (cyklicka konvoluce) S 1(k) S (k)
Vlastnosti transformace Z
Original Obraz
as,(n)+ bs,(n) as,(z)+bS,(z)
s(n—m) z"S(z2)

Vtomto dodatku byly formou tabulek zjednoduSené
Fourierovskych zobrazeni a transformace Z.

13.6 Uvod do Matlabu

uvedeny zékladni vlastnosti

MATLAB je vyspely programovaci prostiedek, ktery disponuje pocetnymi a
mimofadné mocnymi piikazy pro praci s maticemi. Je doplnén souborem tzv. toolboxi,
obsahujicich neméné¢ mocné piikazy pro rizné specialni ucely. My budeme pracovat se
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zékladnimi piikazy a s piikazy Signal Processing Toolboxu. V oblasti zpracovani signali je
prace s MATLABEM velmi efektivni a pfina$i vyraznou usporu ¢asu uzivateli.

Psani prikazii a programu

Piikazy je mozné zadavat jednotlivé piimo =z klavesnice jejich zapsanim do
piikazového okna a odeslanim. V okné dfive zapsany piikaz lze znovu vyvolat pomoci
klavesy T, pfipadné editovat a znovu odeslat.

Uzitecné je vytvareni souborl s pfiponou m. Jsou dva typy téchto soubort: skript file
a function. Skript file je posloupnost piikazii vykonavanych po zavolani souboru jménem (bez
piipony) obdobng, jako kdyby byly zadavany z klavesnice. Funkce mohou mit argumenty.
Jejich vnitini proménné jsou lokalni.

Nékteré prikazy

Pro ukonceni prace s programem MATLAB slouzi piikaz exit
Vysvétleni ptikazu  xzy  ziskame zadanim piikazu help xzy
Priklad: help exp

Konstanty

Vestavéné konstanty jsou: pi a eps

-52
eps je velmi malé ¢islo, zpravidla 2

Prirazeni konstanty proménné
Priklad: Napiseme a=2.1 a odesleme.
Objevi se: a=
2.1000

Uvedeny zéapis ptikazu a=2.1 bez ukonceni stfednikem umoziuje, aby se hodnota
proménné hned vypsala. Obycejny piikaz je vzdy zakoncen stfednikem.

Priklad: a=2.1;
Chceme-li zjistit hodnotu a , napiSeme a  aodesleme.
Objevi se: a=
2.1000
Chceme-li proménnou a vymazat, napiSeme
clear a;
Chceme-li vymazat vSechny proménné, pouzijeme piikaz clear

Je vhodné tak ucinit napt. pied novym spusténi programu s novymi parametry, protoze by se
nam v nékterych pfipadech mohly staré hodnoty a typy veli¢in dostavat do kolisi s novymi.

Komplexni konstanty
Priklad: z=2 .1+4*1;

Modul a argument ziskdme pomoci piikazi abs (z) a angle (z)
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Znameénka pro zakladni operace
Znaménka pro zakladni operace s jednoduchymi redlnymi a komplexnimi proménnymi jsou :
4+ - % / A
Matice
Ptfifazeni matice proménné.
Priklad: Ptikaz
a=[1 2 3*4
4 5 sqgrt(2)];
vytvofi matici
12 12 H

45 2

Mohu si ji nechat vypsat na stinitku napsanim a a jeho odeslanim.

Extrakce submatice

Extrakce prvku Extrakce sloupce Extrakce fadku
Priklady : b=a(1,2) b=a(:,3) c=a(l,:)
Maticové operace

Transposice. Transponovanou matici k matici A je matice A”

Priklad: Po napsani a odeslani X = [1 2] 7 se vypisSe:
X=

1

2

Dalsi mozné operace s maticemi A a B:
C=A+B; C=A-B; D=A*B;

Pfi zadanych maticich A a B lze najit matici X vyhovujici rovnici A*X=B pomoci piikazu
X=A\B;

Operace "prvek po prvku": .* ./ / jsou ptislusné operace aplikované na dvojice
odpovidajicich si prvkii matic ¢i vektora.

Priklad: Necht x = [1 2] a

y = [3 4]. Pakpiikazem

7=X.*y;

ziskavame maticiz = [3 8].

Nékteré vestavéné funkce
real, imag, round, sin, cos, tan, exp, log, log10, sqrt.

Funkce pracuji i s komplexnimi argumenty. Argumentem muze byt i vyraz. Je-li argumentem
matice, je jeji funkce matici funkénich hodnot.

Funkce pro vytvareni matic: rand, ones.
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Casovi osa

Vytvoteni ¢asové nebo jiné osy umoziuje piikaz ilustrovany ndsledujicim ptikladem:
Priklad: Ptikaz

t=1:0.1:2;

dava vysledek t = [1.0 1.1 1.2 oo, 2.07].

1.02

0.98 +

0.96 +

0.94 -

0.92 |-

0.9

0.88

0.86

0.84

Obrazek 13.6: Graf signalu se spojitym ¢asem

Zobrazeni funkce grafem

Pfi zavedeni Casové osy zplisobem uvedenym v pfedchozim odstavei mizeme ziskat fadkovy
vektor hodnot funkce sinus pomoci ptikazu

y=sin(t);
Zobrazeni grafu funkce (chdpané jako signalu se spojitym Casem) Carou ziskame pomoci
piikazu
plot(t,y);

Do ptikazového pole Matlabu se vratime napt. stisknutim kldvesy Esc. Zobrazeni funkce
(chéapané jako signal s diskrétnim ¢asem) jedenacti body dosdhneme zadanim ptikazu

plot(t,y,'0");

Nejde-li o prvni pouziti ptikazu plot, musime mysi kliknout na Figure No.1, abychom néco
vidéli.

Popis os umoziuji piikazy x1label a ylabel zafazené po piikazuplot.

Priklad:

xlabel(’t’); ylabel(’y’);

Ptiklady dalSich obmén piikazu plot:

plot(t,y,”*”,t,y.*y,’--"); plot(y,’+");

Obrazky lze rtizné€ upravovat.
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Piikaz subplot

Ptikaz subplot umoznuje nakreslit nékolik menSich obrazkl uspotadanych do fadkd a sloupcii
v jediném obrazku. Syntaxe pfikazu je jednoduchd. subplot (m,n,p) oznacuje p-ty prvek
v matici obrazkt (¢teno po fadcich), matice ma m fadkt a n sloupct.

Priklad pouziti:

figure (1) ;

subplot(2,1,1);

plot(t,y);

ylabel ('y");

subplot(2,1,2);

plot(t,z);

ylabel('z");

xlabel ("t');

Budou nakresleny dva vodorovné podlouhlé obrazky nad sebou.

Rozsahy proménnych 1ze vymezit ptikazem axis zafazenym po piikazuplot.

1

0.8+ i

> 06 B

z=y

041 g

0.2+ R

Obrazek 13.7: Piikaz subplot

Prikaz for
Ptikaz for umoznuje opakované provadeéni n¢jakého piikazu nebo posloupnosti piikaza.

Priklad: g=1;

m=10;
for k=1:m,
g=gtk*2;
end

Zde, pfim=10, bude hodnota g desetkrat zvétSena, jeji konecnd hodnota je 111.

Poznamka: DoporuCuje se davat prednost operacim s maticemi pred pouzivanim cykld.
Vypocty jsou pak rychlejsi.
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Relac¢ni operatory
< <=, > >= == =
Podminéné prikazy
Béh programu muiZe byt fizen piikazy s 1 f.
Priklad: if i==

a=b+c;

else
a=b.*c;
end

Funkce
Uzivatel si miize zapsat libovolnou funkci. Klikne mysi na File, New, M-file a piSe naptiklad:
function y=prumer(a,b)
y=(at+b)/2;
Funkeci je nutno ulozit kliknutim na File, Save a vlastnim ulozenim pod jménem prumer.m

Navrat do ptikazového pole je mozny napt. kliknutim do ptikazového okna (MATLAB
Command Window). Nyni jiz Ize funkci pouZzivat.

Priklad:
x=2; y=4;
z=prumer(X,y)
7=

3

Obdobnym zplisobem lze vytvaret, ukladat a volat i libovolné posloupnosti piikazl -
skriptfily.
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