I. Kmity

Do této kapitoly o kmitech fadime obvykle periodicky pohyb bodu nebo télesa, ptipadné
soustavy bodt a téles, kolem rovnovazné polohy. Sledujeme piedevsim ¢asovou zavislost
vychylky z této rovnovazné polohy. Kmity jsou tedy na rozdil od vin prostorové ohrani¢ené.
Aplikace — kyvadlo, kmitajici t€leso na pruzing, struna, hudebni néstroje, hodiny, srdce atd.
Charakteristika kmiti — harmonické, tlumené, volné, vynucené, slozené, nelinearni atd.

1. Harmonicky oscilator — jeden stupen volnosti

1.1. Kinematika volného, harmonického netlumeného kmitu

Volné kmity, respektive vlastni kmity — po uvedeni soustavy do kmitavého pohybu neptisobi
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tuhost pruziny...). Uvazujeme jeden stupen volnosti, staci tedy k popisu jedna soufadnice. Pro
harmonicky, netlumeny (zanedbame tfeni) pouzijeme zapis

Vt)= Acos(® + P (1.1.1)
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Obr.1.1.1. Harmonicky kmit.

Kde v je vychylka (zpravidla mechanickd), t je ¢as, A je amplituda (maximalni vychylka), ®

je uhlova frekvence a ¢ je fazové posunuti — viz obr.1.1.1. Dale plati

2T © =27V v=l (1.1.2)
T T

Kde T je Casova perioda a v je frekvence. Snadno dostaneme rychlost v a zrychleni a, viz obr.

(o)

_dav

v = - \sin(® + 9P, (1.1.3)
dt
2
a= LY = Aoyt 9y = -ty (1.1.4)
dt

Pro Gplny popis potifebujeme znat pocatecni podminky, napf. pro t=0 je yo ,vo a plati



W, =Acos® v, = "2 \sin @ - tg® = - ’ A2:W3+
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Obr.1.1.2. Vychylka, jeji rychlost a zrychleni harmonického kmitu.

1.2. Dynamika

Vyuzijeme druhy Newtonilv zékon, ale musime znat konkretni pfi¢inu, respektive silu tzv.
vratnou silu, kterd kmitavy pohyb zptsobi.

Predpokladame téleso o hmotnosti m na vodorovné podlozce (bez tieni) spojené pruzinou
(tuhost pruziny oznac¢ime K) s pevnou sténou, viz. obr.1.2.1.

F=-Kx

-X4_|—>+X -X4_|—>+X

Obr. 1.2.1. Kmitajici teleso na vodorovné podloZce bez treni.

Pro malé vychylky ¥ ve sméru x (¥ = x) plati Hookiiv zakon
F=-x (1.2.1)
Znaménko — vystihuje skutecnost, Ze sila vraci t€leso do rovnovazné polohy, piisobi tedy
v opacném sméru neZ me&fime vychylku. Pohybova rovnice ma tvar
mxX = — {x (1.2.2)
Reseni predpokladame ve tvaru harmonického pohybu (1.1.1), po dosazeni dostaneme
dualezity vztah pro vlastni frekvenci

0 =— (1.2.3)
Vlastni frekvence je ur€ena jen volbou hmotnosti a tuhosti pruziny. Pohybovou rovnici

muZeme napsat ve tvaru
X+ x =0 (1.2.4)



1.3. Energie harmonického oscilatoru

Pro potencialni energii E,, v ptipad¢ sily (1.2.1) dostaneme

|
E = - [Fav = IKW1W=EKW (1.3.1)
a po dosazeni z (1.1.1)
E, _EMZCOS2((0 +p, (1.3.2)
Pro kinetickou energii Ei plati
E, :lmvz :l—m(’) A’sin (@ + 9, (1.3.3)
2 2
Vztahy (1.3.2, 1.3.3) ptepiSeme do tvaru
E,=E, cos’(® +?, E,=E, sin’(® +9?, (1.3.4)
a pro vlastni frekvenci (1.2.1)
1 1 1
L, T—KA’=—mo A’ o= —mO A’ (1.3.5)
max 2 2 2
Tedy maximalni hodnoty energii jsou stejné
oo T E (1.3.6)
Pak celkové energie E
E=E, +E,=E,  sn’(® +9 *E cos’(® +9 =E, = konst (1.3.7)

Podle o¢ekéavani jsme potvrdili, Ze celkova energie oscilatoru je konstantni. Z grafu 1.3.1. je
ziejmé jak se v Case pieléva jedna forma energie do druhé.
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Obr. 1.3.1. Enegie (v rel. jednotkach) harmonického oscilatoru v zavislosti na case.

Uzite¢né je rovnéz sledovat zavislost energii na vychylce — viz obr. 1.3.2. Pro potencidlni
energii mame (1.3.1) a pro kinetickou energii

Ek=E—Ep=;—K(A2—4!Z) (1.3.8)

A podobné pro potencialni energii.
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Obr. 1.3.2. Zavislost energii harmonického oscilatoru na vychylce.

1.4. Zakladni typy oscilatoru

Téleso na pruziné

T¢leso o hmotnosti m je zavéSeno na pruzing s tuhosti K, viz obr.1. 4.1. Pivodné nezatizena
pruzina se protahne o 1. V rovnovaze je celkova sila , ktera se sklada z tihové F, a pruzné F,
nulova

F, T F, =mg —KI =0 (1.4.1)
Odtud miizeme urcit protazeni pruziny, které urci rovnéz rovnovaznou polohu télesa (y=0)
=L (14.2)
K

Pak pti vychylce télesa z rovnovazné polohy o y ptisobi na néj sila
F:Fk+ng:—\(y+n£)+ﬂg:—(y (1.4.3)
K

Tedy vysledna vratna sila ma stejny tvar jako v predchazejicim ptipad€ a rovnéz stejné je
reseni.

1

—»y=0




Obr. 1.4.1 Téleso na pruziné

Matematické kyvadlo

Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod (hmotnost m) zavéSeny na nehmotném
zéavesu o délce | - viz obr. 1.4.2. Hmotny bod se pohybuje po kruhové draze1v , s rychlosti 1V

a zrychlenim 19 . Vratna sila F je vyslednici gravitacni sily a sily vldkna F,

F=-"ngsin(V¥)
Po dosazeni do 2. Newtonova zakona
mlW = ~ ng sin( V)

Pro feSeni této pohybové rovnice je velkou nepiijemnosti funkce sin, pro kterou plati

W 3 W 5
simVy =y - —+ —— |
3! 5!
Pro malé vychylky, asi do 5° plati
sin( W) =V
A tedy pohybova rovnice dostane jednoduchy tvar

p=-Ly
1
Predpokladame-1i harmonické feseni
WV =Acos(® + 9P

Dostaneme pro vlastni frekvenci matematického kyvadla

o =2
1

Nebo pro dobu kmitu

mgsiny

)
<

Obr.1.4.2. Matematicke kyvadlo

Fyzikalni kyvadlo

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)

(1.4.8)



Fyzikéalnim kyvadlem se rozumi zavéSené realné téleso libovolného tvaru. Zavés je nad

2%

Je

M =~ ngL sin(V¥) (1.4.9)
A ze stejnych diivodi jako u matematického kyvadla se omezi ne vychylky do 5°, pak plati

M = ~mgL ¥ (1.4.10)
Pohybova rovnice ma tvar

~mgL V =1V (1.4.11)

Kde I je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose, kterd prochazi zavésem. Pak pfi
predpokladaném fesSeni ve tvaru (1.4.6) dostaneme stejnym postupem pro vlastni frekvenci
o = % (1.4.12)
Pfipomeneme, ze pro matematické kyvadlo plati
[=mL’ (1.4.13)
A po dosazeni do dostaneme vztah (1.4.7).

Obr. 1.4.3. Fyzikalni kyvadlo
Torzni kmity

Zejména pro aplikace je zajimava varianta oscilatoru — viz obr. 1.4.4. , kdy vratnym
plsobenim je krouceni (torze), dratu. Pro malé vychylky ma vratny moment tvar

M=-y (1.4.14)
Kde « je torzni tuhost. Pak pohybova rovnice mé tvar
-y =1y (1.4.15)

Kde I je moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni. Pfedpokladame harmonické feSeni ve
tvaru (1.4.6) a obvyklym postupem dostaneme vztah pro vlastni frekvenci torznich kmita

0 == (1.4.16)



Vzhledem k moznosti volby velmi tenkého dratu s malou torzni tuhosti 1ze toto
experimentalni zafizeni vyuZit pro mefeni velmi slabych sil.

Obr. 1.4.4. Torzni kyvadlo

1.5. Dalsi typy oscilatoru

Existuje celd fada kmitajicich soustav, piiklady se najdou v akustice, elektiin€, atomové a
molekularni fyzice atd. Postup feseni je velmi Casto podobny uvedenym jednoduchym
prikladtim.

Kmity dvouatomové molekuly

Jako zéstupce oscilatoru z mikrosvéta uvedeme kmity molekuly typu AB s iontovou vazbou,

napt. HCI.
Prabéh potencidlni energie je na obr. 1.5.1.
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Obr. 1.5.1. Pribéh potencialni energie(E, v rel. jednotkach) molekuly HCI na vzdalenosti
atomil.

Pak kolem rovnovazné polohy ma potencialni energie tvar
2

. E (1.5.1)

E (r)=~
4T v



Prvni ¢len je vysledkem pfitahovani dvou riizné nabitych iontl s nabojem e, druhy clen
vyjadiuje odpuzovani obou iontl pfi ptekryvu jejich elektronovych obalt (skute¢ny tvar je
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rovnovazné polohy a pro r=R

=0 1.5.2
- (1.5.2)
2 8
p-2R (1.5.3)
367'CSU
Tuhost vazby K urc¢ime z druhé derivace U a ze vztahu pro tuhost (1.3.1)
1, 1E 4¢°
E =—-Kr’ > —=K> (= —— (1.5.4)
2 dr ome R

Tuhost zavisi pouze na rovnovazné poloze R (pro HCl R=0.13nm), po dosazeni standardnich
konstant dostaneme K = 200 Nm  (coz odpovida pruzing, kterd se protdhne asi o 50mm se
zévazim lkg). Vzhledem k tomu, ze Cl ma4 asi 35 krat vét§si hmotnost proti H, mizeme si
molekulu piedstavit jako kmitajici atom H kolem pevného centra Cl (my=1.67 10*'kg).

Vlastni frekvence oscilatoru
o= JK/m, (1.5.5)

Je po dosazeni ® =3.5 10's™ , respektive v=0.5 10'%s ", ve skuteCnosti Ize naméFit

z optickych vlastnosti v =138.9 10"°s™ coZ je vzhledem k primitivnosti naeho modelu velmi
dobry souhlas.

5. Realny oscilator

5.1. Tlumeny oscilator, vynucené kmity

Dosud jsme popisovali oscilator bez vnitiniho tfeni a bez plisobeni dalSich vnéjsich sil, ovSem
s vyjimkou vratné sily. V realnych piipadech tfeni nelze zanedbat, vysledkem jsou tlumené
kmity nebo dokonce neptitomnost kmitavého pohybu. Rovnéz plisobeni vnéjsich sil a tedy
vznik vynucenych kmiti je velmi Casté.

Ptedpokladame pro jednoduchost téleso o hmotnosti m, zavéSené na spirale s tuhosti K a
kmitajici ve sméru x. Pohybova rovnice pro netlumeny oscilétor s vlastni frekvenci ®

mXtKx =0 nebo mX*tm® x=0 (5.1.1)
Pohybova rovnice v obecnéjsim ptripad¢ ma tvar
mX * mI i+ mo x = F(t) (5.1.2)

Kde novy ¢len ml : je sila tfeni, ukazuje se v praxi, ze je dobfe imérna rychlosti, I je
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Pro jednoduchost zvolme ptipad bez vnéjsi sily, pak

x+Ci+o x=0 (5.1.3)
Predpokladejme feSeni ve tvaru
x() = Ae Pcos(® + P (5.1.4)
Nézorné¢ miizeme rovnici fesit substituci
x=z (5.1.5)

Po dosazeni a Gpravé dostaneme



Z=-0, ~ —)z nebo Z=-) z (5.1.6)
4
Coz je rovnice podobnd netlumenému oscilatoru s frekvenci © . Po dosazeni
x(t) = Ae 2 cos( @ t+ P, (5.1.7)
Mame tedy kmit s tlumenou amplitudou Ae = '* a s frekvenci
1—‘ '
0 =0 - — (5.1.8)
4

Misto veli¢iny I' se nékdy pouziva T =1/T", coZ je doba za kterou amplituda klesne e krat.
Rozlisme tii mozné piipady:
1. Slabé tlumeny oscilator : I' 2 << ©  pak
0 =0 x(1) = Ae Pcos(® t+ P, (5.1.9)

Jedna se o kmit se slab¢ klesajici amplitudou s Casem a kmitajici s frekvenci netlumeného
oscilatoru © , viz obr.5.1.1.
2. Kriticky tlumeny oscilator : I' 2 = ® , pak

o =) x(1) = Ae Pcos(?, = Ae " cos( P, (5.1.10)
Pak oscilator pfestava kmitat a amplituda klesa k nule, jedna se o tzv. kriticky kmit, viz obr.
Tyto podminky maji dobry smysl pro zastaveni kmitajici soustavy.
3.Silné tlumeny oscilator : I’ 2 >> © . ReSenti je v oboru komplexnich ¢&isel, ziejmé se jedna

o nekmitajici pfipad se siln¢ tlumenou amplitudou. Z pohledu studia kmitt je to ne pfilis
zajimavy ptipad.

U U

r
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ot r r r r r r
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t(s)

Obr. 5.1.1. Oscilator: netlumeny © =1s ,I' =0, slabé tlumeny U = 0.1s, kriticky tlumeny
I' =25,



II. Viny

v

Vlnami rozumime §ifeni zmény fyzikalni veliiny v Case a prostoru. Na rozdil od kmitt, které
do jisté miry miiZzeme povazovat za specialni ptipad vin, je vlna zpravidla nelokalizovana.

V této souvislosti je mozné pripomenout, Ze za zakladni fyzikalni objekty miizeme povazovat
castice a viny. Ty se lisi zpravidla prave piedstavou, Ze ¢astice je siln€ lokalizovand a naopak
vlna zcela delokalizovana. Ve skutecnosti mezi nimi existuje velmi tésny vztah a dokonce

v kvantové fyzice pfedstava jejich vzdjemné ekvivalence. U vin je vzdy podstatné co se vini,
muze to byt napf. intenzita elektrického pole, hustota prostiedi, poloha ¢astice atd. Tvar vin
muze byt velmi riizny, ale zpravidla se snazime vinové jevy popsat harmonickou vinou,
pfipadn€ sumou harmonickych vin.

V kapitole I. Kmity jsme v piipadé¢ soustav o vice stupnich volnosti jiz zavedli pojem viny,
respektive stojaté viny. Studovali jsme vSak predevsim ohrani¢eny systém. Kmity takového
systému lze popsat jako superpozici stojatych vin. Tvar a vlastnosti takovych vin jsou
pfedevsim urCeny okrajovymi podminkami a disperznimi vztahy. Zakladni vlastnosti
stojatych vin je, Ze vSechny elementy soustavy kmitaji se stejnou fazi a jejich energie je
lokalizovéana uvnitf tohoto systému.

V ptipadé vin nebo piesnéji v piipadé pohybujicich se vin, pouziva se termin postupna vina,
volime zpravidla neohrani¢eny systém. Pro takové viny je typické, Ze jednotlivé elementy
soustavy maji rizné faze. Lze ukazat, ze piislusné disperzni vztahy ziistavaji stejné pro oba
typy vin. Postupna vlna piendsi energii a impulz v prostoru, ve kterém se Sifi.

1. Harmonické viny v 1dm

1.1. Zakladni vlastnosti harmonické viny

Harmonickou vlnou rozumime vinu, kterou Ize popsat pomoci funkci typu sin a cos. Jeji
zakladni matematicky popis v 1dm ma tvar

VX, t) =W cos(® —kx+ 9P, (1.1.1)
Tvar velmi pfipominé funkci pfi popisu kmiti.
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Obr. 1.1.1. Harmonicka vina, prostorovad a c¢asovda zavislost.

Ptislusna fyzikalni veli¢ina v (napt. mechanicka vychylka) je funkci dvou proménnych x a t

(viz. obr. 1.1.1.), v je amplituda, @ je Casova frekvence (Uhlova frekvence) s Casovou

periodou T
2T
0= _— (1.1.2)
T
a k je prostorova frekvence ( uhlovy vlnocet) s prostorovou periodou » (vlinova délka)
_ 2T
k= o (1.1.3)

¢ je posuv faze, vyraz (® — «x + P se nazyva faze viny.
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Obr.1.1.2. Posuv harmonické viny v prostoru a case.

Chceme-li urcit rychlost posuvu takové viny je nutné sledovat jeden bod vInéni (napf.

maximum) a pro ten plati
® —kx t P = konst

Pak
Ot -—kdxk =0
Rychlost tohoto bodu, oznacujeme ji jako fazovou rychlost vy, je
dx (0]
Ve T — = —
dt k

Vlna se pohybuje touto rychlosti ve sméru osy x, pro fazi
O + kx + P = konst

bude rychlost zaporna a vinéni se §ifi na opacnou stranu.

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)

V kapitole o kmitech jsme zjistili, Ze obecné vztah mezi © a k (disperzni vztah) mize byt
slozita funkce. Pokud plati vztah ( 1.1.6 ) jedna se o nedisperzni viny, pokud je zavislost
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studované v kapitole I. Kmity nebo prostiedi, kdy index lomu zavisi na vinové délce, n(* ,

protoze n=c/v, je v(*, respektive v(k)).

Podobné jako u kmitil, miize byt vinéni podélné (vychylka x je sméru Sifeni viny) nebo piicné

(vychylka x je kolmo na smér Sifeni).
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Obr. 1.1.3. Zobrazeni harmonické viny v casoprostoru (osy hornich obrazkii jsou stejné,
spodni obrazky jsou Fezy v poloviné stupnice).

1.2. Princip superpozice

Podobné jako v ptipad€é kmitd pfedpokladame platnost principu superpozice, ktery dovoluje
s¢itani jednotlivych vin. Plati

VX, )=V (x,t) T ¥, (x,t) (1.2.1)
Jeho platnost je ddna experimentalni zkuSenosti a neplati vzdy samoziejmé. V prostoru a Case,
kde se vyskytuji dvé nebo vice vin, dojde ke vzniku nové viny, jako souctu jednotlivych ¢asti.
Velkou vyhodou, jak uvidime pozdé&ji, je moznost vyjadrit i velmi slozité formy vin pomoci
Fourierovy analyzy, jako soucet harmonickych vin o riznych amplitudéch a fazich.

1.3. Interference vin

Princip superpozice dovoluje studovat secitani — interferenci dvou a vice vin ve velmi riznych
situacich. Tento jednoduchy postup méa celou fadu vynikajicich aplikaci. Podrobné probereme
tyto jevy v akustice a optice. Pro dvé viny obecné plati

Vx, )=V (x, )tV (x,t) =W cos(@t—x,xtP )+ ¥ cos(® t-k,x+t? ) (1.3.1)
Pro jednoduchost se omezime na diskusi dvou specialnich, ale dilezitych ptipadu.
1. Dvé viny se stejnymi amplitudami, frekvencemi, vinovymi délkami, liSici se pouze
fazovym posuvem.

VX, )=V (x,0) ¥, (x,t) =W cos(@t-k,x+P)+W¥ cos(®t-kx+?P,) (1.3.2)
Pak plati

, ® - ¢ +9
VX, t) =V (x,t) T ¥, (x,t) =2V cos( Yeos(@ t— ¢ xt ) (1.3.3)
2 2




Oznacime
A = Lpl - PL

Pak vysledek siln€ zavisi na tomto rozdill fazi viz. obr.1.3.1. Pro

>
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2. Dvé stejné viny lisici se pouze smérem postupu. Pak analogicky k (1.3.2)

Vx, )=V (x,t) T ¥ (x,t) =W, cos(Ot=kx+P )+ ¥ cos(®t+kx+tP)

A po Upravé

Vx, )=V (x,t) T ¥ (x,t) = 2W¥  cos( k,x)cos( @ t+ P )

Dostavame vinu, které se nepohybuje, tedy tzv. stojatou vinu (obr.1.3.2.), kterou jsme

podrobné studovali v kapitole o kmitech v souvislosti se strunou.

=nT je amplituda maximalni — konstruktivni interference
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Obr. 1.3.1. Destruktivni a konstruktivni interference.

(1.3.4)
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