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Z Casovych divodl nebylo mozné vénovat pozornost nékterym dulezitym oblastem.
Zminim jen ptiklad fazovych piechodl nebo chemickych reakci. Hlavni diiraz jsem se snazil
klast na vzajemné propojeni termodynamického popisu s popisem statistické fyziky. Bylo

tieba také brat ohled na minimdalni znalosti posluchacii z kvantové mechaniky.



1. Uvodni kapitola

1.1 Statisticka suma
Nachazi-li se rovnovazna soustava v jednom z N moznych stavil, je pravdépodobnost
nalezeni soustavy ve stavu s energii E,

1 E
W, = —exp| ——" , 1.1
. -

kde kg je Boltzmannova konstanta, T je termodynamicka teplota a Z je statistickd suma

N E
Z:g‘eXp{_kB_lT} . (1.2)
Je-li |n> stav soustavy popsané hamiltonianem H dany FeSenim stacionarni
Schrédingerovy rovnice
H|n)=E,|n) (1.3)

a A kvantové — mechanicky operator néjaké fyzikalni veliCiny, spocteme ocekavanou

hodnotu této veli¢iny jako

<A>:%Z(n|,&|n>exp{— k?l’} . (1.4)

n)

Statistickd suma se objevuje ve vyrazu pro pravdépodobnost z pfirozeného pozadavku
normovani. Jak ale vznika Boltzmanniv vyraz? Uvazujme o soustavé SV rovnovaze
s velikym tepelnym rezervoarem H o dané ,teploté* (uvozovky proto, ze jesté pojem teplota
nemdme definovan). Rovnovdhou mame na mysli, Ze soustava a rezervoar jsou vazany slabé,
ale po velmi dlouhou dobu, Ze vSechny ,,rychlé* procesy interakce uz probéhly a ptipadné
,pomalé* jesté nenastaly. Energie tepelného rezervoaru H,, jsou mnohem vétSi nez energie
soustavy E, pro vSechna m, n a vzhledem k ,velikosti“ rezervoaru jsou energie H,_
rozloZeny témér spojité. Soucet energie soustavy a energie rezervoaru nebude presné znam
(rezervoar neni izolovan od okoli), ale neurcitost A bude relativné velmi mala.

Uvazujme dva riizné stavy soustavy, které maji stejnou energii E, =E_. Libovolné maly
vliv mize prevést soustavu ze stavu r do stavu s, ale také naopak ze stavu s do stavu r.

Ptredpokladame velmi dlouhou dobu interakce soustavy a rezervoaru, takze se vSechny tyto

pfechody uskutecnily. Musi potom byt pravdépodobnost nalezeni soustavy v rtiznych stavech



se stejnou energii stejna. Oznacme p(Hn) hustotu poctu stavii (pocet stavli na jednotkovy
interval energie) tepelného rezervoaru H v okoli energie H, +A.

At celkova energie soustavy a rezervoaru je E+A. Pravdépodobnost W( En) , 7€
soustava S se naléza ve stavu s energii E je tmérnd poctu zplsobt, jak miZze soustava tuto
energii nabyt, tedy k p(E—En)-ZA, tj. poCtu stavl rezervoaru, které vedou k uvazované

celkové energii. Mame tak

w(E,) _ p(E-E,)
w(E,) p(E-E,)

Protoze E,<T , miZeme v Taylorové rozvoji ponechat jen prvni dva ¢leny

=exp[|np(E—En)—|np(E—En,)] . (1.5)

np(E-E,)=Inp(E)+ A(E)(E-E,) . A(E)=zhe(E) (19
LV((E”))ﬂXp[—ﬂ(En—EN)} = w(E,)=exp[-FE] . )

Predpokladame, ze [ ( E) = f =konst. Tepelny rezervoar, ktery uréuje pravdépodobnosti ma

témet spojité spektrum a Zadnou charakteristickou energii — nesmi tedy vysledky zaviset na

aditivni konstanté

fla) _flare) = g)=explas+b| . :
fe,) f(e+e) f(e)=explasb] o)

Standardni zavedeni termodynamické teploty T dostavame ze vztahu

1

ﬂszT

(1.9)

Uvazujme ted’ dv€ soustavy Sa a Sg V tepelné rovnovaze, s energiemi A a B, . Ukazeme, ze

soustavy maji stejnou teplotu. Pro spojenou soustavu je pravdépodobnost stavu s energii

A+B,

) exp[—ﬁ(AHBj)] _ exp[- S A] exp[—,b’Bj]

- %“exp[—ﬂ(An +B,)] ;exp[—ﬂ Al Zn:exp[—,b’ B,] (1.10)

WA+B(A +B

Pocitejme ted’ pravdépodobnost toho, Ze soustava Sy mé energii A a pravdépodobnost

toho, Ze soustava Sg ma energii B;



ool -pA] __eal-pA] | ool /8]

w + A = - =W A ’
e () 2epl-pA] Zexl-pA]| T X exe[- /8] (A)
" " (1.11)
ol R G R YR R LY RSATY
Have 2ep[-fA ]| Yexp[-pB] Dexp[-pB] T
1.2 Termodynamické veli¢iny
Vyraz pro volnou energii F dostdvame ze zapisu Gibbsova rozdé¢leni
W, :iexp —E, = exp F-E, : (1.12)
Z kT ke T
takZe z normovaci podminky
F ] F
W, =ex ex ex Z=1 1.13
e B oo
plyne po zlogaritmovani
=—k;TInZ . (1.14)
Entropie je definovana jako
S=—ks > w,Inw, . (1.15)
Dosadime-li do tohoto vyrazu za w, . dostdvame
S =kgInZ +—Z E | (1.16)
Kg T kBT
To ale je totéz, jako zaporné vzata derivace volné energie podle teploty, takZze mame
s=_F (1.17)
8T
Vnitini energie je
1 E
=— > E exp —— . 1.18
7 2.5 p{ kB T} (1.18)
S pomoci vztahu (1.14) dostavame vyraz (1.18) pro vnitini energii jako
U =—T2i(ij - oF :i(E] ) (1.19)
OT\ T oT o 1\T
T v
Srovnani (1.17) a (1.19) dava
F=U-TS . (1.20)



Pro specifické teplo pfi konstantnim objemu mame

2
c, -V :i(F_Ta_F J . (1.21)
ory, ofT aT |, ’ Ty,
Vyraz pro tlak je
OoE
P=—>w — . 1.22
>y (122)
Tento vyraz ziskame derivovanim (1.14)
p--F (1.23)
oV |,
1.3 Hellmaniiv — Feynmaniiv teorém
Tlak mtzeme definovat pomoci kvantové — mechanického operatoru jako
oH
P=>» w(nj——n) . 1.24
20 (=M (1.24)
Tato definice bude v souhlasu s piedchozi, pokud plati
=% (1.25)
oV oV

Dokézeme obecnéjsi tvrzeni. Hamiltonidn necht zavisi na néjakém parametru o. Ze

Schrédingerovy rovnice mime soubor vlastnich vektord a vlastnich hodnot
H(a)n,a)=E,(a)|n,a) . (1.26)

Vektory jsou normované, takze
e () =(nalf (@)na) . (nalna)=1 w2

Derivovanim téchto vztahu dostavame

e Z (Al + i

n . (1.28)
oH 0 oH
(n[= 1)+ E,——((n|n) = (n|=—[n)
Tim jsme dokazali Hellmaniv — Feynmantv teorém
OE,(a) _( ,a|8H (a)|n’ a) . (1.29)
oa oa

Ve statistické fyzice nam tento teorém umoziiuje pocitat zobecnénou silu sdruzenou

S parametrem o



oH 1 «0E E
f,=> w (n——n)=—= L exp{— L } . (1.30)
2; n aa|> zz;aa Ky T

1.4 Entropie
Vztah pro entropii (1.17)

_oF

g=_2=
oT

(1.31)

\v

plati pro soustavu v termodynamické rovnovaze. Vyvoj nerovnovazné soustavy se déje vzdy

tak, Ze entropie roste. Ozna¢me V,, amplitudu pravdépodobnosti toho, Ze za jednotku Casu

ptejde soustava ze stavu n do stavu m. Muzeme tedy psat

dw,
dszzMﬁM_szM]. (1.32)
2 2 .
Pro pravdépodobnosti prechodu plati ’Vnm =’an . Proto je
dw
=0 . 1.33
%:dt (1.33)
Pocitejme ted’ zménu entropie
ds dw, dw, dw,
2k I m _k m_—_k I m 1.34
dt B;nw"‘ dt B; dt B;nwm dt (1.34)
Dosazenim z (1.32) dostavame
z—f =kKq %’Vnm ’ (W, —w, ) Inw,, = %%;’Vnm ’ (w, —w, )(Inw, —Inw,) . (1.35)

ProtoZe logaritmus je monoténné rostouci funkce, dostdvame znamy vysledek pro casovou
zménu entropie

ds
—=20 . 1.36
a0 (1.36)

Vnitini energie E, volna energie F i entropie S soustavy slozené z vice nezavislych
podsoustav jsou veli¢iny aditivni. Stac¢i ukézat to pro dv€ podsoustavy A a B. Pro vnitini

energii plyne aditivita z nezavislosti podsoustav
EMP=E*+E® . (1.37)

Pro volnou energii mame

10



ok T o] p(E £
i]

(1.38)
_kBT(InZexp[_ﬂ EiA:|+|nZeXp[—ﬂ EJB]J: EA L E®B
i i
Pro entropii pak
SATB = _k ZW w? In(w W )
—kBZW?ZV\GAan\GA—kBZV\aAZWjB Inw® =8*+5° . (1.39)
i i i i

=1 =1

2. Néco malo kvantové mechaniky

2.1 Zakladni pojmy

V kvantové mechanice pocitime s Hamiltonovym operatorem, kde v klasickém vyrazu
pro Hamiltonovou funkci jsou soufadnice X a Sni sdruzend hybnost p — uvaZzujeme
jednorozmérny problém — nahrazeny linearnimi operatory X a f, které spliuji komutac¢ni

relace

[%,p]=%p-pr=inl , (2.1)

7 je Planckova konstanta a 1 jednotkovy operator. V soufadnicové representaci je Hilbertiv
prostor stavi soustavy (stavovych vektorti) tvotfen kvadraticky integrovatelnymi komplexnimi

funkcemi soufadnice na intervalu (—oo,c0). Skalarni soucin je definovan jako

(v.z) =(zw)={zlv) =2 () . 2.2)
<bra)<‘ket>

Snadno se pfesvédcime, Ze operatory

fp () =xw(x)  pw(x) ?d'gf(x) 2.3)

splituji komutaéni relace (2.1). Pro kvantovou mechaniku jsou dilezité vlastnosti linearnich
operatori, zejména vlastnosti dvojice operator — hermiteovsky sdruZeny operator.
Hermiteovsky sdruZena matice je komplexné sdruZend transponovana matice. Pro operatory

definujeme hermiteovské sdruZeni jako

*

(2.0'w)=(v.0x) | (2.4)

Vv Diracové znaceni pak

11



A

@)

*

(210" |v)=(w[Olx) . 2.5)

Je-li operator roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o hermiteovském operatoru,

Je-li inversni operator (definovany tak, Zze po vyndsobeni inversniho a ptivodniho operatoru
dostavame jednotkovy operator) roven svému hermiteovsky sdruzenému, mluvime o
unitarnim operatoru. S pouzitim soutfadnicové representace ukdzeme, ze operatory souradnice

a k ni sdruzené hybnosti jsou hermiteovské. Mame

(%107 |w) =(w|Olx) {Il// (X)dX} =_T;c*(X)Xl//(X)dX=<ZIC3|l//> (2.6)

*

i dx i dx
) . 2.7)
AL 07 0] + [ 202 ox- [ 1 (02 ax-(z16))
~ i -
Je vhodné si pamatovat, Ze pfi hermiteovském sdruZeni dojde k zameng
c>c L, Wl . wl-ly) , 00 (2.8)

a zamén¢ potfadi vSech prvkl. Zatimco vyraz < Z|W> znamena v Diracové notaci skalarni
soucin vektord |w) a |x), vyraz |y)( x| je operator, ktery prevede libovolny vektor |¢#) na

vektor |l//> , ale s velikosti a fazi zménénou skalarnim souc¢inem < ;(|¢>

(w)(x])lg) =lw)({x]#)=xlB)w) - (2.9)

Jako v kazdém vektorovém prostoru, tak i v nas§em Hilbertové prostoru mizeme zvolit
bazi — soustavu linedrné nezavislych vektorli, kdy potom kazdy vektor prostoru lze vyjadfit
jako linedrni kombinaci vektorli baze. Je vyhodné zvolit ortonormalni bazi. Dimenze

Hilbertova prostoru tvofeného kvadraticky integrovatelnymi komplexnimi funkcemi
soufadnice na intervalu (—00, 00) je spocetné nekonec¢nd a nejznaméjsi ortonormalni bazi tvori

funkce

2

1 X
———H (x)expl ——| , n=0,1,2,... , 2.10
7rj/4<2” n!)]/2 n( ) p{ 2 } (210

|hn>57(n(x)=

kde H, (x) jsou Hermiteovy polynomy. Plati
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< ‘h} #]ﬁHi(x)Hj(x)exp[—xz]dx=é‘ij . (2.11)

]/22nn| J

Libovolny stav |l//> muzeme pak zapsat pomoci baze jako

W)Zicnlhn) ;G =(h|w) (2.12)
neboli
“Sem(x) Cn=T;c§(X)w(X)dx , (2.13)

kde ;(n(x) je dano vztahem (2.10). Vektory baze zapsané jako funkce soufadnice X jSou

VvV tomto piipadé redlné funkce, obecné to vsak byt nemusi, proto radéji v integralu skalarniho

souc¢inu pro vypoCet C, piSeme znaménko komplexniho sdruZeni. Jednotkovy operator

vytvoreny z vektorll baze ma zapis
i=n)(a] - @14
n
Vidime to snadno, zapiSeme-li jeho plisobeni na libovolny vektor

- SIn{nl e i) = Xm o nf) Xe,ln)<Iw) @15

Sni

2.2 Maticovy zapis

ZapiSme pusobeni operatoru na libovolny vektor | p > zapsany v néjaké bazi. Vysledkem

je novy vektor |a)

|a)=0|B) o
Mali)p = Dali)=>b0]j) = a=>0b , (2.16)

@)
i i i i

9)=20,i)

| | ~—

kde

~(i|6]]j) . (2.17)
Pro nazornou piedstavu (vezméme jen kone¢nou dimenzi Hilbertova prostoru) si ted
zapiSeme v néjaké bazi stavovy vektor jako sloupcovy vektor (matice nx1) a operator jako

matici nxn

13



a Oy Oy, Ol(n—l) O,
a, O, Oy, OZ(n—l) Os,
la)=| i | , O=| : : :
an—l O(n—l)l O(n—1)2 o(n—l)(n—l) O(n—l)n
a" Onl On2 0 (n-1) Onn
Hermiteovsky sdruzené objekty budou pak
01*1 0;1 O(*n—l)l 0:1
o 0, O(*n—l)z O,
(a|=(a & a,, a) , 0= : : ‘ :
Ol(n—l) Oz(n—l) O(n—l)(n—l) On(n—l)
Oln OZn O(n—l)n Onn
Vyraz <a| ,[)’> vytvaii skalarni soucin
by
b,
<a|ﬁ>:(aI a, - a, a;) E :(a;bl"'a;bz+"'+a:71bn71+a:bn)
b, 4
a vyraz | ﬂ><a| operator
by ba  ba, ba_, ba
b2 b2 a: b2 a‘; b2 a‘:—l b2 a‘;
1 P S o
bn—l bn 1 31 bn—l a1 bn—l an—l bn—l an
bn bn a; bn a2 bn a:—l n a:
Vektory baze jsou
1 0
0 1 0 0
D=, [2)=]i] ... [n-D=|i]| , |m)= ,
0 0 1
0 0 1

takze jednotkovému operatoru odpov

id4 jednotkova matice
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1 .00
i 01 .00
2= 0 (2.23)
= 0010
00 - 1

2.3 Vlastni vektory a vlastni hodnoty
Pisobeni operatoru na nékteré vektory vede jen k vynasobeni vektoru (komplexnim)
Cislem

A

Ala)=a|a) . (2.24)

Takovému vektoru |a> fikame vlastni vektor operatoru A a Cislu a vlastni hodnota ptislusna

vlastnimu vektoru |a> . Zvolme n¢jakou bazi prostoru, v niz je vektor |a> vyjadien jako
|a)=2cli) - (2.25)
Zapisme vztah (2.24) nasobeny zleva vektorem | j) jako soustavu rovnic pro koeficienty c,

Zci<j|A|i>=aZ<j|i> = Z(Aji—a5ji)ci:o . (2.26)

I
Pro netrividlni feSeni musi byt determinant soustavy roven nule a to dava rovnici pro vlastni
hodnoty — pfirozené jen v principu, pokud je prostor nekoneéné rozmérny. VéEtSinou se
postupuje tak, Ze zakladni rovnice (2.24) se napiSe pro uréitou konkrétni realizaci vektort
Hilbertova prostoru a vlastni hodnoty vyplynou z omezeni na feSeni této rovnice. Naptiklad
pro vinové funkce jedné proménné piedstavuje (2.24) obycejnou diferencialni rovnici a
vlastni hodnoty plynou z poZadavku na to, aby feSenim byla kvadraticky integrovatelna
funkce (dostatecné rychly pokles v nekonecnu, slabé singularity). DulezZité je, Ze miZeme

povaZzovat za jednu zbazi Hilbertova prostoru soustavu vlastnich vektori vhodného

hermiteovského operatoru. Nastin dikazu je nasledujici: Pro hermiteovsky operator ( A= A+)

mame
Aey=ale) = {eslAe)=alala) |y mzo o
<aj A:<05j‘aj = <aj Aai>:aj<aj‘ai>

Takze zvolime-li i=], je <aj ‘ai>¢0 a musi byt a,=a;, tj. vlastni hodnoty hermiteovského

operatoru jsou redlné. Zvolime-li i#], je a;#a; a musi byt <aj ‘ai>:0, tj. vlastni vektory

ptislusné riznym vlastnim hodnotam hermiteovského operatoru jsou ortogondlni.

15



Zvolime-li tedy jako bazi soustavu normovanych vlastnich vektorti hermiteovského operatoru

A, miizeme psat jednotkovy operator podle (2.14) jako
A:Z|an><an| (2.28)
a samotny operator jako
: :Z|an>an <an| : (2.29)
Casto Ize definovat i funkci operatoru zobecnénim piedchoziho vztahu

( ) Z|a a,| . (2.30)

2.4 Neprijemnost s rovinnou vinou a Diracovou delta funkci

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru hybnosti

ndy,(X) _
T dx _pwp(x) (2.31)
ma feSeni
w,(x)= B 11}1)]/2 p[ px} . (2.32)

Volbu konstanty zdiivodnime nize. Funkce (2.32) jisté neni na intervalu (—oo ,0) kvadraticky

integrovatelna. Vlastnich hodnot p je nespocetné mnoho — operator ma spojité spektrum.
Korektn¢ vzato, funkce (2.32) do ndmi uvazovaného Hilbertova prostoru nepatii. Piesto bézné
v kvantové mechanice s rovinnymi vlnami pocitdme. Normovani rovinnych vin jsme zvolili
tak, Ze pro skalarni soucin plati

0
0

<p'\p>=IV’;/(X)V/p(X)dX—Zlh p{ (p—p’)X}dx=5(p—p’). (2.33)

—o0

Misto indexovani celymi Cisly indexujeme spojitou proménnou, vlastni funkce operatoru jsou
ortogonalni v tom smyslu, Ze jejich skalarni soucin je roven Diracové delta funkci rozdilu
indext (misto Kroneckerovu delta).

Rovnice pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru soutadnice
Xy, (X)=Ew.(x) (2.34)
ma feSeni
w.(x)=6(x=¢) . (2.35)

Normovéani volime obdobné¢ jako u vlastnich funkci operatoru hybnosti, t;.
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(¢'le)= [ v (0w (98x= [ 3(x-)o(x-)ax=o(¢-¢') . @3

Jednotkovy operator zapiseme Vv analogii s (2.14) jako

L= [ |)(x|dx (2.37)

—0o0

nebo

00

i=j|p><p|dp . (2.38)

—00

V analogii nalezeni slozek vektoru v bazi (2.12) piSeme (soutadnice jako spojity index)

V(=) = )= ]I xIdxlv)= v (0l 239)
bt . e
nebo (hybnost jako spojity index)
w(p)=(plv) = lv)=[Ip)pldplw)=[w(p)p)dp . (2.40)
Vztah (2.32) pak muzeme zapsat jako
1 [
<X|p>——(2ﬁh)meprp><} : (2.41)

Znovu zdlraziiujeme, Ze ani rovinna vlna, ani Diracova delta funkce nepatii pii korektnim

piistupu do uvazované¢ho Hilbertova prostoru. Také neni mozné, aby nekonetné rozmérny
Hilbertiv prostor m¢l zaroven spocetnou (v nasem piipadé {|hn>}i nespocetnou (v nasem
piipadé {| X)} nebo {| p)} . Presto vSak pfi feSeni standardnich problému kvantové mechaniky

nevede nekorektni postup k chybnym vysledkiim. Je to pravdépodobné déno piiznivymi
vlastnostmi vzijemného vztahu prostoru ket vektord a prostoru bra funkciondli -
matematicky korektni formulace je vytvofena po zavedeni tzv. Gelfandova tripletu (také

nazyvaného rigged Hilbert space).

3. Linearni harmonicky oscilator

3.1 Kvantovani

Hamiltonidn linearniho harmonického oscilatoru je
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2
H=% p2+m§) X2 . (3.1)

Hamiltonovy rovnice jsou
dx _oH _p dp oH )

— = , —=——=—-Mw" X . (3.2)
dt op m dt OX
Zavedeme bezrozmérnou promeénnou
m v 1 v
@ .
a=|—| X+i . 3.3
5r) <l ° 63
Pro tuto proménnou dostavame snadno fesitelnou rovnici
da . .
E+Ia)a=0 = a=aexp[-iot] , (3.4)

kde o je libovolna komplexni konstanta. Vyjadfime-li soufadnici a hybnost pomoci a a a’,

dostavame

n V. U mho\?, .
x=(m) (a+a) : pz{%j (a—a) . (3.5)

Po dosazeni do (3.1) dostavame
l * *
H==-(aa +a a)io . 3.6
S ) (3.6)

Zamérné dbame na potadi souCiniteld, protoZze tak miizeme hned napsat kvantové mechanicky
vztah — komplexn¢ sdruzena veli¢ina odpovida hermiteovsky sdruzenému operatoru. Mtizeme

tedy vztahy (3.5) a (3.6) ptepsat na

Y2 V2
x:(ij (a+a") p:%(m—h“’] (a-a) (3.7)

2mw

K =%(aa+ vata)ho | (3.8)

Operatory & a &' jsou hermiteovsky sdruzené, operatory fyzikalnich velicin X, p a H jsou
hermiteovské. Z komutaéni relace pro operatory X a p

[%,p]=inrl (3.9)
dostaneme po dosazeni z (3.7) komuta¢ni relaci pro operatory 4 a 4"

(a8 ]=1 . (3.10)
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Dosazenim za 44" ze (3.10) do (3.8) dostavame pro Hamiltoniv operator linearniho
harmonického oscilatoru vyraz

+

a‘a . (3.12)

A :(m %i}m X

Operator N ma jako vlastni hodnoty nezaporné cela cCisla. Ditkkaz neni obtizny. Vezméme
n¢jaky normovany vlastni vektor | n) s vlastni hodnotou n. Mame tedy

(nl
N|n)=n|n) = n=(n|N||n>=(<n|é*)(a|n>):‘(a|n>)‘220 . (3.12)

Dale z komutac¢nich relaci

[N,é*]:é* = N(é*|n>):(n+1)(é* .

[N.a]=-a = N(a

Je tedy é*|n> vlastnim vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n+1 a é|n> vlastnim

vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n—1, tedy

ar

n=4,|n+1) , &n)=y,|n-1) . (3.14)
Konstanty 4, a u, ziskdme z

(&"[m)] = ((nla)(&"[n) = (nfaa"|n) =n
(aln))[" =((n[a")(a[n))=(n|a" &|n) = (n

Konstanty zvolime jako redlna Cisla a dostdvame tak konecné vyjadieni ptisobeni krea¢niho (

|;tn|2 =

d
(3.15)
a

|/Un|2 =

4" ) a anihila¢niho (&) operatoru na vlastni vektory operatoru N
a'|n)=(n+1)"*|n+1) , 4ln)=n**|n-1) . (3.16)
Ptirozené

N|n)=4a*a

n>:<'91+(<'§1|n>):n]/2z§+

n-1)=n|n) . (3.17)

Pro Hamiltontv operator linedrniho harmonického oscilatoru mame pak
Aln)=E,n) . En:(n+%jha) . (3.18)

Vektor popisujici zakladni stav s n=0 spliiuje

A

a

0)=0 . (3.19)

ZapiSeme-li tento vztah s operatory v souradnicové representaci, dostavame rovnici
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jejiz normované feseni je

Funkce, odpovidajici vy$§im energiovym hladinam dostaneme podle (3.16) jako
12
mao n dh_ (x)
h (x)=| — xh . (X)— ——"—"—%
(%) (Zhnj ( 1(X) meo dx

Pro energiové hladiny jsme odvodili vztah (3.18)

E, :[n+1jha)
2

3.2 Statistika

Statistickd suma je tedy

S E
Z=) exp| ——=

Pro volnou energii mame

F=-k TInZ—h7w+k Tln[l exp{ kth

a pro vnitfni energii

= %HZ:; E., exp{—

1
=

E. }i(i}h_w ho
T T 2
8 0 exp{ha)}l

Zavedeme-li obsazovaci &islo

<n>——exp{ h“’}_l ,

dostavame pro vnitini energii obvykly zapis

U =[ (3 Jro

Pro vysoké 1 nizké teploty dostadvame ocekavané limitni ptipady
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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ho<k,T = U=k, T ,

3.29
ho>k, T = Uz%{) . (3.29)

4. Zareni ¢erného télesa

4.1 Vlastni kmity pole (mody)

V uzavien¢ dutiné¢ (Cerné téleso) existuje nekonecné¢ mnoho modi kmith
elektromagnetického vinéni, charakterizovanych frekvenci a polarizaci. Kazdy mod se vsak
chova jako nezavisly kvantovy linearni harmonicky oscilétor.

Zateni je uzavieno v kvadru o hranach délky A, B, C (objem V=ABC). Kalibraci

zvolime coulombovskou, tj. ve vakuu ¢=0, V-A=0. Potencial (realna funkce) rozlozime do

Fourierovych slozek

A=Y Aexp(ik-r) , k-A =0 , A=A , (4.1)

pfitom
2zn
kXZZﬂ'nX | ky= zn, , kXZZﬂnZ , (4.2)
A B C
kde n,,n,,n, jsou celd ¢isla. Fourierovy slozky vyhovuji rovnici
A,
+o°A =0 . (4.3)

dt’
Jsou-li rozméry A, B, C zvolen¢ho objemu dostate¢né velké, jsou sousedni hodnoty k, kK,

velmi blizké a miizeme uvazovat o po¢tu moznych stavti v intervalu hodnot vinového vektoru

A B C

An =—Ak, , An,=—Ak, , An,=—Ak, , (4.4)
27 V.Y S 27
celkové pak
Ak, Ak, AK,
An=An An An, =V ——"—> (4.5)
(27)
Pro pole dostaneme s potencialem (4.1)
_ dA _
E=—%=—Z—exp(lkf) :
ot t (4.6)

Celkova energie pole je



o, L d N o
:%J[%E :BJdV—ZZE d? d? (kxﬁ)(kx%)}. (4.7)

0 Hy

Jednoduchou upravou (vyuziti kalibra¢ni podminky) pfepisSeme vyraz (4.7) na
Ve, dA dA o - .
¢=—2 : +aol AN |, o =clkl . 4.8
2 ;{ TRETEE AN “ ‘ ‘ (48)

Rozklad potencialu (4.1) obsahuje jak stojaté, tak postupné viny. Vhodnéj$i pro interpretaci je

rozklad potencialu, ktery obsahuje jen postupné viny
A= Z[a exp( (k F—o, t)) +d, exp(—i (IZ-F — o, t))} . (4.9)

Porovnanim (4.9) a (4.1) dostavame

A =d.exp(-imt)+a  exp(iot) . (4.10)
Dosazeni (4.10) do (4.8) umoziiuje ted’ napsat energii pole jako
E=>¢ , & =NVgafa & . (4.11)
k

Obdobn¢ dostaneme pro impuls
k <

qs_—j (ExB)d ke (4.12)

Nakonec zavedeme kanonické proménné

Q; =&V (a. exp(-im t)+a exp(io,t))
) ) 46 (4.13)
P.=—io 5V (d.exp(-iot)-a exp(io t)) = dtk .

V téchto proménnych mame energii vyjddienu jako energii souboru nezavislych

harmonickych oscilatort

I\)IH

¢=Ye. , ¢ ="(P+alQ) . (4.14)

4.2 Planckuv vyzarovaci zakon
Nahradime secitani pfes mozné moddy integraci (faktor 2 odpovidd dvéma rlznym

polariza¢nim staviim)

K dk dk, _ (d4zk?
2y 5 2VJLVSZ:2VJM . (4.15)
Ny, Ny, N, (271') (272')

Pro volnou energii mame tak (nekonecnou energii nulovych kmiti neuvazujeme)
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Po substituci

dostavame

Po integraci per partes

1 (eT) (el ey,
i 37z% (hc)’ VJl—exp[—x] d

0

Pozdéji uvidime, ze hodnota integrélu je

takze konecné vyjadieni volné energie zafeni cerného télesa je

2 4
_”_MV:_iO—T“V ,
45 (hc) 3c

kde o je Stefanova — Boltzmannova konstanta

2 4 4
o=Z Xa pilzaemmmmmioﬂNm2K4

" 60 1P c2 | hic
Entropie je

_OF
ot

16

=—0oT3V
V3C

a vnitini energie

U—F+TS=26T"V

C
Specifické teplo je
C = Y = EO'Tg'V
orf, «c¢

Konec¢né pro tlak dostavame
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



po OF| _4 1o (4.26)
takze
PV =% . (4.27)

Poget modi lezicich v intervalu vlnového vektoru (k,k+dk) —vztah (4.15) — prepocteme
na interval frekvenci (v,v+dv)

27 2rnv k?dk 8zv’dv
_ET — _

k=—= 4.28
A c r’ c’ (4.28)
Podle (3.26) je stifedni energie oscilatoru s frekvenci v
v (4.29)
hv
exp -1
{ ke T }
takze energie zafeni jednotkového objemu v intervalu mezi v a v+dv je
2
uvdv=8”3V hvdv . (4.30)
c hv
exp -1
ke T

Integraci (4.30) ptes celé spektrum dostavame piirozené (4.24) podélené objemem V. Vyraz
(4.30) nazyvame podle objevitele Planckovym vyzafovacim zakonem. Pro pfipad nizkych

frekvenci a vysokych teplot hv <k, T dostavame z Planckova zdkona Rayleightiv — Jeanstv
zakon

2
U dv=2"""4 Tdv (4.31)

v C3

pro opacnou situaci, kdy hv>k, T Wienlv zdkon

3
Uvdv:mexp{— h‘_/l_}dv . (4.32)
C

5. Termodynamické zakony

V termodynamice je vhodné uvazovat o soustavach izolovanych (zddnd vyména
s okolim), uzavienych (uzavé€rnou sténou muize dochizet k vymeéné tepla s okolim ) a

otevienych (uzdvérnou sténou muze dochazet jak k vyméné tepla, tak hmotnych CcCastic
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s okolim). Termodynamické zakony se tykaji soustav uzavienych, nékdy v rozsiieni i soustav
otevienych.
5.1 Nulta véta

Dvé soustavy, které jsou kazda v termodynamické rovnovaze se soustavou tieti, jsou
také ve vzajemné termodynamické rovnovaze.
5.2 Prvni véta

Energie se zachovavd. Mnozstvi energie ulozené v soustavé (jeji vnitfni energie) se
muze zvetsit o teplo dodané soustaveé nebo zmensSit o praci, kterou soustava vykond na okoli.

Experimentalné je ovefeno, Ze pro libovolny uzavieny cyklus plati

$(ao-aw)=0 . (5.1)
Odsud pak plyne existence stavové funkce — vnitini energie
du =dQ0-aw . (5.2)

Ve statistické fyzice jsme definovali zobecnénou silu sdruzenou s parametrem o jako (1.30),
takze s ni spojenou praci zapiSeme jako
aw=f,da . (5.3)
N¢ekolik ptikladd podava tento zapis
AW =PdV —odA—E-dP—H-dM —$de— udN . (5.4)
Ve (5.4) vystupuji jako zobecnéné sily P — tlak, o — povrchové napéti, E— intenzita
elektrického pole, H — intenzita magnetického pole, ¢ — elektrostaticky potencial a p —

chemicky potencial. Jako sdruzené parametry pak V — objem, A — plocha povrchu, P -
polarizace, M — magnetizace, e — elektricky naboj a N — po&et &astic.
5.3 Druha véta
Teplo proudi samovolné od mist s vysSi teplotou k mistim snizsi teplotou. Tato
ponékud zjednoduSend formulace ma né€kolik presnéjsSich verzi:
(1) Neni moZné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny Gc¢inek
neZ vykonavani prace na ukor odvodu tepla z rezervoaru (Kelvin).
2 Neni mozné sestrojit stroj, ktery by pii cyklickém provozu nemél jiny t¢inek
nez pievod tepla od chladngjsiho k teplejsimu télesu (Clausius).
3) Zména entropie soustavy a jejiho okoli (nebo zména entropie isolované
soustavy) je vzdy nezépornd a nulové hodnoty dosahuje jen pro vratné déje.

Nebudeme zde opakovat termodynamické tivahy o Carnotové cyklu, zminime jen disledek
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=

rev

odkud plyne pro vratné déje

Pro nevratné déje je

2 2
352«'@(1320 - f@<de:AS ,
T ) T 1

. rev
Irrev

tedy obecné pro zménu entropie pii prechodu z jednoho do druhého stavu

AS >0

Ja AQ; 1

adiabata

5.4 Treti véta

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Rozdil v entropii mezi stavy spojenymi vratnym déjem jde k nule v limit¢ T — OK.

Jina formulace: Je nemozné dosdhnout absolutni nuly kone¢nym poc¢tem kroka vratného déje.

Disledkem tieti véty je také to, Ze n€které derivace entropie se limitn€ blizi nule pro T — 0K

Ve statistické fyzice je entropie definovana vztahem (1.15), ktery znovu napiseme:

S=—ks > W, Inw,

v v

obsazeni k — tého stavu jako
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W, = 5.10
A EE (5.10)
> exp| -
- kg T
Pro T - 0K dostavame
1 E.=E
w, (T=0K)=1g , (5.11)
0 E>E,
kde g je degenerace zakladniho stavu. Dosazeni (5.11) do (5.9) dava
S(T=0K)=kglIng . (5.12)

6. Gibbsovo rozdéleni

6.1 Entropie

Rozdélme soustavu na podsoustavy a uvazujme jednu z nich. Pravdépodobnost vyskytu
energie E, ozname w,=W(E,). Pfedpokladame-li kvazikontinualni spektrum, miZeme
uvazovat spojitou proménnou energie E a tedy hustotu pravdépodobnosti jejiho vyskytu

W(E). Oznaéme dale F(E) pocet kvantovych stavl s energii mensi nez E. Potom pocet

stavii s energii v intervalu (E,E+dE) je

dIr'(E) dE
dE 6.1)
Pravd&podobnost nalezeni podsoustavy s energii v intervalu (E,E+dE) pak je
W(E)dE:dl;—(EE)W(E)dE . 6.2)
Normovaci podminka je
[W(E)dE=1 . (6.3)

Funkce W (E) je jen na velmi malém intervalu v okoli E=E vyznamng& odlisna od nuly,
muzeme proto zavést energiovou Sitku AE rozdéleni vztahem

W(E)AE=1 . (6.4)
S uvazenim (6.2) pak

w(E)Ar=1 , (6.5)
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kde AT je statisticka vaha makroskopického stavu nami uvazované podsoustavy

dr(E)
CdE |

E=E

AT = AE . (6.6)

Entropie je definovana jako logaritmus statistické vahy (tj. po¢tu mikrostavii v makrostavu
zadaném hodnotami E a AE ) nasobeny Boltzmannovou konstantou
S =kg InAT . (6.7)
Podle (6.5) mizeme psat
S=—kgInw(E) . (6.8)
Vratime se ted’ k diskrétnimu znaceni. Mame
Inw(E,)=a+ BE, (6.9)
Proved’'me stfedovani
> w, Inw, = Zw )Inw(E O{ZW )+ B> W(E,)E, =
" ~ e (6.10)
a+ BE=Inw(E)

Dosazenim ze (6.10) do (6.8) dostavame definici entropie vztahem (1.15)

S=—ks > W, Inw,
g (6.12)

6.2 Souvislost klasického a kvantového popisu
Pii klasickém popisu mame misto vztahu (6.5), ktery definuje statistickou vahu

makrostavu, vyraz

p(E)Apag=1 , (6.12)
ktery pro rozdélovaci funkci p(E) definuje objem fazového prostoru ApAqQ zaplnény
makrostavem. Pro jednorozmérny piipad castice v potencidlové jameé zjistime pocet

mikrostavti z Bohrovy podminky kvantovani

2ﬂhcﬁpxdx n+y , (6.13)

n je celé ¢islo a y zlomek vintervalu [0,1/2]. Integral je plocha uzaviena klasickou

trajektorii ve fdzovém prostoru a n je pocet kvantovych stavll s energiemi, nepievysujicimi
energii dané fazové trajektorie — tedy hledany pocet mikrostavli. Plochu zapiSeme jako

Ap, AX, pro soustavu, kterd ma s stupiii volnosti a kdy znacime objem fazového prostoru

jako ApAq dostavame statistickou vahu makrostavu a entropii
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ApAq
(27 h)

AT = (6.14)

6.3 Gibbsovo rozdéleni

Uvazujme o soustavé SSenergii E Vrovnovaze s reservoarem s's energii E/ jako

jednom celku se zadanou energii E®. Potom pro né plati mikrokanonické rozdéleni
mN:hmﬁﬁ(E+E’—EmUdFdF’. (6.15)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, ze soustava S je Vv

uréitém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E_, ale reservoar je v makrostavu se

n?>

statistickou vahou AT, kterd odpovida neuréitosti energie AE’. Bude tak

dr’ (g’
dr=5(E-E,)dE , dr’:-EéTldE’:K%ﬁm%éks%EQ}dE’. (6.16)
B

Dostavame

_ 1 1 ) _
W, = konstJJAE, exp{k_BS/(E/)}é(E—En)é(EJrE/_E 0 )dEdE/ =

1 1
konst —S'(E'
ons (AE’eXp[kB ( )D

Vzhledem K velkému nepoméru energii E a E, mizeme v Taylorové rozvoji entropie

(6.17)

0
E=eO0_E,

ponechat jen nejnizsi Cleny

ds’(E’)
e _ ~c/(g0)_
s'(E®-E,)=s'(") TS ) (6.18)
g/ =
Protoze
ds’(E’
—(, ) _1 , (6.19)
dE T
g/ —g
dostavame pro pravdépodobnost W,
1 E E
W, = —exp| —— , L=) exp| ——- , 6.20
"z p{ kBT} Zn: p{ kBT} (620

kde konstanta je urena z podminky, aby soucet pravdépodobnosti byl roven jedné. Tento
vysledek poprvé odvodil J.W.Gibbs (1901). Rozdéleni (6.20) se nazyva Gibbsovo nebo také

kanonické.
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V kvantové teorii jsou pravdépodobnosti w_ vlastnimi hodnotami pfisluSnymi

n

vlastnim vektorim |n> statistického operatoru W (Castéji nazyvaného matice hustoty)

v‘\/:zn]n)w

(6.21)

Stiedni hodnotu operatoru F pogitame jako

(F)=Tr{F ) = X, (n[F|n)

(6.22)

V klasické statistice s rozdélovaci funkci

1 E(p.q)
’ :_eX - ]
p(p.a)=7 p{ T

(6.23)

/
Z:Jexp{——Eﬁp{_q)}dF : dgr=4pdd

B (27n)

je sttedni hodnota fyzikalni veli¢iny F dana vztahem

(F)=[ p(p.q)F (p.q)dr . (6.24)

Carka u znacky statistického integralu vyznacuje, Ze musime integrovat jen po té oblasti
fazového prostoru, ktera popisuje fyzikaln¢ odlisné stavy. V piipad¢ statistické sumy tento
problém nemohl nastat, secitalo se pravé jen pfes razné stavy. Pii vypoctu statistického
integralu je mozné rozsifit oblast integrace na cely fazovy prostor zavedenim néjakého
opravného faktoru. Naptiklad pro soustavu tvofenou N stejnymi atomy miZeme integrovat
pies cely fazovy prostor, podélime-li integral poctem moznych permutaci, t;.

/ 1
j...dr:- ..dr . (6.25)

N!
6.4 Maxwellovo rozdéleni
Pokud je mozno pro klasickou soustavu vzajemné neinteragujicich Castic zapsat energii
jako soucet kinetické energie, kterd je funkci pouze hybnosti a potencialni energie, ktera je

funkci pouze soutradnic
E(p.4)=T(p)+U(d) . (6.26)

muzeme nezavisle sledovat rozdéleni v obou velié¢inach

dw, = 1exp{ T(ﬁ)}dSp , Z:Jexp{—m}dsﬁ (6.27)

Z ky T ky T
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m}dﬂj , Z:Jexp{—m}dsq . (6.28)

dw, —lexp -
‘ ke T ke T

yA

Maxwellovo rozdéleni popisuje rozdéleni rychlosti v nerelativistickém ptipadé¢, kdy je

mozno kinetickou energii zapsat jako
=2

T(ﬁ):;—ngm(vf+vj+vj)=%mv2 . (6.29)

Pfi vypocétu normovaci konstanty dochazime k integraliim (pfedpokladame ¢ >0)

I, =J‘xn exp[—axz}dx= 1n+ll“(n—+lj : (6.30)
5 — 2
2 ?
Pro rozdéleni kartézskych slozek rychlosti dostavame tak

3/2 2,42 2

m(v:+Vv:+v
dw, = m exp —M dv,dv,dv, (6.31)

2k T 2k, T

pro rozdéleni velikosti rychlosti

3/2 )
dw, =47 m exp| — MV 2y . (6.32)
2k T 2k, T

6.5 Rozdéleni pro linearni harmonicky oscilator

Energie linearniho harmonického oscilatoru je
2 m 602 2
E(p,q)=2p—m+Tq . (6.33)

V klasickém piipadé dostaneme tedy pro hybnost Maxwellovo rozdéleni

2
dw,=p(p)dp , p(p):mex{_ZmpkBT} (6.34)
a pro soufadnici obdobny tvar
m mao’ g
dw, =p(q)dg , p(q)zw[zﬂkBTJ exp{— 2T } : (6.35)
V kvantovém piipad¢ musime pocitat se statistickym operatorem
vim[l—exp{— Ichl)' Dniyn)exp{—n kchl)_}(m (6.36)

V soufadnicové nebo impulsové reprezentaci. Spocteme-li v soutadnicové representaci dw,,

dostaneme vzhledem k symetrii hamiltonidnu rozd&leni dw, zdménou q— p/(m). Mame

tedy
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ple)=alila) < 1 -2 S el -0 1 o] -

(6.37)
ho || hw .
1—exp| — ex h h
oo 2 iz
Vinové funkce harmonického oscilatoru jsou realné, v (6.37) miizeme sumu psat jako
f=>exp ho h?(q) . (6.38)
n=0 B T

Pro vypocet (6.38) existuji rizné metody, zde vyuzijeme vyjadieni operatori soufadnice a

hybnosti pomoci krea¢niho a anihilacniho operatoru. V souradnicové representaci mame

:
(@)= s | (@) () (@) -
dhn(Q):(mwjﬂ{nW h, . (q)—(n+1)"* hml(q)} o

dq 2h

Nyni spocteme v{raz

[L]Mﬂ:
2me ) dg (6.40)

S on- o

Zaména séitaciho indexu v prvnim ¢lenu n—n+1 vede k

12
h df ha 2
— | —=<exp| — -1 ex
[Zma)} dq { p{ kBT} }HZ:‘, p{

Obdobné spocteme

2ma Y 5 - y 2
($J qf:{EXp[_kBﬂﬂ}éexp[_”kaﬂ(”ﬂ)u hs(a)h,(a) - (6.42)

Porovnani stejnych sum v (6.41) a (6.42) dava rovnici

} n+1)"*h, ., (q)h, (q)

e }(n+1)”2hn+l(q)hn(q) . (6.41)

df L 2MO nh qf=0 . (6.43)
dq h 2k T
Resenim rovnice (6.43) je
mw hw
f =konst-exp| ——— tanh 2. 6.44
p{ h (ZKBT}q} ( )

Konstantu volime tak, aby vysledné rozdéleni bylo normovéno na jednicku. Dostadvame tak
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Y2
dw, =1 M2 tanp| 1 exp _M | q° |dgq . (6.45)
"\ xh 2k, T h 2k, T

Pro rozd€leni hybnosti mame pak

Y2
dw, ={— 2 tanh| 1 exp| — L tanh| @ p’ldp . (6.46)
* |zmho 2k, T mhnw 2k, T

V limitnim ptipadé¢ nizkych frekvenci a vysokych teplot

(6.47)

ho<k, T :tanh( ho ] ho

_)
2k, T | 2k, T

dostavame klasicky vyraz (6.35)

m )’ ma’ g
dw, =w exp| — g dq . (6.48)
‘ 27k T 2k, T

V opacném piipad¢ vysokych frekvenci a nizkych teplot

hosk,T = tanh( he ]—>1 (6.49)
2Kk,
dostavame rozlozeni, dané kvadratem vlnové funkce kvantové mechanického zakladniho
stavu
12
dw, =[%j exp{—%qz}dqzhj(q)dq . (6.50)

7. Termodynamicky potencial

7.1 Gibbsovo rozdéleni s proménnym poctem éastic

Uvazujme o soustaveé S S energii E a N ¢asticemi v rovnovaze s reservoarem S's energii

E a poctem castic N/ jako jednom celku se zadanou energii E® a poctem castic N ©- potom

pro n¢ plati mikrokanonické rozdéleni
dw=konst5(E+E’—E(O))dFdF’ . (7.1)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, ze soustava S je v

urcitém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E_,, ale reservoar je v makrostavu se

statistickou vahou AT, ktera odpovida neurditosti energie AE’. Bude tak
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dr=5(E-E,)dE |

dr'(e’,N”-N (7.2)
dr’ = ( : )dE’= L exp is’(E’,N“’)—N) dE’
dE AE K,
Dostavame (neurcitost energie AE’ ted’ zahrneme do konstanty)
w,, = konst | | exp is’(E’,N(")—N) 5(E-E,)s(E+E ~E”)dEdE’ =
N (7.3)

konst expL(i

B

S’(E(O)—EnN,N(O)—N)}

Vzhledem k velkému nepoméru energii E® a E.. a poctu castic N® a N mazeme v

A%

Taylorové rozvoji entropie ponechat jen nejnizsi ¢leny

S'(E®-E, ,NV-N)=

/ / / / / /
S’(E(O),N(O))—as (E'.N') EN_as (E',N') - (7.4)
GE/ g/ =g ) 8N/ g/ -
N/ =N© N/ =N©
Protoze
ds - dE+PdV_,udN | (7.5)
T T T
dostavame pro pravdépodobnost W,
Q+uN-E,,
W, =exXxpj ———— ) 7.6
o] 2] -

kde jsme zavedli termodynamicky potencial Q tak, aby soucet pravdépodobnosti byl roven

D : (7.7)
Termodynamicky potencial je

exp{ } Ze p{ E, “N} . (7.8)

Pro neinteragujici plyn miiZzeme secitat jednocasticové hodnoty, tedy

jedné

;zﬂ:wn =1 = Q=-k TInZ(exp{

7.2 Neinteragujici kvantovy plyn

o2

E, =ng+n e+ , N =n+n,+--- (7.9)

Stav je ur¢en souborem
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{n,n,,..} . (7.10)
Je tak

exp[—kQT} > exp[ nlgl+n2gﬁm_ﬂ(nﬁnﬁm)} . (7.11)
B

Pro bosony

1 1 (7.12)

a pro fermiony

exp[_

1 n(a-a) | g n (8 _ )
=) ex ke T ex —u}.:
|- w5 Son] e

o 2 ot 571

Pro chemicky potencial bosoni je vzdy u<0, musi totiz konvergovat i fada s nejnizsi energii

9
kT
(7.13)

& =0. Chemicky potencidl fermionti mize mit obé znaménka, chemicky potencial klasickych

¢astic s Boltzmannovou statistikou ma vzdy (velkou) zépornou hodnotu.
Logaritmujeme (7.12) a (7.13) a dostaneme pro termodynamicky potencial bosonového
a fermionového plynu

Q, < g~ M Q, < g~ M
=In[1-exp| —==—= || | =—YIn|1 _Za . (714
ke T Z n{ exp{ ke T D ke T Z n( +exp{ ke T ( :

a=1 a=1 B

kde se scita ptes jednoc¢asticové energiové hladiny.
7.3 Vztahy mezi termodynamickymi veli¢inami
Uvazujme vnitini energii U, (Helmholtzovu) volnou energii F a (Gibbsovu) volnou
energii @ . S pfihlédnutim k aditivité veli¢in mame
U=Nf, [E,XJ , F=Nf_ (X,Tj , ®=Nf,(P,T)
NN N (7.15)
Pro diferencialy plati
dU=TdS-PdV + udN
dF =-SdT - PdV + xdN (7.16)
d®=-SdT +VdP + udN
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Ze (7.16) a (7.15) plyne, Ze nejjednodussi vyjadieni chemického potencialu mame z Gibbsovy

volné energie

L B (7.17)
ON|,. N
Termodynamicky potencial Q souvisi s volnou energii F vztahem

Q=F-uN=F-®=—PV

takze
No22 P (7.19)
OMlry  OHiry

Vratime-li se ke vztahiim (7.14), dostavame

1 1
N, =" . N=Y, . (7.20)
a exp{w}—l 2 exp{gﬁ_”}tl

kg T kg T

7.4 Klasicka limita

Pti prechodu ke klasické limité predpokladame, ze

£ —
exp{—;B—Tﬂ} <1 . (7.21)
Potom mizi rozdil mezi Fermiho — Diracovym a Boseho — Einsteinovym rozdélenim. Mizeme
psat
Q~-k, T exp{ k:lT }Za:exp{— k?ll' } , N= exp{ ka }Za:exp{— kiaT } . (1.22)
Je tedy
y:—kBTIn{%;exp{—k‘:ir D Q=-KkTN . (7.23)
Volna energie je
F=Q+uN :—kBTNIn[EZexp{— %a D . (7.24)
N 4 kg T
S aproximaci
InN!~ N In% (7.25)

mizeme vyraz pro volnou energii (7.24) zapsat jako
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=]
. (7.26)

To je prave vyraz, ktery vznikl piibliznym odstranénim nasobného zapocteni stavi, liSicich se

F=—k, Tl (Za:exp{_

B N!

pouze permutaci castic.
7.5 Fermiho a Boseho plyny elementarnich ¢astic

Jsou-li energiové hladiny blizko sebe, miZzeme od sumace piejit k integraci

1) E 2 )= D1 (ol >

a+1 ga (727)
I f(e)p(e)de
K dal$im vypoctim potifebujeme znat hustotu stavil p(s). Vinova funkce volné castice

uzaviené v krychli o hran€ L (tj. ma nulovou hodnotu na sténach) je

w ~sin(k, x)sin(ky y)sin(kZ z)

n 7 n, 7z Nz (7.28)
k, = .k, = ok, = ,
L L L
pfitom uvazujeme jen pfirozena Cisla n,,n, ,n, € N(nesmime pocitat fazi se lisici stavy

vicekrat). Pro velmi velké L muizeme opét prejit ke spojitym proménnym, pocet stavil

v elementu d°k je
A TR
p(K)dk :(—J d3k
T

Soznatenim L*=V pro objem piejdeme konené k vyjadieni potfebné hustoty stavil

(7.29)

Vv zavislosti na energii

_ i /2
isjd3k:is do [ d@sing[dkk? = | dE—— V_azedk (7.30)
T Vs 0 (2;;) dE
Pro vyjadreni hustoty stavii (g=25+1 je spinova degenerace)

gV3 47rk2%
(27) dE

p(E)= , (7.31)

potfebujeme tedy dispersni relaci kzk(E). Pamatujme na to, Ze na$ vypocet budeme

provadét pro tiirozméerny prostor. Postup pii jinych dimensich je ovSem stejny.
Miuizeme ted’ napsat integral pro termodynamicky potencidl (horni znaménko pro

bosony, dolni pro fermiony)

37



éi::inEp(Eﬂn@;eﬂ{_i;f}j

Pti vypoctu jako prvni krok provedeme integraci per partes, takze

E
@ __ 1 dE[Ip(S)dSJ El—
Eo exp[—k _lfl}tl

B

Nerelativisticky vztah mezi energii a vinovym vektorem

1K k_(ZmE)M dk _l(mj’z

E = —
2E

2m h d_E h
dava hustotu stavu

AzgV 3 /2 o 249V 3 —3\/2
E)= 2m°E , g)de=— 2m°E
p(E)= o onve)” . [olepse=] S ome)

Relativisticky vztah pak

Yy
E:(mzcuhzszZ)W , kzm , dk _ 1 E

fic E_%(Ez_mzc")]/z

dava hustotu stavu

iy /
()= Am eV EEMS) gy, Loy (Eome)
(27zhY’ c’ e 3(2zn) c?

Nakonec jesté extrémné relativisticky vztah
E=hkc , k=— , —=—
h

vede k hustoté stava

4rgV E? r 149~V E®
E = _— , d = —
( ) (27zh)3 c? _([p(g) ¢ 3(27[?1)3 c?

Pro nerelativisticky pfipad mame

8

Q __4zgv (2mkT)" | X2
- 3
T (277) 3 exp| x— 4 |1
A k,T

a pro extrémn¢ relativisticky ptipad
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(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

. (7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)



Q  4rxgV (kg TY ; X

T e X (7.41)
5 (2zn) 3¢ exp{x_ L }11
0 kg T
Definujeme funkce
1 X" 1 X"
B =—— | dx—— , F (y)= dx . 7.42
n(y) I—,(n)J eX7y—1 (y) I—w(n)J ex—y+1 ( )
0 0
S jejich pomoci mizeme napsat pro bosony a fermiony v nerelativistickém piipadé
2 ___gVv 3(Z;rkaT)g/ZBs( a ) ,
kB T (2 T h) 5 kB T
o (7.43)
L9V 3(27;kaT)3/2|:5( “ }
kB T (2 T h) 7 kB T

a v extrémng relativistickém piipadé

3 Q 3
Q, _ 87zgv3 (kgsT) 84[ M ] P 8”9V3 (kBsT) F{ H ] . (7.44)
kBT (Zﬂh) Cc kBT kBT (Zﬂ'h) C kBT

Pro rozdéleni podle energii mame pro bosony a fermiony

E)dE
dN, = p(E) , (7.45)
exp E-n ¥l
kg T
takze pro nerelativisticky a extrémné relativisticky ptipad
Y2
2m*E) dE 2
dNE:47ng3( E) | dNE:4;rgvsc_13 EEdE (a8
(Zﬂ-h) exp ;/J +1 (Zﬂ-h) eXp ;'u +1
g1 kg T

Celkovy pocet ¢astic v plynu dostaneme integraci (7.46). Pro nerelativisticky pfipad mame

YL 3(27zkaT)3/ZB3[ K J ,
2

27 h kg T
(271) ° (7.47)
gVv 32 y7i
N, = 2zmk, T) " F
f (27rh)3( T) 2[kBTj
a pro extrémné relativisticky piipad
3 3
N, =279V (kBsT) B{ £ j N, =27V (kBST) F{ £ j . (748)
(2zn) ¢ ke T (2zn)” ¢ ke T

Vnitini energii pocitame jako
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U:J.EdNE . (7.49)
0

Pro bosony a fermiony v nerelativistickém ptipadé dostavame

U, _3 gV 3(2ﬂkaT)3/ZBS( i j ,
ke T 2(27h) AL

U
3 o]
kBT 2(271'7/'1) 5 BT

(7.50)

=~

a v extrémng relativistickém piipadé

3 U 3
U, =247zg\3/ (kBI) 34( y7, ] ’ f :247Zg\§ (ks;r) F4( H J . (751)
kT (27h) ¢ T) kT (2zn) ¢ T

Porovnanim vztahti pro termodynamicky potencidl a vnitini energii vidime, ze jak pro
bosony, tak pro fermiony plati v nerelativistickém piipadé

pvV = gu (7.52)

a v relativistickém ptipadé

oV = %u | (7.53)

7.6 Poissonova adiabata, stavova rovnice

Pro klasicky idedlni plyn s konstantnim specifickym teplem lze odvodit tzv. Poissonovu
adiabatu. Ukdzeme, jak pro nerelativisticky kvantovy plyn odvodime stejné vztahy bez
piredpokladu konstantniho specifického tepla, pouze =z vlastnosti termodynamického

potencialu. Ten je moZno zapsat jako

Q
2 _p=T%? fg(ﬁj

v T (7.54)

Je tedy Q/V homogenni funkci teploty a chemického potencidlu fadu 5/2. Obdobné o
entropii vztaZené na jednotkovy objem S/V a o hustoté ¢astic N/V plati, ze jsou to

homogenni funkce teploty a chemického potencialu fadu 3/2, nebot

- _gﬁ/z f, (?j +T3/2$ £ (?j =T f, (EJ ,
wV

T
—_TY2 §! ﬁj:-l-a/z f (ﬂj
TV QKT T

Podil S/N je homogenni funkce teploty a chemického potencialu fadu 0

S 10Q

\Y VvV oT

(7.55)
N 140

Vv V ou
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S_: [~
N NT)

(7.56)
takze pfi adiabatickém procesu (S =konst, N =konst ) musi byt i podil x/T (a tedy i kazda

jeho funkce) konstantni. Takze ze (7.55) a (7.54) plyne pro adiabaticky d¢&j

VT¥# =konst , PV¥ =konst . (7.57)
Rovnice (7.43) po dosazeni Q=—PV

P, =(273h)3(27zm)3/2(kBT)5/2 BS( A ]

2 kBT '
4 (7.58)
g 3/2 5/2 yZi
P, = 2 ke T)"F
f (27zh3( ) {eT) i(kBTj
a rovnice (7.47)
gVv 32 y7i
N, = 2zmk, T)" "B ,
b (zm)S( ) iﬁkBTJ
(7.59)
gVv 3/2 y7]
N, = 2zmk, T) " F
‘ (27rh)3( ) i’(kBTj

davaji stavové rovnice bosonového a fermionového plynu v parametrickém tvaru

(parametrem je chemicky potencial p). Za predpokladu exp[ y/ ( kBT)J <1 mizeme potiebné

funkce B, (y) a F, (y) analyticky aproximovat. Pro bosony dostdvame v prvnim pfibliZeni

R _9 H 1 H

=—_exp| — || 1+ —exp| *+— ,
ke T A p{kBT}[ 252 IOL<BT (7,60
Ny _ 9 U 1 H |
— =——eX 1 ex ,
VR p{m}[w p{kBTD

kde jsme oznacili de Broglieho vinovou délku tepelného pohybu

Y2
27’
Ags ={mk T] . (7.61)
B
Pro fermiony mame podobné
P g Y7, 1 7]
ke T A p[kBT }[ 2% p[kBT

(7.62)
t_ 9 U 1 U
L - 1-—e .
e e |
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Vylou¢ime-li ze (7.60) resp. (7.62) parametr, tj. chemicky potencial, dostivame stavové

rovnice. Pro bosony

_ 1 Ny
PbV_kaBT(l—m v (7.63)
a pro fermiony
1 N A

Kvantové oprava vede k tomu, ze tlak u fermionti je o néco vyssi, u bosonti o néco nizsi nez u

klasického idealniho plynu.

8. Uzite¢né integraly
8.1 Gama funkce

Gama funkce je definovana integralem

F(z)zTe“tHdt , R(z2)>0 . (8.1)
0
Prosta integrace per partes dava vztah
I(z+1)=zI(z) . (8.2)
Substituce t -t vede k integralu
I'(z)= ZTe‘Z t2 7 dt . (8.3)
0

Dosazeni z=1 do (8.1) a z=1/2do (8.3) vede na zndmé integraly
r(1)=[etdt=1 , r(%):zje—‘zdt=\/; . (8.4)
0 0

Pomoci vztahu (8.2) mizeme ziskat hodnoty gama funkce pro dalsi kladné celoCiselné a

polociselné hodnoty n resp. n+1/2. Faktoriél je tedy vyjadien pomoci gama funkce jako
nl=r(n+1) . (8.5)

Pro velké hodnoty n je Inn! vyjadien Stirlingovym vzorcem. Mame
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n'= Texp[n Int—t]dt = T exp[n In(n+x)—n—x]d X~
0 -n

. (8.6)
exp[n Inn—n]l[exp{—z—ln xz}d X = (2n7z)1/2 exp[ninn—-n] .

Po zlogaritmovani dostavame

In(n!)znlnﬂ+%ln(2n7z) . (8.7)
e
Obvykle se v aproximaci zanedbava druhy ¢len na pravé strané (8.7). Jak dobra je aproximace

Stirlingovym vztahem ukazuje nasledujici tabulka.

n In(n!) (8.7) | nlin(n/e)
10 15,104 | 15,096 | 13,026
100 | 363,739 | 363,739 | 360,517
1000 |5912,128|5912,128|5907,755

8.2 Fermi - Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni pro degenerovany plyn

Pti vypoctech charakteristik degenerovaného plynu fermiont se vyskytuji integraly typu

If(m):de S (8.8)

0 (8.9)

R e

Podobné pii vypoctech charakteristik degenerovaného plynu bosonii se vyskytuji integraly

typu
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o0

|b(m)=de Xm_ll . (8.11)

e

0

Také zde rozvojem zlomku v integrandu dostadvame

° =0 o (8.12)
S L [dxxm e = ¢ (m)T(m)
k:lk 0
Méme tedy
I, (m)= wdx X" =(1-2"")¢ (m)r(m)
T e+l ’
0 (8.13)
r Xm—l
L (m)= [ X =g (myr(m)
0
kde T'(m) je gama funkce a ¢'(m) Riemannova funkce
m):je’ttm’ldt : ;(m):ikim : (8.14)
0 k=1

[dx [ dt
|f(1)zjex+1zjt(t+l):mz . (8.15)

Integral (8.11) pro m=1 diverguje.
8.3 Prechod Fermi — Diracova a Bose — Einsteinova rozdéleni na Boltzmannovo

Pfedpokliadame, Ze (u ma velkou zapornou hodnotu), Ze exp[,u/(kBT)] <« 1. Potom

muizeme upravit funkce zavedené v (7.42) na

(8.16)

a obdobné
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00

1 - tn 1 1 eX t
F (x)= dt = "
(x) F(n)J e +1 F(n)J 1+e*"
0 0 (8.17)
& e k exp[k x]
> (-1 k “exp| kx Idtt” “exp[—kt] :Z o

k=1

,_\

Prvni ¢len tady odpovida Boltzmannovu rozdéleni, oprava v druhém c¢lenu ma rGzna

znaménka pro bosony a fermiony. Snadno ovétime, ze

dB o0 o0
(X)) 1 Jtni( 1 Jdt:_ 1 Jtng( E Jdt:
, dx{e™-1 nF(n) , dtle™ -1

dx r(n+1)
. - oo . oo et (8.18)
- = Jdt = =B.(%)
nT(n)e™-1 ~ T(n) ) e -1
obdobné pro fermionovy integral. Mame tak vztahy
dB,.,(x) dF...(x)
—7=B (x) , —/~2=F (x) . 8.19
dx  (x) dx  (x) (8.19)
8.4 Eulerova — Maclaurinova sumacni formule
Eulerova — Maclaurinova sumacni formule v obecném tvaru je
_f +N 1f =jf dx+zk: By (f(Zi’l)(N)—f(ZH)(O))JrR (8.20)
= = (2i)! o
V tomto vztahu R, je zbytek
(8.21)

N
R, = I Byi,a (X) F Y (x)dx
0

a B, jsou Bernoulliova ¢isla a B, (X) jsou periodické Bernoulliovy funkce s periodou jedna

Na intervalu [0 l] muzeme Bernoulliovy funkce zapsat jako polynomy v symbolickém tvaru

Bk(x)=%(x+B)k BB (8.22)

a Bernoulliova ¢isla jsou koeficienty Taylorova rozvoje

X =B, . d" [ x
——=>"x" = B =—H=
" -1 &= n! dx"\e* -1

(8.23)

x=0
Mame B,=1,B,=-1/2,B,=1/6,B,=-1/30...Pro liché¢ indexy je B,,,=0 pro n>1

Podstatnou vlastnosti Bernoulliovych funkci je

Bk(x):dB;;;(X)E 8, (x)

(8.24)

45



a Bernoulliovych polynomu

o
N
=
+
=
—~
o
~
Il
o
N
=
+
=
—~~
~
Il
o
=~
Il
o
.!_\
N

(8.26)

Pro nekonecnou fadu a prvni aproximaci dostdvame za samoziejmého predpokladu

f (x—o0)—0 dostatetné rychle pfiblizny vztah

9. Idealni (nerelativisticky) Boseho — Einsteintiv plyn

9.1 Termodynamicky potenciil, hustota a vniti'ni energie

(8.27)

Odvodili jsme nasledujici vztahy, jejichz zapis se velmi zjednodusi zavedenim vinové

délky de Broglieho viny tepelného pohybu

2
21 h’
w5

Mame tak
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N_9 U
—_—=-2B , 9.2
- peli) 7
3gV (y}
U=-Z_-k,TB
2 22 % 2k, T

=, explkx
B,(x)=Y ﬂq]. 9.3)
o K
Chemicky potencial miizeme v principu ziskat z vyrazu
H 1.
B =—Ap . (9.4)
i(kg T J g
Energie na jednu castici je
5
Ak T
u:%:§@T4Li——. (9.5)

N

")
LT

Je-li vyraz na pravé strané rovnice (9.4) mnohem mensi nez jedna, je mozné vzit pouze prvni

¢len tady (9.3), takze

H H
B ~ex 9.6
a tedy
3
Ao 22 (9.7)
kg T g
Energie na jednu ¢astici ma pak klasickou hodnotu
Uzg@T. 9.8)

Vezméme za priklad idealni klasicky plyn za standardnich podminek — pro urcitost N, . Do
vztahu (9.7) dosadime
2/3 _ 2/3
N 6,02.10° mol™
=1, pP=|2| == =8,97.10°m? |
J p (Vm J [2, 24.107%m’ mol‘lj
ke T = (1, 38.107%J K‘l)(273,16 K)=3, 77.10%) , m=4,68.10*kg

(9.9)
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a ©h=105.10"*Js a dostavame tak

A =19,81pm |, k“T=—15,38 = u=-0,36eV . (9.10)

B
Opacny extrém vidime pii parametrech pokusu s parami sodiku, kdy bylo
g=1, p=2510"m> , T=10"K , m=38210%*kg . (9.11)
V tomto pfipad¢ je A, =114 uma prava strana rovnice (9.4) je pak pfiblizné 3,77, zatimco

leva strana mtze dosdhnout maximalni hodnoty pro chemicky potencial rovny nule, tedy

B, (O)z((g):l+%+3Tl/2+~~ﬁ2,612375349 . (9.12)

Kde vznikla pfi odvozovani vyrazii chyba? Zjevné existuje kritickd hodnota teploty, kdy pfi
dané hustoté poctu ¢astic chemicky potencidl dosdhne své maximalni, tj. nulové hodnoty.

Tuto kritickou teplotu ziskame pro danou hustotu ¢astic dosazenim =0 do rovnice (9.4)

27 w2 (N Y n (N
T = - [ J =3,3125 [—] (9.13)
[;(3/2) keym{ gV kem\ gV

neboli

32
N(lj :g@jﬂ . (9.14)

3
oo[?)
L . (9.15)

9.2 Boseho — Einsteinova kondensace
Pro teploty nizsi nez kritickd, tj. pro T <T, nemize byt pfi nulovém chemickém

potencialu v intervalu energii O<g <o vSech N €astic soustavy, ale jen

32
N(£>0)= (2%)3 (2nkaT)3/zg@j :(le N . (9.16)

c

Zbyvajici ¢astice musi byt nahromadény — kondensovany — na hladingé £=0

N(£=0)=N - N(£>0)=N [1-[%31 . (0.17)

c

Chyba byla ve vztahu (7.27)
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a+1)—a(g

Zf(ga)( a+1—ga)=za:f(ga)p(ga)Aga —

I f(e)p(e)de |

kde jsme piedpokladali, ze pro velmi husté spektrum energii je mozno piejit od sumace

a+l ~ €a

(9.18)

k integraci. To implicitné predpoklada, ze se vzristajicim poctem energiovych hladin tmérné
tomu klesa jejich obsazeni. V piipadé Boseho — Einsteinovy kondensace se to vSak netyka
zékladniho stavu (jehoz energiovou hladinu jsme zvolili jako nulovou). Vratme se tedy

k diskrétnimu zapisu vztahu (7.20)

N :ina , N, = 1 : (9.19)
ot exp{ga_”}—l
kg T
Tady vyjmeme ze sumy zakladni stav s &, =0, takze
N =N (£=0)+ N(¢>0) L N(e=0) |
exp{— # }—1
ke T (9.20)
N gVv M
N(e>0)=>n  — N(&>0)=="—
(>0)=2, (>0 3e, 1]

ZapiSme ted’ pohromadé¢ vztahy pro teploty T<T, a T>T.. Vyraz pro tlak (tedy stavova

rovnice) vychazi ze vztahu Q=—PV , vyraz pro entropii a specifické teplo ze vztahli

oQ 0S
§g—_= , C, =T= (9.21)
T,y Ty
a vyraz pro volnou energii z F=U —-T S=Q+ N . Bereme v tivahu, ze
dB,,,(x)
9.22 — =B
(922) i~ B
a
2
3(S.N) N
os|  a(S,N) a(T,u) s ar|,
oo _ - = -~ 4 (9.23)
arl, o(T.N) o(T,N) ar|, oN
T, ) opl.

Maéme pak pro potencialy vyrazy



" N:g%Bi[ka] p=0

Q _ngﬂTgV Bg[k:lTj ~ kB/’:_?’Vé/(gj

U o) SoThe(3) O
s ol onee() Sl

a pro specifické teplo

7,
ke T
Eng%BS[ = j—gngN—2 s/ T>T,
AT KT ) 4 o [ H 00t
C = kT (9:25)
2 B
15 V(5
ngBféV(Ej T<T,

Vsechny potencialy, jakoz i specifické teplo jsou spojité pti T =T,. Vyrazy pro T <T_, snadno
ptepiseme pomoci vztahu (9.14) na tvar explicitné zvyraznujici charakter teplotni zavislosti.
Pro T >T se spokojime s aproximaci pro | ,u|—>0 , aproximaci pro velké hodnoty | ,u| jsme jiz

vidéli ve vztazich (9.6) a (9.7). Porovnanim vztahti (9.4) a (9.14) mame

3/2
yEpat

S oznadenim X=|u|/(k; T) ziskdme chemicky potencidl vypoctem limity x—0 vyrazu

BS(—x)—g@ _ 1 1 1 }dt _
1

=lim Jt”{ -
X—> 12 X t+x t
0 X 0 r(i)xyz ) e 1 e

2% (L] 1 1 R T P
i FJt Lx<t+l>_1‘eXt_Jd‘ T J Sl

0 0

Dosazenim (9.27) do (9.26) pak

(9.27)
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T 3272
kBT—— e l:l—(?j } . (9.28)

PiepiSeme ted tabulku (9.24) na

32 3272
T T,
Q:NkBT[_ITJ —a+ﬁ®(T—TC){1—(?] :l

c

T\ |3 3 T2
U:NkBT[T—j —a——ﬁ@(T—TC){l—(?CJ

c

32 3272
TV |5 3 T,

} (9.29)

o
Fo—aNk|~—| , a=—22 | p= |
2
kde ®(T —T,) je Heavisideova funkce
1 T>T,
O(T-T,)= % T=T, . (9.30)
0 T<T,

Konstanty a a B jsou ptiblizné rovny jedné poloviné (a¢=0,514, B=0,543). Specifické teplo

pocitame opét jako

0S
C, =T— (9.31)
oT N
a dostavame
TV 15 9 T\
=Nkg| — —a—-—pO(T-T,)|1-| = . 9.32
=N {4(1 ? po c)[ [T”} (032
Pro teplotni zavislost specifického tepla dostdvame pak
3/2 3
G| Nk[T 15, 27 50(1-T) 1+[Lj : (9.33)
oT |\ 1 T (T, 8 8 T

Tato veli¢ina uz ma nespojitost v T =T,

51



Nk,

oy (T—)Tc+0)—aa—?_" (T—>T,-0)=-3,67 (9.34)

oT

N,T, N,T, c

9.3 Fazovy prechod para — kondensat
Zac¢neme se vztahem pro chemicky potencial vyjadieny jako funkce teploty a tlaku

S \Y

dyu=-sdT +vdP , s=— |, v=— |, 9.35
H N N (9.35)
odkud pro specifickou entropii a specificky objem plyne
s 0K, _0n (9.36)
ot |, oP|.

Pti rovnovaze dvou fazi musi se rovnat jejich chemické potencidly, tedy
(P T)=m,(P.T) . (9.37)

Tato rovnice urcuje tlak jako funkci teploty, takze pii derivaci (9.37) podle teploty mame

de (T,P) dp,(T,P
#(T.P) _du,(T.P) _, Owm|  Om| dP O  Op| dP (9.38)
dT dT or|, oP|.dT oT| oP| dT
S vyuzitim (9.35) pak dostavame Clapeyronovu — Clausiovu rovnici
dP q
—=—1 _  q=T(s,-s) . 9.39
dT T(v,—v,) 9=T(s.=s) (.39

V rovnici (9.39) q je latentni teplo piechodu z faze 1 do faze 2. I za obvyklych podminek
byva specificky objem pary podstatné vétsi nez kapaliny, v naSem ptipad¢€ je rozdil extrémni.
Pfi teploté T <T, je pocet Castic v plynné fizi dan vztahem (9.16), tj. N,=N(T/T,)"*. Ze
vztaht (9.29) je vidét, Ze pouze Castice v plynné fazi maji nenulové specifické hodnoty

vy __ vV o S__ S 5. (9.40)

2 N, N(TJS/z P
T,

c

takze prava strana rovnice (9.39) je (5/ 2)a kg p.. Opét podle (9.29) (pfipometime P=-Q/NV

94[3j
PoakTp —ak T—2 = 9P 5 0 (9.41)

A2, aT 2

) méme

coz je leva strana (9.39). Je tedy Clapeyronova — Clausiova rovnice opravdu splnéna.
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10. Elektronovy plyn
10.1 Uplné degenerovany elektronovy plyn

Spin elektronii je s$=1/2 a pokud neuvaZujeme rozstépeni energiovych hladin
zpusobené rozdilnou orientaci spinu, klademe g=2s+1=2. Nejprve si vS§imneme vlastnosti

uplné¢ degenerovaného (nerelativistického) elektronového plynu. Rozumime tim stav

hladiny dvojicemi elektron s opa¢né orientovanymi spiny az do vycCerpani vSech castic.
Pocet kvantovych stavii elektrond, které se pohybuji v objemu V, v intervalu velikosti

hybnosti (p, p+dp) je

2 2
:247zp dpV _yP dp

n(p)d 10.1
(Pdp=2= oy~ o (10.2)
Zaplnény jsou vSechny hladiny az po hodnotu p., danou vztahem
Pe V Pe V p3
N=|[n(p)dp= *dp=-5ts | 10.2
.([ ( p) p 7Z_2 h3 '(')‘ p p 372_2 h3 ( )
odkud mame pro Fermiho hybnost p. a Fermiho energii &,
13 2 2 2/3
27 \¥3( N p N\23 R (Nj
=—=(37x — | h , ee=—F=(3x — — . 10.3
Pr zF()(vj F2m()2mV (103)

Fermiho energie hraje v tomto pfipad¢ roli chemického potencialu. Vezmeme-li Fermiho —

Diracovo rozdéleni v limit¢ T —0K s chemickym potencidlem >0, dostavame

1 e<uyu
. 1
lim - =13 e=u=0(u-¢) , (10.4)
exp el
ko T 0 e>u

() =& - (10.5)

2 P 5
U:Jp—n(p)dp:Ljp“dp:V¢ (10.6)
T V3

a po dosazeni z (10.3)
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3(372)° 2 NV
U :uh_[ﬂj N =§N & (10.7)
10 m{V 5

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu

2/3
372_2 2 5/3
pv_2y o p BTN RNV 2N 108
3 5 m\V 5V
Elektronovéa hustota ] ]
Atomova koncentrace | Valence NV Fermiho energie
- =p=Z. Pa

pa [10° m ] z 107 m ) er [eV]
Cu 8,45 1 8,45 7,00
Ag 5,85 1 5,85 5,48
Be 12,1 2 24,2 14,14
Al 6,02 3 18,06 11,63

10.2 Stavova rovnice nerelativistického plynu
Obdobné jako u bosonl piepiSeme zakladni vztahy zavedenim vlnové délky de

Broglieho viny tepelného pohybu

Q gVv Y7,
-2 F, ,
kg T A S\ KT

N_g U
-——=2F , 10.9
S o -
3gV y7,
U=—="-k,TF
2 2" i[kBTj

Chemicky potencial je dan implicitné druhou rovnici z (10.9) a stavova rovnice pak

dosazenim tohoto potencidlu do prvni z rovnic. V§imnéme si chovani funkci

2 ( t¥2 dt 4 ( t¥2dt
F.(X)=—— | ——— , F.(x)= . 10.10
2( ) ﬂ”zje”+l 2( ) 3;:1/2Je‘-*+1 ( )
0 0

Ze vztahu (8.9) mame pfiblizné vyjadieni pro velké zaporné hodnoty argumentu

n

F, (x)=exp[x] - z—lnexp[Z x] . (10.11)

Pro x=0 mame podle (8.9)

F.(0) =[1— 2n_1j§(n) - (10.12)

54



o 24

provedeme substituci t—t+x a pak integraci per partes

o0

1 Oo(t+x)”71 1 e' n
F,(x)= J T dt_F(n+1)J(et+1)2(t+X) dt . (10.13)

—X —X

Prvni soucinitel v integrandu je sudé funkce, kterd md maximum v t=0 a pro velké hodnoty
[t| exponencialn¢ klesd. Mizeme tedy jednak rozsifit integratni obor na interval (—oo,o0)
s chybou O(e*’() a také v druhém souciniteli vzit jen prvni ¢leny se sudou mocninou

proménné Taylorova rozvoje kolem t=0

Xn et 1 Xn—2 t2 et
F (x)= dt+= dt (10.14)
( ) F(n+1)J(et+l)2 Zr(n—l)J(et+1)2
tedy
Xn 72_2 Xn—Z
F.(X)= + 2 . (10.15)

10.2.1 Nizka hustota, vysoka teplota

V tomto ptipadé pouzijeme rozvoje (10.11). Pro chemicky potencial dostavame vyraz

NAS 1 NA
=kg TsIn—- + ——" 10.16
7 B{ gV+23/ng (10.16)
a pro energii

3 1 NA

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu PV =2U /3, tedy

PV:NkBT{l+B(T)g} , B(T):% , (10.18)

B(T) je druhy viridlovy koeficient, v naSem ptipadé dany nikoliv opravou na vzajemnou

interakci ¢astic, ale opravou na kvantové jevy.
10.2.2 Vysoka hustota, nizka teplota
Pouzijeme rozvoji (10.15), tedy

4X3/2 72_2 8X5/2 572_2
F.(X)=—=|1+—| , F.(X)= 1+ . 10.19
g() 37;1/2( 8x? g() 15 %2 8x ( )
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Chemicky potencial urcujeme tedy ze vztahu

32 ) 2
N = 4]/2 VI 4 | gz (kD)L (10.20)
3777 A7 (kT 8\ u

Ptepiseme vztah (10.20) pomoci Fermiho energie a Fermiho teploty & =k, T. na (pamatujme

na g=2)

o uzk,T, {1”—2(lj ] . (10.21)

Pro energii pak mame

2 2
U=3Nk,T 1422 1] | (10.22)
5 12 (T,
Stejnou opravu mame i ve stavové rovnici
2 522(T Y
PV=SNKT.[1+22 | | | . (10.23)
5 12 (T,
Z obecného vztahu
1 15
S==[U-Q-uN|==|=U-uN 10.24
HU -0 uN]-{ 20— | @024
dostaneme dosazenim z (10.21) a (10.22) pro entropii
2
S=" Kk NI | (10.25)
2 T-

Je tedy splnéna tfeti véta termodynamiky — entropie jde K nule pro teplotu jdouci k absolutni
nule.

Vysledky ziskané v odstavci 10.1 pro T=0K budou tedy s dobrym piiblizenim platit i

pti konecnych teplotach, podminkou pro platnost aproximace je

2 2/3
T<T. - kh (gj (10.26)
m
B
nebo také
13
A A = 2(%%) . (10.27)

Pozoruhodnou vlastnosti degenerovaného elektronového plynu je, Ze se vzristajici hustotou

se vice blizi idedlnimu plynu.
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10.3 Richardsoniv zakon

Porovname vysledky, které pro hustotu termoemisniho proudu z kovového vzorku

dostaneme pii uziti Maxwellova a Fermiho — Diracova rozdéleni. K experimentalnimu

potvrzeni zavislosti ziskané z Fermiho — Diracova rozdéleni dospél Richardson (Nobelova

cena 1928). Emitujici element povrchu vzorku dS lezi vroviné x — Y, elektrony jsou

emitovany tehdy, jestlize pro slozku hybnosti kolmou k povrchu plati p,>(2mW )]/2 . Podle

Maxwellova rozdéleni mame (u hybnosti vyuzivame véalcovych soutadnic)

N P+ p;
N = exp| ——2 2zp,dp dp,dSdz
V(2zmk, T)" { 2kaT} ro
odkud pro rozdéleni proudové hustoty dostaneme
dN 27Ne P, +p;
dJ=e = exp| ————=|dp d
det Vm(Z;z-kaT)S/Z pp pz p|: 2kaT:| pp pZ

Po integraci dostavdme pro proudovou hustotu vyraz

N( kT )" W
J=e— exp| —
V{2zm kg T

Podle Fermiho — Diracova rozdéleni mame
e 2 2z p,dp,p,dp,

3 2 2 '
MO gl B L

dJ =

2mk, T Kk, T

kde jsme aproximovali chemicky potencial Fermiho energii. Po substituci

Y2
P, :(2kaT)]/2 2, p, =(2kaT)m(s+kWTJ
B

dostavame pro proudovou hustotu vyraz

dsdt

exp W=ge L sht|+1
0 ko T

B

e

J=——"°" _(2mk.TY)
m(272'h)3( B )

0

Pro (W —¢&.)/(ks T )>1 dostavame s dobrym piiblizenim

e 2 W —-¢
J=—" _(2mk,T) exp| — F
m(27zh)3( 1) p{ ke T }
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(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)



Analyza rozdilu vztahti (10.30) a (10.34) ukazuje, Ze neni mozné klasickou (Drudeho)
elektronovou teorii kovll opravit zavedenim efektivniho poc¢tu volnych elektroni.

10.4 Magnetické vlastnosti elektronového plynu

10.4.1 Elektron v homogennim magnetickém poli

Uvazujme o homogennim magnetickém poli, osu z volime podél silogar pole B = Be,,

B >0 a za vektorovy potencial vezmeme A=—B y€,. Potom hamiltonian v Pauliho rovnici

je

2m 2m  2m

- (P 9 p2 p2 (1 1
H=w+&+&}( OJ_EB( Oj_ (10.35)

Komutaéni relace v roviné X — Y jsou

%,9]= BB, ]=0 . [%.0]=[9.0,]=in =

o 1. . N A elB (10.36)
[VX,VJ—F{( +eBy)p,—p,(p,+eB )}_ |h%
Zavedeme-li nové proménné
o-lB 5 mu Q:_@Ay | (10.37)
m 0]
dostaneme komutacni relaci
[Q, ﬁ] =ih (10.38)
a hamiltonian
A 1/ A 1 10 1 1 O
H=|=(P? Q%)+ — - ) 10.39
{2( ro’ Q) p}(o 1) 2”(0 —1) (10.39)

Mame tak dva stupné€ volnosti pro linearni harmonicky oscilator a jeden stupen volnosti pro
linearni pohyb volné astice a dvé mozné hodnoty o=+1/2 projekce spinu do osy z.

Energiové hladiny jsou (mluvime o Landauovych hladinéch)

2m

E..(p,)= (n+ +aj|| : (10.40)

Schrédingerova rovnice pro spinové komponenty v souradnicové representaci je

{24(—_“ J [jyjz*[?%j}%g—Eng(pz)v/m. (10.41)

Normované feSeni ( v X a Z na & — funkci, v y na jednicku) je
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2
i _(y-n)
exp[h(pxx+pzz)}exp{ sz} o\ S
v, .= H, , (10.42)
| 27 7/ (2"ntp) P N1
kde
n )
p
- P . S 10.43
g (|e|s] "B (1049

Pro vypocet poctu stavil uvazujme krychli velkého objemu V =L, L L,. Mame témef spojité
spektrum v p, a p,. Pocet stavit sdanou hodnotou n, ¢ a p, vintervalu Ap, je
AT, =L,Ap,/(27h), obdobn& podet stavit s danou hodnotou n, ¢ a p, vintervalu Ap, je
AT =L, Ap, /(27 h). Interval Ap, nemize byt libovolng velky, nebot hodnota 7, ktera je y
— soufadnici stfedu kruznice klasické trajektorie musi lezet v dané krychli, tj. O<p<L,,

odkud pak Ap, :|e| BL,. Mame tak pro objem fazového prostoru (faktor 2 pro dv€ spinové

orientace)
e/B

(2zn)’

AL =2AT AT, =2 VAp, . (10.44)

10.4.2 Termodynamicky potencial

Energiové hladiny vhodné piecislujeme, takze bude

E,=2nu, B+p2/(2m) (10.45)
kde
g7
- 10.46
Hg om ( )

je Bohriv magneton. Nulové hladiné bude odpovidat jeden stav s plivodnim znacenim n=0 a

o=-1/2, ostatni hladiny budou dvakrat spinové degenerované, s pivodnim znaenim
[(n—1)+]/2]+]/2 a [n+1/2]-1/2. Sobjemem fazového prostoru (10.44) bude
termodynamicky potencial dan vztahem

Q=2,uBB{%f(,u)+if(ﬂ—2nﬂB B)} : (10-47)

n=1

kde
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o0

mk, TV X p?
f(x)=——42 In| 1+ex ——= —||d 10.48
(%) 27z2h3j ( p{kBT 2kaTD P (1049)

—00

Podle Eulerovy — Maclaurinovy formule plati piiblizné

1 2 7 1 0f (=21, BX)|
= f f(u-2 B)=|f(u—2u,Bx)dx—— , (10.49
; (ﬂ)+n§, (4-2nu, B) ! (4=241 BX)dX— = 3y (10.49)
takze termodynamicky potencial je
u
_ 1 200 ()
Q_J;f(x)dx+§uBB » (10.50)

Prvni ¢len nezavisi na hodnoté pole — je to tedy termodynamicky potencial pfi nulovém poli

Q, . Mizeme tak (10.50) upravit na

1 " Q, (1
QZQo(ﬂ)+§ﬂéBza—;z()zﬂo(ﬂ)——ﬂéBz

(10.51)

Magnetizace je

ON
M :_a_Q:gﬂé BM (10.52)
oB 3 ou

a magneticka susceptibilita pak

2
4 =t OM 2 pho g ON (10.53)
VoB 3 V ou

Protoze ON/Ou>0, je magneticka susceptibilita elektronového plynu kladna, tedy jedna se o
paramagnetickou soustavu. Jak uvidime, je to zptisobeno spinovou ¢asti celkového momentu
hybnosti, ,orbitalni pohyb® na Landauovych hladinach pfinad$i diamagneticky (slabsi
piispévek).
10.4.3 Pauliho paramagnetismus

Dv¢ opaéné orientace spinu zpisobuji rozstépeni energioveé hladiny volné Castice na dvé
E—>E(+)=p° / (2m)+ 14, B. Protoze se energie vyskytuje v rozd€lovaci funkei v kombinaci

E—ux, mizeme spinové rozStépeni zahrnout do chemického potencidlu p— uF; B.

ProtoZze predpokladdme z4, B<< 1z, bude na obou hladinéch pfiblizné stejné elektront a tedy
1 1
Q=EQO(,U+,uB B)+EQO(,u—,uB B) . (10.54)

kde Q, je chemicky potencial pfi nulovém magnetickém poli. Ponechanim prvnich ¢lent

Taylorova rozvoje dostaneme z (10.54)
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1 2520 (k) 1 ;0N (u)
Q=0 + -y BF———==Q -—u: B 10.55
Pro magnetickou susceptibilitu pak
2 2
Lol =&a_£3=%ﬂ . (10.56)
PV 0B V ou
Porovnani s (10.53) dava
1y #g ON
=y - R — 10.57
;(m|orb|t ;(m Zm |sp|n 3V a)u ( )

tedy diamagnetické chovani.

11. Relativisticky plné degenerovany elektronovy plyn

Fermiho hybnost je stejna jako v nerelativistickém piipad¢€, protoze je urena pouze

poctem stavii. Muzeme tedy psat podle (10.2)

y3( N v 12
ppzﬁﬁ)[VJ ho,og=c(pi+mic’) . (11.1)
NapiSeme-li rozdélovaci funkei pro energie, dostavame
y2 £=me? vV (mc?)
ngz_)Ljf@i—@mﬁﬂ de > sz_L__%“ﬁ—gmdt.(HQ)
7’ (h C) 7’ (hc)

Pro vypocet Fermiho energie ¢, termodynamického potencialu Q a energie U (se

zapoétenim klidové energie N mc®) mame pak

o (")
\Y y
N=— { t(t?-1)"dt |
vme /) ) 32
oo n)
V mc? y
U=ﬂZL/% 1 t2(t 1) dt

Oznacili jsme Comptonovu vinovou délku

Jo=— . (11.4)

Integraly v (11.3) je mozno vyjadfit analyticky, takze dostavame pro Fermiho energii
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v [eE-(me))”

= : 115
372'2 ﬂcs (mc2 )3 ( )
pro termodynamicky potencial (pfipomenme, ze plati Q=—PV )
2\¥2 2\¥2
V me? gF(gﬁ —(mcz) ) 5 &2 —(mc2)2 5F+(g,§ —(mcz) )
=== 5 = ———1|+In > (11.6)
87" A (mc?) 3 (mc?) mc
a pro celkovou energii (véetné klidové N mc?)
V2 Y2
vme? | & (gé —(mcz)z) P _(mcz)2 gF+(g,§ —(mcz)z)
U=—— 5 2 —+1{—In 5 . (11.7)
87" A (mc?) (mc?) mc
Snadno vidime, ze
U-Q=U+PV=Ng . (11.8)
Je to vyjadieni obecné platného vztahu
U+PV-TS=d=uN (11.9)

pro teplotu T=0K. Pro extrémné relativistickou limitu & >mc?® dostavame

3 ) 4 ) 4
N = \g 3 ng , Q=- szc 3 ng , U= Y Tcs ng . (11.10)
3z A\ mc 1277 A2\ mc 4z A\ mc

Plati tedy v tomto pfipadé obecny vztah

PV :%u . (11.11)

12. Operator matice hustoty

12.1 Popis soustavy Vv interakci s okolim

Popisujeme-li soustavu A, ktera neni izolovana, ale je Casti né&jaké vétsi uzaviené
soustavy A+B, nemliZeme stanovit jeji stavovy vektor (vlnovou funkci), nebot’ obecné pro
soustavu samotnou neexistuje. Pro v&tsi uzavienou soustavu A+B viak stavovy vektor |¥)
existuje a muzeme jej rozlozit podle uplného souboru stavovych vektorii izolované

podsoustavy A |¢,)
|\P>=Zcik|¢i>|9k> ' ZCikCi*k =1 (12.1)
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kde|¢9k> jsou stavové vektory odpovidajici izolovanému zbytku soustavy B. Operator CSA+B,

ktery odpovida fyzikalni veli¢in¢ ur¢ené pouze vlastnostmi podsoustavy miizeme zapsat ve

tvaru

0,5 =0,-1, =20, |4)]6) (6 (2] - (12.2)

ijk
Pro stfedni hodnotu operatoru (5A+B ve stavu |‘P> mame

\P|OA+B|\P zclk j| 9 |<¢I|6A‘¢j>13|9 chk jk ¢|O ‘¢>

z<¢.|oA\¢,.><¢,.\{z\¢,.>c:kcjk<¢.|}|¢.>=
¢|o [4:)(6,]518) = (410, A1) = Tr{0, A}
:;Cikcjk‘¢j> ¢||

(12.3)

Z definice je zfejmé, Ze p je hermiteovsky operator, pusobici v soustavé A. Lze jej tedy psat
pomoci vlastnich vektorl a redlnych vlastnich hodnot jako

/SZZVVi|pi><pi| - (12.4)

Volime-li za operator o) (index A uz budeme vynechavat) postupné jednotkovy operator a

{0 p}=(¥|O|¥)

operator | pi>< Oils
O0=1 = Tr{p ZW (P|w)=1 , O=|p)(p| =

Tr{\/%-}(ﬂ; ‘/’} =W =<‘P‘P1><P,- “P>=Kp,- “PNZ >0 .

Muzeme proto interpretovat W; jako pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu | pi>. Pro

(12.5)

maticove elementy mame
(12

Je-1i pro nékteré i w; = 1, musi byt pro k=i wx = 0 a podsoustavu A Ize popsat vinovou

¢j>=§klwk CAT AT (12.6)

funkci, mluvime o &istém stavu. Snadno se ukaze, ze pro &isty stav plati rovnost p>=p,

nebot’
[)2:|pi><pi||pi><pi|:|pi><pi|:[) . (12.7)

Stfedni hodnota fyzikalni veli¢iny, které odpovida operator F je vyjadrena bud’ jako
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f,) (12.8)

nebo

(F)=Tr{F o} =2 (alFlo)p|olo)=2plalFlo) - @29

i
12.2 Dalsi vlastnosti matice hustoty

Pro odvozeni Casové zavislosti operatoru matice hustoty vyjdeme z rozkladu
A * ~ - 6
P= Zcik Cjk ‘¢,><¢. | , H chk ‘¢J> = Ihazcjk ‘¢]> (12.10)
ijk i i
a dostaneme
ih-ﬁ:[ﬁ,,@] . (12.11)
Muzeme tedy psat

p(t)= Zn:wn exp[—% H t}| £, (0)){p, (0)|exp[% H t} (12.12)

neboli
b(t):exp[—%ﬁ t} @(o)exp{%ﬁ t} . (12.13)
Rovnice pfipomina rovnici pro Gasovy vyvoj operitoru v Heisenbergové representaci, aZ na

znaménko ovSem, nebot’ jsme ve Schrodingerové representaci! Pro operator v Heisenbergoveé

representaci dostavame standardnim zptisobem
. i~ ] i«
(¥, (1) O, ¥, (1)) = (¥, (0)‘exp{% v t}Os exp{—% v t}“{’s (0))=

. _ (12.14)
¥ 0, |%,) = O, —exp| ~Ht |0, exp| —~Ht
HIVYH | TH H 7 s 7

Stopa matice hustoty jakoZ i stopa ,,rozumné* funkce této matice je na case nezavisld. Mame

T (A0 = Z{a Ol 0) F (), Ola ) =Tt (w) - 219

T Gij

Je mozné definovat kvasientropii (na rozdil od obycejné entropie je na Case nezavisla)

S=->wiInw, . (12.16)

Tato entropie je pro Cisty stav rovna nule, pro smisené stavy mize nabyvat velkych kladnych
hodnot.
12.3 Matice hustoty v soufadnicové a impulsové representaci

V soufadnicové representaci mame
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o) = Sl I )= S, (i ()
Pro stfedni hodnotu operétoru
(R)=Telp A} = [dx [dx' p(x.x )A(X %)
Operétory soufadnice a hybnosti jsou ve svych representacich
K ()= (X3l =x(x 1)~ x5(¢

P(p'.p)=(p'|pp)=p(p'|p)=ps(p'-p) .
Stredni hodnoty operatorti soufadnice a hybnosti jsou tedy

=”p(x,x’)x5(x/—x)dx’d x=Jx,o(x,x)dx

=[[p(p.p')ps(p'~p)dp'dp=[pp(p.p)dp

Ptechod mezi representacemi je dan Vztahy

J\/—exp ——qx Iq , J\/— yp}lv)

Pro matici hustoty tedy mame

p(x,X’)=ﬂp(p, p’)exp{%(pX— p’ X’)}d;:;/

o [l 25

Operator hybnosti v soufadnicové representaci ziskame z

ha
|8x

Jj X, x') ——5x X )dx'dx=- de— (x,x')

12.4 Matice hustoty ve statistické fyzice

A

X

A

(x|p

vy=——(Xly) = <x|b‘x’>:zi6(x—x’) .

I OX

Je tedy

x =

Za pravdépodobnosti volime

Wn:%exp{—ﬂEn} , Z=exp[- Zexp [-BE,] . B=

Z vyjadieni operatoru matice hustoty a hamiltonianu

p=%2|n>exp[ BE](n| , H= Z|> (N

n
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(12.17)

(12.18)

(12.19)

(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

(12.25)

(12.26)



A p=FIn)E, (n][k) eXp P AE] |:%Zn:|n>Enexp[—ﬁEk]<n| (12.27)

%,_/
5nk

vidime, Ze operator matice hustoty splituje rovnici

E E
_9 5o (H-u)p . Z P AE (12.28)
Y Zexp -BE,]
Obecny zapis operatoru matice hustoty je
exp| — S H
5ot 1229

Pro vnitini energii U a volnou energii F mame
Tr{ H exp[— BH ]}
Tr{exp[—ﬂ H ]}

U =Tr{H p} = , exp[—ﬂF]:Tr{exp[—ﬁH}} . (12.30)

Pii praktickych vypoétech postaduje feSit rovnici pro nenormovanou matici hustoty
oy :exp[—ﬂ I-Al] a po vypoctu spocitat stopu pro normovani. Pro nenormovanou matici

hustoty mame rovnici

00 A A . ~
—aL;::HpU A (0)=1 . (12.31)

Pro jednorozmérny pohyb volné ¢astice mame v soufadnicové representaci rovnici

opy(xXLB) w2 @p (%X )

/ _ /
. > ™" oo (X XL0)=6(x=x) . (12.32)
Resenim rovnice (12.32) je
2
x—x' 2 \V2
oo (XX, B) = L expl - ( 2) .4 | 2Zh . (12.33)
% At mky T

Reseni ukazeme jesté jinak, pro zménu ve tfech rozmérech. Mame
2y (x,x’,ﬂ):ZeXp[—ﬂEn]y/;(x)wn(x) : (12.34)

Pro ¢astici uzavienou ve velkém objemu V nahradime sumaci integraci

takze dostavame
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pu (XX ,ﬂ):J (2d7r5)3 exp{—ﬂf—m% ﬁ~(i—i’)}=%exp —zz(x;:z( ) .(12.36)

Vsimnéme si, ze pro volnou ¢astici musime stopu pocitat jen ve vymezeném objemu, takze

- " . 1 Y
Ter:_[dSXpU(x,x,ﬁ):—3jd3x:—3 (12.37)
P P
12.5 Linearni harmonicky oscilator
Hamiltonian je
~o1 ma’
H=—0p"+ X 12.38
LA (12.38)
V soufadnicové representaci tedy dostdvame rovnici
opy i’ 6ZIOU / /
— = , X,X,0)=o(x=X") . 12.39
08 2m ox 2 Al )= o(x=x) (12.39)
Zavedenim bezrozmérnych proménnych
Y2
mao ho ho
=— | X , n=—p0= 12.40
g ( 7 j T T kT (12.40)
ptejde rovnice (12.39) na
)
opy _ azpu 2 Mo /
o o tEA L aled0)=5E) elee) L 24D

Pro velmi vysoké teploty, tj. pro 7—0 se bude matice hustoty bliZit matici hustoty volné

Castice, tedy

Arhn 4n

12 gl
pu(f,fl,n—)O)%{M] exp{@] . (12.42)

Budeme proto hledat feSeni ve tvaru
oy :exp[—a(n)(f2 —b(n)f—c(n)] . (12.43)
Dosazeni (12.43) do (12.41) vede na

%52 5 © - (1-4a%)&* —4abs+2a-b® . (12.44)
d dn

Postupné dostavame FeSeni rovnic pro funkce a(77),b(7),c(7). UkdZzeme jen feSeni prvni

Z nich:

da a=y2.
>=dnp -
1-4a 1-y

1
~=2dnp — a=ECOth2(77—770) : (12.45)
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Konstantu 7, musime polozit rovnu nule, abychom pro n—0 dostali a(n7)—1/(47).

Podobné snadno integrujeme zbyvajici dvé rovnice, pficemz konstanty uréujeme podle
chovani pro vysoké teploty. Druha rovnice je

%’:—moth(zn)dn — Inb=—In[sinh(277) |+ InA —

A (12.46)
b=—
sinh(27)
Konecné tireti rovnici integrujeme piimo
1 . A’
c=§ln[smh(2n)]+7coth(277)—lnB , (12.47)
takze
B £ A& A’
Py, =—7€Xp| —| =—coth2n + — +—coth2n . (12.48)
7 (sinh2p)"? { ( 2 sinh2n 2
Pro 7—0 mame
B E242AE + AZ}
o, (n—>0)—> exp| —=—— | , (12.49)
U ( ) (277)3/2 |: 477
odkud srovnanim s (12.42)
mo Y
A=¢ | B=| 2| . 12.50
d [27[?1] ( )
Matice hustoty pro harmonicky oscilator je tedy
m v
/ @
Py (X, X ’ﬁ) :[ - ]
2z hsinh S
7hsinh fho (12.51)
mw 2, 2 /
expy ————— | (X" + X7 |coshfhw — 2X X
p{ 2hsinh,8ha)[( ) o ]}
Pro x' =xje
m v m ph
@ @, @
X, X,B)= - exp| —— X~ tanh . 12.52
A (X%, ) (Zzhsmhﬁha)] p{ h 2 } (12.52)
Miizeme ji také rozlozit podle vlastnich funkci hamiltonianu
12
/ @ 2, 2
X, X, B)=| — | exps——(X"+X
pU( ﬂ) (ﬂh] p{ Zh( )}
(12.53)




apro x' =x

(12.54)

Sl o]

Pfirozené mame stejny vysledek pro volnou energii jak podle (12.54), tak podle (12.52)

exp[-BF]= Tpu (x,x,B)dx= ! (12.55)

- 25inh[ﬂhzwj |

takze

_1 ho| ool —glte || he _exp| - 12
F_ﬂln[exp[ﬂ 2} exp[ p 5 D 5 +kBTIn[1 exp{ kBT:D . (12.56)

Pro normovanou matici hustoty dostavame z (12.51) a (12.55) vyraz

/ [mw ho ]]/2
p(x.x'\T)= tanh

h 2k, T
(12.57)
exp _m—a)h[(x2+x’2)cosh ho —2XX/}
2hsinh % ke T
Ke
Limitni pfipady jsou
mo) m
w W 2 2\ _ (]
[Hj exp{—g(x +X )}_wo(x)yxo(x) T—>0
/
olx, X\ T)= ) (12.58)
( ) 1 mo? )" mo® , (x-X)
— exp| — X° = > T—>w
72K, T 2k, T PE
Pro diagonélni elementy mame
ho ) h
p(x,x,T)= MO tanh 12 exp MD tanh 12 x2 (12.59)
xho 2k, T no 2k, T

p(x,x,T)= : (12.60)




12.6 Wignerova rozdélovaci funkce

Klasicky mame pro rozdélovaci funkci

H p.x) dxdp .
P(X):Jf(p’x)% PO [ 105

Wigner navrhl rozdé€lovaci funkci ve tvaru

_ Y g Y lexpl E
fW(p,x)_Jp(x+2,x 2jexp{ hpy}dy : (12.62)

Hustoty pravdépodobnosti nalezeni soufadnice nebo impulsu v daném intervalu, vytvorené z

(12.61)

Wignerovy funkce maji v§echny pozadované vlastnosti.

R (0= | 4 (px)5 2 -

12.63)
y ¥y |1 dp (
X+=,X—= |— | exp| — d X, X
p( "2 2j2nj p[ py} y=pxx)
(y)
a pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni hybnosti v intervalu ( p,p+d p)
PW(p):JfW(p,x)ﬂ:L p(x+l,x—ljexp{—ipy}dydx:
2xh  2mh 2 2 h
. (12.64)
TP (éé)exp[——(pé pé)}dédf’w(p,p)

Samotna Wignerova rozdélovaci funkce v§ak muZe v n€kterych oblastech fazového prostoru

nabyvat zapornych hodnot. To neni ptipad linearniho harmonického oscilatoru, kdy mame pro

fy (X, p) vSude nezéporny vyraz

fo (P, X)=

12.65
itanhﬂhwexp[ mwtanhﬂha’xz}exp L anfreq| (1269
Th 2 h 2 Mmah 2

ktery pro malé hodnoty argumentu hyperbolické tangenty (vysoké teploty, nizké energie)

pfechazi na klasické rozdéleni

fo (p.X)= g;’exp{ £ 2 Xz}exp{—ﬂ—pz} . (12.66)

2m
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12.7 Polariza¢ni matice
Velmi jednoduchy piiklad matice hustoty tvoii polarizacni matice. Proved’'me

pfifazeni rovinné elektromagnetické viny a normovaného dvourozmérného vektoru

E=(E,¢& +E, éy)exp{i%(z—ct)} =

. 1 0 (12.67)
|[EY=| |=a| |+b , aa +bb" =1
b 0 1
Matici hustoty pro tento (Cisty) stav vytvofime standardnim zpiisobem
aa” ab’
o=|E)(E|=| . Ll 12.68
SECE (12:68
Pro linearné polarizovanou vinu méame napf-.
. (10 . (00
~Zo o) Mlo 1)
(12.69)
. (Y2 Y2 . (Y2 12
pzz/4_ ]/2 ]/2 ' p3;r/4_ _1/2 ]/2
Pro kruhové polarizované svétlo mame
. 12 /2 . 12 —-i/2
PL= . v PrRT| - (12.70)
—-i/2 12 i/2 12
Pro nepolarizované svétlo pak
A N . 1. . Y2 0
/On:E(px+py):§(p7r/4+p37r/4):§(pR+pL):[ 0 ]/2} ' (1271)

Pro spinové stavové vektory ¢astic se spinem %2 mame

=5+ H1= 553 =0Tl L) - e
= J5l-10=F5( 5]+ 1=l

Pro polariza¢ni matice dostavame

. (10 . (00 . (Y2 12
p“‘(o OJ | ”Z‘(o J | ”“‘(1/2 1/2) |

(Y2 2 (Y2 -2 . (Y2 i
”*‘(—J/z 1/2J | ””‘(i/z i/zj | "y‘[—i/z 1/2)
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Porovnanim (12.73) a (12.69) resp. (12.70) dostavame analogic mezi polariza¢nimi stavy

fotonu a elektronn.

13. Virialovy teorém

13.1 Eulerova véta o homogennich funkcich

M¢jme homogenni funkci N proménnych stupné k, tzn. plati

Xt tXy ) =t F (X% Xy ) (13.1)

Eulerova véta tika, Ze soucet soucinil parcialnich derivaci homogenni funkce s odpovidajicimi

proménnymi je roven dané funkci ndsobené stupném homogenity

N af X, ,.
AL
n=1 X

)=kf(x1,x2,...,xN) . (13.2)

n

Diikaz provedeme pro N=2. Mame

U=l

f(u=tx,v=ty)=t“f(x,y) Xf, (U v)+y £ (uv) =kt F(x,y) (133

KE (Y)Y T () =k (%)

,_,
Il
U

13.2 Virialova véta

Mame-li ohrani¢enou funkci f (t) , je stfedni hodnota jeji derivace rovna nule, nebot’

<£>:|imljmdt:|imwzo ) (13.4)
dt / To=T ) dt T T

0

Pocitejme ted’ pro soustavu ¢astic

a2 (30 (2R (30 ) o0

Sila plisobici na ¢astici je dana jednak vzajemnou interakci ¢astic, jednak vné&j$imi silami —

tlakem

L on R 1 _
Za:a.a_r>_Pgsﬁr.ds_ <ara ar> deuvrdv

a

—<Zra ‘2—?> 3PV

a a

(13.6)

<Zpa ap> <Z;'Z—?>—3PV . (13.7)



Kinetickd energie K je homogenni funkci hybnosti stupné 2, potencidlni energie IT at’ je

homogenni funkci soufadnic stupné n. Mame tak z (13.7)
2(K)—n(IT)-3PV =0 . (13.8)

Ke vztahu (13.8) pfistupuje jesté zakon zachovani energie
(K)+(IT)=U . (13.9)
Miizeme-li vzajemnou interakci Castic zanedbat (tj. <H>—>O , dostdvame obecny vztah pro

idealni nerelativisticky plyn PV :(2/ 3)U :

14. Poruchova teorie

V tomto odstavci budeme pro jednoduchost zapisu vynechdvat znaceni operatort
stiiSkou a také spodni index U u nenormované matice hustoty.
14.1 Poruchova teorie pro matici hustoty

Budeme fesit rovnici (12.31)

op_ _o) =
ﬁ— Hp , p(B=0)=1 (14.1)

za predpokladu, Ze mizeme hamiltonidn rozdé&lit na ¢ast zékladni (,,neporuSenou”) H, a

malou poruchu H,. Matice hustoty neporusené tlohy je feSenim rovnice

P _ _
op
Vliv poruchy by nemél byt velky a tak vidime, ze zména exp[ p HO] o Steplotou je opravdu

Hopo - (14.2)

mald — imérna poruchovému ¢lenu hamiltonianu

%(exp[ﬂ Ho] ) =exp[ B Ho]Ho p +exp[ B H°]Z_Z B (14.3)

eXp[ﬂ Ho] Ho o + exp[ﬂ Ho] Hp= _eXp[ﬂ Ho] H, p

Integraci (14.3) v intervalu (O, p ) dostavame

B
exp[ BH,] p(B)~1=—[exp[ ' H, |H, p(B')d B’ (14.4)
a po vynasobeni obou stran rovnice zleva exp[— /S H,]
B
p(B)=pr(B)~[ps(B-B)Hip(B')dp (14.5)

0
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Rovnici (14.5) pak mizeme fesit itera¢ni metodou

B
2n(B)=po(B)=[ po(B-B')Hi o2 (B)dB . n=12,.. (14.6)
Mame tak
B
p(B)=p(B)=[ps(B-B')H.py (8 )dB +
/ (14.7)

IBI
Jpo(ﬂ—ﬂ’)Hl [ po(B'=B")H,p(B")dB" d B’ -

V soufadnicové representaci mame (napiSeme jen prvni aproximaci)
(X )= () = (3. 5) -

, (14.8)
[(X 2o (B-8)[|y)dy(y[H, [|y'YdY (| o (B )X )d B +...

0

Ve (14.8) jsme vlozili jednotkové operatory

[lyydy(yl=]]y")dy' (y'|=1 . (14.9)
Dale predpokladame, ze porucha H, piedstavuje lokélni interakei, tj.
(y[H.|Y) =V (y)s(y-Yy') - (14.10)

Dosazeni (14.10) do (14.8) dava

0

B

p(x.X B)=py(x.X' . 5) ijo XY, =B N (y)po(y. X . f')df dy+... (14.12)

0
14.2 Feynmanuv operatorovy pocet
Mame-li spo¢itat poruchovym poctem volnou energii
exp[- BF]=Tr{exp[-BH]} . (14.12)
musime nejprve néjakym zpusobem ,,rozplést operatory H,a H, ve vyrazu pro matici
hustoty p. Pro tento pfipad objevil Feynman zvlast¢ vhodny formalismus ,,operatorového

rozplétani“. V pon€kud matematicky upravené formé vypadd Feynmandv formalismus
nasledovné:

14.2.1 Zakladni pojmy

M¢jme prostor € spojitych komplexnich funkci na intervalu [0,1] a jeho zobrazeni 9N

do C (pfesngji zobrazeni kartézskych soucini € zobrazeni do C )
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M1 e )= [ L4 (0]

O L

1
f,(0)d g (t)-- ] f (t)d g (1) . (14.13)
0
Zobecnéni na operatory neni trivialni. M&jme ted’ zobrazeni €(2) spojitych funkci z [0 ,1] do
algebry operatord 2. Pokud A e ,B e pro kazdé te[0,1], takze Ae€(A),B (),
ma vyraz
1 1
[Adu(t)[B du(s) (14.14)
0 0
smysl (pokud integral existuje), avSak miize byt
1
jAdﬂl jB d s (s jB du(s)[Adu(t) (14.15)
0

Jsou-li miry ps(t) a p2(S) sousttedény do bodu ty a Sp, mame ze (14.15)
A B, #B A , AB-BA=0 . (14.16)
Tady vidime, ze operatory mohou odpovidat konstantnim funkcim, pfesto je mozno

formalismus pouzivat. Feynman zavadi operaci rozpleteni operatord, kterou budeme znacit

slozenymi zavorkami (neni to tedy v této kapitole znak antikomutatoru)

A B, pro t>s
{AB,}= B, A pro t<s . (14.17)

%(A B,+B,A) pro t=s

Plati vzdy
{eref={gf+{) (14.18)
Pokud vSechny operatory v ¢’ pusobi pied libovolnym z operatorti v € . Plati pak
feef={e}{c} . (14.19)
Priklad:
1
{exp[ A, +B,]} ={| +(A)+Bl)+§(pb+|31)2 +...}:
(14.20)
I+ Ao+Bl+%A)2 + Bl,AbJr%Bl2 Foee
ale
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exp[A,+B]=1+(A+B)+ 1(Pb+ B)(A+B,)+
(14.21)

| + A+B += (Ab+B A + A B +B)+-
14.2.2 Tri priklady pro g(a,b)=a.b
Operatoru A ptidame parametr odpovidajici Lebesgueové mite, operatoru B Diracovu

miru soustfedénou v pravém krajnim bodé, tedy

A=jA(t)dt : B=_1[B(s)5(s—1+0)ds = {AB}=BA , (14.22)
je-li naopak
Asz(t)dt : B=jB(s)5(s—0)ds = {AB}=AB . (14.23)

Pii standardnim pfifazeni si integracni oblast podle obrazku vhodné rozdélime na dva

trojuhelniky, takze mame

:mdtdsA }jth jdsB jdsB jth

ABjdtjds+ BAIdsjdt=%(AB+ BA) . (14.24)
0 0 0 0

1

Maéme tak zjedné funkce pfi komutativnich proménnych tfi rizné funkce nekomutativnich
proménnych — a jisté se daji konstruovat dalsi.
14.2.3 Véta o usporadani operatori

V tomto odstavci piebirame postup z ¢lanku Miranker W.L., Weiss B.: The Feynman
operator calculus, SIAM Review 8 (1966), 224 — 232. Podstatny vysledek pro exponencialni
funkci operatort je identicky s vysledkem, ziskanym Feynmanem, ale v ¢lanku uvadéna teorie

je obecnéjsi.
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Véta: Pro A(t)=A, B(t)=B naintervalu 0<t<1 plati

{H A(t)dt}kHB(t)dtH—(kki':)l > A“BAA“BAL. (14.25)

"oy vﬂn:O'l

kde A% BA A% B2 . jsou viechny riizné soudiny s k operatory A a | operatory B, tedy
Y=k , D p =l . (14.26)

Dtikaz vychazi z prechodu od integralu

:{j.,,,j.A(ti)...A(tk)B(sl)...B(s,)dtl...dtk dsl...dsl} (14.27)

0

k souctu integrald pres vSechny permutace proménnych t ,...,t,s,...,S,

_ {;jm(q)m(sl)ﬂ...jc(n(s,))...c:(n(tl))dti...dtk dsl...dsl} . (14.28)

kde

C(r()=t,)=A(t,)=A , C(I(-)=s,)=B(s,)=B . (14.29)

Faktor (k+|)! je dan plochou (pivodné cCtvercové oblasti o strané jednotkové délky)
vytvofenou podminkou O<II(t,)<---T1(s)<1, ¢lenid které se lidi jenom zaménou A je kI,

obdobné¢ ¢lent které se 1isi jenom zaménou B je |! Mame tak naptiklad

%(AB+BA) , {AZB}:%(AZB+ABA+BAZ) . (14.30)

(Al=A , {AB}=
Véta: Jsou-li f, g, § a n analytické funkce spliiujici rovnici
f(x+y)=9(&(x).n(y)) (14.31)

aplati A(t)=A, B(t)=B naintervalu 0<t<1, pak

{g[5@A(t)dtj,n@B(t)dtN}= f(A+B) . (14.32)

Pro diikaz nejprve zapiSeme mocninné rozvoje

c3 ® @ m+n
(x+y :éfk x+y Zmen( jxmyn ,

m=0n=0 n

9(&,1m)=2.9.,¢° ﬂ—mon O(Z 0.y én(@ )nn(ﬁ)j X"

a,p a,p

(14.33)

Porovnanim koeficientti u stejnych mocnin x" y" dostavame f_  atak mizeme psat



{g(f@f“”tw dtB}
:zﬁoz(’“i’? fies dtHfB dtH

(14.34)

Podle jiz dokazaného miZzeme vyraz {-} rozplést tak, Ze (14.34) je pravé fada pro f (A+B).

14.2.4 Rozpleteni exponencialni funkce sou¢tu dvou operatori

Ve statistické fyzice se jedna o aproximativni vyraz pro

f =exp[—B(H, + H,)]

(14.35)

Nejdilezitgjsim diisledkem véty (14.32) je tedy pro nas (pro A(t)=A, B(t)=B na intervalu

0<t<1)

exp[ A+B] = {expu A(t)dt}expﬁ B (t)dt}}

Rozvoj druhé z exponenciélnich funkci vede na

exp[ A+B] =exp[ A] +
{expﬁ A(t)dtﬁ B(t)dt} + %{epoA(t)dt}G B(t)dt}z } +

1

Upravime

{epo A(t)dtﬁ: B(t)dt} = JexpE[A(s)d s} B(t)expu A(s)d s}dt =

0

jexp[(l—t) A|Bexp[t A]dt

Oznacime
So(t)=exp[tA] , S,(t)= j'exp[(l—s) A|BS,(s)ds
a obecné
s, (t)= %jexp[(l—s)A] BS, ,(s)ds

Potom se (indukci) pesvéd¢ime, ze mtizeme zapsat (14.36) jako
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exp[A+B]=3S, (t=1) . (14.41)

n=0
14.3 Nerovnost pro volnou energii (1)

Pro uziti vztahu (14.41) pro vypocet volné energie je ucelné zménit interval z [O,l] na

[0 : ﬂ] a zvolit operatory jako A=—H, , B=—H,, takZe budeme mit

eXp[_ﬂ(HO-f- Hl)] =exp[- A H,] —fduexp[—(ﬁ_u) Ho] H, exp[—uH, ]+
0 (14.42)

Tdull_]fduz exPl:_(ﬂ_ul) Ho:l Hlexp[_(ul_UZ)Ho:I Hlexp[_UZ Ho] -

Pfi vypottu budeme vyuZivat vztahu Tr(O,0,)=Tr(O,0,), ktery obecnd v prostoru
nekone¢né dimenze neplati. Spektrum operatoru exp[— p HO] vSak zarucuje platnost uvedené
zamény. V prvnim integrandu volime O,=exp[—uH,], ve druhém O, =exp[-u, H,]. Mame

tedy
exp[-BF]=

Tr(exp[ - B(Hy +H,) ) = Tr(exp[- AH,]) - jduTr(exp[—,B Ho]H, )+ (14.43)
jdulijduz Tr(exp[—ﬂ H, Jexp[ (u, —u, ) H, JH, exp| —(u, —u, ) H, | Hl)—'--
Substituce u, =v, u, =v—w ptevede druhy integral ve (14.43) na
fdvIdWTr(exp[—ﬂ H, Jexp[wH, H, exp[-wH,]H,) (14.44)
o0
substituce u,=£-v,u,=w—-Vv na

dvfdwTr(exp[—wHo] H, exp[- B H,]exp[wH,] Hl) _
; (14.45)

s
dvjdwTr(exp[—ﬂ H, Jexp[wH, H, exp[-wH,]H, )

V posledni rovnosti jsme zaménili pofadi operatori ve stopé soucinu S Vvolbou

Olzexp[—WHo]Hl. Vezmeme-li ted” primérnou hodnotu (14.44) a (14.45), zbavime se

zavislosti na proménné v a dostavame vyraz
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exp[-BF]=exp[-BF,]- _ﬂ[duTr(exp[—ﬁ H, ] Hl) +
; 0 (14.46)
ggduTr(exp[—,B H, Jexp[uH, |H, exp[-uH,]H,)-

V dalsim budeme psit H,=£V, tedy pro H(&)=H,+&V je H(0)=H, a H(1)=H.
Vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru H, budeme znagit |n) a E, . Pro stopy operatori
ve (14.46) mame tak

Tr(exp[- A HO]V):ZnX |lexp[— B H, ]V [n) Zexp [- BE, V., (14.47)

Tr(exp[—ﬂH Jexp[uH, ]V exp[-uH, ]V )=
ZZ exp[— B H, Jexp[u H, ]V [m){m|exp[-uH,]V |n) = (14.48)

Zexp - BE,|exp[u(E,—E,) [Von Vo

Vztah (14.46) je ted’

exp[_ﬁF]:exp[_ﬂFO]_é:ZﬁVnneXp[_ﬂEn]_'_
} (14.49)

& 2exp[-BE,|-exp[-BE,]
7 2o E _E
Volnou energii napiSeme také jako mocninny rozvoj
F=F +&F+&F,+- (14.50)
takze
1
exp[ - F|=exp[ - FO]£1— EPF + 52(5,82 F’-p Fz) + J : (14.51)
Porovnani (14.49) a (14.51) dava
Tr(H, ex H
F, =exp[BF, Zv exp[ - BE,|= ( PL-AH:]) (14.52)

Tr(exp[ - B H,])
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B
F =Z£
22

(premrel (3.
- b

)
m=#n

EXp[ZﬁFo]'

“exp[- AE, ]j(z exp[- BE, ]j] (14.53)

2 exp[— BE, | —exp[-BE,]
En - Em .

Druhy ¢len na pravé strané (14.53) je zjevné zaporny, Ze neni kladny i prvni ¢len je vidét

z Cauchyho — Schwarzovy nerovnosti (pro skalarni souc¢iny)

Yan| <(af|Zef) @5y

zvolime-li
a,=V,, exp{—g En} , b, = exp{—g En} . (14.55)
Maéme tedy pro koeficient F, dokdzano, ze F,<0.Pokud chceme s jistotou ukazat, ze plati
d ZdFé(f) <0 (14.56)

pro vSechna ¢ (tedy také pro £=1), musime postup ponékud zobecnit. Pro dalsi vypocty

prepiSeme nas vysledek do tvaru

F<F | (14.57)
kde
Yii 2 11 2W, —W,
FE=FR+>YwV -Z/[Yw - YwV, | |-= m_—n . (14.58
a 0 Zn: n -nn 2 {(Zn: nNnn j (Zﬂ: n nnj J ZmZ’n:Nmﬂ En—Em ( )
pfitom E_ jsou vlastni hodnoty operatoru H, a
exp|-FE
W = _exp[-BE,] (14.59)
> exp[-BE,]
V prvni aproximaci je mozno zapis nerovnosti zkratit na
F<F, , FE=R+(H-H,;), . (14.60)

14.4 Nerovnost pro volnou energii (2)
V tomto odstavci postupujeme podle kapitoly Minimélni princip pro volnou energii
v knize S.V. Tjablikov: Metody kvantovoj teorii magnetizma (Nauka, Moskva 1975).

Véta: Hamiltonidn soustavy at’ je H=H,+H,. Potom plati nerovnost
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. Tr(H,exp[-BH,])

< 14.61
=Fo Tr(exp[—,BHO]) ( )

kde volné energie jsou
F= —% In(Tr(exp[-BH])) . F= —% In(Tr(exp[-BH,])) - (14.62)

Diikaz: At H je funkci néjakého parametru &, tedy H =H(§). Déle uvazujme veliCinu

exp[H (¢ )t] , kde t je n&jaky dalsi parametr. Ziejmé plati
d
Eexp[H (f)t] =H (§)exp[H (g)t] . (14.63)

Z (14.63) dostaneme

%[;’—gexp[H(:)t]}i[iexpw:)t]}:

H((f)dd—gexp[H t]+ exp[H )it . (14.64)
dd—gexp[H(rf)t] =0 .
Definujeme dale
;—gexp[H(g&)t]=exp[H(f)t]U(t) , (14.65)
takZe mame
dljjft):exp[—H(f)t]de—g(f)exp[H(g)t] , U(t),_, =0 . (14.66)

Z ptedchozich dvou vztahii dostavame

dd—é:exp[H (§)]=exp[H(£)]u(1)=
(14.67)

exp| H (5)]Jexp[— H (&)t ] d Hdif) exp[ H (&)t]dt .

Vezméme ted specialni piipad H (f ): A+ £ B a pocitejme stopu obou stran rovnice (14.67)
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d d
Tr(d—gexp[AJrgg B]j = %Tr(exp[AJrg B])=

Tr(exp[A+§ B]jexp[—(A+§ B)t |Bexp| (A+¢& B)t]dt] =
Tr(exp[A+&B]B)
takze
dd—éTr(exp[A+§ B])=Tr(exp[A+£B]B) =

2

d Tr(exp[A+&B]) = c;j_gTr(eXp[A+§ B]B)=

2

Tr[exp[A+g B]jexp[_(mg B)t |Bexp[ (A+¢& B)t]dt] B .

Stopu spocitdme pomoci vlastnich vektort operatoru H (§ ) =A+&B

(A+EB)|n)=¢,|n) .

Mame

2

d
d—ngr(exp[A+§ B]) =

1
ZZexp[gn”exp[—gnt] B, exp[e, t]dtB,, =
n om 0

e, 2exple, | -expe, ]

>0 .
n,m Emn — &

Plati

Pro stopy operatort plyne z (14.71)
Tr(exp[ A+£B]) > Tr(exp[A]) + Tr(exp[A]B) .
Zvolime nyni &=1a dale

Tr(H,exp[- A H,]) |

A=—pH, , B=—p(H,-A,) , A=
AH, ﬁ( ) Tr(exp[—ﬂHo])

Po malé tpraveé dostaneme
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Tr(exp[ - B(Hy+H,) ]) > exp[ B H, | Tr(exp[- BH,]) - (14.75)

Po zlogaritmovani a dosazeni vyrazi pro volnou energii dostavame vztah (14.61), ktery jsme

méli dokazat.

15. Priklady pouziti poruchové teorie

15.1 Klasicka aproximace

Vyjdeme ze vztaht (14.58) a (14.59)

B
Fa = F0+Zn:WnVnn _E[[anwn Nnn

2W, —W,
En_Em

Hzmw] |z

W - exp[- S E, ]
" > exp[-BE,]

Pro vysoké teploty (malé hodnoty B), kdy jsou rozdily mezi energiovymi hladinami malé ve

(15.1)

srovnani s K; T, miizeme aproximovat

Wi — W, -W eXpl:ﬂ(En—Em):I—l

= ~ W 15.2
E,-E, " E. —E, P (152)
takze dostavame
2
F=F+>wV, —g D WDV Vo —(anvnnj : (15.3)
n n m n
(v2),,
Zavedeme-li pro stiedni hodnotu oznaceni
(f)y=>w,f, , (15.4)
mizeme (15.3) zapsat jako
1 2
F=F+(V)- <v—v > . 155

K tomuto vyrazu dosp&jeme klasickym vypoctem (¢arka u integralu znamena, Ze ekvivalentni

oblasti fazového prostoru se berou jen jednou)

o - S0

kT
J/exp{w}[lﬁ\%{_q)ﬁéfz(v i:%q)Jszr
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Volnou energii také napiseme jako F~F,+&F, +&° F,, vyraz na levé strané je pak

F R, .R . -[i{EY] R
EXp{_kBT}zeXp{_kBT}(l ‘kaTjL‘f [2(kBTH kBTJ ' (15.7)

Porovname koeficienty u mocnin & a dostavame (polozime pak jako obvykle £=1)

F FO+J/exp{Fo_EO(p’q)}[v(p’q)_(V(p’q))Z}dn

kg T 2k, T
(15.8)
/ F—Eo(p.a) i
1 0~ =0 '
exp| —————= [V (p,q)dT" |
2kBTU p{ kT } (p.a) J
kde
/
FO:—kBTInJexp{—M}dF . (15.9)
kg T
Zavedenim oznaceni pro stfedni hodnotu
/
<f>=J f(p,q)exp{%_l(_p'q)}dr (15.10)
B

ptejde (15.8) na (15.5).
15.2 Anharmonicky oscilator
Jestlize pribereme ve vyrazu pro linedrni oscilator kubicky ¢len v rozvoji potencialni
energie, je vhodné uz doptedu predpokladat, ze stfedni poloha neni x=0, ale n¢jaky obecny
bod x=a.Mame pak
H=H,+H, , (15.11)
kde

2 2
HO:p_+ma)
2m 2

m w*

(x-a)" , H,=fx+

X —(x-a)'] . (15.12)

Ptejdeme k nové souradnici y=x—a, takze

me® ,
Hy=—+ ,
T om T2 Y

(15.13)

3 2 2 mo’ ) _,
H,(y)=fy +3fay +(3fa+ma))ay+(fa+ , Ja

Ze vztahu (12.52)
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12

mao maw hw
(Y. y.T)= T exp[—7y2 tanhzk T} (15.14)
2 hisinh B
Ke
spocteme volnou energii
exp R |_ — ! =2sinh ho : (15.15)
ke T 2k, T

jpu(x,x,T)dx

—00

takZe pro normovanou matici hustoty mame

V2
mam ho maw ho
,y,T)=| —tanh exp| ——— y? tanh ) 15.16
p(y.y.T) (ﬂh kBTJ p[ Y ZKBJ (15.16)

Liché mocniny y ve vyrazu pro Hl(y) daji pfi vypoctu stiedni hodnoty nulovy piispévek,

takze zUstava jen

mao® )\ , 7 R
<H1>=(fa+ 2(0JazJ'p(y,y,T)dy+3fajyzp(y,y,T)dyz
- , - (15.17)
[fa+m2a) )a2+gfa " coth 12

mao 2k, T
Zanedbame ¢len fa®, takZe pii minimalizaci <H1> vzhledem k zatim volnému parametru a

dostaneme

3 ot e (15.18)

2 Mo 2Kk, T

a=

Dosazeni (15.18) do (15.17) dava (opét pii zanedbani ¢lenu f a°

2 2
(H)=—tmaotat=—2 2| coth 1@ (15.19)
2 8 mo 2k, T
a tedy
2 2
F ok, Tin| 2sinh 2 | D2 W fogp o | (15.20)
2k,T) 8 mo 2k, T

15.3 Pohyb v ohranicené oblasti (jednorozmérny problém)
V tomto piipadé je

2

H=H,+H, =2'°—+v (x) (15.21)
m

kde
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(x-a)° . (15.22)

v2 7 )

mao ho mao o mao
H.)=| —=tanh exp| —— y?tanh V(y+a)- 2tdy (15.23
(H,) [ n Tj J p[ n 2kBTH (y+a)-= y} y (15:29)

oAH) o 0 (15.24)
oa ow

a tesit je vzhledem k témto parametriim. Pro jiny nez velmi specialni tvar potencialu je to
uloha uréend k numerickému feseni.
15.4 Virialovy teorém po druhé

Budeme uvazovat o zménach souvisejicich s infinitesimalni zménou linearnich rozméri

Lo>L+eL . (15.25)
Predtim pfipomeneme, Ze plati
i i T i (15.26)
Mame
Floy =R+ <HL(1+5) - HL>HL - (15.27)

Hamiltonidn nerelativistickych ¢éstic, jejichz interakce je binarni a zavisi pouze na

vzdalenosti dan¢ dvojice je

P
HL =Za:2—n.]a+&ZbV(rab) . (1528)
a<b
Potom
p: N
HL(1+.9) zgm‘i‘;bbv ((1+ S)Fab)~
(15.29)
2
H +e —222'[:; £V ()
a a a,b
a<b
a tedy
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sA)(avie)) o s

Upravujme

Fo.—-F (Hae—H
LOF L e L=< e = . (15.31)
oL Le g

Vztahy (15.26) a (15.30) dosazeny do (15.31) davaji virialovy teorém

a

2
3PV = 2<Z%>— SV (n,)) (15.32)
a a,b

a<b

15.5 Invariance volné energie
Pokud je hamiltonian pozménén néjakou infinitezimalni transformaci charakterizovanou

parametrem &
H — H(e) (15.33)
a volné energie se pfitom nezméni
F=F(¢) , (15.34)

dostavame vztah

= >—o . (15.35)

V piipadé se zménou $kaly soufadnic a hamiltonianem (15.28) je podminkou konstantni volné

energie nezavislost F na objemu (tedy P=0). Dostavame tak

Pa
—2<§a:2—ma>+ grabv’(rab) =0 . (15.36)

a<b

16. Nerovnovazny idealni plyn

16.1 Zakladni pojmy
Kazdy makroskopicky stav idealniho plynu budeme charakterizovat nasledujicim
zpusobem. Rozdélime vSechny mozné kvantové stavy do tfid blizkych stavi — kazda tfida

obsahuje pfedevsim stavy s velmi blizkou energii. Tfidy oéislujeme pomoci indext j=1,2,...

Pocet stavll v kazdé tfid€ oznacime G, pocCet Castic v této tfide€ jako N;. Stav soustavy je
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tedy pln¢ charakterizovan souborem Ccisel {N j}. Pfedpokladame piirozené, ze G;, ale také
N; jsou velka cisla.
Entropie soustavy je imérna statistické vaze daného makrostavu — tedy poctu zptsob,

kterymi lze tento stav realizovat. Jednotlivé tfidy povazujeme za nezéavislé podsoustavy,

mame tedy pro statistickou vahu celé soustavy

Al =] ]Ar; . (16.1)
]

16.2 Klasicky plyn

Zakladnim ptfedpokladem pro klasickou soustavu je, ze obsazeni kvantovych hladin je
velmi fidké, tj. N =N; /G ; <1 (pfitom ale pordd N; je dostatecné velké). Mizeme tak
ptedpokladat, ze se cCastice umistuji na hladiny nezévisle jedna na druhé (malé
pravdépodobnost, ze se ,,potkaji“ na urcité hladin¢). Potom jde o pravdépodobnost obsazeni

kazdou z N; castic jednoho z G; stavii — variace s opakovanim — ale podélenou poctem

permutaci N; Castic (¢astice jsou stejné)

G
AT, =—1 . (16.2)
N;!
Pro entropii tak mame
S =kg INAT =ky D" INAT =ky > (N; InG; —In(N,1)) . (16.3)
i i
Po aproximaci
N
In(N1)~ N In— (16.4)
e
dostavame pro entropii vyraz
eG,
S=k; > N, InN—’ (16.5)
J. .

]

Vztah (16.5) pfepiseme pomoci obsazovacich ¢isel na

— . €
S=ks 2.G;M, = (16.6)
J .

J
Ve stavu statistické rovnovahy nabyvé entropie maximalni hodnoty. ZapiSeme-li dopliujici

podminky
YN =26m =N YN =356,m=U (16.7)
J ] J J

hledame extrém metodou Lagrangeovych multiplikatori
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8%(8+aN+ﬂU):O . (16.8)

k

Derivovani dava

Gk(—kB Inn, +a+ﬂgk):O , (16.9)
odkud pro obsazovaci ¢isla
_ 1
n, = exp{k—(a + pe, )} : (16.10)
B
Konstanty ur¢ime z termodynamického vztahu, kdy pti konstantnim objemu je
dU=TdS+ udN , (16.11)
takze
y7i 1
a=t - 16.12
T B=7 (16.12)
a dostdvame skute¢né Boltzmannovo rozdéleni
_ H—&
n, =expl ————| . 16.13
eefis] .
Poznamka: Pti kvasiklasické situaci je
Ap . AQ,
) T —
G, —W—Afm - Ny =0(p) G A, (16.14)

kde s je pocet stupna volnosti. Piejdeme pak od sumace k integraci a pro entropii dostavame

vztah
€
S =k, Jnln—dr : (16.15)
n
16.3 Fermiho plyn
V kazdém kvantovém stavu miZe byt jen jedna Castice, ale celkove je mnoho N; stale

velmi velké &islo, stejného fadu jako G;. Vzhledem k vlastnostem fermionl je statisticka

vaha poctem kombinaci bez opakovani, takze mame

G,!
AT =t — (16.16)
(G;—N;)IN;!

Entropie je (vSechny faktorialy aproximujeme vztahem (16.4))

S =ky 2.{G,InG; —N;InN; - (G, —N; )In(G, -N, )} (16.17)
j

nebo piepsano pomoci obsazovacich ¢isel
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S ==k, 2.G, {m, I, + (11, )In(L-,)} . (16.18)

Pfidanim dopliujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Fermi — Diracovo rozdé¢leni

exp{a + fe, }
_ k
n

= & (16.19)
exp atpe +1
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
m - ! (16.20)
exp| &4 111
ke T
V jaké limité piejdeme od statistické vahy (16.16) ke klasické, dané vztahem (7.15)? Potiebné
upravy jsou
G.—N.
(G;=N;)!=(G;=N;)in Je h=
(16.21)
G LN NG +N, +(G, —N )in| 1-4 |~ G 16
i TN InG; i+(G;=N;)In - e I
J
kde zanedbavame zbytek
N. N?
i~ i
NJ.lnGj+Nj+(Gj—Nj)|n[1—G—J~ZGJ_ . (16.22)

16.4 Boseho plyn
Na rozdil od fermionli muize byt kazdy kvantovy stav obsazen libovolnym poctem
bosontl. Statisticka vaha je dana po¢tem kombinaci s opakovanim. Standardni ptfedstava o
vypoCtu uvazuje rozmisténi N; kulicek do G, pfrihradek. Jde tedy o pocet moznych
usporadani souboru G;—1+N; hranic mezi pfihradkami a kuli¢ek — to je (G i —1+N; )!. Pak
je tieba nezapocitat identicka uspotfadani (hranice jsou stejné, kulicky jsou stejné). Statisticka
vaha je tedy
(Gy+N;-1)!

Al =

R T (16.23)

Pii vypoctu entropie kromé piiblizného vyjadieni logaritmu faktoridlu velkych ¢isel podle

(16.4) zanedbame takeé jednicku oproti G, a dostavame
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S =ky 2 {(G;+N,)In(G;+N;)~N;InN; -G, InG| (16.24)

i
nebo prepsano pomoci obsazovacich Cisel

S =k .G, {(1+M,)In(1+m, )~ Inm, | . (16.25)

Pfidanim dopliujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Bose — Einsteinovo rozdéleni

exp{ & 1’8 & }
n = 2 (16.26)
1-— exp|:a+ﬂgk:|
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
n = ! (16.27)
exp |:gk_‘u:| -1
kg T

Pro piechod od statistické vahy (16.23) ke klasické hodnoté (7.15) upravujeme
G -1+N.
(G, +N,-1)1~(G, -1+ Nj)ln%:
G N (16.28)
— : N,
(G;-1)In LN, In(G,-1)-N, +(G; -1+ Nj)ln(lJrG JJ:GJ. IG)"

i
kde zanedbavame (je vhodné zaznamenavat kazdy krok aproximaci, 1 kdyz vypada zcela
trivialng)
2
Ni

N.
(G—1+N;)In{ 1+ —1— |-N; ~ ——L (16.29)
G,-1 2G,

U bosonli mohou nastavat situace, kdy pocet Castic je mnohem vétsi neZ pocet hladin —

n, >>1, tedy situace opacna ke klasické statistice. V takovém piipadé upravujeme

G, -1+N,
(G;+N;-1)t~(G;~1+N;)In———L - 1=
(16.30)
NINj G, -1)InN, — (G, -1)+(G, -1+ N )I 1G"_1~N'NGJ"l
jn?+( j=1)InN; = (G; 1) +(G; -1+ N, ) In| 1+ N TN
J
a statisticka vaha je pak
NG
AT =—1 (16.31)

b(G;-1)

Entropie takového stavu je (opét zanedbavame jednicku oproti G;)
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eN;
S =k )G, InG—‘ : (16.32)
J

]

17. Fluktuace

17.1 Gaussovo rozdéleni

Entropie jako funkce energii podsoustav urcuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu

téchto energii ve vyrazu eXp[S/ kB]. Jestlize energie zavisi na néjakém parametru X, mizeme

proto pravdépodobnost, Ze parametr X lezi v intervalu (X, X+d X) zapsat jako

w(x)dx w(x):konst.exp{?} . (17.1)

B
Tento vztah poprvé uvedl Einstein (Theorie der Opaleszenz von homogenen Fliissigkeiten
und Fliissigkeitsgemischen in der Ndhe des kritischen Zustandes, Annalen der Physik 33
(1910), 1275 — 1298). Uvahy, které vedly ke vztahu (17.1) jsou zcela v ramci klasické fyziky.
Uvedme tedy nejprve podminky toho, aby kvantové fluktuace byly zanedbatelné

S fluktuacemi termodynamickymi. Kvantova neurcitost AE stanoveni energie pfi méfeni
veli€iny X S pfesnosti AX musi byt alespon
. X
AEAX~AX~h— (17.2)
T
kde 7 je doba charakterizujici rychlost, sjakou se méni veli¢ina X s hodnotami mimo
statistickou rovnovahu. Tato doba muze byt blizka relaxacni dobé, ale také periodé néjakych
vybuzenych vin. Pfirozen¢ pozadujeme AX< X, odkud
h
AE>— . (17.3)
T
S touto neurcitosti energie je spojena neurcitost entropie

AS h
—>
ke 7kgT

(17.4)

Pro platnost klasického vztahu (17.1) je nutné, aby kvantova neurcitost entropie byla mala ve

srovnani s Boltzmannovou konstantou, tedy musi platit

f
>— 175
T (17.5)
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Vztah (17.5) je hledanou podminkou pro to, aby termodynamické fluktuace pifevazovaly nad
kvantovymi. Je vidét, ze pii pfili§ nizkych teplotach nebo pfili§ rychlych zménéch sledované
veli¢iny tato podminka nebude splnéna.

Ptredpokladejme vhodnou volbu pocatku odecitani veliiny X, tj. piredpokladejme <X>=O.

Entropie S (X) ma maximum v X=<X> =0 (rovnovazny stav), proto mame

2
Sl so, O3 <o, (17.6)
OX o OX 0
odkud
S S(0
() SO By | pso (17.7)
k, Kk, 2
a
pY [ B
w(x)dx=| 2| exp|-£x*|dx . 17.8
() (271') p{ 2 } ( )

Normovaci konstanta je zvolena z piedpokladu —oo<x<oco. Vztah (17.7) jsme sice odvodili
pro malé hodnoty |X|, ale vzhledem k rychlému poklesu Gaussovy kiivky se rozsifenim

intervalu nedopoustime znatelné chyby. Stfedni hodnota druhé mocniny fluktuace je

<x2>: T xzw(x)dx:% , (17.9)

takze mizeme vztah (17.8) psat také jako

1 X2
w(x)deexp[—m}dx : (17.10)

Pro hladkou funkci f (x) s od nuly riiznou prvni derivaci v x=0 dostavame

((ary)=((1 —<f>)2>:£g—i XJ () . (17.11)

17.2 Gaussovo rozdéleni pro nékolik proménnych

Pokud je entropie funkci n parametrt S(Xl,...,xn), je rozvoj v okoli rovnovazného

stavu
s 5, 1

k_=k__§ﬂik XX o Bu=bi - (17.12)
B B
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Pti zapisu pouzivame scitaci konvence — pies opakujici se indexy se s¢itd od 1 do n. Hustota

pravdépodobnosti W je nyni dana vztahem

W:Aexp{ 1,b’ikxixk} : j...jwdxl...dxnzl . (17.13)

2
Transformace x. =a, x. bude diagonalizovat kvadratickou formu, pokud
Bid, =06, = BXX =6 XX . (17.14)
Z maticového vyjadieni dostaneme pro determinanty
pa‘=1 = (deta)2 =detp . (17.15)

Vime, Ze |deta| je Jakobian transformace, takZe mame

n
]

n/2
A(2
Aldetal Jexp{—1 xz}dx :(—ﬂ)mzl . (17.16)
2 (detp)
Pro hustotu pravdépodobnosti w tak mame
Y2
det
W:(—ﬂn)/zexp{—lﬂik X xk} : (17.17)
(2r)” L 2

Zavedeme veli¢iny X, termodynamicky sdruzené k X, vztahem

X, =_é§_2 =B %, (17.18)
Vzhledem K linearni zavislosti v (17.18) plati i inversni vztah — je-li S vyjadiena pomoci X,
mame

1 0S S §, 1

X =——— =20 Z(pM) X X, . 17.19
' kg OX, ke Kq z(ﬂ )i X X (17.19)

Stfedni hodnotu sou¢inu X; X, spoc¢teme pomoci integrace per partes

Y2
(X X,) :%I...J‘Xi (—a—iexp[—%ﬂik X, kadxl...d X, =6, . (17.20)

Vynasobenim matice stfednich hodnot <Xi Xk> matici B nebo matici £ dostivame dalgi

vztahy, takze celkov€ mizeme psat

<Xixk>=5ik ' <Xixk>=ﬂik ' <Xixk>=(ﬁ_1)ik . (17.21)

95



Plati-li pro nékteré dva parametry (oznac¢ime je X, a X,) <X1 x2>:O, pak jsou fluktuace téchto
parametr statisticky nezavislé. Integrujeme-li hustotu pravdépodobnosti pies vSechny
zbyvajici proménné, ziistane pouze
W, = konst.exp{—%ﬁl’l X2 — B, % X, — %ﬂz’z xzz} : (17.22)
Z (17.21) mame
(4%)=0 = (87),=0 = A,=0 . (17.23)
Posledni implikace plyne z ( ,B/"l)lz =-p, / det 5’ . Rozpada se tedy (17.22) na souéin dvou

nezavislych Gaussovych rozd€leni. Tvrzeni v opaéném sméru je trivialni: jsou-li parametry
nezavislé, je (X X,)=(x)(x,) a protoze mame viechny stfedni hodnoty parametrii volbou
pocatku rovny nule, je (X, X,)=0.

17.3 Fluktuace termodynamickych veli¢in

Hustotu pravdépodobnosti napiseme pomoci zmény entropie celé uzaviené soustavy

AS R.i
~g total | _ e ____'min , 17.24
" Xp{ kB :| Xp|: kB T :| ( )

a R, je prace vykonana nad malou zkoumanou ¢asti celku, podrobenou fluktuaci
R, =AU —-TAS +PAV (17.25)

kde AU, AS a AV jsou zmény energie, entropie a objemu zkoumané malé ¢asti, T a P jsou

teplota a tlak celé soustavy. Prepiseme jeste (17.24) na

AU —TAS + PAV} (17.26)

W~ exp| —
kg T

Na obrazku vyznacuje bod b stav pii fluktuaci — pfi dané energii by odpovidal rovnovaznému

stavu a, ale vratnym procesem se piechod uskuteéni z rovnovazného stavu c. Usecka cb tedy

popisuje minimalni vné&j$i praci, potfebnou k pfechodu, tsecka ab zménu entropie danou

pfechodem.
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Srotal

.
P

E total

Rozvineme-liv R, vyraz AE do Taylorova rozvoje, mame

2 2 2
AU =M as s P av o 1 Y sy 4229 asav+ T (av ) |=
oS oV 2| S oSV oV
1[ U 0°U 82U (4720
TAS —PAV + 2| Z(AS) +2 ASAV +Z—(AV )’
AE oSV Ry,

Ve vyrazu pro R, se tak linearni ¢leny vyrusi a zlstavaji jen kvadratické, které vSak snadno

n

pfepiSeme na

Rmin:1 AS A Ay + AV A Ay :E(ASAT—AVAP) : (17.28)
2 0S|, oV | 2
Vysledny vyraz pro hustotu pravdépodobnosti je
W~ exp AP AV — AT AS (17.29)
2k, T
Ptiklad 1: Entropie a tlak jako funkce teploty a objemu. Je
AS :ﬁ AT +§ AV :&AT +@ AV
oT|, v, T oT|,
(17.30)
AP = oP AT + opP AV
oT|, v,
Pti Gipravé jsme vyuzili
2 2
dF =-SdT - PdV o __oF : op__0oF (17.31)
oV oV oT oT oT oV
Dosazeni (17.30) do (17.29) dava
W~ exp| - (AT + =2 %P (v Yl (17.32)
2k, T 2k T OV |,
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Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne

(AT AV)=0 <(AT)2>:kBC;rZ , <(AV)2>:—kBTg—\;T . (17.33)

Z termodynamickych nerovnosti mame pftirozené C, >0 a oV /o P|T <0.

Priklad 2: Objem a teplota jako funkce entropie a tlaku. Je

AS+ﬁ AP:ﬂ AS + —
oP oP|, oP

AS +ﬂ AP:LAS +8—T
oP C, oP

w2 a

58S
T

AT =5
05

AP |
s (17.34)
AP

P S

P S S
Pti apravé jsme vyuzili

N W oT _ O°W

dW=TdS+VdP = Z-- AR (17.35)
oS  0SoP oP 0POS
Dosazeni (17.30) do (17.29) dava
W ~ exp| — 1 (A )2 + 1 NV (AP)2 . (17.36)
2k, C, 2k, T 0P|,
Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne
2 2 oP
(ASAP)=0 , ((a8)")=k.C, . ((AP) >_—kBTWS (17.37)
Z termodynamickych nerovnosti mame C,>0 a oP/dV | s <0.
Ptiklad 3. Energie jako funkce teploty a objemu. Je
A= AT Y Ay, AT+ TR —plav (17.38)
oT |, ov | oT|,
Pfi Gpravé v (17.38) jsme pouzili termodynamickych vztahti
dU=Tds—Pdv =T| daT+|TZ| _p |av (17.39)
aT|, V|
fof
a
as| _of oF| | _of oF|| _ep (1740
ovi| ov| oT oT\ oV oT|,
T Y

Z (17.38) vypocteme <(AU )2> a po dosazeni za (AT AV), <(AT)2> a <(AV)2>Z (17.33)

dostavame
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+C, k, T? . (17.41)

2
<(AU)2>:—kBT£Tg—: - PJ 2—\;
\ T
Priklad 4. Fluktuace odklonu od vertikalni polohy matematického kyvadla. Je to jeden
z mnoha prtiklad, kdy nesledujeme fluktuaci termodynamickych veli¢in, ale néjakych
parametrl soustavy, jejichz pomoci je vyjadiena minimalni prace. Pro matematické kyvadlo
(se standardnim znacenim veli¢in) mame

R.. = % mgley® . (17.42)

PiepiSeme-li (17.24) pro tento piipad na

W~ exp{—kRL_‘F} = exp{— ZZ/);ZJ : (17.43)

dostavame

(p%)= . (17.44)

17.4 Fluktuace poctu ¢astic

Ze vztahu (17.33) dostaneme podélenim druhou mocninou poétu ¢astic

)-8
N N® oP

Na levé strané tak mame fluktuaci objemu ptipadajiciho na jednu ¢astici. Je potom mozné tuto

(17.45)

T

fluktuaci pfipsat nikoliv malé¢ zméné& objemu pii pevné daném poctu Castic, ale malé zmeéné

poctu Castic pii pevné daném objemu, tedy

AM=V Ai=—izAN : (17.46)
N N N
Dosazeni (17.46) do (17.45) dava
2
<(AN)2>:—kBT2N N (17.47)
Ve OPL
Naptiklad se stavovou rovnici idealniho plynu mame
2
N __NkT__V (17.48)
oP|, P Nk T
a tedy
(ANY)=N . (17.49)

Ve vztahu (17.47) upravime pravou stranu
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N? oV

17.50
V? 0P ( )

:Ni(ﬂJ
- oP\V

Protoze N/V=f(P,T), je jedno, derivujeme-li tuto funkci pfi konstantnim N nebo V,

T.N

muzeme dale upravovat

Ni(ﬂj _NoN| _oN| oP| _aN| (17.51)
oP\V T,N v 6P|T,V aP|T,V a/u|T,v a/u|T,v
Pfi apravé jsme vyuzili vztah pro termodynamicky potencial
—-dQ=PdV +VdP=SdT + Ndu N_oP (17.52)
Vo upy
Mame tak misto (17.47) vztah
(ANY) =Ko T N (17.53)
Oty

Povazujeme-li za zkoumanou podsoustavu c¢astice na kK — té kvantové hladingé, mame

Z ptedchoziho vztahu

on
An ) )=k T = 17.54
((an)) =k, il (17.54)
Pro Boltzmanntiv, Fermiho a Boseho plyn mame postupné
_ e on, _
A, :exp_%} = kBTa_;:nk = <(Ank)2>=nk : (17.55)
f, = L kBTzﬂzﬁk 1-1) = ((an)")=m (1-n,) . (27.56)
& H H
exp| —*—— |[+1
|: kBT i
a
i, = L = kTN (1) = ((an)")=n, (1+7,) . a757)
ex {gk_'u} on
pl &1
kg T

Vytvotime skupiny ¢astic tak, Ze do nich zafadime céstice, které obsazuji kvantové hladiny s

blizkymi hodnotami energie &, ~e . Podet takovych hladin ozna¢me GY, takze stiedni
pocet castic ve skupiné bude ND =g pt) =gt Zﬁk . Vzhledem ke statistické nezavislosti

fluktuaci obsazeni jednotlivych hladin médme
(An an)=0 = <(AN (”)2> ~((aXn))=(Z(@any) . @79
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Pro Boltzmannovo, Fermi — Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni tedy plati

Nl

<(AN“))2>: N“)[l—g—fij | (17.59)

N“) L. N(’)
G(J)

Pti aplikaci na zafeni ¢erného télesa povazujeme za jednotlivé skupiny souhrn kvantovych

stavii fotonu v objemu V s frekvencemi v intervalu(, w+Aw®) — horni index 0 piislugné

skupiny budeme vynechavat — tj. pocet stavii bude
G=V——Aw . (17.60)

Misto poctu fotoni budeme popisovat odpovidajici energii U, =N7aw, takze z tfetiho
vyrazu v (17.59) dostavame

r’ct (UM )2

17.61
V o’ Aw ( )

<(AUM)2> —hoU, +

Tento vztah poprvé spocital Einstein (Zum gegenwirtigen Stand des Strahlungsproblems,

Physikalische Zeitschrift 10 (1909), 185 — 193) z vyrazu (v naSem znaceni)

1 d’S

W~ exp| ——————
P 2k, dAUZ,

(au, )| (17.62)

AU,, =0

pfitom entropii vzal z Planckova vzorce pro zafeni ¢erného télesa.
17.5 Poissonitv vzorec
Pro malé fluktuace a plyn blizky klasickému je fluktuace poctu ¢astic v daném objemu

plynu déna vztahem (17.49), takze pro pravdépodobnost nalezeni poctu Castic v intervalu

(N N +AN) muzeme psat

N-N)

N)dN = _
w(N) N

—exp| —

——TT dN . 17.63
(27[ N)]/ ( :

Bude-1i v§ak objem V velmi maly, mize byt i pocet ¢astic v ném maly a pak je potieba pocitat
pravdépodobnost jinak. Celkovy objem a pocet ¢astic oznacme V, a N,. Pfedpokladame

homogenni rozloZeni ¢astic v celém objemu V,. Pravdépodobnost, ze se N ¢astic nachdzi a
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No—N

N,—N &astic nenachazi v objemu V je (V/V,)" (1-V/V,)™ . Potet takovych stavi je dan

poctem kombinaci bez opakovani, takze celkem dostdvame

W, :(NOJ[i] (1—1J i . (17.64)
NV, V,

O spravném normovani se snadno presvédcime

No
D owy = (1—l+l] =1 . (17.65)
N=0 Vo Vo

Nyni pro V <V, = N <« N, vezmeme v (17.64) piiblizn¢

In(N,!) = Noln%é(No—N)ln N, - N

+ NNy = (N,—N)INY (17.66)

a Vvexponentu polozime N,—N=N. Soznacenim stfedniho poctu c¢astic v objemu V
N=(V/V,)N, dostava vztah (17.64) s témito aproximacemi tvar
— — \Np
wo=N [ N (17.67)
N! N,

Provedené aproximace poruSily normovani, ale provedeme-li jesté posledni aproximaci

rIer;(l—%jn:exp[—x] = (1—%joéexp[—ﬂ:| , (17.68)

0

dostavame Poissonliv vzorec se sprévnym normovanim na jedni¢ku
= exp N - (17.69)
Z Poissonova vzorce muzeme odvodit Gaussovo rozdéleni (17.63) za pfedpokladt
_ IN-N|
N>1 |, |5| N <1 . (17.70)
Pro N! pouzijeme ptesnéjsi Stirlingovu aproximaci
NI=(22N)** N" exp[-N] (17.71)

a mame tak

. exp[ —N( 1+5)In(1+5 )+ N5 |

(17.72)
(22N (1+5))"

Ve jmenovateli polozime 6 =0, v exponentu ponechdme v rozvoji ¢leny do druhého tadu v &

a dostavame pozadované Gaussovo rozdéleni (17.63).
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18. Soustava s kone¢nym pocétem energiovych hladin

18.1 Stavova suma a odvozené veli¢iny pro dvé hladiny
M¢jme soustavu N vzijemné neinteragujicich ¢astic, kazda z nich musi obsazovat jednu
ze dvou energiovych hladin — bud’ & nebo &,. Oznacime-li pocet ¢astic na hladiné €, jako n,
je na hlading &, N—n &astic. PoGet kombinaci pro takovy stav s energii E,=(N—n)g +ng,
je
N!

(N—n)n! (181)

takze stavova suma je (E,=Ng +nA¢g, kdeAs=¢,—g,)

7=

g | N! nAe £ Ag " (18.2)
exp| —N - | > ——exp| — =exp| —N —L || 1+exp| —
ke T |<(N=n)in! k,T k,T k,T

a pravdépodobnost nalezeni stavu s energii E, je

Aeg - N! NnAeg
an[lJreXp{_kBTD (N—n)!n!eXp{_kBT} : (18.3)

Volnou energii spocteme podle vztahu

F=—k,TINZ=Ng - Nk, T In(1+ exp{— kAgT D . (18.4)

B

Entropie je

s OF i [inz a7 P2 )_
oT oT

exp _Ae (18.5)
Ag Ag kg T
N kg4 In| 1+ exp| — +
kT T { Ag }
1+exp| —
kB
a vnitini energie
Ag
oInz eXp{_ k T}
U=F+TS=k, T2Z—==N|¢g +A¢ B (18.6)

Ag
1+ exp{— T }
B

Posledni dva vyrazy mizeme piepsat do symetrického tvaru
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S =

&
exp| — e
& & 1 “ xp{ kBT}_g2 Xp{ Kg
Nkg4 In exp—k_r + exp| — +kT
B B

TR e el
exp| — +exp
kg T

&
& exp{— } +é, exp{ }
ke T kg T
U=N B (18.8)

exp| — 4 +exp| —
kg T

18.2 Obecny piipad konecného poctu hladin

} (18.7)

Entropii vypocéteme ze statistické vahy

S =kg In(AT) =kg In % {Nln ZN In—} : (18.9)

Rovnovazny stav budeme hledat pomoci Lagrangeovych multiplikatori

ail {S+aN+pU}=0 , N= ZN L U=>eN, . (18.10)
k i
Dostavame tak rovnice
a+pfe,
—kgInN, +a+ f&,=0 = N, =exp | (18.11)
B
Odsud pak
YN, =N = exp{ﬁ} N (18.12)
k ke zexp[ﬂgj}
i B
takZe s oznac¢enim
exp{/ﬂ
W=—-—"tb - (18.13)
exp| —1
i kB
mame
No=wN , >w=1 (18.14)

a dosazenim (18.14) do (18.9) mame pro entropii standardni vyraz
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S=—kg N> winw . (18.15)

Rozepsani (18.15) dava

S =kq Nln{ZeXpV D ,BNZ =

%,_/

pLNe (18.16)

kg N In(Zexp{ﬁkgj D ~- U

Z druhé véty termodynamické

dUu =TdS -PdV (18.17)
mame
o1 (18.18)
ouj, T
Derivovanim (18.16) dostavame
0S| _OS0B 05 __ 45 (18.19)
ou|, opoU ou

Porovnani (18.19) a (18.18) dava ocekavany vysledek S=-1/T . Pro volnou energii mame

F=U-TS=-Nk TIn(Zexp{ kgTD , (18.20)
pro entropii
: Za exp{ T}
S=Nkg{In Zexp e (18.21)
Ke T ke T { }
D exp
i
a pro vnitini energii
D e, exp[ }
U=N- . (18.22)
_ &
Zj:exp{ kBT}

Statistickou sumu spocteme snadno 1 pro piipad, kdy jsou energiové hladiny degenerované.

V takovém piipadé mame
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nl...-n!
T (18.23)

! kyT : ko T

18.3 Zaporné absolutni teploty

|
Z= > Lgl”l... o exp —iangj =
kBT i

Uvazujme opét soustavu se dvéma energiovymi hladinami. Pro jednoduchost zvolme

&=0 a oznatme ¢&,=¢. Dale entropii pfipadajici na jednu Castici (v bezrozmérnych
jednotkach) azS/ (N kB)a energii pfipadajici na jednu ¢astici meéfenou pomoci vzdalenosti
energiovych hladin u=U / (N 8) a nakonec bezrozmérnou veli¢inu umérnou teploté

7=k; T /&. Z definice 0<u<1. Mame pak misto (18.7) a (18.8)

17) 1 eXp{_l}
o= In(1+ exp[——D + ——Tl (18.24)
¢ f14 exp[—}
T
a
-
exp| — =
u=—=L_7%1 (18.25)
-]
1+exp| ——
T
Entropie vyjadfena pomoci vnitini energie je z téchto vztahi
o=(u-1)In(1-u)—ulnu (18.26)
a teplota vyjadfena pomoci vnitini energie je
L (18.27)

= In(1-u)—Inu

Grafické zobrazeni zavislosti entropie a teploty na vnitini energii je na obrazcich.

Tvree v

,»Nejteplejsi* je soustava pfti teplot¢ 7——0, pak sestupné 7—>—o0 a 7—o0, nejchladné;si je
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In2 +——

u

u

\
[
0 Vs 1 o

soustava pro teplotu z—+0. Tento popis si potvrdime standardni Gvahou. Uved'me to
tepelného kontaktu dv€ soustavy, soustava A ma absolutni teplotu zapornou T, <O soustava B

ma absolutni teplotu kladnou T; >0. Musi platit

A_I_—QA+A_I_—QBZO = T,<0AT;>0 = AQ,<O0AAQz>0 . (18.28)
A B

AS =

Soustava A se zapornou absolutni teplotou predava teplo a soustava B s kladnou absolutni

vree

teplotou teplo pfijima — je tedy soustava B ,,chladnéj$i“ nez soustava A se zapornou absolutni

teplotou.

19. Kineticka teorie plynt

19.1 Liouvillova véta
M¢jme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic

dx =z .

ktera ma pro celou ¢asovou osu feSeni. V tomto odstavci vyjimecné znaci Sipka vektor v n —

rozmérném prostoru. Oznaéme g' grupovou transformaci

g'(X)=x+f(X)t+0(t*) , t—0 . (19.2)
Ozna¢me D(0) oblast v prostoru {X}a V(0) jeji objem a dale V (t) objem oblasti D(t),
kde D(t)=g' D(0). Plati véta: Je-li divf =0, potom g' zachovava objem

divf=0 = g¢'v(0)=V(t)=V(0) . (19.3)
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Pro ditkaz jsou potieba dvé lemmata. Lemma 1: Plati

dv (t)

— = [ divfdx . 19.4
a4 194
Obecné je
tg tg ra
v(t)= | det?® Xax agﬂX:E+it+O(t2) . (19.5)
oX oX oX
D(0)
Lemma 2: Pro libovolnou matici A plati
det‘lé + At‘ =1+ TrAt+0(t?) . (19.6)

Diikaz je snadno vidét — pouze v soucinu prvkl na diagonale jsou ¢leny nultého a prvniho

fadu v t, jak je vidét na ptikladu

1;:1t1t 1?;; =1+ (ay+ay, )t +(aya, —a,a, )t* . (19.7)
Méme tak
detagtf‘ —1+ Tra—ft+0(t2)=1+ divf +0(t?) . (19.8)
X oX
Dosazenim do (19.5)
V(t)= [ [1+divi +O(t*) |dx (19.9)
b(0)

a derivovanim a polozenim t=0. Protoze se t=t,pfi pocitani ni¢im nelisi od t=0, mizeme

psat také
dv (t .oz
vl j divfdx . (19.10)
dt t=t,  D(t)
Tim je dikaz dokoncéen, nebot’
.z dv (t
divf =0 = %:O : (19.11)

Specialné pro soustavu Hamiltonovych rovnic

dq“zéH dpa:_aH
dt op, = dt oq”

(19.12)

je (secitame pies opakujici se indexy)

divi=_2 oA o f oH\ 4 (19.13)
oq“op, op,\ o0q”
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19.2 Boltzmannova kineticka rovnice

19.2.1 Jednocasticovy problém

Mame Sestirozmérmny fazovy prostor {q, p}. Rozd&lovaci funkci f(q,p,t) zavadime
jako
3 3
(¢°ad°p)|

o 19.14
(27 (1549

aN|=1(3, 5.0

kde dN|t je pocet Castic velementu fazového prostoru (d3qd3p)‘t v ¢ase t. Podle

Liouvillovy véty
(d3qd3p)\ =(d*qd*p) (19.15)
t t
Také pocet Castic se nemeni
dN|t =dN|t , (19.16)
takZe pro rozdé€lovaci funkci musi byt
f(G,p,t)=f (0, Posty) - (19.17)
Derivovanim (19.17) podle ¢asu dostavame
ar ot g ¢ 99,y ¢.9P_¢ (19.18)
dt ot dt dt
Z Hamiltonovych rovnic
dd _¢ dp _ _¢
—=V H , —=-V H 19.19
de. P dt ‘ (19.19)
=V _F
dosadime do (19.18) a dostavame
of - ., = - =
E:quvpf—vavqu{H,f} . (1920)
V rovnovazném stavu jsou Poissonovy zavorky H s f rovny nule
%=O = {H,f}=0 = f=f(H) . (19.21)

Rozdélovaci funkce je v rovnovazném stavu pouze funkci konstanty pohybu — energie H=¢ .

19.2.2 Boltzmanniv srazkovy ¢len
Zapocteni sraZzek mezi Casticemi vede k tomu, Ze pocet Castic V elementu fazového

prostoru jedné ¢astice uz nemusi byt konstantni. Je potom
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ar oty o g s 84,y ¢ dP_[O7) (19.22)
dt (ot ), ot dt dt et ),

Predpokladame, Ze pii srazce se zachovavaji jak hybnosti, tak energie ¢astic
P+P=p+p , c+5=¢+¢ (19.23)

a interakce se odehraje v jediném bod¢ prostoru G . Pro stru¢nost zapisu budeme zkracovat

p=C , p=I, , p=r , p=r!,
p3~ ; 31~ P 3~/pl /1 3=/ / (19'24)
d°p=dI , d°p,=dI, , d°p ' =dI” , d°p, =dI}
a
f(q,p, f(g,r,t)="Ff , f(q,p,.t)="F(q,I,,t)="1
(@B H@rO- AR T@EO-L
f(q o', )_f(q I, )zf , f(q,pl,t)zf(q,l"l,t):fl

Zapis pomoci symboli I' je vhodny i pro popis fazového prostoru obecnéjsich struktur —
napiiklad uz pro dvouatomovou molekulu jde o tfi slozky hybnosti a dvé nezavislé slozky

momentu hybnosti. Pocet srazek s pfechodem I',T’, —>T’ ,Fi za jednotku ¢asu v elementu

objemu dV =d*G je dan vztahem

dv
(27zh)

kde vztah mezi pravdépodobnosti piechodu a diferencialnim G¢innym prifezem srazky je

w(r',0j|T, 1) f f,drdT,dr'dry (19.26)

w(r', [T, T, )dr' dr;

=do (I, T}T.T,) . (19.27)

A%

definujici smér osy molekuly). Pfirozené by se také faktor 274 vyskytoval ne ve teti

mocning, ale v mocnin€ dané po¢tem stupiii volnosti. Ve zkraceném zapisu budeme psat
w(r',Or,0)=w , w([,00,T)=w . (19.28)

Bude nas tedy zajimat zména v obsazeni elementu fdzového prostoru za jednotku casu pfi

pevné dané hodnoté T', tedy

ot} dvdr (19.29)
at coll (272.771)3 . .
Ubytek je dan jako
(dzv irj wt f,dr,dr'dr | (19.30)
T
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prirastek jako

(";:r—i;jw’ f' f/dr,dr’dr, | (19.31)
takze celkova zmeéna je
f;:r—i;j(w’ f/f/-wf f,)dr,dr'dr . (19.32)
Porovnanim (19.32) a (19.29) dostavame
(%} = (27:71)3 [(w '/ —wf f)dr,dr'dr;) (19.33)
col

V dal$im odstavci uvidime, Ze plati
[w(r’,r{|r, T, )dr' dry = [w(T, 1,7, 1} )dr dT] (19.34)

Protoze f ani f, nezavisi na T’ ani T, miizeme vztahu (19.34) vyuzit k Gpravé (19.33) na

of 1 I el g1 I 1/
— | = f'f' —f f)dl dI"dI; . 19.35
( ot jcoll (27[71)3 jW ( 1 1) 1 l ( )

Funkce w resp. diferencialni u¢inny prifez do obsahuji jako soucinitele také Diracovu delta

funkei, vyjadiujici zakony zachovani. Pro ptfipad jednoatomového plynu plati

w =w(p, |, p1)=w(p' plIB.B)=w | (19.36)
takze mizeme v (19.35) psat w mistow’ . Podle (19.27) mame pak
wd®p'd®p; =[V—v|do (19.37)
a pro srazkovy ¢len pak
[%—IL" =(2ﬂ#h)3j|\7—\71|( f/f/—f f)dod®p, . (19.38)

Pfitom uz predpokladame, 7e za P’ a P, jsme dosadili ze zakontl zachovani, takze se
integruje jen ptes hybnosti P, a thel rozptylu (do =g (8, @)dQ).

Hruby odhad srazkového integralu pro kinetické jevy v plynech je moZno ucinit
pomoci pojmu stfedni volné drahy | — stiedni vzdalenosti, kterou urazi molekula mezi dvéma
po sobé jdoucimi srazkami. Tuto vzdéalenost mizeme vyjadfit pomoci u¢inného prifezu o a
hustoty poctu ¢astic N z vyrazu

1
l~= . 19.39
ol -~ (19.39)

Je-li linearni rozmér molekul d a stfedni vzdalenost mezi molekulami F , mame
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—_\2 —_\3
o-d? | N-% = |~r(ij =d(£j | (19.40)
r d d

Zavedeni stfedni doby mezi srazkami

. (19.41)
v
pak vede k hledanému odhadu Boltzmannova srazkového ¢lene
of) __f-f (19.42)
at coll 2

kde f, je rovnovazna rozdélovaci funkce. Piikladim uzivajicim tento odhad se bude vénovat

dalsi kapitola.
19.2.3 Princip detailni rovnovahy

Pravdépodobnost rozptylu ma dutlezitou vlastnost, vyplyvajici ze symetrie zakont
mechaniky vzhledem K inversi ¢asu. Ozna¢ime I'" hodnoty veli¢in, které vzniknou z T' pfi

Casové inversi. Mame naptiklad pro hybnost a moment hybnosti
r=(p,|\ﬁ) - rT=(—r>,—|\7|) . (19.43)
Ponévadz Casova inverse zaménuje stavy ,,predtim* a ,,potom*, plati
w(r', 0|7, T ) =w(r", 0] 0717 (19.44)
Provedeme-li jak ¢asovou, tak prostorovou inversi, dostavame z I' hodnoty I'"" — napiiklad
pro hybnost a moment hybnosti mame

r=(p.M) - 1" =(p,-M) , (19.45)

nebot’” p je polarni a M axialni vektor. Pokud jsou také jednotlivé molekuly symetrické
vzhledem K prostorové inversi, plati pro danou soustavu
w(r', 0|7, T ) =w(C™°, O] 0™, ) (19.46)
Pokud maji jednotlivé molekuly stereoizomery, popisuje vztah (19.46) rizné soustavy. Také o
(19.44) nemizeme obecné tvrdit, Ze popisuje piimy a obraceny rozptyl. O rovnosti
pravdépodobnosti pfimého a obraceného procesu miizeme vSak mluvit u jednoatomového
plynu, kde "'=p=I"", takze podle (19.46)
w(p',pi1p. B,)=w(p. BIP . Bl) - (19.47)
Funkce w ma jesté jednu dulezitou vlastnost, ktera je nejlépe vidét z pohledu kvantové teorie

rozptylu. Tam je rozptyl popsan pomoci unitarni matice (S — matice) $*$=1, nebo rozepsano
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i—k
Zsi+f Stk :Zs:i St =6, = Z‘Sfi‘z =1 . (19.48)
T f T

Kvadrat modulu ‘Sfi‘z udava pravdépodobnost rozptylu i— f a druhy vztah v (19.48) je

normovaci podminka — soucet pravdépodobnosti vSech moznych piechodii z daného stavu je

roven jedné. ZapiSeme-li podminku pro unitarni S — matici jako S S* =1, mame
N N i=k 2
Zsifsszzsifskf :5ik = Z‘Sif‘ =1, (19.49)
f f f

tedy také soucet pravdépodobnosti ‘Si ‘ ‘2 vSech moznych pfechodli do daného stavu je roven
jedné. Porovnanim (19.48) a (19.49) (vynechame v souctu pravdépodobnost, Ze k rozptylu

nedojde, tj. ¢len ‘S“‘Z) dostavame

fzf:_‘sn‘z = fzf:_‘sif‘z - (19.50)

Pti pfechodu ke spojitym hodnotdm spektra veli¢in I' popisujicich rozptyl dostavame z

(19.50) vztah pro funkci w, ktery jsme jiz uvedli jako (19.34)
[w(r’,rj|r,1,)dr dry = [w(r, 1|, Ty )dr dry

19.2.4 Rovnovazna rozdélovaci funkce

Srazkovy ¢len musi byt roven nule a tedy z (19.38)

f) f,—f, f,=0 , (19.51)
rovnovaznou rozdélovaci funkci oznacujeme dolnim indexem 0. Podle (19.21) zavisi tato
funkce pouze na energii £=¢(I"). Zapo¢teme-li jesté zdkon zachovéni energie &' +¢ =+¢,,
dostavame rovnici

fo(e) fo (&)=, (g’) f, (g+gl—g’) : (19.52)
Derivujeme tuto rovnici nejprve podle & a potom podle g, — pravé strany takto vzniklych

vyrazl budou stejné. Podélenim vyrazl pak dostavame

1 dfy(e) 1 dfy(s)
fo(¢) de _fo(gl) de

=konst. (19.53)

takze po integraci

f = exp{ﬂ;—‘:{r)} . (19.54)
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Integra¢ni konstanty jsme volili tak, aby wvysledek byl vsouhlasu srozdélenim pro
rovnovazny Boltzmanntiv plyn.
19.3 H - teorém

Plyn, stejn€ jako kazda izolovana soustava se bude snazit dojit k rovnovaznému stavu.

Meélo by jit o d¢j, pii kterém roste entropie. V tomto odstavci to dokdzeme. Entropie je dana

vztahem
S= s Jfln dvdr , dvdr=d’rd’p . (19.55)
(2zny) O f
Derivovanim podle ¢asu dostdvame
s __k 3Jg(fln3jdVdF:— e JI nt 2 avar | (19.56)
dt (27zh) ot f (27rh) ot

V tomto odstavci budeme srazkovy ¢len (6f / 6t) znacit C( f) — Casto se také pouziva

coll

Stf (od Streuung). Dosadime z Boltzmannovy rovnice

%:—vvff—ﬁﬁﬁmc(f) : (19.57)

Ocekéavame, ze ke zméné entropie bude pfispivat pouze srazkovy clen. Prispévek prvnich

dvou ¢lent pravé strany (19.57) je

nf|—v.20_E.20 lavar= i+ﬁ aﬁ (flnfjdVdF . (19.58)
or op or op

Jednoduché upravy vedou na

V-Ji(f Inijdv =v-[n, f InidSr =0 |
or e Y e

! (19.59)
= (0,1 st f
F-| —| fln—|dC=F. |7, fIn—dS,=0 |
op e o e
r

protoze vn¢ objemu fazového prostoru je f =0. Mame tak

ds_
dt (27rh

_[In fC(f)dvdr . (19.60)

Vypocet integralu vzhledem ke I" provedeme pro obecnou funkci (D(F) . NapiSeme srazkovy

integral podle (19.33)
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Jo(ric(f)d

(2nhf

j@ w(C, L, |7, ) £/ d* T -

I@(F)W(F’,Fﬂl‘,l‘l)f fd'r |

(19.61)

kde d*I'=dIdT,dI”dT]. Prostou zdménou znaeni I'<>I”,T,«>I ve druhém integralu

pravé strany v (19.61) dostaneme

Jo(r)c(f)dr=

(27 h)

Dalsi zaménou znaceni T' <>, T” <—>F{ dostaneme

O(T)C(f)dIr= @, - |w(T, I, |17, y) £/ f/d*T
Jome(tar=- h) [0 Jw(r.ryr )

a kone¢né€ vezmeme prumeér z vyrazi (19.62) a (19.63)
o(T)C(f)dIr = O+d, - -] (W ' f/d'T

V trividlnim ptipadé, kdy zvolime ® (F) =1, dostaneme
fc(fydr=o0
a dosadime-li za C( f) z (19.35)
[w/(f£/=f f)dT=0

Volbou @(F) ~Inf dostavame pro (19.60)

Iy
d—S:k—BJW’ f! fl’lnf i grdv
) ff

:[[®@-o |w(r,r,r, 1)) £ 1/ d*T

(19.62)

(19.63)

(19.64)

(19.65)

(19.66)

(19.67)

(19.68)

(19.69)

(19.70)

dt  2(2zn) )
nebo
dS _ Kk - jw’ f f,xInxd*Cdv
dt 2 (2zn
kde
< f/ fl/
ff
Integrace vzhledem ke konfigura¢nimu prostoru a vynasobeni konstantou rovnice (19.66) nam
dava
2 [w £ f,(1-x)d‘TdV =0
2(2 h
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Pficteme (19.70) k (19.68) a mame
d—s=k—86jw’f f,(xInx—x+1)d*TdV . (19.71)
dt 2(27h)

Funkce v zavorkach je rovna jedné pro x=0, dosahuje minima nulovou hodnotou v x=1 a

pak stale roste. Dokazali jsme tak, Ze

dS>

—=>0 . 19.72
i (19.72)

PovSimnéme si, ze Xx=1 znamena rovnovazny stav — pouze Vv tom piipad¢ se entropie nemeni.

Dale je vidét, ze integrace vzhledem k proménnym konfigura¢niho prostoru neni pro dikaz
podstatna — srazky zpusobuji rist entropie v kazdém elementu konfiguraéniho prostoru. To
ovSem jeSté neznamena, ze entropie v kazdém elementu roste — muze byt mezi jednotlivymi
elementy pfendSena.

H — teorém poprvé odvodil Boltzmann v rozsahlém ¢lanku Weitere Studien {iber das
Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen (Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der

Wissenschaften 66 (1872), 275 — 370) pro entropii, kterou definoval Clausius E=-S/k;

E:J f (x,t){log[%—l}}dx : (19.73)
0
V anglicky psané literatufe pak byla tato veli¢ina oznaovana jako H — (heat
function), ¢ehoz se v ¢lancich pro Nature drzel i Boltzmann. Odtud nazev teorému.
19.4 Prechod k makroskopickym rovnicim

19.4.1 Zakladni rovnice

Jestlize ve vztahu (19.64) volime funkci ®(T") takovou, Ze se pii srdzce odpovidajici

veli¢ina v elementu konfiguracniho prostoru zachovava, je integral roven nule (zdiraznéme,

ze se v daném elementu takové veli¢iny mohou ménit pfenosem), protoze podle (19.64)

1
®(MNC(f)dr=——— | | ®+D, - - |W ' f/d*T=0 . 19.74
P [ A @079

=0
Vynésobime Boltzmannovu rovnici zachovavajici se veli¢inou @(F): ;((F, ﬁ)a integrujeme

podle dT"'=d*p

J;{(F,ﬁ)P+—“—+F —}f(r,p,t)d?’ﬁ:o . (19.75)

Jednotlivé ¢leny budeme vhodné upravovat

116



( af 6
—d’p==—|yfd’p ,

] at p p

(P afd f p“fd3|5_J_aZ&fd3|ﬁ , (19.76)
J 7 mox, 6x o0xX, m
([ of 0 ~ oy 3= oF 3=

yF, —d° IOZJ—ZFaf d3p—J—Fafd p—J;( «fd°p
J ap apa( ) apa apa

Prvni Clen pravé strany tieti rovnice lze prevést na integral po plose ohranicujici objem
fazového prostoru, kde je rozd€lovaci funkce f rovna nule. ProtoZze piedpokladame, Ze sily
jsou konservativni, je i teti ¢len tamtéz roven nule. Zavedeme nejprve numerickou hustotu

Castic n a hustotu castic p (odpovida to volbé y=1resp. y=m)

n=n(F,t)=Jf(F,f),t)

, p=p(F.t)=mn(F,t) . (19.77)

Stfedni hodnotu néjaké veli¢iny A= A(F, f),t) zavedeme standardnim zptisobem (argumenty

(F,p.t) resp. (F,t) uz nebudeme vypisovat)

(A) jAfd_p_EJAf d’p (19.78)
[fd°p n (27h)

Vsimnéme si, ze <n A>:n<A>, nebot’ N je pouze funkci soufadnic a Casu, nikoliv hybnosti.

Se znac¢enim (19.78) muzeme vztah (19.75) s uvazenim (19.76) zapsat jako

9 0 X\, [hg o2
at(n;(>+6xa<nva;(>_<nv axa>+<mF" 8va> . (19.79)
Makroskopickou rychlost ozna¢ime =0 (F,t)
vfd 35
i = (V)= I—Sp_ljvf ap (19.80)
[fd°p n)  (2zn)

Za funkci y volime postupné hmotnost m, hybnost tepelného pohybu mv a energii

e=(m/2)V?. Dostavame tak

op O

—+—(pu,)=0 19.81
ot Ox, (pu.) ( )
0 GHM P

—(pu )+—2, =L F 19.82
at(p ) ox, m ° ( )
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99 049 Py (19.83)
ot 0Ox m

o

V téchto rovnicich
Mo=pvy,) o 0=2p() | o, =2p(vv,) . (19.84)

Rovnice (19.81) je rovnice kontinuity — zachovani hmotnosti. Rovnice (19.82) vyjadiuje

zachovani hybnosti, tensor I1,, je tensorem hustoty toku hybnosti. Je to slozka a vektoru

hybnosti pfenasena molekulami za jednotku Casu jednotkovou ploskou kolmou na osu f.
Kone¢né rovnice (19.84) predstavuje zakon zachovani energie, vektor ¢ je hustota toku
energie. Rovnice (19.82) a (19.83) vsak jesté nejsou vyjadfeny pomoci makroskopickych
charakteristik.
19.4.2 Aproximace lokalni termodynamické rovnovahy

V této — Casto oznaCované jako nultad — aproximaci zanedbame disipativni jevy jako je
viskozita a tepelna vodivost. Miizeme pak povazovat rozdéleni v jednotlivych objemovych
elementech za lokalné rovnovazné. Potom uz je mozné piejit lokalni Galileovou transformaci
z laboratorni soustavy K do soustavy K', pohybujici se s danym elementem — Vv této soustavé

je rozdé€lovaci funkce rovnovaznym Boltzmannovym rozdélenim. Mame tedy

V=V +i (19.85)
apro IT, , dostavame
,,= p<Va vﬁ> = pu, U, + pu, <v’ﬁ> +pu, <vl’x> +p <v; v;> : (19.86)
—
=0 =0 =%<V/2>5aﬁ
Dale upravujeme
m<v’2>:§kBT = 1p<v’2>:nkBT:P , (19.87)
2 2 3
takze vysledny vyraz pro 11, , je
I,,=pu,u,+Ps,, . (19.88)

Pti Gipravé vyrazu pro § potiebujeme také transformacni vztah pro energii

g:g’+ml]-\7’+gu2 . (19.89)
Po upravach podobnych ptfedchozim dostavame
qzﬁ(guz+P+n<g’>j=ﬁ(£u2+P+£Uj . (19.90)
2 2 m
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Ve vyrazu (19.90) je U vnitini energie. Hustota energie € je po transformaci
0=Lu+Ly? | (19.91)
m 2

Dosazenim (19.88) do (19.82) a (19.90) a (19.91) do (19.83) dostaneme po rozepsani a

vhodné linearni kombinaci takto vzniklych rovnic a rovnice (19.81) dostavame vysledny tvar

3_P+§.(pg)=o , (19.92)
ot
M o(a-9)a+2vP-1F (19.93)
ot yo, m
a
1[5_U+g.vuj+fvgzo , (19.94)
m\ ot Yo

Rovnice (19.92) a (19.93) jsou standardni tvary rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice.

Standardni tvar rovnice toku energie, kterou mame zapsanu jako (19.94) je

%{p[u?+Umj}+§-{pﬁ(u?+wm]}=0 : (19.95)

kde U, je vnitini energie a W, =U,_ +P/p entalpie jednotkové hmotnosti. Rovnici (19.94) je

také mozno prepsat pomoci teploty

r=k,T , U=S¢ | p=£; (19.96)
2 m
na
Ot G+ 2rV0=0 . (19.97)
ot 3

Z rovnic (19.92) a (19.94) plyne, ze v této aproximaci se vzdy jedna o adiabatické déje — to
ostatné napovida uz predpoklad lokalni termodynamické rovnovahy. NapiSeme si pro entropii
druhou vétu ve tvaru

dS_1dU _mPdp LIV ;5u|-MPIoP 45| . (1999
gt Tdt T dt T a Tt

O vyznamu ,totalni derivace* podle casu je poznamka k piikladu v dal$im odstavci.
Dosadime-li pak do (19.98) ze shora uvedenych rovnic, dostavame
dsS 0

== 19.99
m (19.99)

119



19.4.3 Priklady FeSeni rovnic nulté aproximace

Priklad 1. Za predpokladu F=0 prepiieme rovnice kontinuity a toku energie na

ot
3505 (19.100)
plor (. = =
——=| —+|U-V])r |=pV-U
271 (8t ( )T r
a po podé&leni rovnic obou faktorem 7 ¥? seéteme, takze dostaneme
Aoe™) o
0. -8/2\ _
Framtt (a V)(pz’ )=0 . (19.101)
Odsud dostavame, ze podél proudnice plati
Yo, P
s konst. = ﬁ = konst. . (19.102)

Poznamka: Proudnice at’ je parametrizovana pomoci parametru |. Potom pro f (t(l),F(t(I )))

ﬂzﬂﬂJri.d_rﬂ: ﬂHj.ﬁf dt . (19.103)
dl ot dl or dtdl ot dl
Piiklad 2: P¥ odvozeni vlnové rovnice pro zvuk predpokladame krom& F=0 také, Ze

odchylky hustoty, tlaku a teploty od stfednich hodnot a také rychlost U jsou malé veli¢iny

prvniho adu. Ponechame pak v rovnicich prave jen ¢leny prvniho tadu, takze dostdvame

@wvgzo , (19.104)

at

_ali -

5 4 VSP=0 (19.105)

at
a

sr=29P% (19.106)

3 p

Rovnice (19.106) svazuje zmény teploty se zménou hustoty, takze mizeme uvazovat o zméné

tlaku jako funkci jediné proménné — hustoty

_oP

SP="—"| 6p . (19.107)
op

S
Poznamka: Rovnici (19.106) mtizeme samoziejmeé ziskat i z termodynamickych vztahi

T o(PV)
¥ C, T

5T = sv
V|,

T oP

S oT

or (19.108)
, P
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coz po dosazeni PV =Nk, T a C,=(3/2)Nk; vede k vysledku. P¥i upravé jsme museli uZit

identit
aTS) o
oT| _a(T.s) av.T)_ v T oS (19,109
N, Tav.s) av.,s) T as| o vl
av.T) Tl
a
o8| __O0|oF | __0|oF ) _oP (19.110)
|, " avier), ) " erlavl ) T,

Dosadime (19.107) do (19.104), takze mame spolu s (19.105) dv¢ rovnice pro 6P a U

5P 0P
ot op

s (19.111)

Zavedeme-li potencial rychlosti G=V¢, dostavame pro odchylku tlaku SP=— pOp/ot apro

potencial vinovou rovnici

, _
M—cquﬁzo , c:(ap

12
— : 19.112
ot’ op J ( )

Posledni upravou je ptevedeni adiabatické derivace na isotermickou derivaci

o(P,S) s
oP :a(P,S):a(P,T)a(P,T):aTPa_P _C, 0P (19.113)
v, a(Vv.,s) aV.S)a(v,T) as| avl C,ov| '
oV, T) ot ),
takze pro rychlost zvuku dostavame (plati V 0/AV =pd/dp)
2
c:(&i ] | 9114
C 9pk

Ptiklad 3. Za ptedpokladu stacionarniho proudéni a konservativni sily F=—V¢ mizeme
S vyuzitim identity
(U-%)U:lﬁuz —ax(ﬁxa) (19.115)

ptepsat rovnici (19.93) na
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6Fm2+lp+l¢}4mﬁwuyugﬁp . (19.116)
2 Jo, m
Pro nevirové proudéni (Vxi=0) s homogenni hustotou (Vp=0) dostavime Bernoulliovu

rovnici

6Gm2+lp+i¢j=o. (19.117)
2 o, m

19.5 Srazkovy ¢len pro kvantovou statistiku

Pro klasickou statistiku mame pro srazkovy ¢len vyraz

C(f):(zihf

[v-v|(f'f/-ff)dod®p, , (19.118)

pfi¢emz v integrandu jsme uz dosadili za p’ a P, ze zakond zachovani hybnosti a energie
(Ctyfi vztahy), takZe se integruje jen pies zbyvajici volné proménné (z deviti zbylo pét), tj.
pies hybnosti P, a thel rozptylu (do =g (9, qo) dQ).
Pro kvantovou statistiku musime zapocist dostupnost finalnich stavii. To vede jen k
malo pozménénému tvaru srazkového ¢lenu
C(f)=
1
(27 h)’

(19.119)

[v=vi{ £/ 8/ (s f)(@x 1)1 f,(1 ') (22 )} dod’p, |

horni znaménko plati pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku.
Stejnym postupem jako v klasickém piipadé — rovnice (19.53) — dojdeme Kk podmince
rovnovahy
dd_g In#ﬁil) =konst. = #E)Z) = exp{%_l(_r)} : (19.120)
kde integra¢ni konstanty jsme volili podle klasického rozdéleni (19.54). Dostavame tak (opét
horni znaménko pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku)
1

f°("")‘exp{e<r>—u}1

kg T

(19.121)
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20. Elementarni popis transportnich jevi
20.1 Zakladni pojmy
20.1.1 U&inny prifez
Uvazujme o srazce dvou tuhych kouli s poloméry a ,a, a hmotnostmi m,,m,. Na

obrazku je zachycena situace v té€ziStové soustavé. Diferencidlni u€inny prifez do je dan

A

vztahem
d0'=b|db|dg0 , (20.1)
kde b je zamérna vzdalenost a ¢ je polarni uhel (natoCenim kolem osy rotacni symetrie).

Z obrazku je vidét, Ze

b=asina=acos% , a=a +a, . (20.2)
Mame tak

da=%a2dQ* , dQ =sind dd dep . (20.3)

Po integraci po celém prostorovém uhlu (0<@<27,0<8 <7z dostavame pro celkovy Gi¢inny
prifez ocekavany vysledek

oc=ra’ . (20.4)
Pro ptechod do laboratorni soustavy (6 je tihel rozptylu prvni ¢astice, predpokladame-li, ze

pted srazkou byla druhd ¢astice v klidu) mame zndmy vztah

g0 = m, sind

= - (20.5)
m, +m, cosed
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Obecné neni vyjadieni 6" jako funkce @ jednoduchy vyraz, ale pro m =m,je z (9.2)

okamzité 0=6"/2 a tedy

*

%:40050 — do=a’cos0dQ (20.6)

A%

piitom 0<O< /2. V t&zistové soustave se jevil rozptyl jako izotropni, v laboratorni soustavé
uz tomu tak neni a maximalni thel rozptylu je /2. Celkovy G&inny prifez je piirozend
invariantni veli€ina, v obou soustavach je to primét dvou dotykajicich se do roviny obsahujici
spojnici stiedd.
20.1.2 Stiredni hodnoty v Maxwellové rozdéleni

Uvazujme o klasické soustavé N castic uzavienych v objemu V. Maxwellova

rozde€lovaci funkce pro rychlosti téchto Castic je

m mv?
f(vV)= - ) 20.7
(V) [27rkBTJ exp[ 2kBT} ( )

Stfedni hodnotu kinetické energie (vnitini energii soustavy U) spo¢teme jako

u =NJ%V2 f(\7)d3\7=gNkBT . (20.8)

Vypocet tlaku provedeme jako sttedni hodnotu hybnosti piedané sténé p molekulami, které na

jeji jednotkovou plosku dopadnou za jednotku ¢asu (pro urcitost at’ je sténa kolma na osu X)

N
P=| 2mv,—v, f(V)d’V= : 20.9
J v f(nasy =1 (209)

Apy
v, >0 p

X

Pro transportni jevy maji dulezitost stfedni hodnota velikosti rychlosti v, stfedni hodnota
poctu molekul, které projdou jednim smérem jednotkovou ploskou za jednotku Casu a pocet
srazek dvou molekul v jednotkovém objemu za jednotku €asu. Pro stfedni hodnotu velikosti

rychlosti mame po piechodu ke sférickym soutfadnicim

m ( mv? 8k.T Y’
(Vy=4r viexp| — dv=| —=& : (20.10)
27k, T 2k, T m
0
Porovnanim (20.10) a (20.8) dostavame
8V’ w2
Vy=| — | (V? : 20.11
(v) (37[] (v?) (20.11)

Pro hustotu toku (osa z bude kolma na rovinu jednotkové plosky) mame
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j=[nv, f(V)d% =

Y2 212 ( 2 (20.12)
27n| —M Icos&sin&d& viexp| — my dv=1n<v> .
27k, T) 4 2k, T 4
0

Pocet srazek dvou molekul spocteme tak, ze budeme sledovat pocet srazek urcité referencni

molekuly s primétem plochy danym u¢innym prifezem s ostatnimi molekulami bodovych

rozméra (situace pro srazku s jednou dalsi je znazornéna na obrazku). Pohyb obou molekul

2%

popiSeme v té€ziStové soustavé. Zplsob vypocltu predpokldda, ze soustava je sloZena

W=vV-vV, , V:%(vwl) . (20.13)

Pocet sraZzek za jednotku casu je pak
Z=o(w)n . (20.14)

Pravdépodobnost srazky dvou molekul s rychlostmi Va v, je

3 2 2
m(v-+V,
_ M| exp M) dvd%, . (20.15)
27wk T 2k, T
Ve sloZkach napiSeme transformaci k téZistoveé soustave jako
1 1
v, =V, +§Wk vV =Vy _Ewk . (20.16)

Jakobian transformace k novym rychlostem je pro kazdou slozku roven jedné a soucet ¢tverct
velikosti rychlosti zavisi opét jen na ¢tvercich velikosti

B a(vk Vi )

= =1, V2+V12=2V2+£W2 : (20.17)
5(Vk,Wk) 2

Miizeme proto pravdépodobnost srazky zapsat jako

125



3 2 2
M) expl =MV gov exp| - gow (20.18)
27k T kg T 4k, T
Pro stfedni hodnotu relativni rychlosti dostavame pak
3/2 ) 12
(wy=| —" wexp| — W |gog =gl Kol | (20.19)
Ak, T 4k, T m

Porovnani (20.19) a (20.10) vede k vyslednému vztahu
(wy=~2(v) , (20.20)
takze pro pocet srazek za jednotku ¢asu mame po dosazeni do (20.14)
Z=\2o(v)n . (20.22)
Stfedni volnou drdhu ¢ pak definujeme jako drahu, kterou molekula urazi za stiedni dobu
mezi srazkami (V)/Z , tedy
1

J2on

Jedna-li se o srazky stejnych molekul, zapocitava vlastné vztah (20.21) kazdou srazku dvakrat

(=

(20.22)

— jako srazku molekuly x s molekulou y a srazku molekuly y s molekulou x a méli bychom

psat pro podet srazek Z'=Z/2. Potom vsak také <V> / Z' znagi drahu, kterou urazily molekuly

X ay za stfedni dobu mezi srazkami, tedy (' =2( a vztah (20.22) ziistava v platnosti.
20.2 Transportni jevy

Pokud je homogenita soustavy narusSena, tj. existuje gradient néjaké makroskopické
charakteristiky, vznikd makroskopicky tok. Na mikroskopické trovni tento tok vytvareji
molekuly, pfenaSejici hybnost a energii. Jednoducha geometrie, kdy piedpokladame gradient
veli¢iny G podél osy z je znazornéna na obrazku. V nejjednodussi aproximaci povazujeme
rozdeleni molekul za Maxwellovo a tok I' jednotkovou ploskou v roviné z je dan hodnotami G

v pasu z+Az, kde Az=(|v,|/v)L.

126



Secteme toky z obou stran

( |Vz| = 3o
I (z)=n | v,G Z—Tf f(V)d°v
e (20.23)
L.(z)=n|v, G(z+u€] f(V)d®v
\Y
vj<0
a ponechame v rozvoji G jen nejnizsi ¢leny, takze pro I'=T", +I"_dostavame
0G(z 2
r(z)=G(z)n|y, f(V)dW-JnﬁJV—Zf(v)dw . (20.24)
< 0z Vv
-0 ﬁ,—/
=§<V>
Jako vysledek tedy mame vztah mezi tokem veli€iny a jejim gradientem
1 oG
F=—=n(v)(— . 20.25
3 < > 0z ( )
Ptirozené pro rozméry plati [F]:[G] m?s™,
20.2.1 Pienos hybnosti — viskozita
V tomto pfipadé mame G=mu . Pro tok hybnosti je pak
Hz—na—u , 77=lnm<v>€ : (20.26)

Dosadime-li do vztahu pro viskozitu n hodnoty stiedni velikosti rychlosti a stfedni volné

drahy, dostavame

2 (mk,T)”

77:3% p

Kinematicka viskozita je v=n/(nm), takze

(20.27)

127



Y2
ye_2 i(kBTj . (20.28)
3Jz nol m

20.2.2 Prenos energie — tepelna vodivost
V tomto piipadé méame G=<€>=U /N . Gradient stiedni energie je ddn gradientem

teploty, takze

oG_1aU_1aJjar (20.29)
0z Noz NOIT| 0z
V obecnosti plati
1y :mP[ﬁc—P—g] , (20.30)
s aTl p

kde c, je mérna tepelna kapacita ([Cp]z.] kg™ K™), p je hustota ([p]zkg m>)aaalp jsou

koeficienty objemové roztaznosti a stlacitelnosti

gt g 1NV (20.31)
Vo, V oP|
Pro mérné tepelné kapacity plati
2
L (20.32)
B p
takze 1ze (20.30) zapsat jako
1y :mEEC\, : (20.33)
NoT|, Ta

V nasi aproximaci ovsem plati stavova rovnice idedlniho plynu (20.9), takze S/a=T/P apro

tok energie tedy dostdvame

Q=-x— , x==nm{v)lc, . (20.34)

Dosadime-li do vztahu pro tepelnou vodivost k hodnoty stfedni velikosti rychlosti a stfedni

volné drahy, dostavame

mk.T)"’
oo 2 (mksT) (20.35)
N o
Pro idedlni plyn
¢ —c = (20.36)
U

kde R je universalni plynova konstanta a p je molarni hmotnost.
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20.2.3 Pienos ¢astic — difuze
Pro vypocet toku ¢astic musime vypocet pozmenit, protoze piredpoklddame gradient

hustoty castic. Misto (20.23) piSeme

.
J (2)= vzn(z—h\ll—z|€Jf(\7)d3\7,
J
e (20.37)
J.(2)= vzn{z+|\:/—z|€jf(\7)d3" :
vj<0
takze pro J=J, +J_ dostavame
J:—D% , D:%W | (20.38)

Po dosazeni stfedni velikosti rychlosti a stiedni volné drahy dostavame

Y2
D:szi(k;jj . (20.39)

Zjistovat experimentdlné vlastni difuzi je obtizné (Ize to napiiklad pomoci isotopového

odliseni), typicky je ovSem piipad soustavy se dvéma druhy molekul.
20.2.4 Porovnani s experimentalnimi hodnotami
V dané aproximaci by mélo platit

Ko, Yo, (20.40)
&7 D

Uved’me jako ptiklad suchy vzduch pfi tlaku 1 atm a teploté 0 °C, kdy pottebné hodnoty jsou

Kk=2,43102Im st K™
kB

¢, =Cp, ——2=(1005-287)Jkg ™ K™ =7,18-10*Jkg " K™ (20.41)
m
n=17210°kgm™*s™"
takze
K =197 . (20.42)
an

21. Kineticka rovnice pro mirné nehomogenni plyn

21.1 Zakladni pojmy
Uvazujme Boltzmannovu rovnice bez vné&jsich sil

%w-%f:c(f) : (21.1)
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kde srazkovy Clen je
C(f)=[w(f'f/—ff)dr,dr'dr] . (21.2)
Pouzivame zkraceného znaceni

w(r', 0T, r)=w , w([,0|C0)=w , f(Grt)="f,

(21.3)
f(q’rvt): f f(q,l“’,t): fr f(q,l“’,t)= f1/
Vztah mezi pravdépodobnosti pfechodu a ti¢innym prufezem je
wdI dIy =[V-v|do . (21.4)

Vsimnéme si rozmért jednotlivych veli¢in. Rozd¢€lovaci funkce je bezrozmérna veliina,

proto z (21.1)[C(f)]:s‘1. Ze vztahu (21.4) [W(dl‘)z}zme‘s‘1 a z (21.2) koneéng

[dl"]zm_3. Mame tak napf. pro jednoatomové (tfi stupné volnosti) a dvouatomové (pét

stupiii volnosti) molekuly

D d*pMdM 27dQ.
__a’p - _ap 5” N (21.5)
(27[7‘1) (Zﬁh)
a pro molekuly tvaru trojboké pyramidy se $esti stupni volnosti (napt. ¢pavek NHz)
d’pM?*dM 47*dQ . dcosd
qr=2F T 9% (21.6)

(27zh)6
V téchto vztazich je M moment hybnosti a @ thel mezi osou symetrie molekuly a smérem
vektoru M .

21.2 Charakter pribliZzného reSeni

Reseni Boltzmannovy kinetické rovnice budeme hledat ve tvaru

f=f,+5f , Sf=—oy , (21.7)

kde f, je lokaln€ rovnovazna rozdélovaci funkce a 8 f < f, mala oprava. Zavedeni funkce y

neni nutné, ale vede kjednodussimu tvaru vyslednych rovnic. Lokaln€ rovnovéazna
rozdélovaci funkce je definovana tak, Ze v daném objemovém elementu konfiguraniho

prostoru dava spravné hodnoty hustoty poctu ¢astic, energie a hybnosti, tj. plati
[fdr=[f,dr , [efdr=[efdl , [pfdr=[pf,dl . (21.8)
Odsud pak
[foxdT=0 , [ef,zdT=0 , [pf,xdl=0 . (21.9)
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rxr . ! g/ v o v - . ’ v
Uvazime-li f, f,,=f; f;, ato, ze f;=f,(I'), mizeme s presnosti do prvniho fadu opravy

zapsat srazkovy ¢len jako

C(f)=—21(y) , (21.10)

kde srazkovy integral | ( ;() je
2)=[W (¥ + 24 - x-x)dl,dr'dry (21.11)
Vidime, ze srazkovy integral je roven nule pro y imérné zachovavajicim se veli¢indm, tj. pro
y=konst. , y=konste , y=0U-p , (21.12)

kde 6V je konstantni vektor. Prvni dvé feSeni odpovidaji tomu, Zze mald zména rovnovazné

funkce s konstantni hustotou ¢astic a teplotou také vyhovuje kinetické rovnici — mame totiz

5t =losn_g N (21.13)
on n
a
of = Oty o 5T =| konst.——— fﬂ . (21.14)
oT kg T T

Prvni ¢len na pravé strané (21.14) vznikl derivaci normovaci konstanty rozdélovaci funkce,
druhy ¢len derivaci Boltzmannova exponencidlniho faktoru. Taktéz u tfetiho feSeni, které je
vyjadienim Galileiho principu relativity (je-li rozdélovaci funkce s rychlostmi vV fesenim

kinetické rovnice, je také funkce s rychlostmi v +6U fesenim) vznika derivaci Boltzmannova

faktoru
5f =T s5-_199P (21.15)
ov ke T
Energie je slozena z ¢asti kinetické a vnitini (rota¢ni a kmitavy pohyb)
2
e(N)="C b g (21.16)

2 int

Boltzmannovo rozdéleni (se zaménou V—V —U ) ma tedy tvar

fO:exp{%_l(_r)} ex p{ kBT‘“}exp{ %} . (21.17)

Ve slabé nehomogennim prostiedi funkce f, zavisi na soufadnicich a Case prostiednictvim

makroskopickych charakteristik — teploty T, rychlosti U, tlaku P (a tedy také chemického

potencialu p). Protoze gradienty téchto veliCin jsou malé, mizeme na levé strané kinetické
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rovnice pocitat s rozdélovaci funkci f,. DalSi zjednoduSeni pfindsi nezavislost hledanych

kinetickych koeficienti na rychlosti U (opét Galileiho princip relativity), takZe po

provedenych operacich miizeme vzdy polozit rychlost Gi=0 (nikoliv ovSem jeji derivace). Pro

¢asovou derivaci mame

ofy| _ 0f, oT , 0fy 0P  0f, OU , (21.18)
ot|_, loT ot oP ot ou ot
coz dava
ke T 0fy| _Jou| p-e(T)|0T  ou| OP . od (21.19)
fo otl_, 9T} T ot OP|. ot ot
K tpravé vyuzijeme termodynamickych vztahii
R (21.20)
oT|, oP|, n

kde w, sa 1/njsou entalpie, entropie a objem piipadajici na jednu molekulu. Potom piejde

(21.19) na

T)—
ke T 0, _&(l)-woT 10P . ou (21.21)
f, ot T ot not ot
Uplné stejnym postupem dojdeme k
- - - -
T g1, =20 91 Lyvpamyv,u,, . (21.22)
fO T n
kde se ptes opakujici indexy a a 3 secitd (od 1 do 3) a
ou
U, = My Mg | (21.23)
2 OX,  0X,

Posledni ¢len vznikl symetrizaci vyrazu v,v,0u,/0x, =V,Vv,U,,. Mame tedy pro levou

stranu Boltzmannovy kinetické rovnice

a—f"+\7ﬁf0=

ot

f r)-w(oT 1(éT d (2129

o J2(0)- —+V-VT |+=| —+V-VP |+ mv, u“+vﬁuaﬁ

ke T| T ot n ot ot

21.3 Nahrazeni ¢asovych derivaci
Eulerova rovnice

ou - 1- =0 ou 1 -
L (VVWN==2VP —=-—— VP , 21.25
ot ( ) P = ot nm ( )



rovnice kontinuity

i=0
a—‘t’m-vp:—pv-u N %:—nv-a (21.26)
a rovnice ¢asové nepromennosti entropie
ds 0s =9 9s
—=2240-Vs=0 —=0 21.27
dt ot = (e1.27)

umozni vylouéit z Boltzmannovy rovnice ¢asové derivace. Do vztahu (21.26) dosadime za n

ze stavové rovnice idealniho plynu n= P/ ( ke T ) , takze dostaneme

10P 10T __$4 (21.28)
Pot T ot
a rozepsanim rovnice(21.27) pak
95_08) 0T, 08 0B _GdU_ 1P _q (21.29)
ot orj, ot 0P| Bt T ot P oot

Jestlize jesté uvazime, Ze pro idedlni plyn ¢, —C, =1 (zde se jedna o tepelné kapacity vztazené

na jednu molekulu), mame kone¢né

1o 1oy  10P_ %oy (21.30)
T ot C, P ot C,
Dosazenim z (21.25) a (21.30) do (21.24) dostavame
AR f, =
o (21.31)
f, g(F)—W T +mv,v,u,, + w-Tc,—&(T)
kg T T Cy

Vyraz se vyrazné zjednodusi, mizeme-li uvazovat jen piipady, kdy w=c,T (obecné je

T . .
wW=Ww, +IO C, dT, aditivni konstantu je mozno polozit rovnu nule, polozime-li nulu energie na

cv v

ry-c,T_ - r
g()—PV-VT {mvavﬂ—@%}uaﬂ:l(z) . (21.32)
T G
21.4 Kinetické koeficienty
21.4.1 Tepelna vodivost
Z rovnice (21.32) ponechame jen
r-cT . -
wV-VT:I(;() | (21.33)
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Reseni budeme hledat ve tvaru

2=G(T)-VT . (21.34)
Po dosazeni do (21.33) dostaneme rovnici pro g, dalsi rovnice mohou plynout z podminek

(21.9). Mame tak

r)-c,T
¢(0)-cT v=1(g) . (21.35)
T
Pokud se podaii kinetickou rovnici (21.35) vyfesit, miizeme z vyrazu pro tok energie
_ 1 =
q=kB—ijogv(g-VT)dr (21.36)
urcit tensor tepelné vodivosti. Rovnice (21.36) ve slozkach je pak
oT 1
=K ,— , K ,=— fiev dar . 21.37
qa af axﬂ af kBTJ. 0 agﬁ ( )

Zapoctent isotropie rovnovazného plynu vede k «, ,=x3, ,,

takze pro tok energie mame
G=-xVT , x=-[fev.gdl . (21.38)

Pozdé&ji uvidime, jak se dokéze obecnd platnost x>0. Pokud by existoval makroskopicky

pohyb, vztahovaly by se pfedchozi vyrazy na neuspofadanou — disipativni — ¢ast pohybu, psali

bychom tedy pro odliseni misto § tieba G'. Protoze je G=0 (F), muze byt v obecnosti V-

funket tii skalarnich proménnych

V-g=(V-g)(V*.V-M ,M?)=(V-g)(r) =
G=Vg,(7)+M(V-M)g,(r)7+(VxM)g,(7)

tak aby pfi prostorové inversi vektor § ménil znaménko (to je nutné, pokud neni plyn tvofen

(21.39)

molekulami se stereoizomerii. Pro jednoatomovy plyn bude ptirozené §=Vg(v).

21.4.2 Viskozita
Z rovnice (21.32) ponechame jen

e’
{mvw vﬂ—ﬁdlﬂ}uaﬂ =1(x) (21.40)
oy
a levou stranu upravime do tvaru
1 — — 1 2 g(r) — —
mvavﬂ{uaﬂ—géaﬂv-u}+{§mv o vii=1(g) . (21.41)
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Pfipomenime si, Ze VGEUW . Symetrizace vyrazii ve (21.41) odpovida vyjadieni toku
hybnosti pomoci tensoru makroskopického a tepelného toku
/
,,=Po,,+pu,u,—I1,, , (21.42)

kde tensor T/, 4 obsahuje dva koeficienty viskozity
H;ﬁ=2q{uaﬂ—é5aﬁ-u}+g5aﬁ-a . (21.43)

V nestlacitelné tekutiné se projevuje pouze prvni koeficient viskozity m, druhy koeficient

viskozity { se projevi jen pii pohybu tekutiny s nenulovou divergenci makroskopické
rychlosti V-i=0.
Pro vypocet prvniho koeficientu polozime tedy ve druhém scitanci na levé strané (21.41)

V-u=0, zatimco v prvnim ¢lenu provedeme malou zaménu znaceni, takze dostavame

1
m[vavﬂ—géaﬁvz}uaﬂ =1(x) . (21.44)
Reseni hledame ve tvaru

7= (Tsp + 9up=0pr + Gun=0 . (21.45)
Vlastnosti tensoru g plynou z vlastnosti tensoru U, nebot” vyjdeme-li z obecného tensoru

druhého fadu, mame

1 1
S A _ S —
tsUps =t sU, 5+t U, 4 _(taﬂ—ééaﬁtwjuaﬁ +§tw Uy, =0,,5U,, - (21.46)
=0 —

9 pYap =0

Po dosazeni (21.45) do (21.44) mame rovnici
1
m{vavﬂ—gdaﬂvz}:l(gaﬂ) (21.47)
a piipadn¢ dalsi rovnice, plynouci z podminek (21.9). Pro tok hybnosti mame
m
H;ﬂz_k T J.Vavﬂ fO Zdrznaﬂy§uaﬂ ’ (21.48)
B
kde
m
Mugys =—k—Tj fov, v, 9,,d0 . (21.49)
B

Tensor 1 je symetricky v dvojici indext a, B a dvojici v, & a je roven nule pfi zizeni v v, d .
Pozadujeme-li navic isotropii, mame pro m jednoznaéné vyjadieni pomoci Kroneckerova

symbolu
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2
naﬁy& :nlié‘ay 5ﬂ5+5a6 5,5;/_55&/)’ 5}/5 :l . (2150)

Potom je 1/ =21\, ,, takze n je hledany prvni koeficient viskozity

af>
m

=—— ([fvv ar . 21.51

g 10kBTI 0 Ve Vg Gap ( )

Faktor 10 vznikl ztzZenim 7, ,,,=36,,0,, +(5a 4950 ) /3. Na prvni pohled piekvapivé je, Ze
tensor (21.50) je roven nule i pfi zaZeni v prvni dvojici indexd, to ovSem plyne z pozadavku
isotropie, nebot’ Hfm =2nu,,=0. V jednoatomovém plynu je vyraz pro g,, Velmi

jednoduchy (na rozdil od obecného ptipadu)

9.5 :KVQV'B —%dlﬁvz)g(v) : (21.52)
Pti vypoctu druhého koeficientu viskozity mame
) |- ~
Emvz—%} U=1(y) = x=9(I)V-u (21.53)
a tedy
r
Lv20 gy (21.54)
3 c,
Pro tok hybnosti mame
m =
H;ﬁ=—k—ijavﬂ foxdl=¢,, VU (21.55)
B
kde
m
Coup =" v, v, fogdl . (21.56)
kg T

Pii vyjadfeni druhého koeficientu viskozity ve vztahu II,,=¢8,,V-U dostaneme
porovnanim (pii ztzeni v indexech) s (21.56)

m

52_3@T

fv* f,gdr . (21.57)

Pro jednoatomovy plyn je =0 — vrovnici (21.54) je g(F)=(mV2)/2 a ¢, =3/2, odtud

g=0.
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22. Symetrie kinetickych koeficienti

22.1 Teorie fluktuaci
Zopakujeme zde zékladni pojmy, uvedené jiz v kapitole 17. Odchylku soustavy od

rovnovazného stavu charakterizujeme pomoci parametrli X,. o nichz zpravidla

3] n ’
predpokladame, ze jejich statisticka stfedni hodnota je rovna nule. Entropie soustavy
V nerovnovazném stavu se od maximalni hodnoty ve stavu rovnovazném lisi o
AS 1
— === %X (22.1)
Kg 2
kde g, je symetrickd positivné definitni kvadratickd forma. Pravdépodobnost nalezeni

hodnot parametri v intervalech (x,x +dx,),....(x,,x,+dx,) je

n?’“n

exp{ S}dx1 adx,

wdx...dx, (22.2)
J Jexp{ }d X,...dX,
Zavedeme dalsich n funkci parametrii
10S
X, = X, . 22.3
| k ax ﬂlk k ( )
Muzeme pak vyjadfit odchylku entropie pomoci parametri X, nebot’
_ AS 1,
(0 = 2L Xk, @2)
ik kB 2 ik
Vsimnéme si, ze z (22.2) a (22.3) plyne
x, = onw (22.5)
0%,
Tohoto vztahu vyuzijeme pii vypoctu stiedni hodnoty
olnw
(X X,.) :J.....[xi X wdx,...dx, :—J...in ox, ndX =
(22.6)
.. j x W4y dx...dx =5,
' OX, N
%r—*j B
— | S wd X,

Dosazenim do tohoto vztahu z (22.3) nebo (22.4) dostaneme dalsi potiebné vyrazy. Souhrnem
tedy mame (vztah 17.53)

<Xixk>:5ik ' <Xixk>:ﬂik ' <Xixk>:(ﬂil)ik . (22.7)
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22.2 Casova korelace fluktuaci

Mezi hodnotami parametru soustavy X(t) v riznych Casech existuje jista korelace,
kterou stejné jako u prostorovych korelaci mizeme charakterizovat stiednimi hodnotami
soucinil <X(t) X(t/)> . Stfedni hodnotu chapeme jako statistickou stfedni hodnotu, tj. po¢itame
s pravdépodobnostmi vSech hodnot, kterych miize parametr X nabyvat v ¢ase t a v Case t. To

je ekvivalentni pogitani ¢asové stfedni hodnoty (napf. pro t s pevné danym rozdilem t—t’.

Budeme tedy psat
p(t=t')=(x(t')x (1)) = (x(O)x(t')) = p(t' -t) . (22.8)

Zvolime-li t'=0a ozna¢ime-li x(0)=x, dostaneme
p(t)=(xx(t)) . o(t)=p(-t) . (22.9)
Je-li parametr x(t) velky ve srovndni se stfedni hodnotou fluktuace, bude se soustava

navracet k rovnovaze v prvnim ptibliZzeni podle linearniho vztahu

dx

—=-AX . 22.10
m (22.10)

Zavedeme ted’ veli¢inu &, (t) jako stfedni hodnotu parametru X(t) Vv ¢ase t>0podminénou

tim, ze v Case t=0 nabyva parametr hodnot X. Potom miizeme korela¢ni funkci zapsat jako

o(t)=(x& (1)) (22.11)
kde stfedni hodnotu poc¢itame uZ jen podle pravdépodobnostniho rozlozeni X v t=0. Stiedni

hodnotu rovnosti (22.10) zapiSeme jako

%=—/1§X = & (t)=xexp[-4t] , t>0 . (22.12)

Pro t<0 po¢itime &, (t) podminénou tim, Ze parametr nabude v t=0 hodnot x. Je tedy

&, (t) = xexp[ - At[] (22.13)

p(t)= <x2>exp[—ﬂ|t|] — %exp[—/ﬂtﬂ . (22.14)

(Druha rovnost vychézi z vyjadieni AS/k,=—£%%/2.)

Zobecnéni pro vice parametra je piimocaré. Tak misto (22.8) mame

o (t=t) = (% ()% (1) = (% (D)% (t')) = 01 (V' 1) (22.15)
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neboli pro t'=0

(/’ik(t):(/’ki(_t) : (22.16)
Pokud se soustava nenachazi v magnetickém poli nebo nerotuje jako celek (vektory indukce

magnetického pole B a uhlové rychlosti Q jsou axidlni vektory), existuje symetrie
pohybovych rovnic vzhledem k zdméné sméru Casu, ktera nam da dalsi relace. Nezavisi totiz
na tom, ktery z parametr bereme pii vypoctu sttedni hodnoty dfive a ktery pozdéji. Pokud

ani oba parametry neméni pii transformaci t—>—t znaménko nebo naopak oba znaménko
meni, mame
(")) =(xO%(t)) = a®)=a(-t) - (22.17)
Spolu s (22.16) tak mame
o ()=04(t) . (22.18)
Pokud méni pfi transformaci t—>—t znaménko jen jeden z parametrfi, mame
<xi(t’)xk(t)>:—<xi (t)xk(t’)> = g (t)=-p,(-t) . (22.19)

Opét s uvazenim (22.16) mame v tomto piipadé

(D) =—g,(t) . (22.20)
Podobné jako v jednorozmérném piipadé mame
%:_ A%, (22.21)
a také
%z_,qﬁkgk | (22.22)

kde ¢ (t) je stfedni hodnota parametru X; (t) Vv ¢ase t>0podminénd tim, ze v case t=0
nabyvaji parametry hodnot X, ,...,X, . Pak pro korela¢ni funkci ¢, (t)= <§i (1) Xk> dostdvame
rovnici

do,
dt

=—A, ¢, , t>0 . (22.23)

Resenim je (v maticovém zapisu)
o= gb(o)exp[—i|t|] C 9(0)=((xx))=4" . (22.24)
22.3 Onsageruv princip

Dosadime do pravé strany rovnice (22.21) z (22.3) a dostavame
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dx -
d_t':_Vika ' 7ik:ﬂ"|l(ﬂl)|k : (22.25)

Podle Onsagerova principu plati

YVik =i - (22.26)
Pii dokazovani uvidime, Ze je potfeba Onsageriv princip ve tvaru (22.26) zpiesnit. Oznaéme
& (t) a (t) stfedni hodnoty veli¢in x; a X, Vv case t>0 podminéné tim, ze v Case t=0
nabyvaji parametry X hodnot x,..., X, , potom mame z (22.25)

[P

T t>0 . (22.27)
Z (22.17) (zaména t' —t ,t—0) mame
(x (1)) =(xx (1)) (22.28)
a také
(&Mx)=(x&®) (2229)

kdy stfedni hodnota se pocita uz jen podle pravdépodobnostniho rozd€leni parametr X v Case

t=0. Derivaci (22.29) podle ¢asu a dosazenim z (22.27) dostavame

7i|<xl Xk>:7k|<x|xi> ' (22.30)

coz je Onsageriv vztah (22.26). Jiz jsme vidéli, ze je tfeba zpiesnit tento vztah, pokud se

soustava nachazi v magnetickém poli nebo rotuje jako celek — potom
7 (B.Q)=7(-B.-Q) . (22.31)
Jestlize pfi inversi ¢asu jeden z parametrit X méni znaménko a druhy nikoliv, méni se vztah

(22.28) na (x, (t) % )=—(x X, (t)), coz vede k vyslednému vztahu
7u(B.Q)=-74(-B.-Q) . (22.32)

22.4 Symetrie kinetickych koeficientu
Stejné Uvahy, které vedou k Onsagerovu principu, vedou také k dikazu symetrie

koeficientd ¢ V relaxaénich rovnicich

dxa_

T - _é,ab X é,ab = ﬁac ﬂ’cb : (2233)

Derivace entropie podle ¢asu je
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1dS: dx

_ a

k, dt  dt

X, =¥ X, Xy - (22.34)

Z hydrodynamickych rovnic mame

1ds ;1 , 1 ar
— 2, —u , -q¢ ————ldv . 22.35
kg dt H PR, T q“kBTzaxa} (22.39)

Pro tepelnou vodivost bude

/ 1 oT
X, = , = —_— 22.36
2= kg T? 0x, ( )
takze
oT
q; =—Kyp ox = Y= kBT2 Kap (22.37)
Y
a z Onsagerova principu
Koyp=Kpg (22.38)
Pro viskozitu bude
1
x =1, , X =-— u , 22.39
a af a kBT ap ( )
takze
H/aﬂ =MNuprsUys = Vap :kBTﬂaﬂyé (22.40)
a z Onsagerova principu
7705,6’;/(5' = nygaﬁ . (2241)

Symetrii kinetickych koeficientd (22.38) a (22.41) jsme v piedchozi kapitole ziskali
z ptedpokladu isotropie plynu. Ukazeme ted’, ze tato symetrie plyne pouze z vlastnosti feSeni

Boltzmannovy kinetické rovnice. Opravu x k rovnovazné rozdélovaci funkci hledame ve tvaru
2=0.(0)X, (22.42)

kde funkce g, (F) spliuji rovnici
L =1 (ga) . (22.43)

Veli¢iny L, mohou byt naptiklad komponentami vektoru jako v piipadé tepelné vodivosti

L, =ksT[&(l)-c,T]v, (22.44)
nebo slozkami tensoru jako v piipadé viskozity
r
La=—kBT[mvavﬁ—ﬂ5a4 . (22.45)
C,
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Pfirozenym poZadavkem na g, (F) jsou podminky plynouci ze zakonl zachovani

[f,g,dr=0 , [ef,g,dT=0 , [pf,g,dT=0 . (22.46)
Kinetické koeficienty mizeme zapsat jako
(ke T) 70 == fyL g, dT . (22.47)
Symetrie kinetickych koeficientli tedy znamena, Ze plati
[fLg,dT=]f,L,g,dr (22.48)
neboli podle (22.43)
IfoI(ga)gbdl“zj.fol(gb)gadl“ . (22.49)
Musime tedy dokazat, Ze operator | je symetricky. Uvazujme tedy integral
jf0¢l (1//)d1“=‘.-f0 f,wW (p(l//’+l//1’—t//—l//l)d4F (22.50)

S libovolnymi funkcemi ¢=¢(I') a w=y(). Integrace podle viech proménnych
d*r'=dI,dI’dr,dI’ umoziiuje vhodnymi zAménami zapsat pravou stranu (22.50)
v symetrickém tvaru — nejprve T',I” <>T,,I', a potom v obou vyrazech I',I’, «<>T",T7.

Dostavame tak

L / NV ) (22.51)
ZJ. fo f01|:W ((0+¢)1)—W(¢ +¢1)i|((// +(//1_l//_‘//1)d I

Pfipomefime, 7e
w=w(I",Tj[0,1) =w(r", T] 07, 17) , w =w(D, 1[0, 1)) =w(r", 707, 1])
w=[V-v|do , [wdr'dr{=[wdr'dr; |

fO(F):fO(FT) ’ fo(Fl):fo(FI) ’ fO(F)fO(Fl):fO(F/)fO(Fi)

Tyto vztahy popisuji princip detailni rovnovahy, vztah mezi pravdépodobnosti srazky a
ucinnym prifezem, podminku unitarnosti a invarianci rovnovazné rozdélovaci funkce. Kdyby

proménnymi typu [' byly pouze hybnosti, je dikaz proveden, nebot plati
w(p', B|p, ﬁl):w( B. 0[P, pl’). V obecném piipadé musime integral (22.51) spocitat také
tak, ze funkce =¢(T') a w=y/(I') nahradime funkcemi y' :W(FT) ag =(p(FT). Ostatni

Cleny v integralu se nezméni, jenom pravdépodobnosti zapiSeme v proménnych s Casovou

inversi s pomoci vyse uvedenych vztaht, takze mame
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I fop’ ((/)T)d4F=
. (22.52)
ik o Wy ™yl )-w (v " +7) (07 + 0 — 0" g )T

Ted oviem miizeme v dal§im index T u proménnych typu I'' v integralu na pravé strané

(22.52) vynechat, protoze znaci jen proménné, pies které se integruje
I foy’l ((pT)d4F =
1 I(0 ] ] I, 4 (22.53)
ZI o f01|:W(l//+‘//1)_W (V/ ‘H//l)]((l’ o _(/’_%)d I

Pfi porovnani pravych stran vztaht (22.51) a (22.53) vyuzijeme jesté vlastnost unitarnosti

J fo fou (W +91) (@~ ) wd*T =J fo fou (W +v) (@~ )W d'T (22.54)
f(T.) f(T.0)
a
R s R Rt R e

f(r',ry) f(r’,r{)
Dostavame tak vysledek
[fop1 (w)d T = [Ty 1(g")dT . (22.56)
Nyni se vratime od obecného vysledku k vyraziim pro kinetické koeficienty. Pro operatory L,
dostavame pfi ¢asové inversi
L (I")==L,(T) , (22.57)
horni znaménko plati naptiklad pro viskozitu, dolni pro tepelnou vodivost. Neékolika
postupnymi kroky, zahrnujicimi jak uziti (22.43), (22.57) a (22.56), vlastnosti rovnovazné
rozdélovaci funkce f,=f] a konetn& prostého pieznaceni integraéni proménné I['<>T"
dostavame
[fo9, L(D)dT =% [ f 97 1(g,)dT" =+[f,g] I(g,)dI" =
+[ f,0] L (T)dI™ =+ [ f,g, L,(T")dr = f,q, L, (T)dT

Je tedy koneéné symetrie kinetickych koeficientti (22.48) resp. (22.49) dokazana.

(22.58)

Jesté ukazeme, ze diagondlni hodnoty matice kinetickych koeficientii jsou kladné.

Protoze entropie vzristd, je —Iln fC(f)dI>0. Dosazenim f=f; (1+;(/(kBT)) pro

rozdélovaci funkcia C(f)=(f,/k;T)1(x) pro srazkovy ¢len dostavame
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—jlnfoc(f)dr—ijfoln[uijl(z)dbo (22.59)
\ : ke T ke T

a ponechanim jen linearniho ¢lenu v rozvoji logaritmu pak
Ifozl(;()dl“>0 . (22.60)
Pro y=g, X, (podtrZzenim indexu znazorfiujeme, Ze je to dand hodnota (nescita se pies nej)
dostavame
[f,0,1(9,)dT>0 = 7,>0 . (22.61)

Posledni vysledek potvrzuje ,selskym rozumem® pochopitelny jev, kdy tok vybuzeny

n¢jakym gradientem sméfuje vzdy tak, aby zminény gradient snizoval.

23. Vodivost elektronového plynu

23.1 Onsageruv princip
Homogennim vodi¢em protéka elektricky proud | a je vedeno teplo Q, pokud vodic¢
spojuje dva termostaty, prvni s elektrostatickym potencialem ¢=0 a teplotou T, druhy
S potencialem ¢=A¢ ateplotou T +AT . MuZeme zapsat vztah
I =1, Ad+1,AT

Q=1 Ag+1,,AT , (23.2)

ale v takovém piipadé nebude platit |, =1,,, protoze Onsagerovy koeficienty spojuji sdruzené
proménné, nikoliv proménné libovolné (1 kdyZ tfeba nazorn€) zvolené. Pro nalezeni
spravnych proménnych musime sledovat zménu entropie celé soustavy. Pocet elektronti

S nabojem e, prenaSenych od termostatu 1 k termostatu 2 oznaCme Nn=-n=n,, mnozstvi

prenesené energie AU =—AU, =AU, . Zména entropie termostatu 1 je

AU KT, , (23.2)

AS, =
T T

kde (T) je chemicky potencial (Fermiho energie) pfi ¢=0.Zména entropie termostatu 2 je

AU u(T +AT)+eA¢n

AS, = + (23.3)
T+AT T+AT

Zména entropie celé soustavy je pak
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AS=AU[;_E}_n{#(T+AT)_#(T)+ eAd }z
T+AT T

T+AT T T+AT (23.4)
W[ F) {8
T e OT\T T
Nakonec pro ¢asovou zménu entropie dostavame
d(AU d(en
dj=g[_g}+g _Ei(ﬁj_ﬂé =% X, +% X, . (23.5)
dt dt T dt e oT\T) T
V téchto vztazich
d(en
X, = ( ):| , X1=—£i(ﬁj—A—¢ (23.6)
dt e OoT\T) T
vyjadiuji elektricky proud a ptislusnou ,,silu a
d(AU) AT
,=——=Q , X,=—— 23.7
=g = Q 2 =77 (23.7)
jsou tok tepelné energie a ptislusna ,,sila“. Misto (23.1) budeme tedy mit
AT 0 (u) Ag| { AT}
=2 -——=| & |-== |+ - ,
ﬂl{ e aT(T] T } LT
(23.8)

;| AT 0 ( ,uj Ag AT
=A | ———| & |-— |+ -—— ,
0 jﬂ{ e aT\T) T | T
kde uz koeficienty /l/k maji vlastnosti Onsagerovych koeficientd. Abychom v (23.8) méli

obsaZzeny standardni tvary Ohmova a Fourierova zdkona, zapiSeme pro homogenni vodic¢

infinitezimalniho prifezu AS a délky Ax
: A
I=jJAS , Q=qAS , /?,IK:A—AS , (23.9)
X

kde j je hustota elektrického proudu a g hustota toku (tepelné) energie, 4, jsou Onsagerovy

koeficienty. V limitnim pfechodu pak

A Gg-g AL L 97 (23.10)

AX AX
a (23.8) piejde na

- M| T 0 H e ) 1

=B | EWVT+E -4, =VT

J T| eoT\T A“TZ
Al T o . (23.11)

_ 2 J7RAE > =

=2 | EWVT+E -4, =VT

f T[ eaT(Tj } }'”TZ

nebo s nesymetrickymi koeficienty
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J=L,6-L,VT | G=L,E-L,VT (23.12)

kde
A Ay M O
Lll i ' 42 ; '
T T e oT T
A A ﬂq_ (23.13)
_ "2 2 2
R eaT[ j
Pti konstantni teploté¢ mame (Ohmuv zakon)
T
]= —5 cf = Ay=To . (23.14)
Pti nulovém elektrickém proudu mame (Fouriertiv zakon)
2
——(2,22 %JT VI=—«VT = 1,= T2K+_?1—2 (23.15)
o

Vidime, Ze diagonalni koeficienty jsou skutecné kladné. Pro uplnost je tfeba znat jesté jeden
experimentalni zdkon a také zavislost chemického potencialu na teploté. V dalSim odstavci
spoc¢teme koeficienty s aproximovanou rozdélovaci funkci.
23.2 Boltzmannova rovnice
23.2.1 Aproximace srazkového ¢lenu a pribliZné reSeni

ZapiSme Boltzmannovu kinetickou rovnici v aproximaci rozdé¢lovaci funkce blizké

rovnovaznému rozdéleni

of ot g 1ot g T-f (23.16)
ot or m ov T
pro stacionarni ptipad pak
f=f—r 1-\7+1iﬁ . (23.17)
or m ov

Bude-li sila F=(e&,0,0)i gradient teploty VT =(dT /dx,0,0)dostate¢né malé, miizeme na

pravé strané polozit f = f;, takze mame s oznac¢enim \7=(u WV ,VZ)
fof—r Loy 89N o] (23.18)
OoX m ou

V tomto vztahu

of, [af du | afde of, _of, de of

: =mu—2 (23.19)
% ou dT  OT Jdx U oe du oe
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predpokladame-li nerelativisticky plyn, kde e=mv?/2,v?=u®+v2+v?. Pro rovnovaznou
funkci f, je jak pro Boltzmannovu, tak pro Fermiho — Diracovu statistiku
E—H
f,="1, ——| , 23.20
) o

takze muzeme psat

afo__T{g a(ﬂﬂafo ar  af, _ . of, (23.21)

— Y _ —t— = || , —= — Y
OoX T2 OT\T )| de dx ou o€

Dosazenim do (23.18) dostavame

f:fo—rua—fo e -T iz+i(ﬁj at (23.22)
oe T2 oT\T )| dx

Pii vypoctu koeficientd L, budeme integrovat rozdélovaci funkci nasobenou eu pro

elektricky proud nebo ue& pro tok energie — piirozené se vzhledem k symetrii uplatni pouze

druhy ¢len ve (23.22).
23.2.2 Boltzmannova statistika

Pro Boltzmannovu statistiku dokazeme z obecného tvaru rozdélovaci funkce (g=2 je

spinové degenerace)

3
m H—& 3=
f,=9 —— | ex , n=|f,dv 23.23
) g(mj p{m} [ f, (23.23)
vyjadiit explicitné chemicky potencial
) \3/2
p=k,Tin| 0| 270 , (23.24)
g\mkgT
takze f, nabyva standardni formu Maxwellova rozdéleni
m 3/2
£
f,=n exp| — . 23.25
° [27szT] p{ kBT} (23.29)
Je tedy
of __ K i(ﬂj:ﬁk_e | (23.26)
oe kg T OT\T 2T
takZe dostdvame
fef+—— eg—[f—EkB}d—T uf, . (23.27)
kg T T 2 dx

Pro vypocet jednotlivych koeficient budeme potfebovat integraly
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I, =[u?e f,d*v =

m 3/2 s 27 y 2 (23.28)
2(2+s) _
n(ZH'kBTj ( ) Icos gpd(/)_[sm GdGJ exp[ 2kB_I_}dv
0
Po elementarni integraci dostavame
k. T s(2s5+3)N
I =n-=—(k,T : 23.29
S m ( B ) 3.25 ( )
Pro jednotlivé koeficienty £, pak mame
L,ﬂ_nezr c, =Ty c _5ner, - c _sNKeT) o (23.30)
m ! 2 m B ! 1 2 m B ' 2 B -
a pro Onsagerovy koeficienty
ne’r Sner 35nky 7
= T , —k,T? —B Kk, T . 23.31
=TT A= Ty =22 (23.31)
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou v tomto piiblizeni
2
gler L Shkemy oo (23.32)
m 2 m
Lorenzovo ¢islo (Wiedemannliv — Franziv zékon) je
k 2
L:ii(—Bj . (23.33)
To 2

Porovnani vztahu (23.32) a (20.34) pro koeficient tepelné vodivosti nam da piedstavu o

vyznamu doby t. Pro Maxwellovo rozdéleni polozime ve (23.32) (kBT)/ m=(;:<v>2) /8 a

¢, =(3kg)/(2m) ve (20.34), takze méme

5 1 '
k(e =tk e = ol (2334

23.2.3 Fermiho — Diracova statistika

Normovani rozdélovaci funkce Fermiho — Diracova rozdéleni

m ’ 1
f°:g(27zhj exp (6 - )/ (ke T) ] +1 (23.35)

dava rovnici, ktera implicitné uréuje chemicky potencial

-[fodavzg[ZZhJSJeXp[(g—;);\;kBT)]+1:n | (23.36)

Po integraci podle uhlovych proménnych méame
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3/2 12
g (m g de B
22 72 (?j lexp[(s—ﬂ)/(kBT)] PR (23.37)

Oznatime a=u/(kyT) a zavedeme novou proménnou X=&/(kyT), takze ptedchozi vztah

ziska tvar

3/2Oo 12
- 2[mkST] X_dx =n . (23.38)
2 7%\ h exp[x—a]+1
0

Hodnoty a jsou velmi velké, naptfiklad pro u~e- ~5eVa T~300Kje a~200. Ukazeme

aproximativni metodu vypoctu obecnéjsiho integralu

0 0

|=J y(x)dx =Jy(x+“)dx (23.39)

exp[x—a]+1 exp[x]+1
0

pro velké hodnoty o a funkce y(X)takové, ze integral existuje. Provadime nejprve nésledujici

upravy
| _I y(a—x)dx +I y(x+a)dx

exp[—x]+1 exp[x]+1

0

1 1

exp[-x]+1 ~ exp[x]+1

a [e]

T [ y(e=x)dx y(X+a)dx
I_!)‘y(x)dx J exp[x]+1 +J exp[x]+1
a kone¢né
T ( y(a+x)-y(a—-x) ( y(a—x)dx
_E[y(x)dx+J exp[x] +1 dX+J—exp[x]+l : (23.40)

Tteti integral je 1ze zanedbat, nebot’ je exponencidlné (exp[—a]) maly. V ¢itateli integrandu

A

piipadé budeme potiebovat jen prvni — a integral je pak

0

y(a+x) y( 0 22n 17T2n B Zn 1)
d . 23.41
J exp[x]+1 X= HZ:;‘ n-(2n- 1) (@) ( )

0

a tedy
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2

IzIy(x)dx+%y’(a) . (23.42)
0
Integral ve (23.38) aproximuje vyrazem

© 12 2 3/2 2 2
X 2w L 2w ) T 349
exp[x—a]+1 3 12 a¥* 3\ kT 8\ u

0

Pokud bychom se spokojili ve (23.42) jen s prvnim ¢lenem, odpovidalo by to pfili§ hrubé
aproximaci, pomoci Diracovy 6 — funkce mizZeme pottebné dva ¢leny v derivaci rozdélovaci

funkce zapsat jako

0 1 s ,
ER ~=8(e-u) =" (ks T) 8" (e-p) 23.44
8g{exp[(3—u)/(kBT)]+1J (&=n) 6 (ke T) 6" (1) ( )
Fermiho energie je
2 2 \%3
&r Zh—(&z n) (23.45)
2m{ ¢
a Sjeji pomoci mizeme pro chemicky potencial napsat po dosazeni (23.43) do (23.38)
pfiblizny vztah
7’ (kBT)Z
N ST 23.46
s 12 & ( )

Pii vypoctu koeficientd srozdé€lovaci funkci (23.22) budeme potiebovat integral pres
prostorovy uhel
(v?), =[urde=2%2% (23.47)
@ 3 m

a integraly

0

1 of n 0 L
L ) S 0 2d __ s+3/2 Y | d
e G et J ’ @E[GXD[(e—ﬂ)/(kBT)]J 8

0 (23.48)

0

:#(5+2)Jexp[(ji]ﬁ;€k31—)]

0

S vyuzitim (23.42) potom

_.n 5+3/2 i 3 1) e 2
|S——3/2{,U +?[S+E)(S+E u (kBT) . (2349)

me?
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Nakonec dosazenim za chemicky potencial z (23.46) a zanedbanim ¢lent vysSiho fadu v

(ks T)/&r méme

2
I, ~ m23/2 {g,i”/z +%(s+gjs.9§”(kBT)z} . (23.50)

F

Potom pro koeficienty £, mame

ne’r 7’ neckiT
b = m b = 3 m g
(23.51)
ner 57° (kBT)2 27°nt
=—| & + _ y = —k T
£21 m li F 12 gF EZZ 3 m B

, (23.52)
2 2
PILLL T[1+77z (kBTJ ]
m 6 | &
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou tedy
2 2 2
o=DET | T MKl (23.53)
m 3 m
a Lorenzovo ¢islo je
2 k 2
:L:”_(_Bj ) (23.54)
To 3\e

Vidime jen maly rozdil ve vysledcich vypoctu Lorenzova ¢isla podle Boltzmannovy nebo

Fermiho — Diracovy statistiky. Experiment dava docela dobrou shodu s teorii — hodnota L
podle (23.54) je L=2,45-10° WQK?, hodnoty pro nékteré kovy jsou uvedeny v tabulce
(podle C. Kittel, Introduction to Solid State Physics).

L.10° WQK™ L.10° WQK™
kov | 0°C | 100°C | kov | 0°C | 100°C

Ag | 2,31 | 2,37 | Pb | 2,47 | 2,56
Au |235] 240 | Pt [ 251| 2,60
Cd |242| 243 | Sn | 2,52 | 2,49
Cu|223| 233 | W |3,04| 3,20
Mo [261| 2,79 | Zn | 2,31 | 2,33
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24. Bily trpaslik

24.1 Elementarni odhad Chandrasekharovy meze
Jiz v roce 1932 provedl Landau (On the theory of stars, Phys. Zs. Sowjet. 1 (1932), 285)

nasledujici uvahu: mé¢yme N fermiont (pro slozeni hvézdy z 2c a *0 je to N nukleond a

N/2 elektronti) ve hvézdé poloméru R, takze &iselna hustota elektronti je n~N/R®. Objem
piipadajici na jeden elektron je podle Pauliho principu (A€)3 ~1/n. Podle Heisenbergova

principu neurditosti je nejmendi moznad velikost hybnosti p~7/Al~hn'®. Energie
relativistického elektronu je tedy (energii nukleoni zanedbavame vzhledem k jejich velké

hmotnosti)

3
E. ~hn*ic~ hcg , (24.1)

predpokladame pritom
E. >mc® . (24.2)

Gravitacni energie na jeden nukleon — tady naopak zanedbavame piispévek elektronti — je

2
E ~—gNU (24.3)
R
kde u je atomova jednotka hmotnosti. Celkova energie je
13 2
E:EF+EG~hC: —GNF‘: . (24.4)

Pro maly pocet ¢astic je celkova energie kladna, zvySovéani R sniZuje energii, az je poruSena

podminka (24.2) a ptechazime do nerelativistické oblasti
2 N1 23

- % (24.5)

Potom muze byt celkova energie zaporna a se zvysujicim se R jde k nule. Existuje tedy

rovnovazny stav s minimem celkové energie. Naopak pro velky pocet Castic je celkova

energie (24.4) zaporna a se zvySujicim se R stale klesa — rovnovazny stav neexistuje. Mezni

hodnota poctu Castic, kdy jesté mize existovat rovnovazny stav je tedy urCena z (24.4) pro

E=0. Mame tedy

ne V' ne\*? 1
Nmax N[ j = Mmax = Nmax u-~ (_j 5 (246)
G u
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Po dosazeni (%=1,05-10"*Js, ¢=3,00-10°ms™, G=6,67-10"Jmkg, u=1,66-10""kg a
M, =1,99-10° kg dostiavame
M, ~3,72.10°kg~L187M,_ | (24.7)

tedy hodnotu jen ponékud vétsi, nez je v soucasnosti piijatd hodnota Chandrasekharovy meze.

Dosazenim N, do (24.1) ziskdme z nerovnosti (24.2) vyraz pro maximalni mozny polomér

Y2
Rmatx Ni[ he j ) (248)

mc| Gu?

coz po dosazeni (m=9,11-10* kg ) dava
R. ~50310°m . (24.9)
Vysledek se da elementarné popsat tak, Ze u bilych trpaslikd je tfeba hmotnost Slunce stladit
nejméné do objemu Zem¢.
24.2 Stavova rovnice
Pro zjednoduseni popisu je velmi dilezité, ze elektronovy plyn mizeme povazovat za
uplné degenerovany, tedy plyn za nulové teploty. Je to piekvapivé, uvazime-li teplotu vnitini

¢asti bilého trpaslika, ktera je fadové 10° K . Fermiho energie extrémné relativistického plynu

je
2 \V3
& =(37°n) he . (24.10)
Podobné jako v piedchozi kapitole miizeme chemicky potencidl aproximovat vyrazem
kg T)’
U= g —2M : (24.11)
SF

Jako piiklad vezméme parametry hvézdy Sirius B (Barston et al.: HST Spectroscopy of the
Balmer lines in Sirius B, MNRAS 362 (2005), 1134) — hmotnost M =1,02M_, polomér

R=0,0081R, . S hodnotou R, =6,96 -10° m dostavame pro numerickou hustotu elektront

n= EM;S =8,15-10*m™® (24.12)
2 u (4/3)zR
a pro Fermiho energii
& =9,10-10°J~57MeV . (24.13)

Hodnota tepelné energie odpovidajici T~10" K je ale

ke T ~1,38:10"°J~0,9keV , (24.14)
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je tak rozmazani skokové funkce rozdéleni podle energie kolem chemického potencialu (ten
je pti danych podminkéach pouze o 0,3eV mensi nez Fermiho energie) zanedbatelné.
Pro ptesnéjsi vypocty zavedeme nejprve bezrozmérnou veli¢inu
__Pp_PC
mc  mc?
Potom mame pro numerickou hustotu elektronti

n=2(me) [ o(7-7)

47z7>2d7>: 115
(27Z'h)3 37[2 ﬂg F

, (24.15)

kde A zh/ (mc) je Comptonova vlnova délka elektroni. Mame tedy pro chemicky potencial
(v ptiblizeni ,,nulové teploty* Fermiho energii)

u=mc*(R+1)" | B=(322ni)" . (24.16)
Pro hustotu energie pak

47 P? (1+732)1/2d73_ mc2

12
g=2(mc)’'me? | ©(R.-P) = P2(1+P?) dP
F (27h) ”2%3! (-7 (24.17)
2
S (S PR
Tlak pocitame jako
p_-M :-Nitéj :nzi(éj _1p 98 ¢ (24.18)
N |\ 1 NN+ onm\n)|. 3  J0RK
a dostavame
mc?
=——II(FR) , 24.19
87" A (%) (24.19)
kde
2 5 2\¥2 2\¥2
N(R)=R| 5P -1)1+7) +In[73F+(1+73'F) } | (24.20)
Derivace tlaku P podle B ma prosté vyjadieni
2 4
oP mc A (24.21)

5.2 .3 172
oF 3n° A (1+ 7)F2)
V extrémné relativistickém pifipadé mame

u=(372)"nen® 5:%(3ﬂ2)”3hcn4/3 , P:%(Bﬂz)mhcnm (24.22)
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a Vv nerelativistickém piipadé (4 = y—mc?a & =£—-nmc?)

/ ﬂhjnm g :3(3”2)2/3h_2n5/3

2 m 10 m 5 m
24.3 Newtonova gravitace
Gravitacni potencial je feSenim Poissonovy rovnice
Ap=4rGp . (24.24)

Protoze budeme uvazovat pouze sféricky symetricky problém, zjednodusi se rovnice na

1d( ,d¢
=222 =4xGp . 24.25
rzdr[ drj S (24.23)

Chemicky potencial nukleont zanedbavame, stejné jako prispevek elektrontl k celkové hmoté.
Ptipada-li na jeden elektron k nukleonti, mizeme podminku rovnovahy zapsat jako
H+Kug=4 +mc® +kug=konst. (24.26)

a hustotu p jako p=kun. Rovnici (24.25) tak ptepiseme do tvaru

r—i%(rzi—ﬂz—me(ku)zn (24.27)
nebo
r—i%(rz%jz—me(ku)% . (24.28)
Dosazeni za n z (24.22) do (24.27) a z (24.23) do (24.28) dava
kde [4,]=32m a
r—i%(rz (L—’L;/j ==, 1 Ay = A;:: Gu? (Zh—TT/Z : (24.30)

kde[ 4, ]=3""m?.

Uvazujme nejprve nerelativisticky ptipad. Pii poloméru hvézdy R dostavame integraci
rovnice (24.28)
r2 d /J/
dr

kde M je hmotnost hvézdy. Zavedeme bezrozmérnou proménnou & a novou funkci f vztahy

-—kuGM (24.31)

r=R
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&=r/R , u’(r)=ﬁf(§) : (24.32)

Mame tak z (24.30) (s dodanim ptirozenych okrajovych podminek)

izi(gﬂ]:_fs/z BRI R ., =0 (24.33)
£del” de dél, ., *
az(24.31)
at __kuaeMR (24.34)
H

Numerické feSeni rovnice (24.33) je nejsnadnéjsi, pokud feSime ulohu s pocate¢nimi

podminkami f|§:0:konst.,(d f/df)‘fzfo a iteracemi najdeme hodnotu konstanty tak, aby

byla splnéna druha okrajova podminka, tj. f | i =0. Vysledkem je

df

f|§=0:178,2202 iy =-132,3841 . (24.35)

é=1

Zvolime-li k=2 a pouzijeme-li jiz diive uvedenych hodnot fyzikalnich konstant, dostavame
M R®=6,84-10°M_m° . (24.36)
Tento vztah plati pro dostate¢né velka R, tak aby bylo moZno pouzit nerelativistickou

aproximaci pro elektronovy plyn.

Nyni uvazujme extrémné relativisticky ptipad. Postup je obdobny — zacneme integraci

rovnice (24.27)
r? du
dr

a zavedeme bezrozmérnou proménnou & a novou funkci f vztahy

TR ()= 1) - (2439)

=—kuGM (24.37)

r=R

Z rovnice (24.29) mame

izi(gzﬂ}_fs L R fl, =0 (24.39)
& dg\” dé dl._, -
a z rovnice (24.37)
a _uiem (24.40)
dé|,

Resenim (24.39) je
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fl.,=6.8968 3—f =-2,0182 . (24.41)

é=1
Se stejnymi hodnotami konstant jako v nerelativistickém pfipad¢ dostavame pro extrémné

relativisticky elektronovy plyn

M =145M_ (24.42)

coz je pravé Chandrasekharova mezni hodnota hmotnosti bilého trpaslika. Pro elektronovy
plyn v obecném stavu by bylo tieba v (24.27) dosadit za hustotu n vyjadieni pomoci
chemického potencialu z (24.16).

Poznamka: V astrofyzikalni literatufe se setkavame s ponckud odlisnou formulaci, ke které

snadno piejdeme derivaci podminky rovnovahy (24.26) podle radialni soutadnice

Z_/Ff AP u92_, 9P 92 o (24.43)

d
k 2T
(lH u¢) Tdr dr dr dr

dr

N
kde V(I‘) je objem pfipadajici na jednu ¢astici, takze (k u)/v(r):p(r). Dale

_d¢_GM(r) (24.44)
dr r?

je gravitacni sila, plsobici na jednotkovou hmotnost ve vzdalenosti r od sttedu. Mizeme tak
psat dvé rovnice prvniho fadu

dP  GM(r)p(r)

ap_ MDA —p
2 ’ r=0 0 1

3|:/| r (24.45)

o =4rre(r) . M| =0

Pro fteSeni problému potiebujeme jest€¢ znat stavovou rovnici. Budeme-li zanedbavat
ptispévek elektronli k hustoté, mame p(r)zku n(r)a obecny tvar stavové rovnice (24.19).
Ve dfive zminovanych meznich pfipadech je stavovd rovnice rovnici polytropy
P(r):konst.[n(r)]y, kde y=5/3 pro nerelativisticky a y=4/3 pro extrémné relativisticky

elektronovy plyn.
24.4 Statické sféricky symetrické FeSeni Einsteinovych rovnic

Nejprve uved'me obecnéjsi vysledek, ktery se tyka podminky rovnovahy, pokud se
soustava nachazi ve statickém gravitatnim poli. Pfi pohybu castice v takovém poli se
zachovavad energie, kterd je C — nasobkem casupodobné slozky ctyivektoru hybnosti

Py =mcu,
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0
U, =mc?g,, %—XS . (24.46)

Interval je dan vztahem ds®=c*(d r)2 —(dI )2 , kde cdr :( Ugo 0 X° )]/2 . JestliZze zapiseme vztah

(24.46) pomoci rychlosti v=dl/dz, dostavame

2
Uo = Lj/z(goo )]/2 =U (goo )]/2 : (24-47)

(1-v?/c?)
Entropie soustavy ani pocet ¢astic soustavy na pritomnosti gravitacniho pole nezavisi, takze

derivace zachovavajici se veli¢iny U, podle Snebo N je konstantni, takze pro T=0U/0S a
4=0U /ON mame
T (goo)]/z =konst. ﬂ(goo)j/z =konst. . (24.48)

Odsud /T =konst.=d x/ u=dT /T . Dosazenim do termodynamické rovnosti

VAP=SdT + Ndu=(TS+N )3 =v (¢ + P) 24 (24.49)
iz H

dostavame uziteCny vyraz

du_ dP (24.50)
u +P
Ve slabém poli popsaném Newtonovym potencidlem je g, z1+(2 ¢) / ¢’ takze
konst. y2
T= W ~ konst.(l— cﬁzj . 4(9y) m/ +mc®+mp=konst. . (24.51)
00

Vénujme se ted” podrobné piipadu statického sféricky symetrického pole (ve vakuu jde
o Schwarzschildovo feeni). Zvolime standardni soufadnice x°=ct,x'=r,x*=60,x’=¢p a
definujeme metricky tensor pomoci intervalu
ds® =c’exp[ v(r) |dt* —exp[ A(r) ]dr® —r*(d6” +sin*0dg?) . (24.52)
Tenzor energie hybnosti volime jako
T =diag{c’ p(r),~P(r),—P(r),-P(r)} . (24.53)
Pro symetricky tensor T, je kovariantni divergenci mozno zapsat jednoduse jako

y
1 a((_g) ZTik)_lagm ki)
(-g)"*  ox 2 ox' :

(24.54)
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Ze zékona zachovani je kovariantni divergence rovna nule, v naSem pfipad¢ dostavame

jedinou rovnici (¢arkou zna¢ime derivaci podle r)

1 /(. /
—v(cp+P)+P =0 . 24.55
SV (¢ p+P) (24.55)
Z deseti Einsteinovych rovnic
R — %(Sik R= 8”4G T (24.56)
C

zustanou pak v naSem piipad¢ k feSeni pouze tfi

87G 1 A 1
" PZ—eXp[—i](F——}—z :

r r
87 vl 1
P=exp|-A|| —+— |- . 24.51
e et S k)4 @457
12 Y Y
87[46 P:lexp[—}t] v Y A VA
C 2 2 r 2
Reseni prvni rovnice je snadné
2GM (r
i(r):—ln{l—é} , (24.58)
cr
kde jsme oznacili
M (r)=4z [ p(x)x* dx (24.59)

0
hmotnost pod polomérem r. Pro r>R dostdvame tak ndvaznost na vakuové
(Schwarzschildovo) feSeni s A(r)=— In(l— r,/ r) .
Rovnici (24.55) 1ze samoziejmé odvodit z rovnic (24.57). Pro nas vypocet je vhodné
dosadit do souctu prvnich dvou rovnic (24.57)
exp[— 4]

SR (34 v)-

8:—46( pc’ +P) (24.60)

za v’ z rovnice (24.55) aza A z (24.58). Dostidvame tak rovnici

dP(r):_GM(r)p(r){l_ZGM(r)T{HMﬂsP(r)}{HCP(r)} (2460)

dr r’ r c*M(r) 2p(r)

K této rovnici pfidame

=4 rzp(r) (24.62)
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a prislusné poc¢ate¢ni podminky, tj. P(O)z P,aM (0)20. Porovnani rovnice (24.61) a prvni
rovnice z (24.45) ukazuje opravy, které piinasi obecna teorie relativity.

Piejdeme v rovnicich (24.61) a (24.62) k bezrozmérné souradnici r=A & a hmotnosti
M (r)=M_M(&), méame po dosazeni z (24.15) a (24.19)

ku
, p(r)=ku n(r)=mﬂ3 , (2463)
C

dP(r)  mc’ B dR

dr 37;2ng(1+7;§)” dé

takze dostavame

4R (&) GM, |<_u(1+7>§)”2 M(£)

de A m B &
-{1—2%M} {1+ m_ ku A—Sgﬁn(ﬂ)}{u Sm H(PF)} . (24.64)
CCA € 2rkuMy A8 M(&) 8ku B

dM(§) 4 ku A®
dé¢ 3z M, A

ER
Zavedeme pro zjednoduseni konstanty

13 2/3 4/3
GMZ3(k
A:(%} A Kz% , (24.65)
u

jejichz ptiblizné hodnoty jsou A =3239kma x=1,659 . Rovnice pak maji tvar

dR(6) (LR M)

dé B &2
(pm T, n mnl e
ku & 27ku M(£) 8ku R’ (24.66)
dM(&) 4,
dé _37r§ B

(7)) =P (%Pﬁ —1j (1+ 25 )]/2 + In[?’F +(1+ 25 )1/2}

Vidime, Ze vSechny opravné ¢leny jsou nasobeny malym pomérem hmotnosti elektronu a
hmotnosti nukleonti, pfipadajicich na jeden elektron. Proto se tyto opravy projevi az pfi

velkych hodnotach centralniho tlaku. Na levém obrdzku je zndzornéna zavislost hmotnosti M

(ve hmotnostech Slunce) na poloméru R (v km) v rozsahu tlaku P, ~ (1035 —1039) Nm™. Na
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pravém obrazku je potom znazornéna oblast kolem Chandrasekharovy meze, tj. s tlakem

P, ~(1025 —5-1028) Nm™2. Z vypoétu dostavame pro maximalni hmotnost bilého trpaslika a

polomér takové hvézdy
M, =L419M R(Mmax)i8790km . (24.67)

Pro minimalni polomér bilého trpaslika pti extrémné vysokych centralnich tlacich a hmotnost

takové hvézdy pak
Run =9,47km , M(R,,)=0,45M_ . (24.68)

Zavislost hustoty (107 p(r)[kg m*3]) na vzdalenosti od sttedu (r[km]) pro parametry z

(24.67) je na poslednim obrazku.

30 A\
201 b

10 p:
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