Kapitola 7

Nekonecné rady

7.1 Posloupnosti

Definice 7.1. Posloupnost je funkce definovana na mnoziné N, tj. zobrazeni f: N — R.
Posloupnost oznacujeme {a, } nebo {a, }°,, n-ty prvek oznac¢ujeme f(n), f, a nejcastéji a,.

Rekneme, Ze posloupnost {a,}°, ma limitu L, jestlize existuje ¢islo, ke kterému se prvky
posloupnosti blizi. Zapisujeme

lim a,, = L
n—oo

Napiiklad pro geometrickou posloupnost {q,}°2, = {q,¢*, ¢>, ...}, kde ¢ € R je kvocient,
plati

lim ¢
n—oo

. JO geldifg <1,
oo jelig>1.

Nekteré dalsi priklady posloupnosti a jejich limit:

lyeo _ g1 11 im L —

{n}nzl {172737“'} nh_{gon 0

{(=1)"}>2, ={1,-1,1,—1,...} lim neexistuje
n—oo



7.2 Ciselné rady Nekonecné rady

7.2 Ciselné fady

Definice 7.2. Necht {a,}>2, je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol

o0

Zan nebo aj+ag+as+---+a, +---

n=1

nazyvame nekonecnou ciselnou radou. Posloupnost {s,}>2 , kde
S1=a1,S9 =a1+as,...,S, =a;+as+---+a,, dots,

nazyvame posloupnost ¢astecniyjch souctu této tady.

o0
Existuje-li vlastni limita lim s, = s, fekneme, ze fada ) a, konverguje a ma soucet s.
n—oo
n=1

oo
Neexistuje-li vlastni limita lim s, fekneme, ze fada Y a, diverguje.
n—oo

n=1
Priklad 7.3. Urcete soucet geometrické rady
a+aq+---—|—aq"+...:Zaq”_1, kdea # 0, ¢ # 0.
n=1

Resend. Necht |q| # 1. Pak
Sn :a+aCI+“‘+aQn_1a

4sn = aq +aq® + - - + ag".
Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme
(1 —q)sp, =a—aq".

Odtud n-ty ¢astecny soucet je

1—q"

Sp=a .

l—gq

Je-li |¢| < 1, pak lim ¢" = 0 a soucet
n—oo
. ) 1—q" a

s= lim s, = lim a = )
n—0o0 n—oo 1 —gq 1—¢q

Pro ¢ > 1 je lim s, = oo a fada diverguje, pro ¢ < —1 lim s, neexistuje.
n—oo n—oo

Geometricka tada je konvergentni pro |¢| < 1 a mé soucet

a
1—q

Y ag" ' =a+aqg+-+ag"+-- =
n=1



Nekonecné rady 7.2 Ciselné rady

Piimo podle definice muzeme sec¢ist i jinou nez jen geometrickou tadu.

Piiklad 7.4. Urcete soucet rady

o0

1
; n(n+1)
Resend. Uréime n-ty ¢ésteény soucet fady
Sp = L + . + e+ ! + ! .
1-2 2.3 (mn—1)n nn+1)

Na zékladé rozkladu vyrazu pro ¢len a,, na parcialni zlomky

1 1 1

nn+1) n n+l
muzeme predchozi ¢astecny soucet s, prepsat ve tvaru

1 1 1 1 1

1 1
Z... _ 1 )
3+ +n—l n n n-+1 n—+1

1
Sp=—— =
1

Ll
22

Jelikoz pro soucet s rady plati

) i 1
s:hmsn:hm<1— ):1,
n—oo n—00 n—+1
dostavame

= 1
2

n=1

A

Obecné je obtizné urcit soucet nekonecné rady a proto se ¢asto orientujeme na to, zda fada
konverguje ¢i diverguje, aniz bychom urcovali jeji soucet. K tomu slouzi kritéria konvergence.
Ukazme si alespon dvé z nich.

Véta 7.5 (Podilové kritérium). Necht > a, je rada s kladngmi cleny a necht existuje

n—oo

. Ap+41
lim

n—00 Ay

Je-li g <1, pak > a, konverquje a je-li ¢ > 1, pak fada > a, diverquje.

n—oo n—o0

Ptipad ¢ = 1 nelze timto kritériem rozhodnout a je tfeba pouzit jiné kritérium.

Priklad 7.6. Rozhodnéte o konvergenci rady:

[ee] 2 o0 n
T B



7.3 Mocninné rady Nekonecné rady

Reseni. a) Podle limitniho podilového kritéria dostdvame

(n+1)?
n " 1)%n! 1 1
lim 2L — gy DL g M:hmi:hm—:o<l

n—o0 n—00 Z_? o n—00 n2 (n —+ 1)77,' n—00 77,2 n—oo 21N

a dand tada konverguje.
b) Opét uzitim limitniho podilového kritéria

(n+1)n+l n
t D(n + 1)n] 1 1
lim 2 gy D, (R DL (”+ ) :lim(l—l— )—e>1,
n—oo

a proto dand tada diverguje.

Véta 7.7 (Integralni kritérium) Necht funkce f je kladnd a klesajici na intervalu [1 00).
Necht a,, = f(n). Pak 2 a, konverguje prdave tehdy, kdyz konverguje integrdl f1 x)dx.

Priklad 7.8. Rozhodnéte o konvergenci rady:

oo [e.9]

1 1
— b )
n’ ) Z n-lnn
=1 n=2
Resend. a) Uzijeme integrélm’ho kritéria. Funkce f(z) = 1 je na intervalu [1, 00) nezdporna.
Prvni derivace f'(z) = ——5 < 0 pro kazdé z € [1,00) a proto je dana funkce nerostouci na

tomto intervalu. Zbyva tedy vysettit integral f1 %dx Plati

00 t
/ ldaU: lim 1dav— lim [Inz]} = hmlnt—lnl—oo.
1 T t—o0 1 € t—o0
Jelikoz integral diverguje diverguje i dané rada.
b) Funkce f(z) = je pro vSechna z € [2,00) nezaporna. Plati f'(z) = —(iﬁ;;g <0
pro vSechna x € [2,00) a proto Je dana funkce nerostouci. Muzeme tedy uzit integralniho
kritéria a vysetrit integral f2 — do. Plati

mlnr

o0 1 t 1 Int
/ dr = lim dz = lim —ds = hm [ln sJit = lim Inlnt—Inln2 = oo,
s T-lnz t—oo Jo x-Inw t=00 Jl0 S t—00

proto dand fada diverguje. Pii vypoctu jsme uzili substituce s = Inz.

7.3 Mocninné rady

Mocninnd tada je fada funkei tvaru

a0+a1x+a2x2+...22anx", kde a, € R.



Nekonecné rady 7.3 Mocninné rady

Podobné jako u ¢iselnych fad je dulezitda otdzka pro kterd z tato fada konverguje. To
urcuje tzv. polomer konvergence r, ktery muzeme urcit podle vzorce

Qn

r = lim
n—oo

Ap+1

Je-li 0 < r < oo, pak fada konverguje pro = € (—r,r) a diverguje pro |z| > r. Je-li r = oo,
pak tada konverguje pro vSechna z.
Napiiklad pro fadu

Z(—l)”x”zl—x+x2—x3+-~-
n=0
je polomér konvergence

r=lim1=1,
n—o0

tj. fada konverguje pro |z| < 1. Soucet této fady uréime jako soucet geometrické rady, kde
a=lag=—=x
1

l—a42? -2+ = :
1+

Odtud také plyne, ze fada konverguje pro |z| < 1.
Pro kterda x muzeme mocninou fadu derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu? Pro vSechna
x € (—r,r) plati

0o /
(ZCLMS") = (ap + a1z + agx® + - -+ ) = ay + 2a97 + 3azx® + -+,
n=0

n=0

T > T 2 3
/ (Zm@") dgp:/(a0+a1t+a2tQ—|—---)dtzaox%—(1123j —I—%—I—---
0 0

Ptitom vyrazy na pravé strané maji stejny polomér konvergence. Integrace a derivace tady
vyuzivame pii rozvoji funkei do fad a pii hledani souctu rady.

Piiklad 7.9. Vyjadrete funkci In(1 + x) mocninou fadou.
Resend. Podle piedchoziho pro = € (—1,1) plati

1
=l-ao+a® -2+,
1+x
déle plati
Todt
—— =1In(1
o L+t a(l +2),
dohromady dostdvame, ze pro x € (—1,1) plati
In(1+ z)dt _df /m(1 tHt? =t ) dt
n €T — _— —_ —_ “ e —
2 2 2t > z"
- r— 4 T L= Y U el
S 2 ()

n=1
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Priklad 7.10. Urcete interval konvergence a soucet mocninnych rad:

[e.e]

)Z( )n 3n_1—$3+$6—3§'9"'
n=0

S

) n+1z 22 3 =
b) Z( 1) =r-—F+t3 Tt

n=1

:1:12"+1 z—1)3 z—1)°
C)Z U —(g-n+ L&

d) Yona" =142z + 322 +42 + - -

n=1
00

e) don(—=1)" "l =22 — 225 4 32 — 42!t + - -

n=1

f) Y na" =z +22% +32% + 42t + - -

n=1
Resend. a) Jednd se vlastné o geometrickou fadu s kvocientem ¢ = il — —23. Jelikoz
geometrickd fada konverguje pro |g| < 1, proto | — 23| < 1 a dand fada konverguje pro

€ (—1,1). Pro soucet geometrické fady plati

ay 1
s(z) =
1—¢q¢ 1423
Proto plati
- 1
1)z €(-1,1
Syt = o re
b) Pro interval konvergence plati
’( 1)n+1
n 1
r = lim = lim :limn+ =1
n—00 | Ay 41 n—00 ( +2 n—oo M

a tedy fada konverguje pro z € (—1,1). V tomto intervalu tedy existuje soucet fady a fadu
lze ¢len po ¢lenu derivovat

oo n ! (0.9} n / oo

S/(QZ) _ <Z(_1)n+1x_> _ Z ((_1>n+1x_> _ Z(_l)n+1xn71 _ 1—x+:1:2—a:3+' o
n n

n=1 n=1 n=1
Po derivaci dostavame geometrickou fadu s kvocientem ¢ = —x, jejiz soucet je roven — H
Proto pro soucet s(z) puvodni rady plati

, 1
s(m):H—x pro z € (—1,1)
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Odtud integrovanim dostavame

1
s(x):/1+$dx:1n(1+x)+c.

Konstantu ¢ ur¢ime dosazenim konkrétniho ¢isla z konvergenéniho intervalu, napi. x = 0

oo On
S(O)ZZ(—U”H?:O = 0=I(1+4+0)+c = c=0.
n=1

Soucet rady je roven

[e.9]

Z(_l)”“%n =In(l+2z) pro z€(—1,1).

n=1

¢) Vyuzijme toho, ze fada a fada z ni vznikld derivovanim, piipadné integrovanim, maji stejny
polomér konvergence. Derivujme danou fadu ¢len po ¢lenu

s'(z) = (M)I — i (M)l — i(x_l)% =1+ (x—12+@—1)*+- ..

2n + 1 2n + 1 —

Po derivaci dostdvdme geometrickou fadu s kvocientem ¢ = (z — 1)2, jejiz soucet je roven

1
1—(x—1)2 2z —2%

Geometricka fada konverguje pro
g <1 = |z-1}<1 = x€(0,2).

Pro soucet puvodni rady plati

a odtud integrovanim

1 1 1 )’
s(x) = de=-lnz—-In(zx—2)+c=1n +c.

20 — 2 2 2 T —2

Konstantu ¢ uréime dosazenim ¢isla napi. x = 1 € (0, 2)
0 2n+1 1 2
Z 2n—|—1 n<1—2) ez

n=0

Soucet tady je roven

© 2n+1 ” 2
—1 € (0,2).
nz 2n+1 n<x—2) pro. @ €(0.2)
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d) Urceme polomér konvergence

L N R

r = lim
n—oo

Ap+1

Proto pro = € (—1,1) muzeme danou tadu integrovat ¢len po ¢lenu

/ dx-/(an )dx:g/nx"_ldx:gx"+c.

Dostdvdame tak geometrickou fadu s kvocientem ¢ = = a souctem ;*-. Proto plati

a odtud derivovanim

Dostavame tak

n—1
nz" = ————— pro z € (—1,1).
; (x —1)2

e) Pro polomér konvergence plati

_ 1\n+1
r = lim = lim (=)™ ) = 1.
n—00 | Uy 11 n—oo |(=1)"*2(n + 1)|
Pro x € (—1,1) muzeme danou fadu integrovat ¢len po ¢lenu
o0 oo 1 o0
s(x)dx = n(—1)"" g3 ) de = /n —1)" et tdy = = —1)" e,
fra= [ (B ae= . frciramso {5
Dostavame tak geometrickou radu se souctem 5. Plati
1 23
d —
/s(:r) T=37 e +
a odtud derivovanim
1 a2 ' x?
():(51—1—953 ) (14 x3)
Proto pro soucet tady plati
S 1, 3n—-1 x?
Zn( )" e ) pro z € (—1,1)
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f) Obdobné jako v predchozich prikladech uréime interval konvergence z € (—1,1). Upravme
n-ty clen tak, abychom jej mohli vyjadrit pomoci derivace

2 =na" ' opak nz" =z (™).
(z") P

Nyni dosadme do fady

an”:Zx-(x")':m-z:(x")':x- (Zx”) :

o
Pricemz ) 2" je geometrickd fada se souctem - a proto
—T

n=1

inx”zaz-( ’ )/:ﬁ pro z € (—1,1).

Poznamka 7.11. Je-li dana funkce f, kterda ma v bodé zy derivace vSech fadu, pak rfadu

TL

o)+ L0 SO ST

1! 2!
n=0
nazyvame Maclaurinovou Tadou funkce f. Naptiklad
PR x? " ="
" = +1‘+§+ +m+---—225
23 201 o0 221
—r— —1)" — B
sinz =@ — o7+ - (-1 Gn D) + ;( ) on D)
.]72 xQn 0 :L.Qn
—1- = 1) =S (=)
cos T 57T 4 (—1) 2n) + Z( ) 2n)
n=0
Pomoci predchozich vztahtu muzeme dokazat tzv. Fuleruv vztah
e? = cosz + isinz.
Plati
e _ g iz (iz)? _ iz 2 ird 2! B
D T T TR T TR TR
_ 2?7t Sz 2 B .
= —a—i—z—u-qﬂ ﬂ_y—i_ = COosT +1sInx.
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7.4 Fourierovy rady

Fourierovy rady slouzi k aproximaci periodickych funkci. Necht je funkce definovdna na
[—7, w]. Pak jeji Fourierova fada je

ap = .

— + ay, cOSNX + by, sinnx),
: ;( )
kde a,, a b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pro néz plati

1 s
a,=— [ f(z)cosnzdz, n € NU {0},
™ —T

1 s
b, = — f(x)sinnx dz, n € N.
™ —T

Je-li f suda funkce, ma jeji Fourierova rada tvar
o0 2 T
@—l—Zancosnx, kde an:—/ f(z)cosnzdr (ne€ NU{0}).
2 — T Jo
Je-li f licha, ma jeji Fourierova rada tvar
— 2 [T .
Z b,sinnz, kde b, = —/ f(z)sinnzdx (n e N).
T Jo
n=1

Otézkou je, kdy je sou¢tem Fourierovy fady funkce f prave tato funkce. Necht f je po ¢dstech
spojita a po ¢astech monotonni na [—m, 7|. Pak

f(z) = % + ;(an cosnx + b, sinnx)

ve vSech bodech z € (—m, ), kde je spojité.

V bodech nespojitosti je souctem Fourierovy rady aritmeticky podil limity zleva a limity
zprava v tomto bodé.

Souctem Tady pro vSechna x € R je tzv. periodické rozsireni funkce f.

Piiklad 7.12. Funkci f(z) = 2 rozvinte na intervalu [0, 7] do kosinové rady.

0 ™ T

—T

Obrézek 7.1: Sudé periodické rozsiteni funkce z, z € (0, 7)

10
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Reseni. Sudé periodické rozsiteni funkce je znazornéno na obrazku. Piitom plati

2/7r 2 lx2}”
ag = — rdr=—|—| =m,
T Jo TL2],

2 [T 2 2 [T 2
an:—/ a:cosnxdx:—[xsinnx]g——/ sinnz dr = ——[(—1)" —1].
T Jo 0 n’m

Tedy pro x € [0, 7] plati

T 200(—1)”— cosQn—l
n=1
A

Poznamka 7.13. Ukazme, jak lze odvozenych vysledku vyuzit k nalezeni Fourierovych rad
periodickych funkei s periodou p # 27. Ozna¢me kvili jednoduchosti p = 2h a predpokladejme,
ze f je integrovatelnd funkce na intervalu [—h, h]. Pak funkce

ﬂﬂZf(%Q

je periodickd s periodou 27, je-li pfitom f po Castech spojita a po ¢astech monotonni na
[—h, h], ztejmeé je také funkce g po ¢dstech spojitd a po ¢dstech monotonni na [—m, 7). Proto lze
funkci g rozvinout do Fourierovy fady na [—, 7], odkud zpétnou transformaci ¢7o obdrzime
Fourierovu fadu funkce f na [—h, h| ve tvaru

+Z<ancos —x+ b, sm%x)

kde Fourierovy koeficienty jsou dany vzorci

h
:%/_hf(x)cosn%xdx (n e NU{0}),

h
:%/_hf(:v)sinn%mdx (n € N).

Piiklad 7.14. Najdéte Fourieruv rozvoj funkce f(x) = z na intervalu [—1, 1].

S S s
A

Obrazek 7.2: Periodické rozsiten{ funkce z, 2 € (—1,1)

11
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Resend. V tomto pifpadé je h = 1, déle je f lichd, a proto a, = Opron € NU {0} a
1
b, = 2/ rsinnrrdr =
0

2 L2 !
— ——[:pcosnml:]o—l—— cosnmx dxr =
0

nm nm
2 2 .2 B
= ——cosnm + o [sinnmz]; = %(—1)” :

Tedy

2y U & (-1,1)
€r = — — SINNTXT o xr — .
- 2 n b )

Poznamka 7.15. Animace zobrazujici Fourierovy fady je mozno nalézt na

https://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/html/index.htm.

Cviceni

1. Urcete polomér konvergence a soucet mocninnych rad:

a) 2T b) 3 n(n+1)a"
n=1 n=1
- nz?rtl > ntl zntl
c) n;(—l) TN d) n;(_l) g
2. Rozvinte funkci do mocninné rady:
a) y = arctgz, b) y=In(l-2x).

3. Naleznéte Fourierovu fadu funkce f(z) = sgn(x) na intervalu [—m, 7]

-1, x € [-7,0),
sgn(z) =< 0, x =0,
1, x € (0,7].

4. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkci f(z) = |z| na intervalu (—1,1).

12


https://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/html/index.htm

Nekonecné rady Cviceni

Vysledky:

1&)%111‘&—; ,’l’|<17 b) (1x27‘x|<1
c) arctgx,|z| <1, d) (x+1)In(l+z)— =z, |z| < 1.

o0

nz?ntl z"
2. a) Z_:O(—l) 5o T € (=1,1),  b) — Z =z e (-1,1).
3. sgn(z) = % S —Sin(i"__ll)x,

n=1

4 _ 1 4l S (2n—1)mx
.|x|—§——22(2n12008 ]

13
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