Vektorové prostory

V roviné nebo v prostoru si vektory predstavujeme jako ori-
entované usecky, tedy jako tisecky, jejichz jeden krajni bod je
povazovan za pocatecni a druhy krajni bod za koncovy. Vektor
pak znazornujeme jako Sipku vedouci z pocatecniho do konco-
vého bodu této tisecky. OvSem ne kazdé dvé rizné orientované
usecky povazujeme za rizné vektory. Kterékoliv dveé rovnobézné,
stejné dlouhé a souhlasné orientované tusecky predstavuji ten
stejny vektor. Riké se té7, Ze v tom piipadé jde jen o dvé rtizna
umisténi téhoz vektoru.

Zvolime-li pevné néjaky bod O v roviné ¢i v prostoru, pak
miizeme kazdy vektor jednoznacné reprezentovat tim jeho umis-
ténim, které ma pocatecni bod prave v bodé O. Pti této repre-
zentaci pak vektory vzajemné jednoznacné odpovidaji bodim
v roviné ¢i v prostoru — kazdy vektor odpovida koncovému bodu
svého umisténi majiciho poc¢atek v bodé O. Podotknéme, ze sdm
bod O prti této korespondenci odpovida vektoru nulové délky, je-
muz fikame nulovy vektor.

Zvolime-li v roviné, resp. v prostoru kromeé pocatku O jesté
dvé, resp. tii souradné osy, tedy navzajem kolmé primky pro-
chazejici bodem O, a na kazdé z nich umistime nenulovy vektor
stejné jednotkové délky s pocatkem v bodé O, dostaneme pra-
vouhly souradnicovy soutadnicovy systém v roviné, resp. v pro-
storu. Pak body roviny ¢i prostoru jsou jednoznacné urceny dvo-
jicemi ¢i trojicemi svych souradnic v tomto souradnicovém sys-
tému, coz znamena, ze vzajemné jednoznac¢né odpovidaji uspo-
radanym dvojicim ¢i trojicim realnych cisel. Podobné vektory
v rovin€ ¢i v prostoru jsou pak pri svém umisténi s pocatkem
v bodé O jednozna¢né urceny souradnicemi svych koncovych
bodi, a tedy rovnéz vzajemné jednoznacné odpovidaji uspofa-
danym dvojicim ¢i trojicim realnych cisel.



Pti pevném soutradnicovém systému tedy miizme mnozinu
vech vektor v roviné ztotoznit s mnozinou R? vSech uspo-
radanych dvojic realnych cisel a mnozinu vsech vektori v pro-
storu s mnozinou R? vsech usporadanych trojic realnych ¢isel.
Zobecnime dale tuto predstavu vektorti v dvourozmérném nebo
trojrozmérném prostoru na libovolny n-rozmeérny prostor, kde n
je jakékoliv prirozené ¢islo. Body tohoto n-rozmérného prostoru
pak obdobnym zptsobem, tedy skrze zvoleny souradnicovy sys-
tém, vzajemné jednoznacné odpovidaji usporadanym n-ticim re-
alnych c¢isel. Mnozinu vSech vektord v tomto n-rozmérném pro-
storu pak ovsem reprezentujeme analogicky jako mnozinu R”
vsech usporadanych n-tic redlnych cisel. Podrobnéji to vypada
nasledovné.

Vezméme libovolnou orientovanou tsecku v n-rozmérném pro-
storu zadanou svymi dvéma krajnimi body A,B € R", tedy
n-ticemi redlnych ¢isel A = [ay,as,...,a,], B = [b1,bs, ..., by).
Pak tyto dva body, vzaté jako pocatecni a koncovy bod dané
usecky urcuji vektor u = (uy,us,...,u,) tak, ze uy = by — ay,
uy = by —as, ..., u, = b, — a,. Pak ovSem mizeme také
strucné psat B = A + u, chapeme-li tento soucet po jednot-
livych slozkdch. Tentyz vektor u = (uy,us,...,u,) je oviem
taktéz urcen kteroukoliv jinou rovnobéznou souhlasné oriento-
vanou a stejné dlouhou useckou v n-rozmérném prostoru. To
znamena, ze tento vektor je rovnéz urcen kterymikoliv jinymi
dvéma body C,D € R", tedy jinymi dvéma n-ticemi realnych
¢isel C = [c1,¢9,...,¢n], D =1[dy1,ds, ..., d,], bereme-li tyto dva
body jako pocatecni a koncovy bod orientované tusecky, pokud
pro tyto body plati w1 = dy —c1, ug = do —co, ..., U, = d,, — Cp,
takze pak mizeme podobné psat D = C' 4 u. Samotny vektor
u = (ug,us,...,u,) je pak ovsem také n-tici redlnych cisel, a je
tedy téz prvkem mnoziny R".



Vektory miizeme dale s¢itat pomoci vektorového rovnobéz-

niku. Jsou-li u = (uy,uz,...,u,) a v = (v1,v9,...,v,) dva
vektory umisténé v pocatku O = [0,0,...,0] n-rozmérného
prostoru, pak pro koncové body A a B téchto vektori mame
A = [uy,ug, ..., uy] a B = [vg,09,...,v,]. Unistime-li ovSem

vektor v takovym zpusobem, aby jeho pocatek byl v bodé A,
potom pro koncovy bod C' tohoto jeho umisténi dostavame
C = [uy+v1, ug+ws, ..., u,+wv,]. Jinak feceno, je-li A = O+u
a C' = A+v, pak samoziejmé vychazi C' = O+u+v, coz urcuje
bod C tak, jak bylo vyse uvedeno. Je tedy C' koncovym bodem
souctu vektorti u + v = (ug + vy, ug + v9, ..., U, + v,) umisté-
ného v pocatku O n-rozmérného prostoru. To je znazornéno jiz
zminénym vektorovym rovnobéznikem:

C
%
u
A ut+v
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u
v
O
Kromé toho, je-li u = (uy, us, . .., u,) vektor v n-rozmérném

prostoru a jsou-li A a B pocatecni a koncovy bod orientované
usecky, ktera je umisténim vektoru u, pak opacné orientovana
usecka, tedy tsecka s pocatecnim bodem B a s koncovym bodem
A je umisténim opacného vektoru —u = (—uy, —usg, ..., —Uy).
Usecka nulové délky odpovida nulovému vektoru o = (0,0, ...,0).
Takto tedy kartézska mocnina R"”, chapana jako mnozina vSech
vektorid v n-rozmérném prostoru, spolu s pravé popsanou ope-
raci s¢itani vektorti + tvori komutativni grupu (R™, +).

Vedle toho mame jesté moznost kazdy vektor u z n-rozmeérné-
ho prostoru nasobit libovolnym realnym c¢islem r. V této souvis-
losti se ¢isla r» € R nazyvaji skalary. Nasobek r-u nenulového
vektoru u skalarem r je potom vektor rovnobézny s vektorem u,
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jeho délka je |r|-ndsobkem délky vektoru u, a je-li pfitom r > 0,
je tento vektor orientovan souhlasné s vektorem u, zatimco je-li
r < 0, je tento vektor orientovan opacné oproti vektoru u. Je-li
r = 0, pak r-u je nulovy vektor o. Nazorné to vypada takto:

u
u u
r-u
0<r<l1 r>1
Je-li tedy u = (uq, ug, . . ., u,) vektor v n-rozmérném prostoru R"

a je-li r € R libovolné realné cislo, pak nasobek vektoru u skala-
rem 7 je vektor r-u = (r-uy, r-us, . .., ru,) z prostoru R". Timto
zpusobem je zavedena tzv. vnéjsi operace - skalarniho nasobku
pritazujici kazdému ¢islu r € R a kazdému vektoru u € R” néa-
sobek r-u vektoru u skalarem r. Tato vnéjsi operace skalarniho
nasobku méa pak fadu priznivych vlastnosti. Tyto vlastnosti jsou
v obecnéjsSim kontextu podrobné vypsany dale. Mame-li nyni
na zreteli celou takto vzniklou strukturu na mnoziné R", mlu-
vime o vektorovém prostoru (R", +, -) nad télesem (R, +, -) vSech
realnych cisel.

Postoupime-li v procesu zobecnovani a abstrakce jesté dale
a vezmeme-li misto redlnych cisel jakékoliv téleso a misto jeho
n-té kartézské mocniny jakoukoliv komutativni grupu, ktera
bude svazana s danym télesem vnéjsi operaci skalarniho nasobku
majici analogické vlastnosti jako doposud, dostaneme nasledu-
jici obecny pojem vektorového prostoru.



Bud (T, +,-) téleso a bud (V,+) komutativni grupa. Necht
je dale dano zobrazeni

- T'xV — V

pritazujici kazdému prvku s € T a kazdému prvku u € V prvek
s-u € V takovym zpiisobem, ze pro libovolna s,t € Tau,v € V
plati
s-(u+v)=su+sv,
(s+1t)-u=su+tu,
(s-t)-u=s-(t-u),
lu=u.

Pak trojice (V,+,-) se nazyva vektorovy prostor nad téle-
sem (T, +,-).

Prvky mnoziny V se nazyvaji vektory a prvky mnoziny 7" se
nazyvaji skalary. Neutralni prvek grupy (V,+) se znad¢i sym-
bolem o a nazyva se nulovy vektor. Opac¢ny prvek k vektoru
u € V v grupé (V,+) se znadi symbolem —u a nazyva se
opacny vektor k vektoru u. Vektor s-u, kde s € T au € V,
se nazyva skalarni nasobek vektoru u prvkem s.

Symbolem + jsou ve struktufe vektorového prostoru ozna-
¢eny dvé binarni operace, totiz s¢itani + : T'x T — T v télese
(T, +,-) as¢itani + : V x V — V v komutativni grupé (V, +).
Podobné symbolem - je oznacena jednak binarni operace naso-
beni - : T'xT — T v télese (T, +,-) a také vnéjsi operace ska-
larniho nasobku - : T'x V — V| ktera je pak uvadéna v ramci
trojice (V,+,-). Je tfeba mit tuto okolnost na zteteli, i kdyz
nebude moci dojit k nedorozuméni, ponévadz z kontextu bude
vzdy jasné, o kterou operaci pravée jde.

Pro libovolné vektory u, v € V budeme opét synbolem u —v
znacit vektor u+(—v). Pak z vlastnosti operaci ve struktufe vek-
torového prostoru uvedenych az doposud plynou jako dusledky
také nasledujici vlastnosti.



Tvrzeni. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Pak pro libovolné s,t € T'a u,v € V plati

s-(u—v)=su-—sv,
(s —t) -u=su-—tu,
5+ (—u) = (=5) - u = —(s),

sSuU=0 < s=0V u=o.

Dukaz. Jezto (—v)+v =0 a ssv—sv =sv+(—sV)=o0,
dostdvame odtud s- (u—v) = s- (u+ (—v)) + sv — sv =
s-(u+(—v)+v)—sv=su—sv.

Déle ponévadz (—t) +t =0 a t-u—t-u=tu+ (—tu) = o,
dostavame podobné (s —t) -u = (s + (=t)) -u+tu — tu =
(s+(=t)+t)-u—tu=su-—tu.

Ponévadz podle predchoziho s-u+s-(—u) = s- (u+(—u)) =
s-(u—u) = ssu—s-u = o, je vektor s- (—u) opa¢nym vektorem
k vektoru s-u, takze mame s-(—u) = —(s-u). Podobné ponévadz
su+(—s)-u=(s+(—s))-u=(s—s)-u=su—su=o,je
vektor (—s)-u opa¢nym vektorem k vektoru s-u, takze mame
také (—s) - u = —(s-u).

Je-li s = 0, pak podle predchozich poznatkdi mame 0-u =
(0—0)-u=0u-—0u=o. Jeli u = o, pak podobné s-0 =
s-(0—0)=s-0—5-0=o0. Jeli naopak s-u = o a je-li pfitom
s#0,paku=1lu=(s'-s)-u=st-(scuy=s'-0=o0
podle posledniho zjisténi, takze pak u = o.

Dusledek. Ve vektorovém prostoru (V,+,:) nad télesem
(T, +,-) pro libovolny vektor u € V plati

(—=1)u=—u.

Dukaz. Z vlastnosti operaci v pfedchozim tvrzeni a v definici
vektorového prostoru plyne, ze (—1)-u = —(1-u) = —u.



Priklady. Necht (T, +, -) je téleso a necht n je ptirozené ¢islo.
Pak kartézskd mocnina T" = {(s1, S9,...,8,) | S1,82,...,8, €T}
spolu s operaci s¢itani + definovanou po slozkach predpisem
(81,82,...,Sn) + (tl,tg,...,tn) = (81 —|-t1, 59 +t2, ..y Sp —|—tn)
a s vnéjsi operaci skalarniho nasobku - definovanou podobné
predpisem s-(t1,ts, ..., t,) = (s-t1, stg, ..., st,) tvori vektorovy
prostor (7™, +,-) nad télesem (7,+,-). Specidlni ptipad, kdy
télesem (7', +,-) bylo téleso (R, +,-) vSech realnych ¢isel, byl
rozebran v avodu této kapitoly.

(0.1 ygech zobrazeni intervalu (0,1) do

Uvazme mnozinu R
mnoziny R vSech realnych ¢isel. Na této mnoziné definujme ope-

raci s¢itani + pro libovolna f, ¢ : (0,1) — R pfedpisem

(Vz € (0,1)) ((f + 9)(x) = f(z) + g(z))

a dale definujme vnéjsi operaci skaldrniho nasobku - pro libo-
volnda r € Ra f: (0,1) — R predpisem

(Vz €(0,1)) ((r- (=) =7 f()).

Pak (R<0’1>, +. ) je vektorovy prostor nad télesem (R, +, -) vSech
realnych cisel.

Polynomy

Jiny pftiklad vektorového prostoru je tvoren polynomy nad
danym télesem.

Polynomy napftiklad s realnymi koeficienty si predstavujeme
jako vyrazy tvaru

1

ap " + ap_12"" "+ -+ a1x + ag,

kde n € NU{0} a ag,a1,...,a,-1,a, € R jsou koeficienty. Je

ovSem mozné si dale predstavovat, ze takovy polynom ma rovnéz

n—!—l7 xn—&—Z’ -

koeficienty a1, a,19,... U mocnin x . a ze vSechny
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tyto dalsi koeficienty jsou rovny nule. Mtzeme tedy tento poly-
nom vnimat jako smérem doleva nekonec¢ny vyraz

2 1 -1
ot A2+ 12" 4 42" 4 a1 4 -+ arr + ag,

v némz je ale a, 1 = a0 = --- = 0, takze takovy polynom ma
jen konec¢ny pocet nenulovych koficienti. Budeme nadale pouzi-
vat tuto konvenci, aniz to budeme znovu pripominat. Dva poly-
nomy povazujeme za stejné, maji-li koeficienty u vSech mocnin
proménné x stejné.

Tuto predstavu mizeme dale zobecnit tak, ze misto realnych
¢isel budeme brat koeficienty z néjakého obecného pevné daného
télesa (T, 4+, -), pfipadné jesté obecnéji z daného komutativniho
okruhu (R, +,-). Mnozinu vsech polynomt nad komutativnim
okruhem (R, +, ) oznacujeme symbolem R|zx].

Vzpomeneme-li si, jakym zptisobem se polynomy s realnymi
koeficienty secitaji a nasobi, pak pfimocarym zobecnénim pii-
slusnych vzorci na pripad polynomt s koeficienty z obecného
komutativnitho okruhu (R, +,-) dostavame nasledujici definici
seCitani a nasobeni v ramci mnoziny R[z]| vSech polynomu nad
timto okruhem (R, +, -). Tyto operace, aniz by hrozilo nebezpe¢i
zameény, budeme rovnéz znacit symboly +, - .

Bud (R, +, -) libovolny komutativni okruh. Pak pro kterékoliv
dva polynomy

f=apz" + ap 12" 14+ @z +ag a

g =bpa™ + by 2" b by
z R[x] definujeme soucet f+ g téchto polynomi jakoZto polynom
f+g=(ap+bp)z"+ (ap_1+bp_1)x" 4+ -+ (a1 +b1)z +ag+ by,

kde k = max{m,n}. Déale definujeme souc¢in f-g téchto poly-
nomil jakozto polynom

fg=cix’+ 1z + o+ e+ o,

8



kde ¢ = m + n a pro jednotlivé koeficienty cg, c1,co,... mame
co = ag-by, c1 = ag-by +aq-bg, co = ag-bo+ai-b1+as-by, ..., takze
pro kazdy index j € {0,1,2,...,¢} je splnéno

Cj = aO'bj + al‘bj—l + -+ Clj_l'b1 + aj'bo,

éili pro kazdé j € {0,1,2,...,0} je ¢j = S20_ a;-bj_;.
Poznamenejme, ze s takto definovanymi operacemi pak plati:

Tvrzeni. Bud (R,+,-) komutativni okruh. Potom rovnéz
(R[], +, ) je komutativni okruh.

Dukaz. Ovéreni vSech vlastnosti komutativniho okruhu pro
(R[x],+, ) je rutinni zaleZitosti.

Je-li (R,+,-) komutativni okruh, pak okruh (R[z],+,-) se
nazyva okruh polynomu nad okruhem (R, +,-).

Potom polynomy z R[z] tvaru
oz - 4 aer? + a1z + ag,

v nichZz a; = as = --- = a, = --- = 0, se nazyvaji konstantni
polynomy. Takovy konstantni polynom pak lze ztotoznit s prv-
kem ag okruhu (R, +,-). Timto zptsobem je potom komutativni
okruh (R,+,-) vnofen do okruhu polynomu (R[z],+, ).

Necht nyni (7,4, ) je téleso a necht T'[x] je mnoZina vsech
polynomt nad télesem (7', +,-). Pak s vySe definovanymi ope-
racemi + a - na mnoziné 7'[x] mame podle pfedchoziho tvrzeni
komutativni okruh (7'[z], +, ), nazyvany okruh polynomt nad
télesem (7', +, ). Z0zime-li nyni druhou z téchto operaci, tedy
operaci - tak, ze ji ponechame definovanou pouze pro ty dvojice
polynomu f, g € T[z], kde f je konstantni polynom, a tedy f = s
pro jisty prvek s € T, dostaneme tak vnéjsi operaci skalarniho
nasobku prirazujici kazdému prvku s € T" a kazdému polynomu
g € T[z] polynom s-g € T[z]. Podrobnéji, je-li

g =bpa™ + b1z - 4 by + by,
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pak polynom s-g je dan predpisem
§-g = sbypx™ 4 sbyp_12™ 1t 4 - - + sbyx + sby.

Je jasné, ze timto zpusobem z mnoziny 7'[z] vSech polynomu
nad télesem (7, +,-) vznika vektorovy prostor (T'[z],+,-) nad
télesem (7,4, ).

Matice nad vektorovym prostorem

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem (7', +,-) a
necht m,n jsou prirozend ¢isla. Definujeme, co je matice typu
m/n nad timto vektorovym prostorem. Zcela v analogii s diivéjsi
definici matic nad okruhy ¢i télesy takova matice I' vznikne,
kdyz libovolnych m-n prvkia z V naskladame do obdélnikového
schematu o m ftadcich a n sloupcich. Oznac¢ime-li pro kazda
ie{l,...,m}aje{l,...,n} vektor z V lezici v i-tém fadku a
v j-tém sloupci matice I’ jako g;;, pak matici I miiZeme zapsat
v obvyklém tvaru

g11 812 ... 8in
I — g?1 g?z cen g.2n
€n1 8m2 --- Bmn

Strucnéji se tato matice zapisuje zase ve tvaru

I' = (8ij)i=1,...m.j=1,.n

anebo jen ve tvaru I' = (g;;) s udanim, ze jde o matici typu m/n
nad vektorovym prostorem (V,+,-).

Pro matice nad vektorovymi prostory je mozno obdobné jako
pro matice nad okruhy definovat operaci sé¢itani matic. Bud opét
(V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Pak pro libo-
volné dvé matice I' = (g;;) a © = (h;;) téhoz typu m/n nad
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timto vektorovym prostorem definujeme jejich soucet I’ + ©
jako matici I = (p;;) typu m/n, kde pro kazda i € {1,...,m}
a je{l,...,n} je pij = gij + h;;. To znamena, ze lze psat,
ze '+ 6 = (gij + hij).

Déle pro libovolnou matici I” = (g;;) typu m/n nad zmi-
nénym vektorovym prostorem (V,+,-) a pro libovolny prvek s
z télésa (T,+,-) definujeme skalarni nasobek s-I" matice I’
prvkem s jako matici T = (u;;) typu m/n, kde pro kazda
ied{l,...,m} a je{l,...,n} je u; = s-g;;. Takze lze psat,
ze s-I' = (s5-8ij).

Navic mtzeme k dané matici I' = (g;;) nad zminénym vekto-
rovym prostorem uvazovat k ni opaénou matici —I" = (—g;;).
Z, drive uvedenych vlastnosti vektorovych prostori pak plyne,
ze tuto opac¢nou matici lze poridit jako skalarni nasobek ma-
tice I' prvkem —1 télésa (7', +,-), takze mame —I" = (—1)-I.
Pak ovsem plati I" + (—I") = {2, kde {2 je nulovd matice nad
danym vektorovym prostorem, jejiz vSechny prvky jsou rovny
nulovému vektoru o.

Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7, +,-), pak
oznac¢ime-li symbolem Mat,,,,(V) mnozinu v8ech matic typu m/n
nad timto vektorovym prostorem, vidime, Ze vysSe zavedené sci-
tani takovych matic je binarni operaci na mnoziné Mat,,, (V).
Dale vyse zavedené skalarni nasobeni téchto matic prvky télesa
(T, +, ) je vnéjsi operaci, tedy zobrazenim kartézského soucinu
T x Mat,,,(V) do mnoziny Mat,,, (V). Z vlastnosti vektorového
prostoru (V, +,-) je pak zfejmy nésledujici fakt.

Tvrzeni. (Mat,,,(V),+,-) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +,-).

Necht opét (V, +, -) je vektorovy prostor nad télesem (7, +, -).
Rozsifime nyni vnéjsi operaci skalarniho nasobeni vektoru skala-
rem v tomto vektorovém prostoru na operaci souc¢inu dvou matic
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vhodnych typ1, z nichz prvni bude obycejna matice nad télesem
(T, +, ), zatimco druhé bude matice nad vektorovym prostorem
(V,+,-). Takze pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad
(T',+, -) apro libovolnou matici I" = (g;) typun/pnad (V,+, )
definujeme jejich souc€in A - I jako matici © = (hy;) typu m/p
nad (V,+,),kde prokazdai € {1,2,...,m} a k€ {1,2,...,p}
klademe

hi, = ai1 - 81k + @iz - Gk + - + Qi - G-

Rozdil oproti obycejnému nasobeni dvou matic nad télesem
(T, +,-) tedy spoc¢iva v tom, Ze zde je operace sou¢tu v (T, +, -)
nahrazena operaci souctu ve (V, +, -) a operace souc¢inu v (7, +, -)
je nahrazena vnéjsi operaci skalarniho nasobku ve (V, 4+, ).

Podobné primocare jako pro obvyklé nasobeni matic se ukaze,

ze i toto nasobeni matic je asociativni v nasledujicim smyslu:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A typu m/n, pro libovol-
nou matici B typu n/p, obé nad télesem (7', 4+, -), a pro libovol-
nou matici I" typu p/q nad vektorovym prostorem (V,+,-) nad
timto télesem plati

A-(B-I')=(A-B)-I.
Obdobné toto nasobeni matic je distributivni vici s¢itani:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A typu m/n nad télesem
(T, +,) a pro libovolné matice I" a ©, obé typu n/p nad vek-
torovym prostorem (V,+,-) nad timto télesem, plati

A-(IF+0)=AT + AO.

Pro libovolné matice A a B, obé typu m/n nad télesem (7', +, -),
a pro libovolnou matici I” typu n/p nad vektorovym prostorem
(V,+,-) nad timto télesem plati

(A+B)-I'=AT +BT

12



Kvli pozdéjsimu pouziti z notacnich divodi definujeme rov-
néz soucin matice nad vektorovym prostorem a matice nad pii-
slusSnym télesem skalari v tomto uvedeném poradi. Necht tedy
znovu (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem (7, +,:). Pro
pro libovolnou matici A = () typu m/n nad (V,+,-) a pro
libovolnou matici B = (b;) typu n/p nad (T, +,-) definujeme
souéin A- B jako matici IT = (p;) typu m/p nad (V,+, ), kde
pro kazda i € {1,2,...,m} a k€ {1,2,...,p} klademe

Pit = b1 - £i1 + 0o - fio + - - - + b - £

Pro uvedeni tohoto nésobeni do souvislosti s nasobenim ma-
tic definovanym vysSe je na misté jesté doplnit, Ze analogicky
jako pro matice nad okruhy ¢i télesy, také pro matice nad vek-
torovymi prostory lze definovat pojem transponované matice.
Budeme pritom pro tyto transponované matice uzivat stejného
oznaceni jako pro transponované matice k maticim nad okruhy
¢i télesy. Pak z predchozich dvou definic soucinti matic plynou
nasledujici rovnosti. Poznamenejme, Ze v nich vystupuji tytéz
matice I', A a A, B jako ve zminénych definicich.

(A-I)' =1"- AT, (A-BY =B"- A"

Rovnéz pro nasobeni matic zavedené ve druhé definici plati
analogie predchoziho tvrzeni o asociativité tohoto nasobeni:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici I" typu m/n nad vektoro-
vym prostorem (V,+,-) nad télesem (7', +,-), pro libovolnou
matici A typu n/p nad télesem (7,4, -) a pro libovolnou matici
B typu p/q nad télesem (T, +,-) plati

I (A-B)=(I"-A)-B.
Dikaz. Staci, kdyz dokédzeme rovnost
(I'-(A-B))' =((I'-A)-B) .
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S vyuzitim druhého z pfedchozich vztahii s transponovanymi
maticemi a s pouzitim asociativity nasobeni matic zavedeného
v prvni definici ovSem vychazi
(I (A-B) =(A-B)"-I'"=(B"-A").T'" =

=B (A"-I'"Y=B'-(I' ' A)' =(I-4)-B)".

Obdobné lze ukazat, ze i toto druhé nasobeni matic je z obou
stran distributivni vii¢i s¢itani matic.
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