Vektorové podprostory, linearni nezavislost,
baze, dimenze a souradnice



Vektorové podprostory

K mnozina realnych nebo komplexnich &isel,
U vektorovy prostor nad K.

Linearni kombinace vektorl uy, uo,...,ux je vektor tvaru
ajuy + aus + ... agly,

kde a1, a, ... ax € K.

Definice

Neprazdnou podmnozinu V C U nazveme vektorovym podprostorem
prostoru U, jestlize

(1) provSechnau,ve Vjeu+veV,

(2) provSechnaaceK,ue Vjeaue V.



Vlastnosti a priklady vektorovych podprostoru

Vlastnosti:

(i) Ui, uz,...,ux € V,pak K. qu; e V.
(i) oe V.
(iii)y Kazdy podprostor je vektorovy prostor.

prochazejici potatkem, R3.
(6) Pranik podprostoru je podprostor.



Linearni obal vektoru

Definice
Linearni obal mnoziny vektord {u1, us, ..., ux} C U je mnozina

[ug, Uy, ..., ux] ={aius + als + -- -+ axx € U; ay,a,...,a € K}.
Pro prazdnou mnozinu [@] = {o}.

Lemma
Linearni obal kone¢né mnoZiny vektort z U je vektorovy podprostor.

5 s W k
Dikaz: u,v € [uy,Uz,...,ux] znamend, ze u = >, _, aju;,
v =%, bu,. Potom

k
u+v=> (a+b)uicluy,uz,. .. uy,
P
K
au = Zaa,-u,- € [us, Up, ..., UK.
i=1



Linearni obal — Uloha

Lze definovat linearni obal nekone¢né mnoziny. Je to opét vektorovy
podprostor. Prakticky budeme pocéitat jen s linearnimi obaly
koneé&nych mnozin.

Kdy je dany vektor v prvkem [uy, Uo, . . ., ux]? Pravé kdyz rovnice

xXiuy + Xolo + -+ -+ XU =V

0 neznamych xi, X2, . . ., Xx ma néjaké reseni.

Priklad
U prostor realnych matic 2 x 2. Je

69l D6k

Rovnice x; G) ?) + Xo (? ?) = (; i) vede na soustavu

X1 =1, 2x1 +2x0 = 2, Xo = 3, X1 + Xo = 4, kterd nema reSeni.



Linearni nezavislost vektorl

Vektory uq, Us, ..., Uy € U jsou linearné zavislé, existuje-li k-tice
(X1, Xo,...,%) # (0,0,...,0) z KX takova, Ze

() X1Uq + Xolo + - - - + XcUx = 0.
Jinymi slovy: Rovnice (&) 0 neznamych x1, Xz, . .., Xx Ma netrivialni
(= nenulové) feseni.

Priklad
U1 = (1727 1)! u2 = (13_171); u3 = (370,3) S RS jSOU ”neérné
zavislé, nebot 1 - uy +2 - up + (—1) - uz = o.

Definice

Vektory uq, us, ..., ux € U jsou linearné nezavislé, jestlize rovnice
(&%) ma pouze trivialni feSeni x; = xo = --- = x, = 0.

Jinak:

X{Uy + Xolo + -+ XUy = 0 = Xy =Xo=---= X = 0.



Jak si pfedstavit linearni zavislost

Lemma
Vektory uy, Us, . .., ux € U jsou linearne zavislé, pravé kdyZz Ize jeden
z nich vyjadfrit jako linearni kombinaci ostatnich

u=au+---+ 8- 1Uj_1+ 81Uj1 + ... aclg.

Dikaz: < Necht uy = axts + - - - + axu,. Potom
(—Nuy+auz+---+akux =0

a koeficient u uy je nenulovy.
= Necht uy, uo, ..., Uy jsou linearné zavislé. Pak

X1Uy + Xolo + -+ - + Xkl = O

a néktery koeficient je rlizny od 0, nap¥. xy. Proto

k k

xiuy = Z(—X,’)U,‘ = Uy = Z(—ﬁ)u;.

=2 i=2



Geometricka predstava

» Jediny vektor uy je linearné nezavisly, prave kdyz uy # o.

» Dva vektory uy, U, jsou linearné nezavislé, pravé kdyz jeden
neni nasobkem druhého.

» Geometrickd predstava v R3: Dva lin. nezavislé vektory uy, us
uréuji rovinu. Kazdy vektor us lezici v této roviné je s nimi
linearné zavisly. Kazdy vektor nelezici v této roviné je s nimi lin.
nezavisly.

Priklad

Zjistéte, zda vektory uy = (1,2,1,0)7, uo = (1,1,-1,2)7,

us = (1,0,1,1)" € R*jsou linearné zavislé.

Rovnice x1(1,2,1,0)7 + x2(1,1,—1,2)7 + x3(1,0,1,1)™ = (0,0,0,0)
dava homogenni soustavu

X1 + X + X3 =
2x1 + X
22 + x3 = 0

Il
oo



Baze kone¢nédimenzionalniho prostoru

Vektory uq, uo, .. ., u, generuji prostor U, jestlize
[uy,up, ... ,ug = U.
Jinymi slovy: kazdy vektor u € U Ize psat jako linearni kombinaci
U=ajuy + apuz + - - + apl,.
Vektorovy prostor se nazyva konecnédimenzionalni, jestlize je

generovan néjakou kone¢nou mnozinou vektor(.

Definice
Baze konecnédimenzionalniho prostoru U je posloupnost vektor
(Ui, U, ..., uy) takova, ze

(1) vektory uy, uo, ..., u, generuji U,
(2) vektory uq, us,. .., u,jsou linearné nezavislé.



P¥iklady

R® e =(1,0,0)7, &2 =(0,1,0)", 3 =(0,0,1)" je baze
R3. Rikame ji standardni.
u; =(1,0,1)7, u, = (0,1,1), u3 = (0,0, 1) je jina baze
RS,
Rs3[x] prostor realnych polynomi v proménné x stupné < 3.
Ma bazi (1, x, x2, x3).
C[0, 1] prostor spaojitych realnych funkci na intervalu [0, 1] neni
koneé&nédimenzionalni prostor.
Nasi snahou bude dokazat, ze kazdy kone¢nédimenzionalni prostor

ma bazi a Zze kazdé dvé baze takového prostoru maji stejny pocet
prvku.



Vybér linearné nezavislych generatoru

Véta

Necht vektory vy, va,..., vk € U jsou linearné nezavislé a necht
vektory uq, us, ..., u; € U jsou libovolné. Potom Ize z druhého
seznamu vektort vybrat vektory u;,, u;,, ..., u; tak, ze

(1) vektory vy, Vo, ..., Vi, Ui, U, ..., U; jsou linedrné nezavislé,
(2) [V, Vo, Vi Uj Uy, U] = [V, Vo, Vi Uy U, U]
Dusledek

V kone¢nédimenzionalnim prostoru U Ize kazdy seznam linearné
nezavislych vektor doplnit na bazi. Specialné, v U existuje baze.



Dukazy
Dlkaz dasledku: vi, va,. .., Vg linearné nezavislé.
U ma konec&nou dimenzi, tedy existuji uq, us, ..., u;
[U1,U2,...,U/] =U.

Podle pfedchozi véty Ize vybrat indexy i, io, . . . , iy tak, ze vektory
Vi,Va,..., Vi, Ui, U, ..., U, jsoulinedrné nezavislé a

Vi, Vo, ..., Vi, Ui, Ujy, .. U] = [V, Vo, .. Vi, Ug, U, ., U
2 [u1au23"'7ul]] = U
Tedy v1, Va,..., Vi, Ui, U, ... U tvofi bazi prostoru U.

Specialné seznam vektorll v mlze byt prazdny a bazi Ize vybrat ze
seznamu generatorq.

Dlkaz véty se provadi indukci podle Cisla n, tj. poCtu vektor( u.



Algoritmus pro predchozi vétu v K”

Méjme vektory uq, us, ..., u; € K". Chceme z nich vybrat seznam
linearné nezavislych vektort se stejnym linearnim obalem:

[U,’1,U,'2,. . .,U,’,] = [u1, u,..., U/].
Algoritmus: ZapiSeme vektory uy, us, . .., u; jako sloupce matice.
Provedeme fadkové Upravy této matice na schodovity tvar. V ném
uréime sloupce i, o, . . . , iy, v nichz lezi vedouci koeficient nékterého
fadku. Vektory u;,, u,,, ..., u; maji vySe pozadovanou vlastnost.
Ptiklad:
1 [ ] [ ] [ ]
0 2 o o
(U1 U, us U4)M 00 0 1
0 00O

Hledané vektory jsou uy, us, uy.



Zduvodnéni algoritmu na prikladu

1 o o @
0 2 o o
(ur e us w)~ g o g
0 00O

uq, Uo, Uy jsou lin. nezéavislé, nebot soustava xq Uy + XUz + X4Us = O
ma pouze trivialni feSeni.

— o e

(U1 u- U4) ~>

[eNeNe R
SO e
o

us je linearni kombinaci pfedchozich vybranych vektorl uy, us.
Soustava xj Uy + xoU> = U3z ma totiz reSeni

(U1 U2‘U3)f\/>

OO O —
OO MNNe
OO e o



Steinitzova véta

Nasledujici véta nam umozni dokazat, ze kazdé dvé baze prostoru U
maji stejny pocet vektoru.

Véta (Steinitzova)
Necht vy, Va,..., vk € [Ug, U, ..., up] C U. JestliZe jsou vektory
V1, Va,..., Vg linedrné nezavislé, pak k < n.

Provedeme nepiimy dikaz. Misto implikace p = g, budeme
dokazovat implikaci non g = non p.

Vyrok p: "Vektory vy, Vs, ..., Vi jsou linearné nezavislé.”
Vyrok q: "k < n”



Dikaz Steinitzovy vety — 1. cast

Necht k > n. Kazdy z vektor(i v; je linearni kombinaci vektord

uy,u,..., Uy,

a
Vi = ayly + agiua + - - - + apily = (U1, Uz, . .., Up) az’
apj

Pro vSechny vektory to mizeme zapsat takto:
a2 ... Ak
(Vi Voo V) = () | 2T
ant dp2 ... @apk

Matice A = (a;) méa ntadkud a k sloupcd. Uvazujme homogenni
soustavu rovnic Ax = 0 s neznamou x € KX,



Dikaz Steinitzovy vety — 2. cast

Matice A ma vice sloupcl (k) nez fadkul (n), takze po Upravé na
schodovity tvar existuje sloupec (j-ty), v némz nelezi vedouci
koeficient Zadného fadku. Tedy pfi feSeni mizeme neznamou x;
zvolit libovolné, napfiklad riiznou od 0. Tedy soustava ma netrivialni

fedeni (X1, Xz, ..., Xx) € KX. Potom
Xi
X2
XtVi+XoVo + -+ X Vi = (Vy, Vo, ..., Vi)
Xk
=[(u, Uz, ...,up) - AlXx = (U1, Uz,...,Up) - [A-X]
0
0
:(u17u27~~;un) =o.
0

Tedy vektory vq, Vo, ..., Vi jsou linearné zavislé.



Duisledek Steinitzovy véty a definice dimenze

Dusledek

Jsou-li (uq, Uz, ..., up) a(vy, va,..., v dvé baze vektorového
prostoru U, pak n = k.

Dikaz:

Vektory (v1, Vo, ..., Vi) jsou linedrné nezavislé a lezi v
U=[uy,uy,...,ug. Podle SVje k < n.

Vektory (uq, Uy, ..., U,) jsou linearné nezavislé a lezi v
U=[vy,vz,...,vk]. Podle SV je n < k.

Tedy k = n.

Definice

Necht U je koneénédimenzionalni vektorovy prostor nad K. Poget
prvkd néjaké baze se nazyva dimenze prostoru U nad K, oznaceni

dimg U.



Dimenze konkrétnich prostoru

dimg K" = n Tento prostor ma bazi ey, ez, ..., e,, pfitom
e; je vektor, ktery ma na i-tém misté 1, vSude
jinde nuly.
dimgx Kn[x] = n+ 1 Béaze tohoto prostoru je (1, x, x2,...,x").

dimg C = 2 Baze vektorového prostoru C nad R je
napriklad tvorena dvéma komplexnimi Cisly 1
ai.
dimg Matx«n(K) = n- k Najdéte néjakou bazi!



Ctyfi uziteéné véty o dimenzi — prvni dvé o bazi

Prvni véta
Necht dimg U = n. Jsou-li vektory vy, va, ..., v, linearné nezavislé,
pak tvofi bazi prostoru U.

Dlkaz: Jiz vime, Ze kazdy seznam linearné nezavislych vektor( Ize
doplnit na bazi. Ta bude mit n prvkld. K vy, va,. .., v, neni tedy
potfeba pridavat zadny dalsi vektor.

Druha véta
Necht dimg U = n. Jestlize vektory uq, U, ..., u, generuji U, pak
tvofi bazi prostoru U.

Dlkaz: Z danych vektorl uy, us, . .., u, Ize vybrat linearné nezavislé
se stejnym linearnim obalem. Ten je roven U. Proto vybrané vektory
tvori bazi. Ta musi mit n prvkd. Je tedy tvofena vSéemi vektory
uy,us,...,Up.



DalSi dvé o podprostorech

Treti veta
Necht V je podprostor v kone¢nédimenzionalnim vektorovém
prostoru U nad K. Potom ma V konec€nou dimenzi a plati

dimg V < dimg U.

Dukaz: Necht dimg U = n. Kdyby V nebyl generovan koneénym
poctem vektorl, dostaneme postupné posloupnost vy, Vo, ..., Voiq

€ V lin. nezavislych vektort ve V, tudiz i v U. To je vSak ve sporu se
Steinitzovou vétou. Tedy V je kone¢né dimenze a ma proto bazi

Vi, Va,..., Vg Tento seznam linearné nezavislych vektord Ize doplnit
na bazi prostoru U. Tedy dimg V = k < n=dimg U.

Ctvrta veta

Necht V je podprostor v koneénédimenzionalnim vektorovém
prostoru U nad K. Jestlize dimg V = dimg U, pak V = U.

Dlkaz: Necht dimg U = n = dimg V. Necht vy, vo, ..., v, je baze
podprostoru V. Tyto vektory jsou linearné nezavislé v U, a proto
podle Prvni véty tvofi bazi prostoru U. Tedy V = [vy, va,..., v, = U.



Souradnice vektoru

Véta

Necht U je vektorovy prostor kone¢né dimenze. Posloupnost vektor(
Ui, Us, ..., Uy, je baze prostoru U, pravé kdyz kazdy vektor u € U Ize
psat pravé jednim zplsobem ve tvaru

(W) U=aius+ alx +--- + apup.

Dlkaz provedeme na tabuli.

Definice
Necht o = (uy, Uz, ..., u,) je baze prostoru U. Kazdy vektor u ¢ U
Ize psat ve tvaru (#). n-tici koeficientll (ay, a, . . ., ap) nazyvame

soufadnice vektoru u v bazi o a zapisujeme ve tvaru sloupce

a
(u)a: 2 eK”? u:(u17u27"'7un)

an an



P¥iklady

Priklad
=(1,x —1,(x — 1)? je baze prostoru polynomt Rz[x]. Polynom
x? + x — 1 ma v této bazi soufadnice

1
(XP+x—1)y = (3)
]

nebot x2 +x —1=1-1+3-(x—1)+1-(x—1)>2

Priklad
Bazi s = (eq, ey,...,e,) vektorového prostoru K" nazyvame
standardni bazi. Pro kazdy vektor x € K" plati

X = = X1€1 + Xo€2 + - - - + Xp€n, (x)e =



Prirazeni souradnic jako zobrazeni

Kazda baze a v prostoru U nad K dimenze n definuje zobrazeni
( )a: U— K", které vektoru pfifazuje jeho soufadnice v bazi «. Toto
zobrazeni je bijekce a navic plati

(U+ V)a = (u)a + (V)aa
(au)s = a(U)q.

Dukaz je jednoduchy disledek definice soufadnic.



Prdnik a soucet podprostor(

Véta
Pranik libovolného poctu vektorovych podprostor( prostoru U je opét
podporostor v U.

Pozor! Sjednoceni vektorovych podprostort neni obecné vektorovy
podprostor. Najdéte priklad!

Misto sjednoceni pracujeme v linearni algebfe se souctem
podprostord.

Definice
Necht V, W a V; jsou vektorové podprostory v U. Definujeme

V+W={v+welU veV, we W},
Vit Vot -+ Ve={vi+Vvat+---F+vieU v,e Vi

Véta
Soucet vektorovych podprostord je opét podprostor.



Direktni soucet

Priklad
U=R, V ={(x1,X,x3,X) €R* X1 + X2 + X3 + X4 = 0},
W = {(0, y2,0, y4) € R*}. Potom V + W = R*, nebot

(X1, X2, X3, X4) = (X1, X2, X3, —X1 — X2 — X3) + (0,0, 0, X1 + X2 + X3 + X4)
eV+W.

Definice
Soucet podprostortl V + W se nazyva direktni, jeslize VN W = {o}.
Direktni soucet zapisujeme V & W.

Souget v pfikladu neni direktni, nebot (0,1,0,-1) € VN W.

Véta

Soucet podprostortl V + W je direktni, pravé kdyz kazdy vektor
ucV+Wilzepsatvetvaruu=v+w,v eV, we W,pravé jednim
zplsobem.



Véta o dimenzi souctu a praniku
Predchozi tvrzeni umoznuje definovat direktni soucet vice
podprostord takto:

Definice

Necht k > 2. Souget podprostorti V4 + Vo + - - - + Vi je direktni,
jestlize kazdy vektor u € Vi + Vo + - - - + V Ize psét ve tvaru
U=Vqi+ Vot -+ Vg, V; € V;, pravé jednim zplsobem.

Priklad

Necht V = [vq, Vo, ..., vk], W = [wq, wo, ..., w)]. Potom
V+W=1[vi,Vo,..., Vi, W1, Wo,..., W]

Kazdy vektor z V + W je totiz souCet ZL au; + 2;21 bjw;.

Véta

Necht V a W jsou podprostory ve vektorovém prostoru U konecné

dimenze nad K. Potom

dimz V + dimg U = dimg(V N U) + dimg(V + W).
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