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UVOoD

Tento ucebni text je urcen pro predmét M1125 Zaklady matematiky, ktery je
povinnym predmeétem v bakalafském studijnim programu Matematika, studijnich obo-
rech Matematika se zamérenim na vzdélavani a Matematika pro viceoborové studium
na prirodovédecké fakulté Masarykovy Univerzity v Brné. Jedna se o tvodni jedno-
semestralni kurz, ktery je doporucen absolvovat v 1.semestru studia.

Predmeét Zaklady matematiky je ve vyse uvedenych studijnich oborech tvodnim
matematickym kurzem, jehoz cilem je zopakovat a rozsirit stfedoskolskou latku z ma-
tematiky a nasledné probrat nékterd dalsi témata, zejména algebraického charakteru.
Dalsim cilem kurzu je pokud mozno ”srovnat” matematické znalosti studentt, kteri
prichéazeji z rtiznych stfednich skol, mnohdy s riiznou trovni a intenzitou vyuky mate-
matiky. Z tohoto divodu je vyklad orientovan spise na studenty s chatrnéjsimi ma-
tematickymi znalostmi. OvSem i u téchto studentti se predpoklada, ze vlastni pili
svoje pripadné nedostatky ve stfedoskolskych znalostech matematiky zaceli. Ptehled
stfedoskolského uciva z matematiky je mozno nalézt napriklad v publikaci ” Odmaturuj
z matematiky”, autorti P. Cermaka a P.Cervinkové, kterou vydalo nakladatelstvi Di-
daktis (druhé, opravené vydani v roce 2003). Tuto nebo podobnou knizku by si méli
poridit vsichni studenti, kteri citi, ze v jejich stfedoskolskych matematickych znalostech
jsou mezery.

Ucebni text predpokladd pouze elementarni znalosti zédkladnich matematickych
pojmil a jejich vlastnosti, vyucovanych na kazdé stfedni skole. V textu je uzivana
bézna symbolika zndma ze stfedni Skoly. Nové zavadénd oznaceni jsou v textu vzdy
radné vysvétlena. Vzhledem k tomu, ze pro mnohé ¢tenare muze byt tento text prvnim
matematickym textem, kterym se budou opravdu vazné zabyvat, je vyklad veden co
mozné nejpodrobnéjsi a nejelementarn€jsi formou. Témeér vsSechna tvrzeni jsou po-
drobné dokazovana s cilem, aby si ¢tenar dobfe osvojil zakladni matematické postupy
a dovednosti, které bude nasledné béhem dalsiho studia mnohokrat pouzivat. Konec
dikazu je v textu opticky oznacen symbolem B, umisténym na konci radku.

Pro oznacovéani zékladnich ¢iselnych mnozin jsou v textu pouzity nasledujici stan-
dardni symboly:

N ... mnozina vSech pfirozenych cisel
/ mnozina vsech celych cisel

Q ... mnozina vSech racionalnich cisel
R mnozina vSech redlnych cisel

C mnozina vSech komplexnich ¢isel.



I. OPAKOVANI A DOPLNENI STREDOSKOLSKE LATKY

1. Zakladni logické pojmy.

V matematice se zabyvame studiem vlastnosti riznych objektii a vztahti mezi nimi.
K oznacovani matematickych objektti uzivame rtiznych symbolt. Neékteré z nich maji
pevny vyznam a nazyvame je konstanty (napiiklad symboly 1, m, v/2, atd.). Jiné sym-
boly takovy pfesné stanoveny vyznam nemaji, ale mizeme za né konstanty vhodnym
zpusobem dosazovat a nazyvame je proménné. U proménnych musi byt vzdy vymezeny
ty objekty, které je mozno za proménné dosazovat (napfiiklad ”prirozené cislo z”,
"primka p”, atd.).

Vyrok je sdéleni, o némz mé smysl Fici, Ze je pravdivé nebo nepravdivé. Hovorime
pak o pravdivém vyroku nebo nepravdivém vyroku. Naptiklad sdéleni ”Praha md vice
neZ tisic obyvatel” je pravdivym vyrokem, zatimco sdéleni ”Cislo sedm je sudé” je
nepravdivym vyrokem. Mze se také stat, ze dané sdéleni je vyrokem, o némz vsak mo-
mentalné neumime rozhodnout, zdali pravdivym ¢i nepravdivym. Takovym je napiiklad
vyrok “Mimo nasi slunecni soustavu ziji myslici bytosti”.

Kazdému vyroku V se pfifazuje jeho pravdivostni hodnota p (V') takto: je-li vyrok
V pravdivy, klademe p (V) =1 a je-li vyrok V nepravdivy, klademe p (V) =0

Logické spojky nam umoznuji z jednotlivych vyroki tvorit dalsi vyroky. Nejbéznéji
se pouzivaji néasledujici logické spojky, které maji své ustalené nazvy i oznaceni, jak je
uvedeno v nasledujici tabulce (kde A, B zna¢i libovolné vyroky).

Nézev logické spojky Oznaceni Slovni vyjadreni
negace -A negace A
konjunkce ANB AaB
disjunkce AV B A nebo B
implikace A= B A implikuje B
ekvivalence A& B A pravé kdyz B.

Kazdou z uvedenych logickych spojek popiseme nyni tak, ze uvedeme, jaké pravdi-
vostni hodnoty pfifazujeme vyroku, utvofenému s jeji pomoci (v zavislosti na pravdi-
vostnich hodnotach vychozich vyrokt A, B). Vznikne tak tzv. tabulka pravdivostnich
hodnot, kterd ma pro negaci dva fadky a pro ostatni uvedené logické spojky c¢tyri radky.

p(A)| p(-4) p(A) p(B) | p(ANB) | p(AVB)|p(A= B)|p(A+ B)
1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 10 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1




Rozeberme si nyni podrobnéji jednotlivé logické spojky.

Negace libovolného vyroku A se da bez problému spravné vytvorit obratem “nent
pravda, Ze A”. Tato formulace byva vsak casto jazykové ponékud kostrbata, a proto se
snazime i v matematice tvorit negace bez uziti tohoto obratu. Naptiklad misto "nent
pravda, Ze cislo 7 je delitelné tremi” fekneme radéji “cislo 7 nent délitelné tremi”.

Konjunkce vyroki piisobi obvykle nejméné potizi. Z tabulky vidime, ze vyrok AA B
je pravdivy jediné v pripadé, ze oba vyroky A, B jsou pravdivé.

Disjunkce A V B je pravdivd, je-li pravdivy alespon jeden z vyroku A, B (to jest
jeden, druhy nebo oba dva). Zde tedy pfi pouziti spojky “nebo” dochézi nékdy k od-
chylce od bézné hovorové feci, v niz se spojka "nebo” velmi casto pouziva ve smyslu
vylucovacim (”Budu doma nebo ve skole”).

Implikace A = B je nepravdiva pouze v ptipadé, kdyz vyrok A je pravdivy a
vyrok B je nepravdivy. Ve vsech ostatnich ptfipadech je implikace pravdiva. Je nutné si
zejména dobre uvédomit, ze implikace A = B je vzdy pravdiva v pripadé, kdyz vyrok
A je nepravdivy (a to bez ohledu na pravdivostni hodnotu vyroku B).

Je-li implikace A = B pravdiva, pak fikame téz, ze A je dostatecna podminka pro
B a déle fikame, 7e B je nutna podminka pro A.
Ekvivalence A < B je pravdiva pravé v pripadé, ze oba vyroky A, B maji stej-

nou pravdivostni hodnotu, tzn. jsou oba soucasné pravdivé nebo soucasné nepravdivé.
Vyroky A, B se pak téz nazyvaji ekvivalentni vyroky.

V matematickych tvahach mtizeme tedy dany vyrok nahradit jinym vyrokem, ktery
je s nim ekvivalentni. Velmi c¢asto se jedna o negaci konjunkce dvou vyrokid a negaci
disjunkce dvou vyrokt, pro které plati:

(-(AAB)) je ekvivalentni s ((=A) vV (=B))
(=(AVB)) je ekvivalentni s ((mA) A (mB)).

O tom, ze dané vyroky jsou skutec¢né ekvivalentni, se miizeme presvédcit pomoci tabulky
pravdivostnich hodnot téchto vyroki. Utvorme takovou tabulku pro prvni z uvedenych
vztaht.

p(4) p(B) | p(AAB) | p(=(AADB)) | p(=4) | p(=B)) | p(-A V-B)
11 1 0 0 0 0
10 0 1 0 1 1
0o 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

Pro druhy vztah se odpovidajici tabulka pravdivostnich hodnot vytvoii analogicky
(udélejte si sami!).



Podobnym zptisobem lze ukazat, ze ekvivalenci dvou vyrokt je mozno vyjadrit pomoci
konjunkce obou implikaci téchto vyroki, tzn.

(A < B) je ekvivalentni s ((A= B) AN (B=A))
coZ je mozno opét ovérit pomoci prislusné tabulky pravdivostnich hodnot.
Dalsi dilezity vztah, ktery budeme v dalsim velmi casto vyuzivat se tyka implikaci.
Plati totiz:
(A = B) je ekvivalentni s ((=B) = (—4))
tzn. implikace A = B je z logického hlediska totéz co implikace =B = —A. Pravdi-

vost tohoto tvrzeni okamzité vyplyva z nize uvedené tabulky. Poznamenejme jesté, ze
implikaci =B = - A se fikd obména implikace A = B.

p(A) p(B) | p(A=B) | p(=B) | p(=4)) | p(=B = —4)
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Podobnym zptisobem se d& odvodit ekvivalentnost celé fady vyroki slozenych ze
t¥ vyroktu A, B, C. Pro ilustraci uvedme dvé dvojice ekvivalentnich vyroki, s nimiz se
pri logickych tvahach pomérné casto setkdvame. Plati:

((A N (BV(Q))) je ekvivalentni s ((ANB) Vv (ANC)))
(A Vv (BAC)))  jeekvivalentni s ((AVvB) N (AV())) .

Ekvivalentnost uvedenych dvojic vyroki se dokéze stejnym zptisobem, jako diive, tzn.
pomoci tabulky pravdivostnich hodnot, ktera v tomto pfipadé bude mit osm radk.
Sestavime tuto tabulku tentokrat pro druhou dvojici vyrokd. Pro prvni dvojici se
sestavi analogicky (provedte si sami!).

p(A) p(B) p(C) | p(BAC) | p(AV(BAC)) | p(AVB) | p(AVC) | p((AVB)A(AVC))
11 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
0o 1 1 1 1 1 1 1
0o 1 0 0 0 1 0 0
0o 0 1 0 0 0 1 0
0o 0 0 0 0 0 0 0
* * *

Vsimnéme si, ze sdéleni obsahujici né€jakou proménnou, napiiklad “celé cislo x
je vétsi nez 5”7, neni vyrokem. Z tohoto sdéleni se stane vyrok (at uz pravdivy, ¢
nepravdivy) teprve tehdy, az za proménnou x dosadime néjakou konstantu z prislusné
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mnoziny, z niz mizeme konstanty volit, v nasem pripadé tedy néjaké konkrétni celé
¢islo. Pritom je zifejmé, ze takovéto sdéleni miize obsahovat pripadné i vice proménnych,
napiiklad: "realné cislo x je mensi neZ redlné cislo y” obsahuje dvé proménné z,y .

Sdéleni obsahujici proménné, z néhoz se stane vyrok teprve po dosazeni (pfipust-
nych) konstant za pfislusné proménné, se nazyva vyrokova funkce.

Z vyrokové funkce mizeme tedy utvorit vyrok tim, ze za vSechny proménné dosa-
dime (pfipustné) konstanty. Dalsi moznosti, jak z vyrokové funkce utvorime vyrok je
tzv. kvantifikace proménnych. Ta spociva v tom, ze néjakym zptsobem udame pocet
objektti, pro néz z vyrokové funkce obdrzime vyrok. Ta ¢ast vyroku, v niz je tento
pocet udavan, se nazyva kvantifikator. Prikladem kvantifikdtori jsou obraty: “kaZdy”,
"nejvyse jeden”, "alespon jeden”, "prdavé jeden”, "prdavé ctyri”, “nekonecné mnoho”,
“konecné mnoho”, atd.

Konkrétné, z vyse uvedené vyrokové funkce ”celé ¢islo x je vétsi neZ 5”7 je mozno
napiiklad utvorit nasledujici kvantifikované vyroky:

“alespori jedno cel€ cislo je vétsi nez 57 (pravdivy vyrok)
"nejvyse jedno celé cislo je vetsi nez 5” (nepravdivy vyrok)
"kazdé cel€ cislo je vétsi nez 5”7 (nepravdivy vyrok).

Poznamenejme jesté, ze nekteré kvantifikatory mizeme vyjadiit nékolika riznymi
slovnimi obraty se stejnym vyznamem. Napftiklad misto “alesporn jeden” mtizeme stejné
dobte Tici "existuje” ¢i “jeden nebo vice”. Podobné misto "nejvyse jeden” muzeme Fici
?Zadny nebo jeden”. V kazdém pripadé si pii pouziti jakéhokoliv kvantifikdtoru musime
vzdy velmi dobre rozmyslet presny vyznam toho, co fikame.

Nejcastéji pouzivané kvantifikdtory maji sva oznaceni. Kvantifikdtor "kazZdy” se téz
nazyva obecny kvantifikator a oznacuje symbolem V. Podobné, kvantifikdtor "ezxistuje”
se nazyva existencni kvantifikator a oznacuje symbolem 3.

V matematickych tivahach je tfeba velmi casto provadét negace kvantifikovanych
vyrokti. Obvykle nepouzivame matematicky ”bezpecného”, ale gramaticky nepékného
obratu “nent pravda, Ze ...”. Ukazme si nyni schematicky princip tvofeni negaci vyroki
s obecnymi a existen¢nimi kvantifikatory, coz jsou pfipady, s nimiz se v praxi nejcastéji
setkavame:
vyrok s obecnym kvantifikatorem : "pro kazdy prvek z oboru U plati V”

negace tohoto vyroku: Zexistuje prvek z oboru U, pro ktery neplati V”

vyrok s existencnim kvantifikdtorem: “existuje prvek z oboru U, pro ktery plati V”
negace tohoto vyroku: "pro kazZdy prvek z oboru U neplati V”

pricemz v poslednim pripadé je samoziejmé vhodné slovo "kaZdy” nahradit gramaticky
spravnéjsim slovem ”“Zddny”. K tomu jesté poznamenejme, ze pii tvoreni kvantifiko-
vanych vyrokl a jejich negaci mizeme samoziejmé uzit i jinych gramatickych obrati,
které vsak musi zachovavat dany smysl. Ukazme si to na nasledujicim prikladu.

Kvantifikovany vyrok: “kaZdé nové auto je cervené” miizeme preformulovat na-
priklad do tvaru ”wSechna novd auta jsou cervena”. Negaci tohoto kvantifikovaného
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vyroku pak bude vyrok "existuje novée auto, ktere neni cervené”, ktery mizeme pripadné
preformulovat do tvaru ”alespor jedno nové auto neni cervené”.

* * *

Na zavér této kapitoly si jesté struéné vsimneme struktury matematickych tvrzeni
a jejich dikazii. Této problematice je nutné dikladné porozumét a pii dalsim studiu
tohoto textu se k ni stale vracet.

Matematickd tvrzeni, kterym se také rikd ”véty”, maji nejcastéji tvar implikace
vyrokli nebo ekvivalence vyrokt. Rozeberme si oba piipady a ukazme, jak se takova
tvrzeni obvykle dokazuji.

Matematicka véta tvaru implikace ma tvar P = T, pficemz vyrok P se nazyva
predpokladem této véty a vyrok T' se nazyva tvrzenim véty. K diikazu matematickych
vét tvaru implikace P = T' je mozno pouzit riznych dikazovych metod. Nejcastéjsi
jsou:

a) dukaz pFimy, ktery spociva v tom, Ze z platnosti vyroku P (pfedpokladu) fadou
platnych implikaci odvodime platnost vyroku 7' (tvrzeni). Jinak feeno, hleddme
vyroky A, As, ... , A, tak, Ze plati:

P=A N Ai=A N ... N A,_1=A4, N A, =T.

b) dikaz nepfimy spo¢ivd v pfimém dikazu tvrzeni —71 = —P. Zde tedy vyuzivame
jiz dokazaného faktu, ze implikace P = T a jeji obména —T = =P jsou ekvi-
valentni vyroky. Pri diikazu touto metodou tedy predpokladame, ze je pravdivy
vyrok =T aftadou platnych implikaci dokdzeme platnost vyroku =P . Jinak feceno,
z negace tvrzeni dokazeme (fadou platnych implikaci) negaci pfedpokladu.

Urcitou modifikaci nepfimého diikazu je tzv. diikkaz sporem, kdy predpokladame, ze
plati predpoklad P a neplati tvrzeni 7. Nasledné potom fadou platnych implikaci
odvodime spor. Pfitom sporem rozumime situaci, kdy néjaky vyrok a jeho negace
maji byt soucasné pravdivé — je zfejmé, ze tato situace nemize nastat.

Matematicka véta tvaru ekvivalence ma tvar A < B a dokazuje se vétSinou tak,
ze dokazeme jednak platnost implikace A = B a dale pak platnost implikace B = A,
a to metodami popsanymi vyse. Uvédomme si, ze spravnost této avahy vyplyva z diive
dokazaného faktu, ze ekvivalence A < B je logicky ekvivalentni s konjunkci implikaci

(A= B) N (B=A).

Pomérné casto se mizeme setkat s tvrzenimi, kterd je mozno povazovat za jisté
zobecnéni matematickych vét typu ekvivalence. Jedna se o véty tvaru

?Jestlize plati vyrok P, potom vyroky A1, As, ... , A, jsou ekvivalentni”.

K tomu nejprve poznamenejme, ze pojem ekvivalentnich vyrokt, ktery jsme zavedli pro
dva vyroky, mizeme rozsifit na libovolny konec¢ny pocet vyroki Ay, Az, ... , A, takto:
fekneme, ze vyroky Ay, As, ... , A, jsou ekvivalentni, jestlize plati A; & A; pro kazdé
,j=1,...,n.



Vétu tohoto tvaru vétSinou nedokazujeme ovéfovanim vsech ekvivalenci A; < A; pro
kazdé i#j (kterych je celkem n-(n—1)), ale obvykle postupujeme tak, Ze dokazeme
platnost pouze n implikaci tvaru:

A1:>A2, A2:>A3, e, An_1:>An, An:>A1

Je jednoduché ukazat, ze odsud jiz plyne ekvivalentnost vsech vyroka A, As, ... , A,.
Poznamenejme jesté, ze zvolené poradi vyrokt v uvedenych implikacich neni zavazné.
Bylo by také mozné dokazovat libovolnych n implikaci A; = A; (i # j), v nichz se
kazdy z vyrokd Ap, As, ... , A, objevi pravé jednou jako predpoklad a pravé jednou
jako tvrzeni a to tak, ze je-li dany vyrok v jedné implikaci tvrzenim, pak je v néasledujici
implikaci predpokladem. Nepfesné, ale ndzorné feceno je pouze nutné, aby se nam
”kruh implikaci uzaviel”.

Zvlastnim typem dikazu matematické véty je dikaz matematickou indukci. Touto
metodou neni mozné dokazovat jakoukoliv matematickou vétu, nybrz jenom ty véty,
které tvrdi, Ze za danych predpokladu plati vyrok V(n), a to pro vSechna celd ¢isla
n > ng, kde ng je néjaké pevné dané celé c¢islo. Nejcastéji je ng = 1.

Dtikaz takové véty matematickou indukei pak probiha ve dvou krocich, nasledujicim
zpusobem: za danych predpokladi

a) dokazeme platnost vyroku V(ng)

B3) predpokladame, ze vyrok V(n) plati pro n = ng, ng + 1, ..., k a za tohoto pied-
pokladu dokazeme platnost vyroku V' (k + 1). Véta je pak dokazana.

Piepoklad vysloveny v () se nazyva indukéni pfedpoklad. Poznamenejme, Ze ve
vétsiné diikazi matematickou indukci se z indukéniho predpokladu vyuzije pouze to, ze
plati V (k) a z platnosti V (k) se pak jiz odvodi pozadovana platnost V (k+1). Mohlo by
se tedy zdat, ze staci indukéni predpoklad "redukovat” na predpoklad platnosti V' (k).
V dalsim se vSak setkdme s matematickymi vétami, které se budou dokazovat mate-
matickou indukci, pricemz takova ”redukce” indukéniho predpokladu nebude mozna.



2. Zakladni mnozinové pojmy.

Pojem mnoziny je zakladnim pojmem celé matematiky. Pfitom pod pojmem
mnozina budeme rozumét libovolné, jednoznacné vymezeny souhrn néjakyjch objekti,
které budeme nazyvat prvky mnoziny. Pro nazornost budeme mnoziny obvykle ozna-
covat velkymi latinskymi pismeny a prvky mnozin pak malymi latinskymi pismeny.

Zakladni a pritom vlastné jedinou vlastnosti mnozin je, ze maji prvky. Skutecnost,
Ze objekt x je prvkem mnoZiny A (tzn. x patii do A) budeme zapisovat: = € A.
Skutecnost, Ze objekt x neni prvkem mnoziny A (tzn. z nepatii do A) pak budeme
zapisovat: x ¢ A.

Mnozina je jednoznac¢né urcend svymi prvky. Proto dvé mnoziny, nezavisle na
zplusobu jejich zadani, povazujeme za stejné, pravé kdyz maji stejné prvky. Tato vlast-
nost mnozin se nazyva extenzionalita. Muzeme tedy psat:

A=B & (Vx)(zre€A & ze€B).

Existuje mnozina, ktera se vyznacuje tim, Ze nema zadné prvky. Nazyva se prazdna
mnoZina a oznacuje se symbolem ().

Mnozina se nazyva konecna, jestlize je mozné ji zadat vyjmenovanim vsech jejich
prvki. Je-li A konecna mnozina a aq, as, ..., a, jsou vSechny jeji prvky, pak piseme

A = {ay,aq, ... ,an}.

7 extenzionality vyplyva, Ze nezdlezi na poradi v jakém vyjmenovavame, resp.
zapisujeme prvky mnoziny A. Mohlo by se vSak stat, ze uvedend mnozina A ma méné
nez n prvki; v takovém pripadé se nékteré z prvka ai,as,...,a, opakuji. Obvykle
pak v zapise mnoziny A opakujici se prvky az na jeden vynechavame. Naptiklad tedy:
{x7y} = {ywr} a pokud je z =y, potom {x7y} = {.CC} = {y}

Kromé kone¢nych mnozin se v matematice miizeme velmi casto setkat i s neprazd-
nou mnozinou, kterou neni mozné zadat vyjmenovanim vsech jejich jednotlivych prvki.
Takova mnozina se nazyva nekoneéna. Nekone¢né mnoziny obvykle zadédvame néjakou
jejich charakteristickou vlastnosti. Jestlize P(x) je n&jaké vlastnost, pak piSeme

X ={z| P},

¢imz myslime, Ze pro libovolné z plati: x € X pravé tehdy, kdyz x spliuje P(zx). Napii-
klad vlastnosti “z je sudé celé ¢islo” je uréena mnozina vsech celych sudych ¢isel. Po-
znamenejme, ze z rovnosti X = {z | P(x) } nemusi automaticky vyplyvat, Ze mnozina
X je nekonec¢na — stejné dobfe miize byt konecna nebo dokonce prazdna. Napiiklad
mnozina

X={x|x€Z N 2°-1=0}
je dvouprvkovd mnozina sestévajici z ¢isel 1 a -1, tzn. X = {1, -1}, zatimco mnoZina
X={x|2€Z N 2°+1=0}

je prazdnou mnozinou.



Na tomto misté je nutné upozornit na to, ze vyse uvedené vymezeni pojmu mnoziny
neni vlastné presnou definici a vede k rozporim, protoze jsou ”souhrny”, které za
mnoziny povazovat nemizeme. Nejjednodusi priklad takové ”zakézané mnoziny” byl
nalezen zhruba pred sto lety. Je to souhrn M = { X | X ¢ X } vSech mnozin X, které
neobsahuji sebe jako prvek. Pokud by M byla mnozina, pak si mtizeme polozit otazku,
zda M € M ¢i nikoliv. Jestlize vSak M € M, pak podle definice je M & M, coz je spor.
Jestlize by bylo M & M, pak podle definice dostavame M € M, coz je opét spor. Reseni
problémi spojenych s definici pojmu mnoziny podéava specidlni matematicka disciplina,
axiomaticka teorie mnozin, kterou se vSak v tomto textu nebudeme zabyvat. Budeme
pracovat v tzv. naivni teorii mnozin, ktera je vybudovana na zakladé vyse uvedeného
nepresného vymezeni pojmu mnoziny, pricemz vsak nase vahy budou z hlediska teorie
mnozin legalni.

Rikame, Ze mnozina A je podmnoZina mnoziny B a piseme A C B, jestliZe libovolny
prvek mnoziny A je zaroven prvkem mnoziny B. Vztah C se nazyva mnozinova inkluze.
Jestlize A C B a A # B, pak fikame, 7e A je vlastni podmnoZina mnoziny B a piSeme
ACB.

Mame-li dokazat, ze A C B pak postupujeme tak, ze vezmeme libovolny prvek
x € A a dokdzeme, ze r € B. Jestlize mnozina A neni podmnozinou mnoziny B, pak
budeme psit A  B. Chceme-li dokazat, ze A ¢ B, pak (podle pfedchozich tvah
o negacich kvantifikovanych vyrokt) dokazujeme, ze existuje prvek = takovy, ze z € A
a zaroven x ¢ B, a to nejlépe tak, ze tento prvek konkrétné nalezneme.

Pro libovolné mnoziny A, B, C ziejmé plati:
ACA, 0CA, (ACBANBC(C) = ACC, A=B & (ACB AN BCA).

Dtlezity je zejména posledni z vysSe uvedenych vztahi, pomoci kterého obvykle do-
kazujeme rovnost dvou mnozin A, B. Dikaz vedeme tak, ze dokdzeme nejdrive inkluzi
A C B a potom inkluzi B C A.

Jsou-li A, B mnoziny, pak miZzeme utvofit dal$i mnoziny
AUB = {z| z€A V z€B}
ANB ={z|z€A N z€B}
A—-—B ={z|zxz€A N z¢B}
které postupné nazyvame sjednoceni, prunik a rozdil mnozZin A a B.

Poznamenejme jesté, ze pfi riznych mnozinovych tuvahach je tfeba vyjadrit ne-
jenom skutecnost, dany prvek ve sjednoceni, priniku nebo rozdilu mnozin lezi, ale
casto také skutecnost, ze v nich nelezi. V takovych pripadech ziejmé plati:

r¢ AUB pravekdyz ¢ A AN z¢ B
r¢ANB pravekdyz ¢ A V z¢B
r¢A—B pravekdyz ¢ A V xz€B.

Pro sjednoceni, prinik a rozdil mnozin plati celd fada tvrzeni, z nichz si nékteré
uvedeme v nasledujici véte.



Véta 2.1.

Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny. Pak plati:

1. AuUB = BUA 2. AnNB = BNA

3. (AuB)UC = AU(BUCQC) (ANB)NC = An(BNCO)

5. AnN(BUC) = (ANB)U(ANCQC) AUu(BNC) = (AUB)N(AUCQ)
7. A—(BUuC) = (A—-B)Nn(A-0) A—(BnC) = (A—-B)U(A-20)

© &

Diikaz.
Diikaz vsech uvedenych tvrzeni se provadi stejnym zptsobem, a to dokazovanim pfi-
slusnych mnozinovych inkluzi. Pro ilustraci dokédzeme napiiklad vztah 8:

"C’rxeA—(BNC) = z€ANzg(BNC) = € AN (xgB V xgC)
= (r€eANzgB)V (xecANxg(C) = 2€(A-B) Varxe(A-0C)
= ze€(A-B)U(A-0C).

=
=

"D"rxe(A-B) U (A-C) = z€(A-B)Vze(A-C) =
= (€A NzdgdB)V (xecANxg(C) = z€AN (x¢gBVrgl) =
= €A Nzxg(BNC) = z€A—-(BN(O). |

Pokud si pozorné prohlédneme piedchozi dikaz, zjistime, ze jeho druha c¢ast je
pouze ”obracenim” c¢asti prvni. Bylo by tedy mozné provést diikkaz "najednou” tak,
ze bychom napsali pouze jeho prvni ¢ast a vSechny symboly = pro implikace bychom
nahradili symboly < pro ekvivalence. Tento postup vsak nelze aplikovat vzdycky, a
proto zejména zacate¢nik by mél mnozinovou rovnost napoprve vzdy dokazovat pomoci
ditkazu dvou mnozinovych inkluzi.

Pojem sjednoceni a priniku dvou mnozin je mozné zobecnit. Je-li I # () libovolna
(tzv. indexovd) mnozina a A; je mnozina pro kazdé i € I, pak

sjednoceni mnozin A; je mnozina |J A;={x | Jip €l :z€ A;}
el

prunik mnozin A; je mnozina NAi={x | Viel : z€A;}.

el

Uvédomme si, ze predchozi definice zahrnuji sjednoceni a prinik jak dvou mnozin, tak
libovolného kone¢ného poc¢tu mnozin a pripadné i nekonecného poc¢tu mnozin. To, ktery
z téchto pripadli nastane, zalezi zfejmé na indexové mnoziné I.

V pfipadé, Ze I je koneénd mnozina, naptiklad I = {1,2,...n}, piSeme téz

A1UA2U"'UAn, resp. AlﬂAgﬂ"'ﬂAn.

o0 (e e)
V ptipadé, Ze je I = N, piseme téz |J A;, resp. [| A;. Pfitom je nutné zdtraznit, ze
i=1 i=1

posledni dva zapisy samoziejmé neni mozné pouzit univerzalné pro jakoukoliv nekonec-
nou indexovou mnozinu /.
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V matematice se pomérné Casto setkdvame s mnozinami, jejichz prvky jsou zase
mnoziny. Pro takovou mnozinu budeme pouzivat nizvu systém mnoZin.

Priklad 2.1.

Necht A je libovolnd mnozina. Pak vSechny podmnoZiny mnoziny A tvoifi systém
mnozin, ktery budeme nazyvat systém vSech podmnoZin mnoziny A a oznacovat sym-
bolem 24. Konkrétné, naptiklad pro A = {x,vy, z} je

24 = {0, {=} {u}, {} Ao, u} {o 2} {y, 2} {=w, 2 )

Podobné napiiklad pro A = 0 je 2° = {0}, tzn. 2% je jednoprvkovou mnozinou, jejimz
jedinym prvkem je prazdna mnozina.

Obecnéji, je-li mnozina A koneéna, o n prvcich, potom mnozina 24 je jisté také koneéné
a lze ukazat, ze mé 2" prvki. Tento fakt do jisté miry zdivodiluje pouzité oznaceni 24
pro systém vSech podmnozin mnoziny A. Na druhé strané, je-li mnozina A nekonecna,
pak je mnozina 24 samoziejmé také nekoneéna.

Na zavér tohoto paragrafu si jesté zavedeme pojem kartézského soucinu dvou mno-
zin. K tomu budeme potfebovat pojem usporadana dvojice prvkia. Pro nase ucely
postaci intuitivni predstava, ze ke kazdym dvéma prvkiam x,y lze pritadit novy prvek
(x,y), nazyvany usporadanou dvojici tak, ze dvé usporadané dvojice (x,y) a (r,s) jsou
si rovny, pravé kdyz x =r a y = s. V usporaddané dvojici (z,y) tedy zalezi na potradi
prvku z,y, priCemz prvek x se nazyva prvni slozka a prvek y se nazyva druha slozka
uspofadané dvojice (z,y).

Analogickym zptsobem Ize pro libovolné n > 2 zavést pojem usporadana n—tice
prvka, kterou oznac¢ujeme symbolem (a1, as,...a,). Pfitom klademe

(a1,a2, ... ,an) = (b1,ba, ... ,by) pravé kdyz a3 =by Aag=by A ... A ap, =by,
tzn. dvé usporadané n—tice prvkl se rovnaji praveé kdyz se rovnaji jejich odpovidajici
si slozky.

Jestlize A, B jsou libovolné mnoziny, pak mnozina

AxB = {(z,y) | x€ A, ye B}

se nazyva kartézsky soucin mnozin A, B (v tomto poradi).

7 predchozi definice je zfejmé, ze v kartézském soucinu zalezi na poradi mnozin,
tzn. mnoziny Ax B a B x A jsou obecné ruzné. Je-li napiiklad A = {a} a B = {z,y},
pak je:

Ax B = {(a,7),(a,y)} a BxA = {(z,a),(y,a)},
atedy AxB # BxA.

Dale je zfejmé, Ze je-li nékterd z mnozin A, B prazdnd, tzn. A = () nebo B = (),
pak i jejich kartézsky soudin je prazdnd mnozZina, tzn. A x B = ().

Analogickym zptisobem zavadime pro libovolné n > 2 kartézsky soucin mnozin

Ay, A, ..., A, , jako mnozinu

Ay x Aa x ... XA, = {(al,ag,...,an) | a; € A;, 221,2,,7’L}
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Je-li Ay = A, = ... = A, = A, pak prislusny kartézsky soucin oznacujeme symbolem
A™ a nazyvame jej n—ta kartézska mocnina mnoziny A. Napiiklad tedy kartézska
mocnina

R?® = {(z,y,2) | z,y,z € R libovolné }
je mnozinou vsech usporadanych trojic redlnych cisel.

Pro sjednoceni, prinik, rozdil a kartézsky soucin mnozin opét plati cela fada
tvrzeni. Nékteré z nich uvedeme v nésledujici véte.

Véta 2.2.

Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny. Pak plati:

1. Ax(BUC) = (AxB)U(AxC(C) 2. (AUB)xC = (AxC)U(BxC()
3. Ax(BNnC) = (AxB)Nn(Ax(C) 4. (ANB)xC = (AxC)Nn(BxC(C)
5. Ax(B-C) = (AxB)—(AxC(C) 6. (A—B)xC = (AxC)—(BxCQC)
Diikaz.

Dtikaz vSech uvedenych tvrzeni se opét provede technickym rozepsanim piislusnych
mnozinovych inkluzi. Pro ilustraci dokazme naptiklad vztah 5:

"C: (zyy) € AX(B-C) = z€ANye(B-C) = z€AN(yeBANygC) =
= (r,y)€e (AxB) N (z,y) ¢ (AxC) = (r,y) e (AxB)—(AxC(C).

"D (ryy) € (AxB)—(AxC) = (v,y) € (AxB) A (z,y) €(AxC) =
= (e€ANyeB) N (egdAVygl) = (rcANyeBANxzgA) V
V(zeANyeBANygC) = xz€cANyeBANyglC) =
= z€ANye(B-C) = (z,yyec Ax(B-0). |
Poznamenejme, ze v nékterych mnozinovych rovnostech uvedenych ve vétach 2.1.

a 2.2. je mozné sjednoceni a prinik dvou mnozin nahradit ”obecnym” sjednocenim a
prinikem mnozin, jak je vidét z nasledujici véty.

Véta 2.3.
Necht I je neprdazdnd indexovd mnoZina a necht A, B; jsou mnoZiny, pro kazdé i € I.
Pak plati:

1. ANUBi = UANB) 2. AUN B = N(AUB)
el iel iel el

3. A - UBi = N(A-B) 4 A -NB = U(A-B)
iel el icl el
el iel iel iel

Diikaz.

Dtikaz vsech uvedenych tvrzeni se, stejné jako v predchozich vétach, provede technickym
rozepsanim prislusnych mnozinovych inkluzi. Pro ilustraci tentokrat dokazme napiiklad
vztah 1:
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"CrxeANUB, = 2€eANxeUB = v€A AN Tigel :xeB, =

iel el
= Jigel:z€ANB;, = z€ J(ANB,;).
el

"D rxeJANB) = Jigel:x€ANB;, = €A AN Jigel :x€B;, =
=
= €A NzeUB = z€An{ B;. [
i€l il

Zaveérem nasich tavodnich ivah o mnozinach je nutné varovat pred predstavou, ze
vSechny jednoduché mnozinové vztahy, které ”"pékné vypadaji” musi vzdy také platit.
Naptiklad rovnost: A — (B —C) = (A — B) — C obecné neplati. To, ze uvedend rovnost
neplati, dokazujeme tak, ze uvedeme jeden konkrétni priklad mnozin A, B, C, které tuto
rovnost nesplnuji. V nasem ptipadé je to celkem jednoduché: staci vzit napiiklad dva
ruzné prvky a,b a utvofit mnoziny A = {a}, B = {b}, C = {a}. Pii této volbé je
pak A — (B — C) = {a}, zatimco (A — B) — C = (), coz dokazuje, Ze uvedend rovnost
skutecné neplati.

To, ze neplati rovnost danych mnozin samoziejmé nemusi nutné€ znamenat, Ze ne-
plati ani jedna z obou inkluzi. Uvédomme si, ze
A=B & (ACB AN BCA)
coz tedy znamena, ze
A#B & (AZB VvV BZA).
Napriklad v prechozi tvaze jsme uvedenim konkrétniho protiptikladu dokéazali, Ze ne-
plati mnozinové inkluze A—(B—C) C (A—B)—C, a tedy neplati pfislusnd mnozinova

rovnost. Pokud jde o opa¢nou inkluzi, tj. A—(B—C) 2 (A—B)—C, tak ta v uvedeném
pripadé plati (dokazte si sami rozepsanim).
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3. Zakladni ¢iselné obory.

Pojem cisla je zdkladnim matematickym pojmem, s nimz se setkavame jiz od
predskolniho véku. Na zakladni a stfedni Skole se ¢isla a operace s nimi zavadéji
viceméné intuitivné a zaci postupné poznavaji jejich dulezité vlastnosti. V této kapi-
tole zavedeme oznaceni, resp. popis zakladnich ¢iselnych oborti a podrobnéji se zminime
pouze o vlastnostech komplexnich cisel.

Cisla prirozena

oznacujeme symbolem N, pficemz N = {1,2,3, ... }. Poznamenejme, ze nékdy se
mezi prirozena cisla zahrnuje i ¢islo nula. Jde o véc dohody, my v tomto textu nulu do
prirozenych cisel zahrnovat nebudeme.

Cisla cela
oznacujeme symbolem Z, pficemz Z = {... —3,-2,-1,0,1,2,3, ... }. Zakladnimi
vlastnostmi celych cisel se budeme podrobnéji zabyvat v nasledujici kapitole.

Cisla racionalni

oznacujeme symbolem . Jednda se o cisla, ktera lze vyjadrit ve tvaru zlomku, kde
Citatel i jmenovatel jsou celé ¢isla, pficemz jmenovatel je riizny od nuly. Pripomenme,
ze kazdé racionalni ¢islo mé nekonecné mnoho moznych vyjadieni uvedeného tvaru,
napft.

-4 6 —6

—, =, —= td.
Y —6 Y 9 Y _9 Y a

2

3

Pouzijeme-li pro raciondlni ¢islo zapis, kde se ve jmenovateli vyskytuje nejmensi kladné

Cislo, pak fikame, ze jsme dané ¢islo vyjadrili v zakladnim tvaru. Takové vyjadieni je
2

pro kazdé racionalni ¢islo ziejmé jediné. V predchozim prikladu je to zapis %.

Cisla realna

oznacujeme symbolem R. Mmnozina R realnych cisel se sklada ze dvou disjunktnich
podmnozin, z nichz jedna je tvofena cisly raciondlnimi a druhd ¢isly iracionalnimi.
Ptitom iraciondlni ¢isla nelze vyjadrit jako podil celych ¢isel, jsou to napriklad ¢isla

V2, V5, m, log6, sin%w, atd.

Mnozina R m4é jednu dtlezitou vlastnost: existuje vzajemné jednoznac¢né pfitazeni vSech
realnych cisel a vSech bodt libovolné primky. Jinak feceno, kazdému redlnému ¢islu lze
priradit jediny bod zvolené primky a také obracené, kazdému bodu této primky odpovida
jediné realné ¢islo. Podrobnym studiem vlastnosti redlnych ¢isel se zabyva zakladni kurz
matematické analyzy.

Jak jiz bylo feceno, uvedené ¢iselné obory jsme popsali pouze intuitivné. K jejich
presné konstrukci a pfesnému odvozeni zakladnich vlastnosti je potfeba matematickych
znalosti, které presahuji ramec stfedoskolské matematiky. Touto problematikou se bude
pozdéji zabyvat kurz teoretické aritmetiky. Nicméné, vSechny zakladni vlastnosti ¢isel
uvadéné na stfedni Skole samoziejmé plati a my je budeme i nadale pouzivat.
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Vime tedy, ze ve vSech uvedenych ciselnych oborech je mozno c¢isla s¢itat a nasobit,
pricemz jak scitani tak néasobeni jsou komutativni, asociativni a plati distributivni
zékon. Navic v Z, Q a R ke kazdému cislu existuje c¢islo opac¢né, zatimco v oboru
prirozenych c¢isel N tomu tak neni. Déale, v oborech Q a R ke kazdému nenulovému
¢islu existuje ¢islo prevracené, zatimco v N a v Z tomu tak neni. Konec¢né, ¢isla vSech
uvedenych ¢iselnych mnozin je mozno uspotradat ”podle velikosti” (tzn. zavést symboly
pro nerovnosti <, <, atd.). Pro pocitani s nerovnostmi pak plati celd fada znamych
pocetnich pravidel.

Cisla komplexni

oznacujeme symbolem C. Na rozdil od predchozich ¢iselnych obort nejsou komplexni
¢isla mirou zadné realné veliciny a nelze je tedy ziskat jako vysledek fyzikalnich ¢i
jinych méfeni. Komplexni ¢isla vznikla postupnym zobectiovanim pojmu ¢isla v souvis-
losti s potfebou fesit ulohy, jejichz feseni v pfedchozich ¢iselnych oborech neexistuje.
Prikladem takové tlohy je tfeba hledani reseni jednoduché kvadratické rovnice

2 +1=0.

V zaddném z predchozich ¢iselnych obori feseni této rovnice evidentné neexistuje, protoze
tam pro kazdé ¢&islo x plati, ze 2 > 0, coz znamena, Ze je vidy 22 +1 # 0. V oboru
komplexnich ¢isel vSak existuje feSeni nejenom této kvadratické rovnice, ale da se
ukazat, ze existuje TeSeni jakékoliv kvadratické rovnice a dokonce, ze existuje reSeni
vSech podobnych rovnic libovolnych stupnii.

Definice.

Komplexni ¢isla C zavadime jako mnozinu vSech usporadanych dvojic redlnych cisel,
tzn. C = R x R. S¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel definujeme takto: pro libovolné
(a,b), (¢,d) € C polozime

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd , ad+ bc).

Umluva.
Vsimnéme si, ze pro komplexni ¢isla tvaru (t,0) plati:

(a,0)+ (¢,0) = (a+c¢,0) a (a,0) - (¢,0) = (ac,0),

coz znamena, ze komplexni ¢isla tohoto tvaru se s¢itaji a nasobi stejnym zptisobem jako
¢isla redlna. Muzeme tedy kazdé komplexni ¢islo tvaru (¢,0) ztotoznit s redlnym ¢islem
t . Oznacime - li navic komplexni ¢islo (0, 1) symbolem i, je pak mozné kazdé komplexni
¢islo z = (a, b) zapsat ve tvaru:

z = (a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi

Definice.

Vyjédfeni komplexniho ¢isla z = (a,b) ve tvaru z = a + bi se nazyva algebraicky tvar
komplexniho éisla z. Pfitom realné ¢islo a se nazyva realna €ast komplexniho ¢isla z,
realné ¢islo b se nazyva imaginarni éast komplexniho ¢isla z a ¢islo i = (0,1) se nazyva
imaginarni jednotka.
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7 ptedchozich definic bezprostfedné vyplyva nékolik dilezitych poznatki:
1. pro imaginéarni jednotku ¢ plati:

i? = (0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Vidime tedy, ze vyse zminovana kvadraticka rovnice tvaru 22 +1 = 0 méa v oboru
komplexnich ¢isel feseni a timto feSenim je napiiklad komplexni ¢islo 7. Pro tplnost
jenom poznamenejme, ze tato rovnice ma celkem dvé feSeni, tim druhym je kom-
plexni ¢islo —i = (0, —1).

2. dvé komplexni ¢isla v algebraickém tvaru se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich
realné Casti a jejich imaginarni ¢asti.

3. séitani a nasobeni dvou komplexnich cisel v algebraickém tvaru se provadi stejnym
zptisobem, jako séitani a nasobeni dvojélent (s vyuzitim toho, Ze i> = —1). Nemu-
sime si tedy nazpamét pamatovat definice pro s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel
uvedené v predchozi definici.

4. komplexni ¢isla je mozno graficky znazornovat, a sice jako body v tzv. Gaussové
roviné. Jednd se o rovinu s kartézskym souradnicovym systémem s osami x (”redlna
osa”) a y ("imaginarni osa”), v niz je kazdé komplexni ¢islo z = (a,b) = a + bi
znézornéno jako bod o soutadnicich [a,b]. Pfitom zde plati podobny vztah jako
platil mezi redlnymi ¢isly a body na pfimce. V tomto pripadé je tedy kazdému
komplexnimu ¢islu uvedenym zptisobem pritazen prave jeden bod Gaussovy roviny
a naopak, kazdému bodu Gausssovy roviny odpovida jediné komplexni ¢islo.

Jednoduchymi technickymi vypocty se lehce ovéri, ze sc¢itani a néasobeni kom-
plexnich ¢isel spliiuje stejna zékladni pravidla, které plati pro racionélni ¢isla a redlna
¢isla. Konkrétné - sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je komutativni, asociativni a
plati distributivni zédkon. Roli nuly hraje komplexni ¢islo (0,0), které ztotoziujeme s
realnym ¢islem 0 a roli jednicky hraje komplexni ¢islo (1, 0), které zotoziujeme s redlnym
¢islem 1. Dale, ke komplexnimu ¢islu z = (a, b) = a+ bi existuje ¢islo opacné, kterym je
komplexni ¢islo —z = (—a, —b) = —a—bi a kone¢né plati, ze k nenulovému komplexnimu
¢islu z existuje ¢islo prevracené % Mizeme tedy provadét déleni cisla a + bi nenulovym
¢islem c + di. Pritom se pouziva standardni "trik”, kdy citatele i jmenovatele rozsitime
Cislem ¢ — di, jak je vidét z nasledujiciho prikladu.

Priklad 3.1.

4
Napiste v algebraickém tvaru komplexni ¢islo 5 +;_ .
—3i

Reseni :

441 4413 2430 8 + 12i + 2i + 3i? 5+ 144 5+14.

= . = —= = — — 1 .

2-3i 2—3t 2+ 3 22 — (30)? 13 13 13

Poznamka.

Na rozdil od ¢isel redlnych nelze komplexni ¢isla usporadat ”podle velikosti”. Pro kom-
plexni ¢isla nelze zavést vztah nerovnosti tak, aby spliioval vSechny zakladni vlastnosti
a pocetni pravidla, které ma v pripadé cisel redlnych. Komplexni ¢isla tedy naptiklad
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nelze rozlisit na ”kladnd” a ”zapornd” (tj. vétsi nebo mensi nez nula) a do mnoziny
komplexnich ¢isel nelze prenést zadné partie z oboru ¢isel redlnych, v nichz se vyskytuji
pojmy ”vétsi” nebo "mensi” (tzn. napfiklad partii o nerovnicich).

Je-li dano komplexni ¢islo z = a + bi, pak komplexni ¢islo a — bi se nazyva €islo
komplexné sdruzené k c¢islu z a oznacuje se symbolem Z. Pfitom plati, Ze soucin kom-
plexnich cisel z a Z je ¢islo realné, které je dokonce nezaporné. Skutecné:

z-Z = (a+bi)-(a—bi) = a®>+b* > 0.

Podobnym zptisobem se rozepsanim dokaze, ze pro libovolné komplexni ¢isla u, v plati:

u+v = u+v U-v = uU-v <E> =

u
v v

Pro ilustraci dokazme napftiklad druhy z uvedenych vztahti, ostatni se dokazi podobné.
Je-li tedy u=a+bi, v =c+ di, potom je

uw-v = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + be)i
u-T=(a—0bi)-(c—di) = (ac—bd) + (—ad — bc)i = (ac — bd) — (ad + bc)i

coz znamenad, ze dokazovany vztah plati.

Dalsi pojem, ktery znadme z predchozich ciselnych oborii a ktery lze zavést pro
komplexni ¢isla je pojem absolutni hodnoty. Je-li tedy z = (a,b) = a + bi libovolné
komplexni ¢islo, pak absolutni hodnota komplexniho ¢isla z se oznacuje | z | a definuje
se takto:

| 2] = Va2 +0b2.

7 této definice ihned vidime, Ze geometricky vyznam absolutni hodnoty z kom-
plexniho ¢isla je stejny, jako je tomu u realnych cisel. V obou ptipadech totiz absolutni
hodnota udava vzdalenost obrazu daného cisla od pocatku soustavy soufadnic. Pro
pocitani s absolutnimi hodnotami z komplexnich ¢isel plati podobné zakladni pravidla
jako u ¢isel realnych, tzn. pro libovolna komplexni ¢isla u, v je:

K2

v|

lu-v| = |u|-|v] a je-liv#0, pak

SHES

Oba vztahy mtzeme dokazat bezprostfednim rozepsanim podle definice absolutni hod-
noty. Je-li tedy u =a+bi, v =c+di, potom je u-v = (ac—bd) + (ad + bc)i , odkud
dostavame

|u-v| = /(ac — bd)? + (ad + bc)? = Va2c® + b2d? + a2d? + b2

lu]-|v]| =+/(a® +b2) - \/(c? + d?) = Va2c® + a2d? + b2c? + b2d?

odkud plyne prvni z obou vztahti. Druhy vztah se dokaze analogicky.

Komplexni ¢isla jsme doposud zapisovali pouze v algebraickém tvaru. Nyni si
ukazeme jiny zptsob jejich zapisu. Jeho princip spociva v tom, ze bod Z # O v Gaussoveé
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roviné muzeme jednoznacné urcit pomoci jeho vzdalenosti » od pocatku souradné sous-
tavy O a velikosti orientovaného thlu ¢ jehoz pocatecni rameno je kladna poloosa = a
koncové rameno je poloptimka OZ (viz obrazek). Je zfejmé, Ze v pfipadé Z = O, tzn.
pro komplexni ¢islo z = 0, uvedené vyjadfeni neni mozné.

[y
A
e b
O\ ‘
a @, ZL"

Reélné cislo ¢ urcujici velikost daného orientovaného thlu se nazyva argument
komplexniho €isla z a oznacuje se symbolem arg z .

Ze znamych vlastnosti orientovaného thlu plyne, Ze mé-li komplexni ¢islo z # 0
argument ¢, pak méa téz argument ¢ + k - 27, kde £ je libovolné celé cislo. Jinymi slovy
feceno, argument nenulového komplexniho ¢isla neni urcen jednoznacné, nybrz je urcen
”az na celociselny nasobek 277”.

7 predchoziho obrazku je dale vidét, ze plati:
b
r =+va? + b? , sinp = — , cosgng.
r r

Znamen3d to, ze pro ¢islo » nemusime zavadét zvlastni pojmenovani, protoze je rovno
absolutni hodnoté daného komplexniho éisla, tzn. » = | z|. Pro komplexni &islo z # 0
tedy dostavame :

z = a+bi = rcosp+ (rsing)i = |z|(cosp +ising) .
Definice.

Zapis nenulového komplexniho ¢isla ve tvaru z = |z|(cosp + ising) se nazyvé
goniometricky tvar komplexniho éisla z .

Uvédomme si, ze dvé komplexni ¢isla vyjadiend v goniometrickém tvaru se rovnaji
pravé kdyz se rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se lisi o k-27, kde
k € 7Z (popfipadé se argumenty mohou pfimo rovnat, je-li £k =0).

Jednou z vyhod zapisu komplexnich c¢isel v goniometrickém tvaru je to, ze se lehce
spocita jejich soucin a podil. Primym rozepsanim, s vyuzitim souctovych vzorct pro
sinus a kosinus, se da ukazat, ze pro dana nenulova komplexni ¢isla z, 2o, kde

21 = |z1|(cospr +isinpy) , 29 = | 22| (cos o + isin py)
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plati
2120 = |21 ]| 22| (cos (1 + p2) + i sin (@1 + p2))

— = ——(cos(p1 —w2) + isin(p1 — ¢2)) .

Predchozi vztah pro soucin dvou komplexnich cisel v goniometrickém tvaru je
mozné zobecnit na soucin libovolného kone¢éného poc¢tu komplexnich ¢isel (dikaz se
vede matematickou indukci). Podobné se postupuje v ptipadé, kdyz umocnujeme kom-
plexni ¢islo v goniometrickém tvaru na pfirozeny exponent.

Véta 3.1.
Necht z = | z| (cosp +isinp) € C. Pak pro libovolné n € N plati:

2" =|z|" (cosny + isinng).

Dikaz.
Tvrzeni dokdZzeme matematickou indukei vzhledem k n.

a) pro n = 1 tvrzeni evidentné plati

() predpoklddame, Ze tvrzeni plati pro 1, ... , n—1 (n > 2). DokaZeme nyni dané
tvrzeni pro n. Pouzijeme-li postupné definici mocniny, indukéni predpoklad a
souctové vzorce pro kosinus a sinus, dostavame:

n

2 =z-2" 1 =12 (cosp +ising)-|z|"! (cos(n—1)p +isin(n—1)p) =

= |2|™ [cos ¢ cos(n—1)p — sin psin(n—1)¢p + i(cos ¢ sin(n—1)p + sin g cos(n—1)p)| =
=|z|" (cosng + isinnp) . [
Dosadime-li do predchozi véty | z| = 1, dostaneme tvrzeni, které odvodil francouz-

sky matematik Abraham de Moivre (1667 - 1754) jiz poc¢atkem 18. stoleti.

Dusledek (Moivreova véta).
Pro kazdé prirozené cislo n a libovolné realné cislo ¢ plati :

(cosgp + ising)™ = (cosnp + isinng).

Na zavér této kapitoly se jesté budeme zabyvat feSenim specidlniho typu rovnic
v oboru komplexnich ¢isel, a to tak zvanych binomickych rovnic. Pfitom binomicka
rovnice je rovnice tvaru

"™ —a = 0

kde a je dané komplexni ¢islo, = je neznama a n > 1 je prirozené ¢islo. Resit takovou
rovnici znamend najit vSechna komplexni ¢isla, ktera ji vyhovuji. Tato komplexni ¢isla
budeme také nazyvat (komplexni) n—té odmocniny z komplexniho €isla a .

Pfi feseni binomickych rovnic budeme vzdy predpokladat, ze a # 0, protoze pro
a = 0, mé tato rovnice ziejmé jediné feSeni, a to * = 0. Tento pfedpoklad nam
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také umozni vyjadrit ¢islo a v goniometrickém tvaru. ReSeni binomickych rovnic jsou
popséna v nasledujicim tvrzeni.

Véta 3.2.
Binomickd rovnice

kde a = |a| (cosa + i sin ), md v oboru komplexnich ¢isel pravé n riznych fesent, a to

— 2k 2k
n n

Diikaz.
K tomu, abychom tuto vétu dokazali, je tfeba ukazat tii véci, a to, ze:

1. ¢islo x; dané rovnici vyhovuje — to vsak ihned dostaneme dosazenim ¢isla zp do
dané rovnice a umocnénim podle véty 3.1.

2. cisla xg,x1, ... ,xp—1 jsOu navzajem ruznd — to bezprostiedné vyplyva z vyjadreni
komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru a z vlastnosti funkei kosinus a sinus.

3. zaddné dalsi reseni dané binomické rovnice neexistuji.
Je-li tedy z = |z|(cosp + isiny) FeSenim dané rovnice, potom po dosazeni z za z
do dané rovnice a upravé dostaneme:

| 2| (cosny +isinny) = |a|(cosa + isina).
Z rovnosti dvou ¢isel v goniometrickém tvaru vSak plyne, ze
|z|" = |a| A ne =a+t-2r, kde t € Z,
odkud ihned vyplyva, ze z je rovno né€kterému z cisel xg,x1, ... ,Tp_1. |
Pokud bychom si vSechna feSeni binomické rovnice ™ — a = 0 chtéli nakreslit

v Gaussové roviné, pak zjistime, zZe ¢isla xg, z1, ... ,z,_1 lezi ve vrcholech pravidelného
n-uhelniku vepsaného do kruznice se stfedem v po¢atku a polomérem {/|al.

Piiklad 3.2.
2i - (v/3 —1)t0
(14+4v3)8- (=1414)6

Naleznéte vsechny paté odmocniny z komplexniho ¢isla ¢ =

Resend.
Hledané feSeni oznacCime z. Spocitame zvlast jeho absolutni hodnotu a jeho argument
(s vyuzitim pocetnich pravidel, ktera jsme uvedli drive). Tedy:

. .10
S| 120]-[V3 i _
. 8 . o
114+iv3] -] —1+i]°

2] =

20



(arg(2i) + 10arg(v3—i) — [8arg(1+iv3) + 6arg(—14i)] + k2m) =

(§+10-%7r—8-§—6-%7r+k-27r) = §7r+kz-%7r.

argz =

[

Hledanymi patymi odmocninami z ¢ je pak nasledujicich pét komplexnich ¢isel (misto

argumentu +7 miZzeme vzit hodnotu Im — 27 = % z intervalu (0,27)):

2 = cos(F+k-2m) 4+ isin(E+k-2m) pro k=0,1,2,3,4.

Velmi dtlezitym zvlastnim piipadem binomické rovnice je rovnice
2" —1 = 0.

Reseni této rovnice budeme nazyvat n-té odmocniny z jedné. Vzhledem k tomu, ze
¢islo 1 (chépané jako komplexni ¢islo) mé argument o = 0 a jeho absolutni hodnota je
rovna jedné, dostavame dosazenim do vzorce pro feseni binomické rovnice, ze pro n-té
odmocniny z jedné plati:

2km . 2km

T = cos—— + ¢sin— k=0,1,2, ... ;n—1.
n n

Vidime tedy, Ze n-tych odmocnin z jedné (v oboru komplexnich &isel) je pravé n a
jejich obrazy, nakreslené v Gaussové roving, lezi ve vrcholech pravidelného n-thelniku
vepsaného do jednotkové kruznice se stfedem v pocatku, pricemz jeden z vrcholl lezi
v bodé 1 na realné ose. Nakreslete si sami obrazek znézornujici napiiklad vSech osm
osmych odmocnin z jedné.

Na zavér nasich tvah o binomickych rovnicich uvedme dvé dulezité vlastnosti n-tych
odmocnin z jedné, které budeme pozdéji vyuzivat.

Véta 3.3.
Pro n —té odmocniny z jedné plati :
1. soucin dvou n-tych odmocnin z jedné je opét n-ta odmocnina z jedné

2. prevrdcend hodnota n-té odmocniny z jedné je opét n-ta odmocnina z jedné.

Diikaz.
Necht z,.,xs jsou libovolné n-té odmocniny z jedné. Potom je: z]'! =1 a z7 =1.
Nyni vezméme cislo x,-zs a ¢islo — a umocnéme je na n—tou. Dostaneme:
Ty
1\n 1"
Y £ L

o xn

odkud plyne, Ze ¢isla x,-xs a — jsou feSenimi binomické rovnice ™ — 1 = 0. Jinak
T

feceno, obé ¢isla jsou n-tymi odmocninami z jedné. |
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4. Zakladni vlastnosti celych ¢isel.

Na stfedni skole byla odvozena nebo jenom uvedena fada vlastnosti celych cisel a
pravidel pro pocitani s nimi. V této kapitole zopakujeme a doplnime zejména zékladni
vlastnosti celych cisel, které souviseji s délitelnosti.

Definice.
Necht a,b jsou celd ¢isla. Rikdme, Ze a déli b a piseme a | b, jestlize

existuje celé ¢islo z tak, ze plati b = a- 2.
V opaéném piipadé fikdme, Ze a nedéli b a piseme a1 b.

Je nutné vzdy presné védét, co znamend vyse uvedeny slovni obrat ”v opacném
pripadé”. Jinak fecCeno, je nutné spravné utvorit negaci vyroku s existencnim kvan-
tifikdtorem. Tedy a nedéli b, znamena, ze pro kazdé celé ¢islo z plati, ze b# a - z.

Dale je nutné si uvédomit, ze zvlastni roli pii délitelnosti celych ¢isel hraje cislo
nula. Pfimo z definice délitelnosti v oboru celych ¢isel totiz plyne, ze

a|0 pro kazdé a € Z tzn. kazdé celé ¢islo déli nulu
0|b pravé kdyz b=0 tzn. nula déli pouze nulu.

Vsimnéme si dale, ze kazdé celé ¢islo b je vzdy délitelné cisly 1, —1, b, —b. Tato
Cisla se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isla b. Vsichni ostatni délitelé ¢isla b (pokud existuji)
se nazyvaji vlastni délitelé ¢isla b. S vlastnimi a nevlastnimi déliteli ptfirozenych Cisel
souvisi nasledujici dva pojmy.

Definice.
Celé cislo p se nazyvéa prvoéislo, jestlize p > 1 a p ma pouze nevlastni délitele. Podobné,
celé c¢islo s se nazyva sloZené ¢islo jestlize s > 1 a s méa i vlastni délitele.

Nekteré zakladni vlastnosti celych cisel, které se tykaji délitelnosti, popisuje nasle-
dujici véta.
Véta 4.1.
Necht a, b, ¢ jsou libovolnd celd ¢isla. Pak plati :
1. ala
2. albANble = alc
3. albANal|lec = al|(b-xz+c-y) prokaZdé z,y€cZ
4. a|b ANbla & b==+a.
Diikaz.
1. tvrzeni je zfejmé, nebot lze napsat a = a -1, coZ znamend, ze a | a.
2. necht a | b A b | c. Pak existuji cela ¢isla 21, 29 tak, ze: b=a-2z1 A c=0b-25. Po

dosazeni dostavame ¢ =a - (21 - 22), neboli a | c.
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3. necht a | b A a | c. Pak existuji cela ¢isla 21,20 tak, Ze: b=a-21 A ¢ =a- 2.
Tedy: b-z+c-y=a-(21-x + 22-y), odkud plyne, ze a|(b-z + c-y).

4. Dikaz implikace "=".
Necht a | b A b | a. Potom existuji z1,20 € Z tak,7e b=z1a AN a=2b. Po
dosazeni dostavame

b = Z1 22 b.

Nyni, pokud je b = 0, pak musi byt a = 0 (pro¢?) a tvrzeni plati. Necht tedy b # 0.
Potom miizeme cislem b vykratit a dostavame 1 = z; - z5. Tato rovnice je vsak
v oboru celych ¢isel splnéna pouze pro z; = zo = 1 nebo pro z; = 2o = —1. Plati
tedy, ze b = *+a.
Diikaz implikace 7<=
b=xa = b=a-(£l) ANa=b-(£1) = al|b A b]a. |

Jednim ze zékladnich algoritmt, ktery se uci zaci jiz na zakladni skole, je algorit-
mus pro déleni dvou prirozenych ¢isel. Uvédomme si, ze vysledkem vypoctu je vlastné
nalezeni dalsich dvou ¢isel, tzv. ¢astecného podilu a zbytku. Celou situaci lze zformulo-
vat v oboru celych ¢isel pomoci nasledujici véty.

Véta 4.2. (Véta o déleni se zbytkem celych Eisel )

Necht a, b jsou celd c¢isla, takovd, Ze b # 0. Potom existuji celd ¢isla q,r, splriujici vztah:
(1) a =b-q+r A 0<r< |bl,

pricemz toto vyjadrent je jednoznacné.

Diikaz.

Dikaz véty provedeme ve dvou krocich. V prvnim kroku dokézeme, ze uvedené vyjadie-

ni existuje a ve druhém kroku pak ukézeme, ze ¢isla g, r spliiujici vztah (1) jsou urcena
jednoznacné.

1. Dikaz existence vyjadrent (1) .
Uvazme mnozinu celych cisel

M =A{z-|b] | z€Z N z-|b|] <a}l.

Mnozina M je zfejmé neprazdnd a existuje v ni nejvétsi prvek, ktery si oznacime xg - | b |
(rozmyslete si podrobné, Ze tomu tak skutecné je). Potom plati:

(2) a = xo-|b| +7r kde r >0

a dale zfejmé je (xo + 1) -|b| > a, neboli zg - |b|+ |b|] > a, odkud po tpravé
dostavame, ze a —xo - |b| < |b| a po dosazeni za a ze (2) vychazi

(3) r< |b]
Nyni uz jenom staci pouze provést oznaceni
{ xo, jeli b>0

7= —x9, Jje-lli b<O

a pii tomto oznaceni dostavame ze (2) a (3) okamzité hledany vztah (1).
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2. Diikaz jednoznacnosti vyjadrent (1) .

Budeme predpokladat, ze existuji dvé dvojice celych ¢isel, spliiujici vztah (1) a doké-
zeme, ze se odpovidajici si ¢isla rovnaji. Necht tedy ¢, ¢/, r, v’ jsou celd éisla, spliiujici
vztah (1), tzn.:

a=0b-qg+r, 0<r<|b] A a=b-¢d+7r, 0<r <|b].

Pak ode¢tenim obou rovnic obdrzime b-(¢g—¢’) = r’—r, odkud pfechodem k absolutnim
hodnotam dostavame:

[b-(g=d)[=1bl-lg=d|=[r"=r]
Déle, z predpokladi o ¢islech r a ' plyne, ze musi byt |7 —r | < |b].
Nyni — pokud by bylo ¢ # ¢’, dostavame | 7' —r |=|b| - | ¢—4¢' |>| b, coz je spor.

Musi tedy byt ¢ = ¢’ , odkud pak ihned plyne, ze r = /. To vSak znamen4, ze vyjadieni
(1) je jednoznacné. [

Cislo g z vyjadfeni (1) se nazyvé (neiplny) podil po déleni é&isla a &slem b. Cislo r
z vyjadieni (1) se nazyvé zbytek po déleni ¢isla a ¢islem b. Mimo jiné tedy vidime, Ze
zbytek r po déleni ¢isla a cislem b je definovan jednoznacné a nabyva vzdy praveé jedné
z hodnot 0,1, ..., |b|-1.

Nyni zavedeme v oboru celych ¢isel Z pojem nejvétsiho spoleéného délitele dvou
celych cisel a popiseme jeho zdkladni vlastnosti.

Definice.
Necht a,b jsou celd ¢isla. Celé ¢islo d se nazyva nejvétsi spoleény délitel cisel a,b,
jestlize plati:

1. dla A d|b
2. jestlize k| a A k|b pro néjaké k € Z, potom také k | d.

Véta 4.3.
Necht a, b jsou libovolnd celd ¢isla. Pak plati :

1. existuje nejvetsi spolecny délitel cisel a,b

2. jestlize d je nejvétsim spolecnym délitelem cisel a,b, pak {d,—d} je mnoZinou vSech
nejvétsich spolecnych déliteli cisel a,b

3. jestlize d je nejvétsim spolecnym delitelem cisel a,b, pak existuji cela cisla u,v tak,
Ze plati tzv. Bezoutova rovnost :
a-u + b-v =4d.

Dikaz.

1. pro a = 0, b = 0 existuje nejvétsi spoleény délitel, a sice ¢islo 0 (ovéfte si sami, Ze
tomu tak skutecné je). Necht tedy a # 0 nebo b # 0. Uvazme mnozinu ¢isel

M =A{a-z+b-y | z,y € Z libovolné}
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a oznatme d = a-xg9 + b-yo nejmensi kladné ¢islo patfici do M (rozmyslete si, Ze
takové ¢islo uréité existuje). Nyni ukadzeme, Ze d je hledanym nejvétsim spoleénym
deélitelem cisel a, b (ovéfenim obou ¢asti definice). Tedy :

1. podle véty o déleni celych cisel existuji q,r € Z tak, ze

a=d-q+r kde 0<r<d
(zde | d | = d protoze d je podle pfedpokladu kladné). Pak
r=a-dq=a—(a-20+b-y) qg=a (L-z0-q) +b-(~yo-q) € M.
Ponévadz vsak 0 < r < d a d je nejmensim kladnym ¢islem patiicim do M, musi
byt » = 0. To ale znamend, ze a =d - q, a tedy d | a.
Podobnym zpiisobem se ukaze, ze také d | b.

2. jestlize k| a, k| b, pak podle véty 4.1.3. plati, ze k| (a-xo+b-yo) = d .
Dokéazali jsme tak, ze d je nejvétsim spolecnym délitelem cisel a, b .

2. necht d je dany nejvétsi spoleény délitel ¢éisel a,b a necht f je libovolny nejveétsi
spolecny délitel a,b. Potom:
fla N f|b, odkud plyne (protoze d je nejvétsi spolecény délitel a,b), ze f | d,
d|a N d|b, odkud plyne (protoZze f je nejvétsi spoleény délitel a,b), ze d | f .
Tedy f|d A d] f, tzn. podle véty 4.1.4 dostavame, ze f = +d.

3. z diikazu 1. ¢asti véty plyne, ze existuji xg, yo € Z tak, ze a-xg+0b-yo je nejvetsim
spoleénym délitelem ¢isel a,b. Vzhledem k 2. ¢asti véty vSak libovolného nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a, b mizeme vyjadiit ve tvaru a - (xo) + b - (£yo), odkud
po vhodném oznaceni dostavame zaddané tvrzeni. |

7 predchozi véty plyne, ze pro a = b = 0 existuje jediny jejich nejveétsi spolecny
délitel, a sice ¢islo 0. V vSech ostatnich pfipadech (tzn. pro a # 0 V b # 0) existuji
vzdy dva nejvétsi spolecni délitelé ¢isel a, b, lisici se znaménkem. Déle poznamenejme,
Ze treti cast véty pouze zarucuje existenci celych ¢isel u, v, spliujicich uvedeny vztah.
Da se ukézat, ze takovych dvojic ¢isel u, v existuje nekone¢né mnoho.

Poznamka - délitelnost v oboru prirozenych ¢isel.
Na stfedni skole se pojem délitelnosti obvykle probira v oboru ptirozenych ¢isel. Samot-
ny pojem délitelnosti lze bez problémii preformulovat pro prirozena c¢isla ziejmym
zpusobem: pro prirozena cisla a, b fekneme, ze a déli b, jestlize existuje prirozené c¢islo
u tak, ze b = a-wu. Zékladni vlastnosti délitelnosti, které jsme uvedli ve vété 3. 1.
plati i pro délitelnost v oboru prirozenych cisel. Rovnéz pojem nejvétsiho spolecného
délitele je mozné zavést pro prirozena cisla stejnym zptisobem, jako jsme to ucinili pro
¢isla cela. Poznamenejme, Ze v tomto pfipadé je mozno druhou podminku v definici
nejvétsiho spolec¢ného délitele dvou prirozenych cisel, tzn. podminku
" jestlize k | a, k| b pro n&jaké k € N, potom také k |d”

nahradit ekvivalentni podminkou

" d je nejvétsi ze vech pfirozenych ¢isel k splijicich: k| a, k| b 7.

Nejvetsi spolecny délitel ¢isel a, b v oboru prirozenych cisel existuje jediny.
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Definice.
Rekneme, ze dvé cela ¢&isla a,b jsou nesoudélna, jestlize ¢islo 1 je jejich nejvétsim
spole¢nym délitelem.

Nasledujici véta uvadi dalsi jednoduché vlastnosti délitelnosti v oboru celjch ¢isel.
Vsimnéte si, jak se pfi jejich dikazu vyuziva Bezoutova rovnost (véta 4.3.3)

Véta 4.4.

Necht a,b,c,ay,...,a, jsou celd ¢isla. Pak plati:

1. a,b jsou nesoudélnd N a,c jsou nesoudélnd = a,b-c jsou nesoudélnd
2. a|b-c N a,bjsou nesoudélnd = a|c

3. alc N ble AN a,bjsou nesoudélnd = a-b|c

4. p je prvocislo N play-...-a, = pla; pronéjaké i=1,2,... ,n.
Diikaz.

1. Necht a,b jsou nesoudélnd a a,c jsou nesoudélnd. Podle véty 4.3.3 existuji celé
¢isla u, v, x,y tak, ze plati:
a-u+b-v =1 A a-x+c-y = 1.

Vynéasobenim obou rovnosti dostavame:
(4) a- (uax + ucy + bvzx) + be- (vy) = 1
Nyni dokézeme, zZe 1 je nejvétsim spolecnym délitelem cisel a, b - c.
1. zfejmé plati, ze 1|a A 1]be
2. jestlize k| a A k| be, potom ze vztahu (4), uzitim véty 4.1.3 dostavame, Ze
k|la-(uax + ucy + bvz) + bc-(vy)] = k1.
Dokéazali jsme tak, ze ¢isla a, b - ¢ jsou nesoudélna.

2. Necht a | b-c¢ A a,b jsou nesoudélni. Pak podle véty 4.3.3 existuji cela ¢isla u, v
tak, ze a-u + b-v = 1. Po vynasobeni této rovnice ¢islem ¢ dostavame :

acu + bcv = c,
odkud podle véty 4.1.3 (ponévadz a |a A a|bc) plyne, ze a|c.

3. Necht a|c A b|c A a,bjsou nesoudélna. Pak podle definice délitelnosti a podle
vety 4.3.3 existuji celd ¢isla 21, 29, v, v tak, ze

c=a-z1 A c=b- 2 A a-u+b-v=1.

Po vynasobeni posledni rovnice ¢islem ¢, naslednym dosazenim a tipravou dostavame :

auc + bve = ¢
aubzy + bvaz = c
ab-(uzg +vz1) = c

odkud jiz plyne, ze a-b| c.
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4. Tvrzeni budeme dokazovat matematickou indukci vzhledem k n .

a) pro n =1 tvrzeni evidentné plati

B) predpoklame, ze tvrzeni plati pro 1, ..., n—1 (n > 2). Necht nyni p je prvodislo
Aplay- ... a,, tz.

pl(ar: ... an_1)-an .
Jestlize p | a,, pak dostdvame pozadované tvrzeni. Necht tedy p nedéli a, .
Potom jsou ¢isla p, a,, nesoudélnéd (pro¢?) a podle 2. ¢asti této véty plati, ze
pl(ar: ... ap_1).

Podle indukéniho predpokladu pak p | a; pro néjaké i = 1,2, ... n—1. |

Véta 4. 5.
Kazdé celé cislo a > 1 lze rozloZit na soucin prvocisel, a to jednoznacne, aZ na jejich
poradi

Diikaz.
Nejprve budeme dokazovat existenci pozadovaného rozkladu a pak jeho jednoznac¢nost.

1. Dikaz existence rozkladu.

Dikaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze existuji celd ¢isla vétsi nez jedna, kterd
nelze rozlozit na soucin prvocisel a nejmensi z téchto ¢isel oznacme u. Pak ale u neni
prvocislo, tzn. v musi mit vlastniho délitele b, a tedy: v = b-c, kde 1 < b < u,
1 <c<u. Ale ¢sla b, ¢ 1ze rozlozit na soucin prvocisel (jinak spor s definici ¢isla u), a
tedy u = b - ¢ lze pak také rozlozit na soucin prvocisel, coz je spor.

2. Diikaz jednoznacnosti rozkladu (aZ na potadi ¢initeld).
Necht

(5) a =P1- o Pn = Qe

jsou dva rozklady ¢isla a > 1 na soucin prvocisel. Pozadovanou jednoznac¢nost vyjadieni
(az na poradi ¢initell) nyni dokdzeme matematickou indukci vzhledem k n.

a) pro n =1 je a prvodislem, tzn. musi byt také k& =1 a nasledné pak p; = ¢;.

B3) predpokladejme, Ze pro vSechna celd ¢isla vétsi nez jedna, majici rozklad na souéin
méné nez n prvocisel, je tento rozklad jednoznacny (az na potradi Ciniteld).

Vezméme celé ¢islo a > 1, pro které plati (5). Potom p, |a = q1- ... - qx. Ale
Pr je prvodislo, tzn. musi platit p, | ¢; pro néjaké i =1, ..., k. Ponévadz p, i g;
jsou prvodisla, musi byt p, = ¢;, takZe po zkréaceni ¢éislem p,, = ¢; ve vztahu (5) a
nasledném uziti indukéniho predpokladu dostavame zadanou jednoznacnost. |

Véta 4. 6.

Prvocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz.

Budeme postupovat sporem. Predpoklddejme, Ze existuje pouze kone¢né mnoho prvo-

Cisel a oznacme je naptiklad pi,pe, ..., pp. Nyni utvorme c¢islo
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a =pi-p2-... pn+ L

Cislo a lze podle pfedchozi véty rozlozit na soucin jistého poétu prvoéisel, tzn. jinak
feCeno, c¢islo a je urcité délitelné alespon jednim prvocislem. Existuje tedy prvocislo p;

(kde ¢ = 1,2, ... ,n) tak, ze p; | a. Kromé toho také p; | p1 - pa - ... - pn (pro¢ 7).
Potom uzitim véty 4. 1. 3. dostavame:
pi | (a—pi-p2-... pp) =1

tzn. p; | 1, coZ je spor, protoze déliteli ¢isla 1 jsou zfejmé pouze +1, zatimco prvocislo
je podle definice vzdy vétsi nez 1. |

Na zavér nasich avah o celych cislech uvedeme jesté jeden pojem, ktery budeme ve
zbyvajici ¢asti tohoto textu casto vyuzivat.

Definice.
Necht m je pevné ptirozené ¢islo a necht a, b jsou cela ¢isla. Jestlize plati, ze m | (b—a),
pak fekneme, Ze €isla a,b jsou kongruentni podle modulu m a piSeme a = b (mod m).

Podminku kongruentnosti dvou celych ¢isel podle modulu m je mozné vyjadrit
dalsimi dvéma zptisoby, ekvivalentnimi s predchozi definici.

Véta 4.7.

Necht m je pevné prirozené c¢islo a necht a, b jsou celd c¢isla. Pak ndsledugjici vyroky
jsou ekvivalentni :

1. a = b (mod m)

2. cisla a, b davaji po delent cislem m stejny zbytek

3. cisla a, b selisi o celociselny ndasobek cisla m

Diikaz.
Diikaz provedeme ve tfech krocich, postupnym dokazanim néasledujicich implikaci:

Diikaz implikace 71 =27 .
Necht plati 1 a necht a = m-q; +r1,resp. b = m-qs+ 1o, pricemz 0 < ry,ro < m.
Odectenim obou rovnic dostaneme :

ro—r1 = (b—a)+m-(q1 —q).

Z 1 plyne, ze m | (b—a) a déle urcité plati, ze m | m. Uzitim V. 4. 1. 3. pak z pfedchozi
rovnosti plyne, ze m | (ro — r1), coz znamend, ze existuje celé ¢islo z , tak ze

(6) o —7T1 = Mm-z2.

Ziejmé vsak je —m < (ro —71) < m (pro¢ 7), a tedy jedina hodnota z, ktera spliiuje
vztah (6) je ¢islo nula. Je tedy ro —7r; = m -0 = 0, neboli 7o = r1. Plati tedy 2.

Dikaz implikace 72 = 37 .
Nechf plati 2, tzn. ¢isla a, b davaji po déleni ¢islem m stejny zbytek. Mizeme tedy psat

a=m-q+r, b=m-qg+r (pfiemz 0 <7 <m).
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Po odec¢teni obou rovnic dostdvame b —a = m - (g2 — q1), coZ znamena, ze
b=a+m:-(q2—q1), kde (2 —q1) € Z.
Tedy cisla a, b se lisi o celociselny nasobek cisla m, ¢imz jsme dokazali 3.

Dikaz implikace 3 =17 .

Necht plati 3, tzn. existuje celé ¢islo z tak, ze b = a + z-m. Pakale b—a = z-m,
neboli m | (b — a). Podle definice je tedy a = b (mod m), coz znamend, ze jsme
dokézali platnost 1. ]

Kongruence maji celou fadu zajimavych vlastnosti a pro pocitani s nimi plati cela
fada pravidel. Nékteré ze zdkladnich vlastnosti kongruenci nyni uvedeme.

Véta 4.8.
Necht m je pevné prirozené ¢éislo a necht a, b, ¢ jsou celd ¢isla. Pak plati :

1. a = a (mod m)
2. a=b(modm) = b=a(modm)
3. a=b(modm) Ab=c(modm) = a=c (modm)

Diikaz.
Vztahy 1. a 2. okamzité plynou napriklad z 2. ¢asti predchozi véty.

Diikaz vztahu 3.
Necht a = b (mod m) A b = ¢ (mod m). Pak m | (b—a) A m| (c—b) odkud
uzitim véty 4.1.3 dostavame, ze

ml|(1-(c=b)+1-(b—a)) = m|(c—a),

coz znamena, ze a = ¢ (mod m). Plati tedy vztah 3. [

Véta 4.9.
Necht a = b (mod m), ¢ = d (mod m). Pak plati:

1. a+4+c=b+d (modm)

2. a—c=b-—d (modm)

3. a-c=b-d(modm)

4. a" = b" (mod m), pro libovolné prirozené n .
Diikaz.

Dokazeme naprtiklad vztah 3.
Podle ptredpokladii a podle véty 4.7 (¢ast 3), existuji celd ¢isla 21, 2o tak, ze a = b+2zym,
¢ =d+ zom. Dosazenim a vypoctem dostavame :

a-c = (b+zym)-(d+2om) = (b-d)+ (bza + z1d + z129m) - m
odkud vidime (opét uzitim véty 4.7, ¢ast 3), ze plati vztah 3.
Vztahy 1. a 2. se dokazi analogicky a vztah 4. se dokéaze ze vztahu 3. uzitim matematické

indukce (provedte si sami). [
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7 ptedchozi véty mimo jiné vyplyva, ze se kongruence chovaji vzhledem ke sc¢itani,
od¢itani a nasobeni kongruenci (podle stejného modulu m) podobné jako rovnice. Navic
pro kongruence plati dalsi pravidla, kterd pouzivime u rovnic. Naptiklad, k obéma
stranam kongruence je mozno pricist nebo odecist libovolné celé ¢islo, resp. obé strany
kongruence muzeme vynasobit libovolnym celym ¢islem (to vyplyva ihned z pfedchozi
véty a z faktu, ze kazdé celé ¢islo je vzdy kongruentni samo se sebou).

Pozor — v kongruencich nelze obecné provadét "kraceni”! Naptiklad je:
3:6 = 7-6 (mod 8), ale pfitom neplati, Ze 3 = 7 (mod 8).

Néasledujici véta vSak ukéze, ze v kongruencich je mozné provadét ”kraceni” cislem,
které je nesoudélné s modulem.

Véta 4.10.
Necht m je pevné prirozené ¢éislo a necht a, b, ¢ jsou celd ¢isla. Pak plati :

a-c¢c=b-c(modm) A c¢,m jsou nesoudélnd =— a = b (mod m).

Diikaz.
a-¢c =b-¢c(modm) = m/| (bc—ac) = m | (b—a)-c. Ale protoze m,c
jsou nesoudélna, musi (podle véty 4.4.2) platit, ze m | (b — a), coz tedy znamena, Ze

a = b (mod m). |
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5. Zobrazeni.

Pojem zobrazeni patii k zdkladnim pojmtm celé matematiky. S timto pojmem je
mozné se setkat jiz na stfedni skole.

Definice.

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Predpis f, ktery kazdému prvku mnoziny A pfi-
Fazuje pravé jeden prvek mnoziny B, se nazyva zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B.
Piseme pak f: A— B.

Uvedenéa definice je sice ndzorna a pro nase ucely dostacujici, ale z hlediska teorie
mnozin neni zcela presna, protoze obsahuje pfedem nedefinovany pojem ”predpis”.
Ptesnou definici zobrazeni uvedeme pozdéji, v kapitole o relacich.

Jestlize f : A — B je zobrazeni, pak mnozina A se nazyva definiéni obor a mno-
zina B se nazyva obor hodnot tohoto zobrazeni. Skutecnost, ze prvku a € A je pritfazen
prvek b € B, budeme vyjadfovat zapisem:

fla) = b.

Jestlize je f(a) = b, pak budeme fikat, Ze prvek b je obraz prvku a, resp. budeme
fikat, ze prvek a je vzor prvku b.

Dveé zobrazeni f: A — B, g : C — D se rovnaji (coz budeme stru¢né vyjadfovat
zapisem f = g), jestlize:

A=C AN B=D A f(z)=g(x)prokazdé x € A

tzn. jestlize se rovnaji jejich defini¢ni obory, obory hodnot a pfislusné predpisy. V opac-
ném piipadé (tzn. neni-li splnéna alespon jedna z pfedchozich t¥i podminek) se obé
zobrazeni nerovnaji, coz budeme struc¢né zapisovat ve tvaru f # g.

Vidime, ze k zadani zobrazeni je nutno zadat defini¢ni obor, obor hodnot a prislusny
predpis. Na prikladech nyni ukazeme, jak je pfi tom mozno postupovat.

Priklad 5.1.
Definujme zobrazeni f : A — B takto:

1. A={a,b,c,d}, B={rs,t,u,v} a polozime:
flay=u, fb)=r, fl=v, f(d)=t
2. A=7, B =N a polozime:
fa) = {

3. A=R, B=R apolozime: f(x)=sinz pro kazdé z € R

2¢ +1 pro x>0
—2x pro z <0

4. A=R, B=(-1,1) apolozime: f(z)=sinz pro kazdé = € R.

Vsimnéte si toho, ze posledni dvé zobrazeni maji stejny predpis (a sice f(x) = sinz),
ale presto se nerovnaji!! Maji totiz rizné obory hodnot — jednou je oborem hodnot
mnozina B = R a podruhé je oborem hodnot mnozina B = (—1,1).
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Poznamka.

1. Definice zobrazeni nevylucuje situaci, ze néktera z mnozin A, B je prazdnou mnozi-
nou. Rozeberme si tento pripad podrobnéji.
Je-li A prazdna mnozina a B je libovolnd mnozina, pak existuje jediné zobrazeni
) — B, které se nazyva prazdné zobrazeni (rozmyslete si, jak je v tomto pfipadé
splnéna definice zobrazeni!).
Je-li A nepriazdnd mnozina a B je prazdna mnozina, potom neexistuje zadné zo-
brazeni A — ().

2. Je-li A libovolnd neprazdnd mnozina, pak zobrazeni idy : A — A definované
predpisem: id4(z) = z, pro kazdé = € A se nazyva identické zobrazeni (nebo téz
identita) na mnoziné A .

3. Je-li ACR,B CR, pak zobrazeni f : A — B se obvykle nazyvé (redlna) funkce
(jedné realné proménné). Tato zobrazeni se podrobné studuji v matematické analyze.

4. Zobrazeni mohou také vystupovat v roli prvkd mmnozin. Dulezitym piikladem je
mnoZina vSech zobrazeni A — B, kterou ozna¢ujeme symbolem B4 .
Iustrujme si tento pojem na piikladu mnozin A = {a,b,c} a B = {z,y}. Lehce
zjistime, Ze existuje pravé 8 ruznych zobrazeni A — B (nakreslete si sami ptislusné
obrazky!). Mnozina B4 ma tedy 8 (tzn. 23) prvki.
Obecné 1ze pro koneéné mnoziny ukazat, ze ma-li mnozina A n prvkt a mnozina B
méa s prvkl, potom existuje pravé s raznych zobrazeni A — B, neboli mnozina
B4 mé s" prvki. Tato Givaha do jisté miry vysvétluje, pro¢ je pro oznaceni mnoziny
véech zobrazeni A — B pouzit symbol B# (a nikoliv tfeba symbol A5).

vvvvvv

Zobrazeni mohou mit rizné dalsi vlastnosti. Nejzédkladnéjsi a zaroven nejdilezitéjsi
vlastnosti zobrazeni jsou popsany v nasledujici definici.

Definice.
Zobrazeni f : A — B se nazyva

— injektivni zobrazeni (nebo téZ prosté zobrazeni), jestlize kazdy prvek z mnoziny B
ma pii zobrazeni f nejvyse jeden vzor.

— surjektivni zobrazeni (nebo téZ zobrazeni na), jestlize kazdy prvek z mnoziny B méa
pri zobrazeni f alespon jeden vzor.

— bijektivni zobrazeni, jestlize kazdy prvek z mnoziny B ma pfi zobrazeni f pravé jeden
Vzor.

O kazdém z vyse definovanych pojmt je nutno mit zcela jasnou a nazornou pfed-
stavu. Vyjadiime-li pfedchozi definici pouze jinymi slovy (rozmyslete si podrobné sami,
Ze obsahové jde skutecné o totéz), pak muzeme také fici, ze:

— zobrazeni f: A — B je injektivni pravé kdyz se kazdé dva rizné prvky mnoziny A
zobrazi vzdy na dva rtzné prvky mnoziny B

— zobrazeni f: A — B je surjektivni, pravé kdyz se na kazdy prvek mnoziny B vzdy
zobrazi néjaky prvek mnoziny A .

— zobrazeni f : A — B je bijektivni pravé kdyz je soucasné injektivni a surjektivni.
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V praxi je velmi casto potieba technicky dokazat, ze zadané zobrazeni ma, pripadné
nema nékterou z vyse uvedenych vlastnosti. Obvykle postupujeme nasledujicim zpiso-
bem: dokazujeme-li, ze zobrazeni f: A — B

— je injektivni, pak pfedpokladame, ze pro prvky x,y € A plati f(z) = f(y) a nasledné
dokézeme, ze x = y.
Muzeme také dokazovat implikaci: z # y = f(z) # f(y) (rozmyslete si, pro¢ jsou
oba postupy ekvivalentni). Technicky jednodussi byvéa obvykle zpiisob prvni.

— neni injektivni, pak nalezneme dva konkrétni rizné prvky z mnoziny A, které se
zobrazi na stejny prvek v mnoziné B.

— je surjektivni, pak vezmeme libovolny (obecny) prvek y € B a najdeme k nému vzor,
tzn. najdeme prvek a € A, pro ktery plati: f(a) =y.

— neni surjektivni, pak nalezneme v mnoziné B takovy konkrétni prvek, ktery nema
pri zobrazeni f zadny vzor.

Budeme-li u jednotlivych zobrazeni z piikladu 5.1. zjisfovat, zda jsou injektivni, resp.
surjektivni, resp. bijektivni, pak celkem jednoduse zjistime (provedte si ovéfeni podrobné
samil), ze

— zobrazeni z prikladu 5.1.1. je injektivni a neni surjektivni,

— zobrazeni zobrazeni z ptrikladu 5.1.2. je injektivni i surjektivni, tzn. je bijektivni,

— zobrazeni zobrazeni z ptfikladu 5.1.3. neni injektivni a neni surjektivni

— zobrazeni zobrazeni z ptfikladu 5.1.4. neni injektivni a je surjektivni.

Definice.
Necht f : A — B je bijektivni zobrazeni. Definujme zobrazeni f~! : B — A takto:
pro kazdé y € B polozime

f7iy) = a,
kde a je ten prvek z mnoziny A, ktery je vzorem prvku y pri puvodnim zobrazeni f
(tzn. je f(a) = y). Zobrazeni f~! se potom nazjyva inverzni zobrazeni k zobrazeni f .

Je tfeba si uvédomit, ze f~! je skuteéné zobrazenim, coz vyplyva z toho, Ze piivodni
zobrazeni f je bijektivni (tento predpoklad nelze z definice vypustit!!), a tedy prvek a,
o kterém se v definici hovoti, opravdu existuje, a to jediny.

Jestlize je zobrazeni f : A — B bijektivnim zobrazenim, pak primo z definice
inverzniho zobrazeni ihned plyne, e f~! : B — A je také bijektivnim zobrazenim, a
navic zfejmeé plati, zZe:

(=1

Priklad 5. 2.
Zobrazeni f : Z — N z prikladu 5. 1.2 je, jak vime, bijektivni. Existuje tedy k nému
zobrazeni inverzni f~! : N — Z. Lehce se zjisti, ze:

{ mT—l pro kazdé liché = € N
pro kazdé sudé x € N.
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Definice.
Necht f: A— B, g: B — C jsou zobrazeni. Potom zobrazeni (go f): A — C
definované ptredpisem

(90 f)(x) =g(fx))  prokazdé z € A

se nazyva sloZené zobrazeni (ze zobrazeni f a g, v tomto potfadi).

Z definice je vidét, ze slozené zobrazeni je mozno definovat pouze v pripadé, ze obor
hodnot prvniho zobrazeni je roven definicnimu oboru druhého zobrazeni. Poznamenejme
jesté, ze symbol go f ¢teme bud ”g kolecko f” nebo "¢ po f”. U zapisu sloZzeného
zobrazeni go f si jesté vSimnéme toho, Ze i kdyz se nejprve provadi zobrazeni f a potom
zobrazeni g, je zaveden zapis ”v obraceném poradi”. Nuti nas k tomu vzita konvence,
podle které se argument z piSe napravo od symbolu zobrazeni f. Poznamenejme, ze
nékteri autofi davaji pfi oznacovani slozeného zobrazeni prednost ”skute¢nému potradi”
obou zobrazeni a misto go f pisi f o g. Kviili tomu pak opoustéji zminovanou konvenci
a misto f(x) pisi (x)f, poptipadé x f.

Jestlize f : A — B je zobrazeni, pak primo z definice slozeného zobrazeni ihned
plyne, ze
foida=f A idgof=1f.

Je-li zobrazeni f : A — B navic bijektivni, pak (jak vime) existuje inverzni
zobrazeni f~!:B — A a ziejmé plati

f~lof=1ida A fof ! =idp.
Dalsi zékladni vlastnosti slozenych zobrazeni shrneme v nésledujicich vétach.

Véta 5. 1.
Necht f: A— B, g: B— C, h: C — D jsou zobrazeni. Pak plati :
ho(gof) = (hog)of.

Diikaz.

Ziejmé je ho(gof): A — D, (hog)of: A — D, a tedy defini¢ni obory a
obory hodnot obou zobrazeni jsou si rovny. K dokazani véty zbyva dokézat rovnost
prislusnych ptredpisti. Necht tedy je 2 € A libovolny. Pak je:

(ho(go f))(x)=h((ge f)(x)) = h(g(f(x)))

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))
tedy oba predpisy jsou stejné a véta plati. ]

Véta 5. 2.

Necht f: A— B a g:B — C jsou zobrazeni. Pak plati:

1. f,g jsou injektivni zobrazeni = go f je injektivni zobrazent
2. f,g jsou surjektivni zobrazeni = go f je surjektivni zobrazeni
3. gof jeinjektivni zobrazeni = f je injektivni zobrazeni
4 =

go [ je surjektivni zobrazeni g je surjektioni zobrazent.
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Drikaz.
Jednotliva tvrzeni dokazeme tak, jak bylo popsano v komentafi k definici injektivniho
a surjektivniho zobrazeni.

1. predpokladame, Ze f, g jsou injektivni zobrazeni a dokazujeme, Ze (go f) je injektivni
zobrazeni. Necht tedy pro prvky x,y € A plati:

(go f)(x)=1(g90 f)y).

Uzitim definice sloZeného zobrazeni dostdavame g¢(f(x)) = g(f(y)). Protoze vsak g
je injektivni, dostavame f(z) = f(y), odkud (protoze f je injektivni) dostdvame, Ze
x = y. Dokazali jsme tak, Ze zobrazeni (g o f) je injektivni.

2. Predpokladame, ze f, g jsou surjektivni zobrazeni a dokazujeme, Ze go f je surjektivni
zobrazeni. Necht tedy z € C' je libovolny prvek.
Protoze zobrazeni g je surjektivni, existuje prvek b € B tak, ze g(b) = z. Ale také f
je surjektivni zobrazeni, tzn. k prvku b € B existuje prvek a € A tak, ze f(a) = b.
Dohromady pak:

z=g(b) = g(f(a)) = (g° f)(a),
coz znamena, ze prvek a je vzorem prvku z pfi zobrazeni (go f). Dokazali jsme tak,
7e zobrazeni g o f je surjektivni.

3. Predpokladame, Ze (g o f) je injektivni zobrazeni a dokazujeme, Ze f je injektivni
zobrazeni. Necht tedy pro prvky x,y € A plati:

fx) = f(y).
Potom je jisté také g(f(x)) = g(f(y)), neboli (go f)(z) = (go f)(y). Protoze vsak je
(g o f) injektivni, dostavame odtud, Ze x = y. Dokézali jsme tak, Ze zobrazeni f je
injektivni.
4. Prepokldadéame, Ze (g o f) je surjektivni zobrazeni a dokazujeme, Ze g je surjektivni
zobrazeni. Necht tedy z € C' je libovolny prvek.
Protoze zobrazeni (g o f) je surjektivni, musi existovat prvek a € A takovy, ze

(9o f)(a) =2, meboli g(f(a))= "=

To vSak znamenad, ze prvek f(a) € B je hledanym vzorem prvku z pfi zobrazeni g.

Dokazali jsme tak, ze zobrazeni g je surjektivni. |
Véta 5. 3.
Necht f: A— B, g: B — A jsou zobrazeni. Pak plati:

gof=idga N fog=1idg < f,g jsou bijektivni N\ g= f~1.

Diikaz.
Implikace ”<" ziejmé plati. Dokézeme tedy pouze implikaci opacnou.

Dikaz implikace ” ="
Vzhledem k tomu, zZe identické zobrazeni je bijektivni, tzn. je injektivni i surjektivni,
tak z predchozi véty (¢ast 3 a 4) ihned plyne, Ze f i g jsou bijektivni zobrazeni.

Déle, ziejmé je g : B — A, f~!:B — A. Zbyva tedy dokazat rovnost pfislusnych
predpist. Necht tedy y € B libovolny. Ale f je bijektivni, tzn. existuje jediny prvek
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x € A s vlastnosti f(z) = y. Pak ale
fHy) = 2 =ida(x) = (9o f)(z) = g(f(2)) = g(y).
Dokazali jsme tedy, ze g = f~ 1. [

Poznamenejme, ze v piredchozi vété k tomu, aby ¢ = f~! nesta¢i platnost pouze
jedné z uvedenych rovnosti go f =ids nebo fog=1idp, jak by se snad na prvni
pohled mohlo zdat. Ukazme si to na nasledujicim ptikladu.

Priklad 5. 3.
Necht f: N — N, resp. g : N — N jsou zobrazeni, definované takto:

{ 1 pro x =1

fx)=2z+1 proVzeN resp. g(z) =
z—1 pro x > 2

(zkuste si nejprve obé zobrazeni schematicky nakreslit!). Ziejmé plati:
gof = idy
protoze (go f)(z) =g(f(z)) =gz +1)=(z+1)—1==z.

Pfitom vSak zobrazeni f neni surjektivni (nebot ¢islo 1 nemé pii zobrazeni f zadny
vzor) a zobrazeni g neni injektivni (nebot ¢g(1) = ¢(2)). Vidime tedy, ze k zobrazenim
f, g inverzni zobrazeni viibec neexistuji.

Na zavér kapitoly o zobrazenich uvedeme nékteré zakladni ivahy tykajici se porov-
navani mnozin, zejména nekonecnych. Ptjde predevsim o to, abychom se oprostili od
predstavy, kterou si nevédomky pfinasime jiz ze zékladni skoly, a sice, Ze pocet prvki
mnoziny je ¢islo. Provedeme pfitom nejjednodussi klasifikaci nekoneé¢nych mnozin na
mnoziny spocetné a nespocetné. Navic uvidime, Ze neni mozné automaticky prenaset
vSechny vzité (a spravné!) predstavy o kone¢nych mnozinach na mnoziny nekonecné.

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize existuje bijektivni zobrazeni f : A — B, pak fikame,
7e mnoziny A, B jsou ekvivalentni nebo téz, Ze mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost
a piseme A ~ B.

Véta 5.4.

Necht A, B, C jsou libovolné mnoziny. Pak plati:
1. A~ A

2 A~B = B~ A

3.3J.A~BANB~C = A~C

Driikaz.
1. Identické zobrazeni id4 : A — A je vzdy bijektivni, tzn. vzdy plati A ~ A.

2. Necht A ~ B, tzn. existuje bijektivni zobrazeni f : A — B. Potom vsak existuje
inverzni zobrazeni f~!: B — A, které je také bijektivni, a tedy B ~ A.
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3. Necht A ~ BA B ~ C, tzn. existuji bijektivni zobrazeni f: A— Bag: B— C.
Potom podle véty 5.2 (¢ast 1 a 2) je slozené zobrazeni (go f) : A — C také
bijektivni, coz znamena, ze je A ~ C'.

Priklad 5.4.

1. Dvé kone¢né mnoziny maji stejnou mohutnost, pravé kdyz maji stejny pocet prvki.

2. Mnoziny N a Z maji stejnou mohutnost.
To dokézeme tak, ze sestrojime néjaké bijektivni zobrazeni mezi témito dvéma mno-
zinami. Napiiklad zobrazeni z ptrikladu 5.1.2, tzn.

, . 2z +1 pro = >0
f:Z—N definované predpisem flx) =

—2x pro = <0
je bijektivni.

3. Mnoziny Z a Q maji stejnou mohutnost.
Struc¢né popiseme princip, jak se sestroji bijektivni zobrazeni mezi mnozinami Q a
Z . 'Toto zobrazeni budeme konstruovat postupné. Nejprve zobrazime bijektivné
kladné racionalni ¢isla na kladnd celd ¢isla takto: napiSeme kladna racionalni cisla,
vyjadiend v zadkladnim tvaru, do radkt tak, ze do 1. fddku napiSeme postupné
vSechna raciondlni ¢isla s citatelem 1 (a vzristajicimi jmenovateli), do 2. fadku
podobné vsechna racionalni ¢isla s citatelem 2, atd. Vznikne ”tabulka” tvaru

W RN =
N Wi N
W oy Wl
[S1ISCIEN (RN

VypiSeme-li nyni jeji prvky po diagonalach, tzn.

1 2 1 2 3 1
T PRI 9

11
1

2
’ 9 1 4 5

’» 39 39 1 4
sefadime tim kladné raciondlni ¢isla do posloupnosti a dostaneme hledanou bijekci
kladnych raciondlnich ¢isel na kladna celd c¢isla. Podobnym zptsobem zobrazime
bijektivné zadporna racionalni ¢isla na zaporné cela ¢isla a kone¢né, nulu zobrazime
na nulu.

Dohromady pak dostavame bijektivni zobrazeni mnoziny (Q na mnozinu 7.

4. Necht (a,b) je libovolny pevny otevieny interval na redlné ose. Pak plati:
(a,b) a (c¢,d) maji stejnou mohutnost pro jakykoliv otevieny interval (c, d);
(a,b) a RT maji stejnou mohutnost (kde R* zna¢i mnozinu kladnych redlnych ¢isel);
(a,b) a R maji stejnou mohutnost .

Tato tvrzeni dokédzeme uvedenim prislusnych bijektivnich zobrazeni. Dokazte si sami,
ze nasledujici zobrazeni jsou skutecné bijektivni.

f:(a,b) — (c,d) kde f(x):c—l—bf;-(m—a)
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f:(a,b) — R* kde f(x):b—x

. proa<z <p
fi(a,b) —R kde f(z)=¢ %" ¢

r—p

T prop<zx<b

pricemz p je libovolné pevné realné cislo takové, ze a < p < b.

. Necht (a,b) je libovolny pevny otevieny interval na realné ose. Pak plati, Ze intervaly
(a,b), (a,b), (a,b), (a,b) maji stejnou mohutnost.

Vzhledem k 4. bude zfejmé stacit, kdyz sestrojime bijekci mezi (0,1) a (0,1). Ale
zobrazeni :

1 111
—= o x=1,5,5,%, ...
f:(0,1) — (0,1) definované flx) = { ol p 27374
T jinak
je bijektivni (nakreslete si sami schematicky obrazek a dokazte).

Zbyvajici bijekce mezi intervaly (0,1) a (0,1), resp mezi intervaly (0,1) a (0,1)se
sestroji podobnym zptisobem.

. Mnoziny N a R nemaji stejnou mohutnost.

Vzhledem ke 4. sta¢i dokézat, Ze redlny interval (0,1) a mnoZina N nemaji stejnou
mohutnost. Budeme postupovat sporem. Predpokladame tedy, Ze interval (0,1) a
mnozina N maji stejnou mohutnost, tzn. prvky intervalu (0, 1) je mozné sefadit do
posloupnosti. Tedy :

(0,1) = {CLl,CLQ,CLg, e, Qn, }

Kazdé ¢islo a; mé pritom dekadicky zapis
o0
2 : —k
a; — aZkIO = O,Gilaigaig,...
k=1

Pokud ma ¢islo a; dva rizné dekadické zapisy, pak vybereme nekoneény zapis, tj.
takovy, ze pro nekone¢né mnoho k je a;r # 0. V této souvislosti pfipomenme, ze
dekadicky zapis redlného ¢isla je jednoznacny, az na jednu vyjimku, a sice nekonecny
periodicky zapis s periodou obsahujici samé devitky predstavuje totéz racionélni ¢islo,
jako konec¢ny dekadicky zapis, ktery dostaneme z predchoziho tak, Ze vynechame
periodu 9 a zvétsime piedchozi cifru o jednicku. Napiiklad tedy 0,2499999... a 0,25
jsou dva zapisy téhoz (racionélniho) ¢isla.

Cisla a; vyjadiena dekadicky zapiSseme do nasledujici tabulky:

a; = 0 , a11 4ai2 aisz ... Qinp ...
g = 0 , Q21 Q92 Q23 ... QA2n ...
an, = 0, an1 Gn2 Ap3z ... Gpn ...
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Nyni sestrojime ¢islo b, majici dekadicky zapis b = 0, by babs ... b, ... takto:
polozime

b, =

1 je-li a 1
{ ) bk 7 prok=1,2,3,....

2 je—li ark = 1
Potom ¢islo b patii do intervalu (0,1), coz znamend, Ze je rovno nékterému z ¢isel
ai,a2,a3, ... 04y, ..., napiiklad b = as. Musi tedy (mimo jiné) byt ass = bs.
Ale ¢islo b bylo sestrojené tak, ze pro kazdé k je by # arr a specielné tedy také
bs # ass . Dostavame tak hledany spor.

K predchozimu dikazu provedenému v prikladu 5.4.6. poznamenejme, Ze jeho zakladni
myslenku objevil némecky matematik Georg Cantor (1845 - 1918) koncem 19. stoleti.
Uvedena metoda se proto také nazyva ” Cantorova diagonalni metoda”.

Definice.
Mnozina, kterd méa stejnou mohutnost jako mnozina N vSech prirozenych cisel, se nazyva
spofetna mnoZina. Nekonefnd mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetna
mnozina.

Véta 5.5.

1. Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné mnoZiny.

2. Libovolny redlny interval a mnoZiny R™ a R jsou nespocetné mnoZiny.

Diikaz.

Obé tvrzeni ihned vyplyvaji z iivah, které jsme provedli v pfedchozim prikladu. |

Véta 5.6.
MnoZiny A a 24 nikdy nemaji stejnou mohutnost.

Diikaz.
Diikaz provedeme sporem. Piedpokladejme tedy, Ze mnoziny A a 24 maji stejnou
mohutnost, tzn. existuje bijektivni zobrazeni f : A — 24. Oznaéme pak

Y = {acAlad fa)}.

Vidime, Ze Y je podmnozina v A, tzn. jinak fedeno, Y € 24. Protoze viak f je bijekce,
musi existovat (dokonce jediny) prvek u € A tak, ze f(u) =Y. Pro prvek u vSak mohou
nastat dvé moznosti:

1. weY, odkud plyne, ze u ¢ f(u) =Y, coZ je spor
2. u¢Y,odkud plyne, Ze u € f(u) =Y, coz je opét spor.

Dohromady tedy dostavame spor, coz znamena, ze véta plati. |
Disledek.

Jestlize mnozina A je spocetnd, potom mnoZina 24 je nespocetnd.

Diikaz.

Necht A je spocetna mnozina. Pak A je nekone¢na mnozina a 24 je tedy také nekoneéna
mnozina. Z véty 5.6 pak ihned plyne, Ze 24 je nespocetna mnozina. |
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Poznamka.

Podrobnéjsimi tivahami o mohutnosti mnozin (a nejen o ni) se bude pozdéji zabyvat

specialni kurz z teorie mnozin. Jenom pro ilustraci uvedme bez dikazu nékolik zaji-

mavych tvrzeni o kone¢nych, spocetnych a nespocetnych mnozinach. Napriklad plati,

ze:

1. Mnozina A je kone¢na, pravé kdyz kazda jeji vlastni podmnozina mé jinou mohutnost
nez A.

2. Je-li I konecna nebo spocetnd indexova mnozina a pro kazdé ¢ € I je A; konecna

nebo spocetnd mnozina, potom [ J A; je koneéna nebo spocetnd mnozina.
i€l

3. Kartézsky soucin konecného poctu spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.

4. Je-li A nespocetna mnozina a A C B, pak B je také nespocetna mnozina.

7 ptedchozi pozndmky mimo jiné bezprostfedné vyplyvaji dllezité poznatky o ira-
cionalnich a komplexnich ¢islech, které uvedeme v nasledujici véteé.
Véta 5.7.

Mnozina vsech iraciondlnich c¢isel a mnoZina vsech komplexnich cisel jsou nespocetné
mnoziny.

Diikaz.
Oznacme symbolem I mnozinu vSech iracionalnich ¢isel. Pak zfejmé

R=QuUI.

Mnozina racionalnich c¢isel Q je spocetna a pokud by mnozina I byla koneénd nebo
spocetna, potom by podle 2. ¢asti predchozi poznamky musela byt mnozina Q UI = R
spocetnd, coz vsak neni. Mnozina I je tedy nespocetna.

Daéle, mnozina A = {(r,0) | r € R} ma zfejmé stejnou mohutnost jako mnozina R
(pro¢?), tzn. je nespocetna. Protoze je A C C, pak podle 4. ¢asti predchozi poznamky
je mnozina vSech komplexnich ¢isel C nepocetna. |
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6. Relace.

Definice.

Necht A, B jsou mnoziny. Pak libovolnd podmnozina ¢ kartézského soué¢inu A x B se
nazyva relace mezi mnoZinami A a B. Jeli (xz,y) € o, pak fikime, Ze prvek z je
v relaci ¢ s prvkem y. Naopak, jestlize (z,y) & o, pak fikdme, ze prvek x neni v relaci
0 s prvkem vy .

Z definice je predevsim vidét, Ze v ni zalezi na poradi mnozin A, B. Jinak FeCeno,
relace mezi mnozinami A, B je néco jiného, nez relace mezi mnozinami B, A. Dale, je
zfejmé, ze relace mezi mnozinami je opét mnozina. Je tfeba si pouze zvyknout na to, ze
se v tomto pripadé k oznaceni mnoziny obvykle pouziva malé fecké pismeno. Jakékoliv
uvahy o relacich jsou tedy tvahami o mnozinach. Naptiklad pti diikazu rovnosti dvou
relaci mezi mnozinami postupujeme stejné jako pri ditkazu jakékoliv jiné rovnosti dvou
mnozin, tzn. obvykle pomoci diikazu dvou mnozinovych inkluzi.

Definovat relaci ¢ mezi mnozinami A, B znamené popsat jistou podmnozinu mno-
ziny A x B, tzn. v podstaté jakymkoliv korektnim zptisobem jednoznac¢né urcit vsechny
uspotradané dvojice z A x B, které patii do o. Nasleduje nékolik prikladu relaci mezi
mnozinami.

Priklad 6. 1.
1. Necht A ={a,b,c,d}, B={x,y,z}. Pak

¢ = {(a,y),(¢9), (¢, 2)}

je relaci mezi mnozinami A, B.
2. Necht A=N, B =N. Pak
0={(z,y) e Nx N | y —z je kladné ¢islo}

je relaci mezi mnozinami A, B. Je zfejmé, Ze v tomto pripadé je ¢islo x v relaci o
s Cislem y pravé tehdy, kdyZ x je mensi nez y (pfi bézném uspotfadéni ¢isel podle
velikosti).

3. Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Uvedeme dva specidlni pfipady relaci mezi
mnozinami A, B:

a) prazdnd mnozina je ziejmé podmnozinou A x B, a tedy ¢ = ) je relaci mezi
mnozinami A, B, kterou budeme nazyvat prazdna relace mezi A, B. Je to tedy
takova relace, kdy zadny prvek z A neni v relaci s zadnym prvkem z B .

b) druhym specidlnim pfipadem podmnoziny A x B je mnozina A x B samotnéa. Tedy
0 = A X B je také relaci mezi mnozinami A, B, kterou budeme nazyvat univerzalni
relace mezi A, B. Je to takova relace, kdy kazdy prvek z mnoziny A je v relaci
s kazdym prvkem z mnoziny B .

Ptripomenme, ze definice relace mezi mnozinami A, B nevylucuje pripad, Ze néktera
z mnozin A, B je prazdna. Je-li A = () nebo B = (), pak je zfejmé A x B = (), odkud
plyne, Ze jedinou moznou relaci mezi mnozinami A, B je v tomto pfipadé prazdna relace.
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Poznamka.

Pojem zobrazeni, ktery jsme diive zavedli ne zcela presnym zpiisobem, by bylo mozné

nyni naprosto korektné a presné definovat pomoci relaci takto:

Necht A, B jsou mnoziny a necht f je relace mezi mnozinami A, B, spliujici podminku:
ke kazdému x € A existuje jediné y € B tak, ze (z,y) € f.

Pak uspofadanou trojici (A4, B, f) nazyvame zobrazenim mnoziny A do mnoziny B.

Vidime, ze v této definici neni pouzit problematicky pojem ”predpis”, a proto neni

napriklad nutné zvlast popisovat rovnost dvou zobrazeni. Na druhé strané, tivahy o zo-

brazenich v této podobé by byly formalné komplikované a nepiehledné. Proto nadale
budeme pracovat s pojmem zobrazeni tak, jak byl pivodné zaveden.

Definice.
Necht p je relace mezi mnozinami A, B a necht o je relace mezi mnozinami B, C. Pak
relace

cop = {(z,y) € AxC | 3b€e B tak, ze (z,b) € o A (b,y) €0}
se nazyvéa sloZzena relace z relaci o a o (v tomto poradi).

Symbol oo p pro slozenou relaci ¢teme bud ” o kolecko ¢” nebo "o po o”. Ilustrujme
si skladani relaci na jednoduchém konkrétnim prikladu.

Priklad 6. 2.
Necht A = {a,b,c,d}, B = {z,y,z}, C = {k,l,m,n} a necht je dina relace ¢ mezi
mnozinami A, B a relace ¢ mezi mnozinami B, C takto:

e={(a,9),(c,9),(c;2)} o ={(zk),(2,0), (x,m), (x,n),(y,k), (y, 1)}

Potom z definice sloZené relace ihned plyne, ze oo = {(a,k),(a,n),(c, k), (c,n)}.

Poznamka.

Pro vétsi nazornost si mizeme relace mezi mnozinami znazornovat graficky, zejména
jsou-li mnoziny konecné. Je-li naptiklad o relaci mezi mnozinami A, B, pak si znazor-
nime prvky obou mnozin jako body v roviné a bod r € A spojime orientovanou Sipkou
s bodem s € B pravé tehdy, kdyz (r,s) € o. Vysledny obrazek budeme nazyvat graf
relace o.

Pro relace o, 0 z predchoziho ptikladu tak dostavame nasledujici grafy:

k

V o
X,

n

Pomoci grafti si mizeme schematicky znazornit i dalsi pojmy, jako napriklad skladani
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relaci. Je zfejmé, ze pfi relaci oo vede orientovana sipka z bodu r € A do bodut € C,
pravé kdyz tuto Sipku lze ”slozit” ze Sipky patfici do grafu relace o, zacinajici v bodu
r, a Sipky patiici do grafu relace o, koncici v bodu ¢, pficemz obé Sipky maji spolecny
bod v mnoziné B.

Véta 6. 1.
Necht o je relace mezi mnoZinami A, B, o je relace mezi mnozinami B,C', a T je
relace mezi mnozinami C, D . Pak plati:

To(ocop) = (Toog)op.
Diikaz.

Je zfejmé, ze To(cop) i (Too)op jsou relace mezi mnozinami A, D. Jejich rovnost
dokazujeme jako mnozinovou rovnost.

”C” necht (z,y) € 7o (00 p) libovolné. Pak podle definice slozené relace existuje ¢ € C
tak, ze (x,¢) € cop A (c,y) € 7. Déle existuje b € B tak, ze (x,b) € o A (b,¢) € 0.
Nyni opét uzitim definice slozené relace dostavame, ze (b, y) € 7o o a nasledné pak
(z,y) € (Too)op. Dohromady tak dostavame, ze 7o (cop) C (Too)op.

”D” inkluze (Too)op C 7o (00p) se dokdze analogickym zptisobem. [

Definice.
Necht o je libovolné relace mezi mnozinami A, B. Potom relace o~
B, A, definovana vztahem :

ol = {(u,v) €EBxA| (v,u) €Ep}

1 mezi mnoZinami

se nazyva inverzni relace k relaci .

1 pravé tehdy, kdyz je

1

Z definice inverzni relace okamzité vyplyva, ze (u,v) € o~
(v,u) € 0. Znéazornime-li si relaci g grafem, pak zfejmé graf relace o~
vezmeme puvodni graf relace o a v ném pouze zménime orientaci vSech Sipek.

ziskame tak, ze

Véta 6. 2.
Necht o je relace mezi mnozinami A, B a o je relace mezi mnoZinami B,C . Potom
plati:

L (o)™t =0
-1 -1

2. (op)™t =ptoo

Dukaz.

1. dokazovana rovnost okamzité vyplyva z definice inverzni relace.

1 1

2. ziejmé (o)t i o7t oo ! jsou relace mezi mnozinami C, A. Jejich rovnost tedy
dokazujeme jako mnozinovou rovnost.

"C” necht (u,v) € (0 0p)~!. Podle definice inverzni relace je pak (v,u) € cop a
déle, podle definice slozené relace existuje b € B tak, ze (v,b) € 0 A (b,u) € 0.
Potom vsak (b,v) € o=! A (u,b) € 07!, odkud pak podle definice sloZené relace
dostavame (u,v) € o~ ! oot . Dohromady tedy: (cog)™! C ot oo™ 1.
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?D” inkluze o ! o 07! C (0o0p)™! se dokdze analogickym zptisobem. [ |

Na zavér této kapitoly se budeme nyni zabyvat speciadlnim, ale v praxi se ¢asto
vyskytujicim typem relace mezi mnozinami A, B, a sice pfipadem, kdy A = B # ().

Definice.

Necht M je nepriazdnd mnozina. Pak libovolna podmnozina ¢ kartézského soucinu
M x M se nazyva relace na mnoziné M. Mnozinu M spolu s relaci p budeme oznacovat
symbolem (M, o) a budeme Fikat, ze (M, o) je mnozina s relaci.

Pro z,y € M budeme misto (z,y) € o psat obvykle zpy, resp. misto (z,y) & o
budeme psat xoy .

Priklad 6. 3.

1. Necht M = {a,b,c,d} a necht napfiklad ¢ = {(a,b), (b,a), (b,b), (b,c)}. Potom p je
relace na mnoziné M .

2. Necht M je libovolna neprazdnéd mnozina. Pak
a) prazdna relace o = () je relaci na mnoziné M .
b) univerzéalni relace o = M x M je relaci na mnoziné M .

c) mnozina {(z,z) | € M libovolné} je relaci na mnoziné M, kterou nazyvame
relace rovnosti a ozna¢ujeme symbolem ¢ (fecké pismeno jota).

3. Necht M =24, kde A je libovolnd mnozina. Potom mnozina,
{((X,Y) | X,)Ye2AAXCY}

je relaci na mnoziné 24, kterou nazjvame relace inkluze a obvykle ji oznacujeme
symbolem C.

4. Necht M = N je mnozina vSech ptirozenych ¢isel. Pak mnozina
{(a,b) | a,be N A a délib}

je relaci na mnoziné N, kterou nazyvame relace délitelnosti (na mnoziné pfirozenych
Cisel) a obvykle ji oznacujeme symbolem |. Zduraznéme, Ze délitelnost je v tomto
pripadé chapana jako délitelnost v oboru prirozenych cisel, tzn. obrat "a déli b”
znamena: “existuje x € N tak, ze platib=a-z".

5. Necht M = 7 je mnozina vSech celych ¢isel a nechf m je pevné ptirozené ¢islo. Pak
mnozina

{(a,b) | a,b€Z N a = b (modm)}

je relaci na mnoziné vsech celych cisel Z , kterou nazyvame relace kongruence podle
modulu m .

Poznamka.

Schematické znazornovani relaci na mnoziné (zejména, je-li mnozina kone¢na) mizeme
provést obrazkem, podobné jako u relaci mezi mnozinami. Jestlize je tedy (M, o)
mnozina s relaci, pak prvky mnoziny M znazornime jako body v roviné a z bodu z
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nakreslime orientovanou sipku do bodu y praveé tehdy, kdyz xpy. Pritom je samoziejmé
mozné, ze Sipka zacind a konci ve stejném bodu. Takovéa Sipka se nazyva smycka.
Vznikly obrazek budeme nazyvat uzlovy graf relace o.

Relaci p na konecné mnoziné M je mozné také vyjadrit pomoci tabulky, kterou sestro-
jime néasledujicim zpisobem: do zahlavi fadkd a sloupcti vypiSeme prvky mnoziny M ,
a to ve stejném poradi. Do priseciku fadku oznaceného z a sloupce oznaceného y pak
napiseme jednicku, je-li zpy, resp. napiseme nulu, je-li xoy .

Oba zpiisoby vyjadreni relaci si ukazme na relaci z prikladu 6.3. 1., tzn. je-li

M ={a,b,c,d} a o={(a,b),(b,a),(b,b),(b,c)}.

QLo o

oo RO
OO R K|
oo~ OoO|lo
[eNeNoNol )

Pozdéji uvidime, ze nékteré specialni typy relaci na mnoziné je vyhodné znazornovat
i jinym zptisobem. Nyni si vS§ak nejprve popiseme zakladni vlastnosti relaci na mnoziné.

Definice.
Necht (M, ) je mnozina s relaci. Rekneme, Ze relace o je

1. reflexivni, jestlize: x € M libovolny = xox

2. symetricka, jestlize: z,y € M A zpy = yox

3. antisymetricka, jestlize: x,y € M A xpoy N yoxr = zx =1y
4. tranzitivni, jestlize: z,y,z2€ M A zoy N yoz = xpz
5

. aplna, jestlize: x,y € M libovolné = xpy V yox.

Poznamka.
Ptedchozi definice bude hrat v tivahach o relacich na mnoziné zasadni roli, a proto
je nutné ji dobfe pochopit a bezpecné zvladnout. Ukazme si jesté, jak se poznaji vyse

vvvvvv

(viz a)) a z tabulky relace (viz b)):

reflexivnost: a) kazdy bod je opatien smyckou

) v hlavni diagondle tabulky jsou samé jednicky

) mezi dvéma ruznymi body jsou bud dvé sipky nebo zadna Sipka
) tabulka je symetricka podle hlavni diagonaly
)
)

o

symetrie : a

-

mezi dvéma rtznymi body je bud jedna nebo zadna Sipka
dvé rizna policka symetrickd podle hlavni diagondly obsahuji nejvy-

antisymetrie: a

o

Se jednu jednicku
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Uuplnost : a) kazdy bod je opatfen smyckou a kazdé dva rizné body jsou spojeny
(alespon jednou) Sipkou
b) v hlavni diagondle jsou samé jednicky a dvé ruzna policka symetric-
ka podle hlavni diagonaly obsahuji alespon jednu jednicku

Jinou charakterizaci zédkladnich typt relaci na mnoziné uvadi nasledujici véta.

Véta 6. 3.
Necht (M, o) je mnoZina s relaci. Pak plati:

1. relace o je reflexivni < 1+ Cp (kde v znaci relaci rovnosti na M )

2. relace o je symetrickd < o C o~}

3. relace o je antisymetrickd < oN o ! C
4. relace p je tranzitivni < pop C p

5. relace o je iplnd < oU ot = Mx M.

Diikaz.
1. tvrzeni ziejmé plati.

2. Diikaz tmplikace ”=".
Necht o je symetrick4 relace na M. Dokéazeme, 7ze 0 C o~ '. Necht (z,y) € o libo-
volné, tzn. zoy. Podle pfedpokladu je ale yox, neboli (y,x) € o odkud dostavame
(,y) € o~ !. Plati tedy: o0 C o L.
Diikaz implikace 7 <"
Predpokladejme, ze ¢ C o~ . Necht zpy, tzn. (z,y) € p. Podle pfedpokladu je ale
(r,y) € 071, neboli (y,x) € 0. Tedy yox a relace ¢ je symetricka.

1

3. Dikaz implikace ”=".
Necht ¢ je antisymetricka relace na M a necht (z,y) € o N o~ ! libovolné, tzn. plati
zoy N yox. Ale p je antisymetrickd, a tedy = = y, neboli (z,y) € ¢. Dostdvame
tak, ze o N0~ Cu.

Dikaz implikace ” <"

Necht o N 0~ C ¢ a necht je zoy A yox. To ale znamena, 7e (z,y) €0 N o !, a
podle predpokladu je tedy (x,y) € ¢, neboli x = y. Dokazali jsme tedy, ze relace p
je antisymetricka.

4. Dikaz implikace ”=".
Necht relace g je tranzitivni a necht (z,y) € pop libovolné. Pak podle definice slozené
relace existuje prvek v € M tak, ze xrou A uoy. 7 tranzitivnosti relace p pak plyne,
Ze xoy, neboli (z,y) € p. Dokazali jsme tak, ze po o C o.

Dikaz implikace ” <"

Necht po o C p a necht zoy A yoz, coZ znamend, Ze (z,y) € o N (y,z) € o.
Potom podle definice slozené relace je (x,2) € po o C o, tzn. xpz. Tedy relace g je
tranzitivni.
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5. Dikaz tmplikace ”=".
Necht o je uplna relace. Vzhledem k tomu, Ze jisté plati: o U o™t C M x M,
staCi dokézat pouze opacnou inkluzi. Necht tedy (z,y) € M x M. Z toho, ze
relace o je Uplnad vyplyva, ze zoy V yox, tzn. (z,y) € o V (y,z) € o. Je tedy
(r,y) € 0 V (z,y) € 07}, coz znamend, 7e (z,y) € 0 U o~ !. Dokazali jsme tedy, Ze
oUol =MxM.

Dikaz implikace ” <=".

Necht o U o' = M x M. Necht =,y € M jsou libovolné prvky. Potom ziejmé
(z,y) € M x M = o U o', odkud plyne, ze (z,y) € o V (z,y) € 0!, a tedy
xoy Vypex. Tim jsme dokéazali, Ze relace g je tiplna. |

vvvvvv

a antisymetri¢nost se navzajem nevylucuji (napfiklad relace rovnosti na M je zaroven
symetricka i antisymetrickd). Déle je jesté dobré si uvédomit, Ze plna relace musi byt
vzdy reflexivni.

Nésledujici tabulka ndm ptfehledné uvadi, které z vyse zavedenych vlastnosti maji ¢i

nemaji relace z ptikladu 6. 3. Je velmi uZite¢né si kazdou jednotlivou odpovéd podrobné
samostatné ovérit. Cislovani relaci je stejné jako v piikladu 6. 3.

1 2a 2b 2c¢ 3 4 5
reflexivni ne ne ano | ano ano ano | ano
symetricka ne ano | ano | ano (k) ne ano
antisymetrickd | ne ano | (%) | ano ano ano ne
tranzitivni ne ano | ano | ano ano ano | ano
uplna ne ne ano (%) (k) ne ne

V nékterych pripadech zavisi uvedené vlastnosti relaci na poctu prvkd mnoziny M :
()  ano, je-li M jednoprvkovd mnozina, jinak ne

(xx)  ano, je-li A prazdna mnozina, jinak ne

(%) ano, je-li A prazdna nebo jednoprvkova mnozina, jinak ne.

Relace na mnoziné M, tak jak byla v této kapitole definovana, se také nékdy nazyva
”binarni relace”. Tento pojem je mozno ziejmym zpusobem zobecnit na pojem tzv.
"n—arni relace na mnoziné M”, kterd je pak definovana jako libovolnd podmnozina
kartézského sou¢inu M™ = M x M x ... x M (n—krat), pro libovolné pevné pfirozené
¢islo n. Ve specialnich pripadech dostavame :
pro n =1 tzv. unérni relaci (coz je vlastné libovolnd podmnozina mnoziny M),
pro n = 2 tzv. binarni relaci, s niz jsme pracovali vyse,

pro n = 3 tzv. ternarni relaci, coz je libovolna podmnozina M x M x M , atd.
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7. Usporadané mnoziny.

V této a v néasledujici kapitole budeme podrobnéji studovat relace na mnozing,
které splnuji soucasné nékolik z diive definovanych vlastnosti relaci.

Definice.

Necht (M, o) je mnozina s relaci, pficemz relace g je reflexivni, antisymetricka a tranzi-
tivni. Pak relace g se nazyva uspotradani a (M, p) se nazyva uspofadana mnoZina.
Je-li navic relace ¢ uplnéd, pak se ¢ nazyva linearni usporadani a (M, o) se nazyva
linearné usporadana mnozina nebo kratce fetézec.

Priklad 7.1.

1. Relace inkluze C na mnoziné 24 (tzn. na mnoziné vSech podmnozin mnoziny A) je
relaci usporadani.
Pritom (2‘4, C) je linearné usporddand mnozina, pravé kdyz mnozina A je prazdna
nebo jednoprvkova (tzn. pravé kdyz mnozina 24 m4 jeden nebo dva prvky).

2. Relace délitelnosti | na mnoziné vSech pfirozenych ¢isel N je relaci usporadéni. Pri
tom (N,|) neni linedrné usporddana mnozina.
V této souvislosti poznamenejme, ze relace délitelnosti na mnoziné vsech celych ¢isel
Z neni relaci uspotradani, a to proto, ze neni antisymetricka.

3. Relace uspotradani ¢isel podle velikosti < na mnoziné N je relaci linearniho uspora-
dani, a tedy (N, <) je linedrné uspofddand mnozina.

Ptitom relaci ”uspotfadani ¢isel podle velikosti” rozumime relaci < definovanou
zpusobem znamym ze stfedni skoly, tzn.

x <y prave kdyz y — x je nezaporné cislo.

Podobné, relace uspotradani ¢isel podle velikosti < je relaci linedrniho usporadani na
mnoziné vSech celych ¢isel Z, racionalnich ¢isel Q a redlnych ¢isel R. Dostavame tak
linedrné usporadané mnoziny (Z, <), (Q,<) a (R, <).

Umluva.

Libovolnou relaci usporadani budeme v dalsim pfi obecnych tvahach oznacovat sym-
bolem < (”mensi nebo rovno”) misto symbolu g nebo jinych feckych pismen. Jedna
se o vzitou konvenci vzniklou z toho, ze klasickym ptikladem relace usporadani je
usporadani cisel podle velikosti, oznacované standardné symbolem <. V této souvis-
losti je vSak nutno zdtiraznit, ze v obecné roviné nebude mit symbol < nic spolecného
s usporadanim cisel podle velikosti. Je-li < libovolné relace usporadani, pak zavedeme
dalsi amluvu, a sice:

misto konjunkce = <y A z#vy budeme struéné psat T <y

a Cist "x je mensi nez y”. Modelem pro toto oznaceni je opét stejny symbol pouzivany
na stfedni skole pro porovnavani cisel podle velikosti, pficemz v nasem ptipadé nebude
mit zavedeny symbol < s ¢isly opét obecné nic spole¢ného. Vyhodou tohoto oznaceni
je predevsim to, zZe jedinym symbolem oznacuje konjunkci dvou podminek.
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Poznamka.
Uspofadanou mnozinu (M, <) mizeme (zejména, je-li mnozina M kone¢nd) znazormovat
graficky. Postupujeme pfitom nasledujicim zptisobem:

1. prvky mnoziny M znazornime jako body v roviné
2. je-li x <y pak bod x nakreslime nize nez bod y

3. dva body x, y spojime tiseckou prave tehdy, kdyz z < y a neexistuje zadny bod ”mezi
nimi”, tzn. neexistuje k € M tak,ze v <k N k<y.

Vysledny graf se pak nazyva hasseovsky diagram uspotadané mnoziny (M, <). Je ihned
vidét, ze se vlastné jedna o zjednoduseny uzlovy graf relace < (jsou vynechany smycky,
které by mély byt u kazdého bodu, dale je vynechana orientace Sipek, ktera je nahrazena
umisténim bodu "nize” ¢i ”"vyse” a konecné jsou vynechany ”zbytecné” Sipky, jejichz
existence plyne z tranzitivnosti relace <).

Pro Uplnost poznamenejme, ze uvedena konstrukce nedefinuje jednoznacné ”tvar” has-
seovského diagramu. Jednu a tutéz uspofddanou mnozinu je ¢asto mozné znazornit
hasseovskymi diagramy riiznych tvara tak, ze na prvni pohled nemusi byt viibec zfejmé,
ze jde o diagramy téze usporddané mnoziny. Na druhé strané, zndme-li hasseovsky dia-
gram usporadané mnoziny, pak z néj lze relaci < jednoznacné zpétné zrekonstruovat.
Vidime tedy, Ze je mozné zadavat usporadanou mnozinu pomoci jejiho hasseovského
diagramu.

Priklad 7. 2.

1. Necht A= {a,b,c}; potom je 24 = {0, {a}, (b}, {c}, {a, b} {a,c}, {b,c}, {a, b c}} a
hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (24,C) je zndzornén na obrazku a).

2. Céast hasseovského diagramu usporadané mnoziny (N, |) z piikladu 7. 1.2 je znazor-
néna na obrazku b). Zde si uvédomme, Ze obrazek vlastné nezachycuje spravné celou
situaci, protoze z kazdého c¢isla x ve skutecnosti vychazi nekonecné mnoho usecek,
vedoucich do ¢isel x - p, kde p je libovolné prvocislo, pricemz prvocisel je, jak vime,
nekone¢né mnoho.

3. Cést hasseovského diagramu uspofaddané mnoziny (N, <) z piikladu 7.1.3 (tzn. sym-
bol < v tomto pfipadé znac¢i usporadani pfirozenych ¢isel podle velikosti) je znézor-
néna na obrazku c).

{a,b,c} '

!
@ (o {.¢) ’
1

10 :
{0} ' 3
{a} {e}

5 }g I,
0 1 o1

a) b) c)
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Je jasné, ze u nekoneénych usporddanych mnozin nelze jejich hasseovsky diagram
nikdy nakreslit cely. Vznikly obrazek je pak jen vice ¢i méné nazornou orientacni po-
miickou a n€kdy ani neméa smysl se snazit jej nakreslit, jako tfeba u usporddané mnoziny
(2%,C).

V usporadanych mnozinach se mohou vyskytovat jisté ”vyznacné” prvky, které si
)
nyni popiéeme \Y nésledujici definici.

Definice.

Necht (M, <) je usporddand mnozina. Prvek a € M se nazyva
nejmensi,  jestlize pro kazdé = € M plati: a <z

nejvetsi, jestlize pro kazdé = € M plati: x <a

minimalni, jestlize neexistuje prvek x € M s vlastnosti: =z < a

maximalni, jestlize neexistuje prvek = € M s vlastnosti: a < z.

Déle, dva prvky u,v € M se nazyvaji srovnatelné, jestlize plati, Ze u < v nebo v < u.
V opa¢ném pripadé se prvky wu,v nazyvaji nesrovnatelné.

Priklad 7. 3.

1. Necht uspofadana mnozina (M, <) je zadana nésledujicim hasseovskym diagramem:

e

bo\ d
a

Potom: nejmensim prvkem této usporfddané mnoziny je prvek a, nejveétsi prvek zde
neexistuje, minimalnim prvkem je prvek a a maximalnimi prvky jsou prvky b, e.
Dale, nesrovnatelnymi prvky jsou dvojice prvka b, ¢, resp. b,d, resp. b, e, resp. ¢, d.
Vsechny ostatni dvojice prvki jsou srovnatelné prvky.

2. U usporadanych mnozin z ptikladu 7. 2. plati:

1. nejmensim a zaroven jedinym minimalnim prvkem je (). Nejvétsim a zaroven
jedinym maximalnim prvkem je {a,b,c}.

2. nejmensim a zaroven jedinym minimalnim prvkem je ¢islo 1, nejvétsi ani maxi-
malni prvek zde neexistuje — rozmyslete si podrobné, pro¢ tomu tak je.
Zaroven si zkuste rozmyslet, jak by se situace zménila v pripadé, ze bychom
k mnoziné N pridali ¢islo nula a relaci by byla relace délitelnosti na této mnoziné
vSech nezapornych celych cisel.

3. nejmensim a zaroven jedinym minimalnim prvkem je ¢islo 1, nejvétsi ani maxi-
malni prvek zde neexistuje.
Poznamka.
Ovérujeme-li o né€jakém prvku a € M, Ze je minimalnim prvkem usporadané mnoziny
(M, <), pak je obvykle technicky nejvyhodnéjsi postupovat tak, ze dokazujeme impli-
kaci:
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zeM AN z<a = r=a.

Podobné, ovétujeme-li, Ze prvek a je maximalnim prvkem uspofddané mnoziny (M, <),
pak obvykle dokazujeme implikaci:

zeM N a<cz = r=a.

7 predchozich ptikladi je vidét, ze nejmensi, nejvetsi, minimalni a maximalni prvek
v uspofadané mnoziné existovat miize, ale nemusi. Navic, minimalnich nebo maximal-
nich prvkt miize v usporddané mnoziné existovat piipadné i vice. Co vSechno v této
souvislosti plati, ukazuje nasledujici véta.

Véta 7.1.
Necht (M, <) je uspotadand mnoZina. Pak plati:

1. v usporadané mnoziné (M, <) ezistuje nejvyse jeden nejmensi prvek a nejvyse jeden
nejvetsi prvek.

2. je-li a € M nejmensim prvkem, pak je také minimalnim prvkem a Zadné dalsi mini-
mdlni prvky v usporddané mnoziné (M, <) neeristuji.
Podobné, je-li a € M nejvétsim prvkem, pak je také maximdalnim prvkem a Zddné
dalsi mazimdalni proky v usporadané mnoziné (M, <) neexistuji.

Diikaz.
Tvrzeni véty dokdzeme vZzdy pro nejmensi / minimalni prvek. Zbytek obou tvrzeni pro
nejvétsi / maximalni prvky se dokdze analogicky.

1. dokazujeme, ze v (M, <) existuje nejvyse jeden nejmensi prvek. Budeme pfitom po-
stupovat tak, ze budeme predpokladat existenci dvou nejmensich prvki a dokazeme,
ze se tyto prvky rovnaji.

Necht tedy a, b jsou nejmensi prvky v (M, <). Potom je a < b (protoZe a je nejmensim
prvkem) a zaroven je b < a (protoze b je nejmensim prvkem). Z antisymetrie relace
< pak ihned dostavame, ze a = b.

2. necht a € M je nejmensi prvek. Postupem popsanym v piedchozi poznamce dokaze-
me, ze a je minimalnim prvkem.
Necht tedy x € M A x < a. Ale a je podle predpokladu nejmensi prvek, tzn. musi
platit a < x. Z antisymetrie relace < pak dostavame, ze © = a. Tedy a je minimalni
prvek.
Zbyvé dokézat, Ze zaddné dalsi minimélni prvky rizné od a uz v (M, <) neexistuji.
Necht tedy y € M je libovolny miniméalni prvek.
Prvek a je podle predpokladu nejmensim prvkem, tzn. musi platit, ze a < y, odkud
jiz plyne (vzhledem k tomu, Ze y je minimalni prvek), ze y = a . [

Poznamka.

Upozornéme jesté jednou na typickou tvahu pouzitou v 1. ¢asti dikazu predchozi véty,
kde jsme dokazovali, zZe nejmensi prvek v usporddané mnoziné existuje nejvyse jeden.
Jestlize v matematice dokazujeme, ze néceho existuje nejvyse jeden exemplar, pak ob-
vykle postupujeme tak, ze pfedpokladame existenci dvou exemplari a nasledné o nich
dokézeme, Ze se sobé rovnaji.
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Véta 7. 2.
Usporadand mnozina (M, <) je linedrné uspordadand prave kdyz jsou kaZdé dva prvky
mnoziny M srovnatelnée.

Diikaz.

Tvrzeni plyne ihned z definice linedrné usporddané mnoziny a z definice srovnatelnych
prvki. [
Véta 7. 3.

Necht (M, <) je linedrné usporadand mnozina. Potom plati:
1. prvek a € M je minimalni, prave kdyZ je nejmenst

2. prvek a € M je maximalni, prave kdyz je nejvetsi.

Diikaz.
Tvrzeni dokdzeme pro miniméalni a nejmensi prvek. Pro maximalni a nejvétsi prvek se
diikkaz provede analogicky.

Dikaz implikace ” ="

Nechf a je minimalni prvek a necht x € M je libovolny prvek. Podle predpokladu je
(M, <) linedrné usporddand mnozina, tzn. musi byt a <z nebo =z <a. Alezz <a
plyne, Ze z = a (protoze prvek a je minimalni), neboli a < z. Vzdy tedy plati a < z,
coz znamena, ze prvek a je nejmensim prvkem.

Diikaz implikace ” <"
Tato implikace ihned plyne z 2. ¢asti véty 7.1. |

Na zavér kapitoly o usporddanych mnozinach zavedeme nejprve pro libovolnou
uspofadanou mnozinu pojmy suprema a infima néjaké jeji podmnoziny a nasledné
pak rozebereme jejich zakladni vlastnosti. Uvedené pojmy najdou uplatnéni v dalsich
matematickych disciplinach.

Definice.
Necht (M, <) je usporddand mnozina, necht A je libovolnd podmnozina v M a necht
c € M. Prvek ¢ se nazyva

— dolni zavora mnoZiny A, jestlize pro libovolné x € A plati ¢ <=z

— horni zavora mnoziny A, jestlize pro libovolné =z € A plati = < ¢

— infimum mnozZiny A (v mnoziné M), jestlize ¢ je nejvétsi dolni zdvora mnozZiny A;
piSeme pak ¢ =infy; A nebo jenom strucné ¢ = inf A

— supremum mnoZiny A (v mnoziné M), jestlize ¢ je nejmensi horni zédvora mnoziny
A; piSeme pak ¢ =sup,; A nebo jenom strucné c =sup A.

Poznamka.

Obrat ”c je nejvétsi dolni zavora mnoziny A”, pouzity v definici infima, lze pfesnéji

vyjadrit slovnim obratem "¢ je nejvétsim prvkem usporddané mnoziny vSech dolnich

zavor mnoziny A” . Dokazujeme-li tedy, ze ¢ = inf A pak musime dokazat dvé véci:

«) ¢ je dolni zdvora mnoziny A

B) je-li m dolni zavora mnoziny A, pak je m < c.
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Samotna definice infima obecné nezarucuje jeho existenci. Muze se totiz stat, Ze mnozina
dolnich zavor mnoziny A je prazdna nebo je sice neprazdna, ale nemé nejvétsi prvek.
V takovém piipadé pak infimum A neexistuje. Na druhé strané, pokud infimum A
existuje, pak musi byt jediné (coz ihned vyplyva z véty 7.1.1.), pfi¢emz toto infimum
muze nebo také nemusi byt prvkem mnoziny A .

Analogické uvahy plati pro supremum mnoziny A v usporadané mnoziné (M, <), tzn.
supremum A mize anebo nemusi existovat a pokud existuje, pak je jediné, pficemz
miize anebo nemusi v A lezet.

Pfipomenme jesté, ze definice infima a suprema mnoziny A nevylucuje situaci, ze

mnozina A je prazdna. Potom:

— infimum prazdné mnoziny existuje pravé kdyz usporadand mnozina (M, <) ma nej-
vétsi prvek ¢ a v takovém pripadé je inf () = c.

— podobné, sup ) je rovno nejmensimu prvku usporddané mnoziny (M, <), pokud tento
nejmensi prvek existuje, jinak sup () neexistuje.

Priklad 7.4.

1. Necht M = {a,b,c,d,e, f,g,h} a usporfddand mnozina (M, <) je zadana hasseov-
skym diagramem

h
e f g
N,
a

Ukazme si, jak vypadaji infima a suprema nékterych podmnozin mnoziny M.

—je-li A={a,b,c}, potom infA=a asupA=e

—je-li A={e, f, g}, potom inf A = ¢ a sup A neexistuje (protoze mnozina hornich
zavor A je prazdnd)

—je-lli A = {d,e}, potom inf A neexistuje (protoze mnozina dolnich zavor A je
prazdnd) a sup A =nh

—je-lli A = {c,d}, potom infA neexistuje (protoze mnozina dolnich zavor A je
prazdna) a sup A také neexistuje (protoze mnozina hornich zavor A, tj. mnozina
{f, g, h} nemé nejmensi prvek).

2. Uvazme uspotfadanou mnozinu (N, |), tzn. mnozinu vsech pfirozenych cisel s relaci
délitelnosti. Potom naptiklad plati:

— kazda dvouprvkova podmnozina {a,b} mé infimum, kterym je nejvétsi spolecny
délitel cisel a, b
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— kazda dvouprvkova podmnozina {a, b} ma supremum, kterym je nejmensi spoleény
nasobek c¢isel a, b
— je-li A libovolna nekone¢nd podmnozina v Npak jeji supremum neexistuje (mno-
zina hornich zavor A je v tomto pfipadé prazdna).
3. Uvazme uspofddanou mnozinu (R, <), tzn. mnozinu vSech realnych ¢isel s relaci
usporadani ¢isel podle velikosti. Potom napiiklad pro intervaly (0,1) a (0, 1) plati:
inf (0,1)=0, sup(0,1)=1, inf(0,1)=0, sup(0,1)=1.
4. Uvazme uspofadanou mnozinu (24, C). Nechf B je neprazdna podmnozina mnoziny
24 (tzn. prvky mnoziny B jsou jisté podmnoziny mnoziny A), potom je ziejmé
infB= () X, supB= |J X.
XeB XeB

Vidime tedy, ze v tomto pripadé je infimem mnozinovy prinik a supremem je mno-
zinové sjednoceni vSech mnozin patticich do B.

Vzajemny vztah mezi existenci infim a suprem libovolnych podmnozin dané uspo-
fadané mnoziny (M, <) popisuje nasledujici véta. Poznamenejme jesté, ze predpoklad
”libovolna podmnozina mé infimum” vynucuje existenci nejmensiho a nejvétsiho prvku
v (M, <) (nejmenSim prvkem je inf M a nejvétsim prvkem je inf (). Podobné, pred-
poklad ”libovolnd podmnozina mé supremum” rovnéz vynucuje existenci nejmensiho
prvku (kterym je sup @) a nejvétsiho prvku (kterym je sup M).

Véta 7.4.
Necht (M, <) je uspofadand mnoZina. Pak ndsledujici vgroky jsou ekvivalentni :

1. libovolnd podmnoZina mnoZiny M ma infimum

2. libovolna podmnozina mnoZiny M md supremum.

Drikaz.
Diikaz implikace 71 =—> 27.
Necht A je libovolnd podmnozina v M. Oznaéme H mnozinu vSech hornich zévor

mnoziny A (v M). Podle pfedpokladu existuje infimum mnoziny H, které oznacime c.
Nyni budeme dokazovat, Ze ¢ je hledané supremum mnoziny A.

«) necht a € A je libovolny prvek.
Je-li H =0, pak ¢ je nejvétsi prvek M, atedy a < c. Je-li H # () a he H, pak
musi byt a < h (pro¢?). To vSak znamena, ze prvek a je dolni zadvorou mnoziny
H. Ale c je infimem mnoziny H a proto musi byt a < c.
Dokézali jsme tedy, Ze ¢ je horni zavora mnoziny A .

B) necht y je libovolnd horni zavora mnoziny A.
Jinymi slovy feceno, y € H . Prvek c je vSak infimem mnoziny H, a tedy musi byt
¢ <y. Dokéazali jsme tak, Ze c je nejmensi horni zédvora mnoziny A .

Dohromady plati, ze ¢ = sup A, tzn. libovolnd podmnozina v M mé supremum.
Diikaz implikace 72 =—> 17.

Provede se analogickym zpiisobem, jako pfedchozi ¢ast dikazu. |
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Definice.
Necht (M, <) je uspofadand mnozina.

Jestlize kazda dvouprvkova podmnozina mnoziny M m4é infimum i supremum, pak se
(M, <) nazyva svaz.

Jestlize kazda podmnozina mnoziny M mé infimum i supremum, pak se (M, <) nazyva

uplny svaz.

Poznamka.
Z predchozi definice bezprostiedné vyplyva nékolik skutecnosti, které je dobré si uve-
domit. Napriklad:

1.

3.

Je-li (M, <) svaz, potom také kazda koneéna neprazdnd podmnozina v M mé infimum
a supremum (dokaze se matematickou indukci). V pripadé, Ze mnozina M je konecna
(a neprazdnd), tedy pojmy svaz a tplny svaz splyvaji.

Je-li (M, <) uplny svaz, potom je také svaz. Opacna implikace samoziejmé neplati,
jak ukézeme déle na prikladech.

Kazdy uplny svaz (M, <) mé nejmensi a nejvétsi prvek, kterym je inf M a sup M .

Priklad 7.5.

1. Kazdéa linedrné usporddand mnozina je svaz.
Specielné tedy (N, <), (Z,<), (Q,<), (R,<), kde < znaéi usporadani ¢isel podle
velikosti, jsou svazy. Zadny z nich vsak neni iplnym svazem.

2. Usporadanad mnozina (N, | ) je svaz, ktery neni Gplnym svazem, coz vyplyva z prikladu
7.4.2.

3. Necht A je libovolna mnozina. Pak uspofddanid mnozina (24, C) je uplny svaz, co
vyplyva z prikladu 7.4.4.

4. Naésledujici obrazek udava hasseovské diagramy vsech konecnych n-prvkovych svazt
pron=1,2,3,4,5.

n=1 o n =2 I n=3 n=4

SEXR ¢
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8. Ekvivalence a rozklady.

Definice.
Necht (M, p) je mnozina s relaci, pfi¢emz relace g je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Pak se relace p nazyva ekvivalence (na mnoziné M ).

Pro oznacovani relace ekvivalence budeme misto feckych pismen obvykle pouzivat
symbol ~ (¢ti ”vlnovka”).

Priklad 8.1.

1. Necht M je libovolna neprazdnd mnozina. Pak nejjednodussimi piiklady relaci ekvi-
valence na mnoziné M jsou

a) relace rovnosti ¢
b) univerzéalni relace M x M ,

které jsme zavedli v kapitole o relacich (viz ptiklad 6.3.2c a 6.3.2b), kde jsme také
uvedli, ze kazda z téchto relaci je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

2. Relace kongruence podle modulu m je relaci ekvivalence na mnoziné Z vsech celych
¢isel. Tuto relaci jsme zavedli v prikladu 6.3.5. Véta 4.8. pak ukazuje, ze relace
kongruence podle modulu m je reflexivni, symetricka a tranzitivni, tzn. je to skutec¢né
relace ekvivalence na 7.

3. Necht f: A — B je zobrazeni. Na mnoziné A nyni definujeme relaci ~ takto:
pro x,y € A polozime: =~y pravé kdyz f(z)= f(y).

Je ihned vidét, Ze ~ je relace na A, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni (sami
si podrobné rozmyslete!). Tedy ~ je relaci ekvivalence na mnoziné A .

Poznamka.

Na dané neprazdné mnoziné M lze ziejmé definovat celou fadu riznych relaci ekviva-
lence. Ozna¢me si symbolem &(M) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné M.
Uvédomime-li si, ze relace ekvivalence na M je vlastné jistdA podmnozina kartézského
souc¢inu M x M a relace mnozinové inkluze je vzdy reflexivni, antisymetrickd a tranzi-
tivni, potom je zfejmé, ze (E(M ), C) je uspofadand mnozina. Uvazime-li déle, ze relace
rovnosti ¢ a univerzalni relace M x M jsou relacemi ekvivalence na mnoziné M (viz
priklad 8.1.1.), pak je jiz jednoduché ukazat, Ze relace rovnosti je nejmensim prvkem
usporadané mnoziny (E(M),C) a univerzalni relace je nejvétsim prvkem usporfadané
mnoziny (£(M),C).

Definice.
Necht M je libovolnad neprazdnd mnozina. Pak systém R neprizdnych podmnoZin
mnoziny M , spliujicich podminky:

1. libovolné dvé rtzné mnoziny ze systému R jsou disjunktni

2. sjednoceni vSech mnozin ze systému R je rovno celé mnoziné M,

se nazyva rozklad na mnoziné M . Prvky systému R se nazyvaji t¥idy rozkladu R .
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Podminky, které jsme v pfedchozi definici vyjadrili slovné, lze pomoci matematické
symboliky zapsat nasledovneé :

. X,YeER A X#£Y = XnNnY =10
2. UXXerR) =M

Rozklad na mnoziné si mtzeme ilustrovat nacrtkem podobného tvaru, jaky je uveden
na nasledujicim obrazku. Na ném je znazornén rozklad R na mnoziné M, takovy, ze
R ={U,V,X,Y, Z}. Rozklad R ma tedy v tomto pfipadé 5 t¥id rozkladu, kterymi jsou
mnoziny U, V, XY, Z. Uvedeny obrazek je samoziejmé pouze orientacni a nepfesny
(mélo by naptiklad byt feceno, kam patii hranice jednotlivych mnozin). Je zfejmé, Ze
pocet tiid rozkladu nemusi byt konecny tak jako na obrazku, ale miize byt i nekonecny.
V kazdém piipadé vsak musi byt R # ().

N

Poznamka.

Dokazujeme-li, Ze systém mnozin R je rozkladem na mnoziné M, pak z definice rozkladu
plyne, Ze je nutné ovérit nasledujici tii podminky :

1. kazda mnozina z R je neprazdnou podmnozinou v M .

2. dvé rizné mnoziny z R jsou disjunktni. Tuto podminku je obvykle technicky nejvy-
hodnéjsi dokazovat tak, ze:

pfedpokladdme X, Y e R A XNY #0 a dokdzeme,ze X =Y.

3. sjednoceni vsech mnozin z R je rovno celé mnoziné M. Zde technicky dokazujeme
pouze inkluzi M C [|JX (X € R), protoze opatnd inkluze je zfejmé vzdycky
splnéna.

Priklad 8. 2.

1. Necht M je libovolna neprézdnd mmnozina. Pak nejjednodussimi ptiklady rozkladu
na mnoziné M jsou nasledujici dva rozklady :

a) R = {{z} | pro kazdé z € M}, coz je rozklad, ktery ma tolik tfid, kolik prvku
ma mnozina M , pricemz kazda jeho ttida obsahuje vzdy pravé jeden prvek

b) R={M}, cozjerozklad, ktery ma jedinou tfidu, a to mnozinu M .

2. Necht M = Z. Pak napfiklad mnoziny
{reZ|x <=2}, {-1,0}, {z € Z| xjesudé, kladné}, {x € Z | z jeliché, kladné}
tvori rozklad na mnoziné Z vsech celych cisel. Tento rozklad ma 4 tiidy, z nichz tii

tfidy maji nekone¢né mnoho prvki a jedna tfida ma konecné mnoho prvki.
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3. Necht M = R. Pro libovolné celé ¢islo k£ oznaéme symbolem I redlny interval
(k,k+1), tzn.:
In={zeR|k<z<k+1}.

Potom R = {I; | kK € Z} je rozklad na mnoziné R vSech redlnych ¢isel, ktery mé
nekonecné mnoho ttid a kazda jeho tfida ma nekonecné mnoho prvki.

Nyni sestrojime jesté jeden dtlezity rozklad na mnoziné Z vsech celych c¢isel. K tomu
ale nejprve zavedeme nasledujici pojem.

Definice.
Necht m je pevné piirozené ¢islo. Oznacme :

(1) C; = {x€Z | x dava po déleni ¢islem m zbytek i}, proi=0,1, ... ,m—1

Pak mnozina C; se nazyva zbytkova tfida podle modulu m . Symbolem Z,, se oznaci
mnozina vSech zbytkovych tfid podle modulu m , tzn. Z,, = {Cy,C1,...,Cpr_1}.

Poznamka.
Nékdy bude technicky vyhodnéjsi preformulovat definici zbytkové tiidy C; do ekviva-
lentniho tvaru:

(2) Ci ={z€Z | x=i(modm)}, proi=0,1,...,m—1.

Ekvivalentnost vyjadfeni (1) a (2) okamzité plyne z véty 4.7., uvédomime-li si zfejmy
fakt, ze ¢islo 7, kde 0 < i < m—1, dava po déleni ¢islem m zbytek 7 .

7 véty o déleni se zbytkem celych cisel plyne, ze zbytkovych ttid podle modulu m
musi byt opravdu pravé m (nebot zbytek po déleni kazdého celého ¢isla ¢islem m musi
podle této véty nabyvat pravé jedné z hodnot 0,1,...,m—1). Dale, kazda zbytkova
tfida podle modulu m obsahuje ziejmé nekonecné mnoho celych ¢isel, lisicich se o néjaky
celociselny nasobek modulu m. Pokusime-li se schematicky zapsat jednotlivé zbytkové
tfidy podle modulu m, dostaneme :

Co = {..., —2m |, -m 0o , m 2m , ...}
¢, ={..., 2m+1, - m+1, 1 , m+1, 2m+1, ...}
Cy, = {..., 2m+2, - m+2, 2 , m+2, 2m+2, ...}
Con—1 =9{..., —m-—1, -1 ,m—-1, 2m—-1, 3m—-1, ...}

V této souvislosti je jesté treba diirazné upozornit na to, ze neni mozné navzajem po-
rovnavat mnoziny zbytkovych tfid podle riznych moduld. Neni tedy naptiklad mozné
tici, ze Zs C Z4 , i kdyz zavedené oznaceni

Zs = {Cy, C1, Ca} Zy = {Cy, C1,Ca,Cs}

by k tomu na prvni pohled mohlo svadét. Srovname-li vSak napt. zbytkovou tiidu

Co € Zsg, tzn.: COZ{...,—G,—?),O,?),G,...}
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a zbytkovou tiidu

Co € Zy, tzn.: COZ{...,—8,—4,O,4,8,...}
pak ihned vidime, zZe se jednd o dvé naprosto rozdilné mnoziny. Presnéji feceno,
kazda zbytkova tfida se vzdy vaze k jedinému, pevné danému modulu m, coz by se
spravné mélo projevit i v pouzitém oznaceni. Napriklad misto C; bychom psali treba
(Ci)m. Z dvodu strucnosti vyjadfovani vsak i nadéle ziistaneme u ptivodné zavedeného
oznaceni.

Véta 8. 1.
Necht m je pevné pfirozené ¢islo. Pak mnozina Z,, vSech zbytkovych tiid podle modulu
m tvori rozklad na mnoZiné Z vsech celych cisel.

Dikaz.
Uvazme mnozinu zbytkovych t¥id Z,, = {Co,C4,...,Cp—_1}. Podle ndvodu uvedeného
v poznamce za definici rozkladu dokazeme, ze Z,, je rozklad na Z .

1. kazda ze zbytkovych trid C; je zfejmé neprazdnou podmnozinou v Z .

2. necht C;,C; € Z a C; NC; # (. Potom existuje ¢islo z € C; N C;, coz znamend,
ze x dava po déleni cislem m zbytek i a soucasné také zbytek j. Ale z véty o déleni
celych cisel se zbytkem vime, ze zbytek po déleni je urcéen jednoznacné, tzn. i = j,
odkud dostavame, ze C; = Cj .

3. zifejmé plati, ze sjednoceni CoUCL U---UC,,_1 = Z. [ |
Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat vzajemnymi vztahy mezi relace-

mi ekvivalence na dané mnoziné a rozklady na téze mnoziné. UkaZeme, Ze mezi obéma
pojmy je velmi tzka souvislost.

Véta 8. 2.

Necht ~ je relace ekvivalence na mnoziné M. Pro kaZdé a € M poloime :
Xo={zeM|zx~a}.

Potom systém mnozin:

(3) { X | existuje a € M tak, Ze X = X,}

je rozklad na mnoziné M , ktery budeme oznacovat symbolem M/~ .

Diikaz.

Z toho, ze a € X, bezprostiedné vyplyva, ze systém mnozin (3) sestava z neprazdnych
podmnozin mnoziny M a ze plati |JX,(a € M) = M. Zbyva tedy dokazat pouze
vlastnost 1. z definice rozkladu.

Necht tedy X,, X} jsou mnoZiny ze systému (3) takové, ze X, N X} # (), tzn. existuje
prvek z € X, N Xp. Nyni dokdzeme, ze X, = X, .

"C”: necht x € X, libovolné, tzn. plati, ze x ~ a. Déle, z toho, Ze z € X, N X} plyne, Ze
z~a Nz ~bo Jetedyx ~a AN a~z Az ~b, odkud vzhledem k tranzitivnosti
relace ~ dostavame, ze x ~ b, neboli x € X;. Tim jsme dokézali, ze X, C Xp.

7 D7 : tato inkluze se dokaze analogicky. |
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Definice.
Necht ~ je relace ekvivalence na mnoziné M . Pak rozklad M/~ budeme nazyvat
rozklad prislusny ekvivalenci ~ .

Poznamka.

Pfipomenme, Ze zapis (3) budeme chapat v obvyklém mnozinovém smyslu tak, jak bylo
vysvétleno v kapitole o zdkladnich mnozinovych pojmech, tzn. ve (3) budou vypsany
pouze ruzné mnoziny. Jinak feceno, jestlize pro a,b € M je X, = X, pak v zapisu
(3) bude z mnozin X,, X} zapsana pouze jedna. Vidime tedy, Ze o skuteéném poctu
ruznych t¥id rozkladu M/ ~ se jenom ze samotného zapisu (3) neda nic Fici.

Priklad 8. 3.
Ukazme si, jak vypadaji rozklady prislusné ekvivalencim, které jsme uvadeéli v prikladu
8. 1.
1. Necht M je libovolna neprazdna mnozina. Pak
a) rozklad pfislusny relaci rovnosti ¢ je zfejmé tvaru { {z} | = € M}, tzn. jedna se
o rozklad mnoziny M na jednoprvkové tiidy

b) rozklad pfislusny univerzélni relaci M x M je tvaru {M}, tzn. je to rozklad
mnoziny M, ktery mé jedinou t¥idu, a sice celou mnozinu M .

2. Necht M = Z a necht relaci ekvivalence je relace = kongruence podle modulu m.
Pak rozklad prislusny této ekvivalenci je roven rozkladu mnoziny Z na zbytkové
tfidy podle modulu m (coz plyne z definice zbytkovych t¥id podle modulu m). Jinak
zapsano, je tedy: Z/= = {Cy,C1,...,Cp—1}.

3. Necht f : A — B je zobrazeni a nechf ~ je relace ekvivalence na mnoziné A,
definovana v piikladu 8.1.3. (tzn.: * ~y < f(z) = f(y)). Potom rozkladem
prislusnym této relaci ekvivalence je rozklad na mnoziné A, jehoz t¥idy jsou tvoreny
vzdy pravé témi prvky z A, které se pfi zobrazeni f zobrazi na stejny prvek mnoziny
B. Je tedy:

A/~ = {X | XCAANTbeB:zeX & f(x)=0bo}.

Rozklad A/~ budeme také nazyvat rozklad pfislusny zobrazeni f .

Véta 8. 3.
Necht R je rozklad na mnoziné M. Pro prvky a,b € M polozme :

a~x b prave kdyz eristuje trida X € R tak, Ze a,be X .
Pak relace ~q je relaci ekvivalence na mnoziné M .

Diikaz.

Relace ~q je ziejmé reflexivni a symetrickd. Zbyva tedy dokazat, ze relace ~g je
tranzitivni.

Necht tedy pro prvky a,b,c € M plati: a ~x b A b ~5 c. Podle definice relace ~q
existuji tiidy X,Y rozkladu R takové, ze a,b € X N bce Y. Tedy b e X NY, coz
znamend, ze X NY # (), a podle definice rozkladu musi byt X = Y. Potom vsak
a,c € X, atedy a ~q c. Dokézali jsme tak, ze relace ~q je tranzitivni. [
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Definice.
Necht R je rozklad na mnoziné M . Potom relace ~q se nazyva ekvivalence prislusna
rozkladu R.

Priklad 8.4.
Ukazme si, jak vypadaji ekvivalence prislusné neékterym rozkladtm, které jsme uvedli
diive.
1. Necht M je libovolna neprazdnd mnozina a necht R je rozklad na M tvaru:
a) R = {{z} |z € M}, tzn. jedna se o rozklad mnoziny M na jednoprvkové t¥idy.
Potom ekvivalence prislusné tomuto rozkladu je ziejmé relace rovnosti ¢ .
b) R = { M}, tzn. jedna se o rozklad na mnoziné M, sestavajici z jediné tfidy.
Pak relaci ekvivalence, ptislusné tomuto rozkladu je zfejmé univerzalni relace.

2. Necht M = 7Z a necht R je rozklad mnoziny Z na zbytkové t¥idy podle modulu m
tzn. R = Zm = {C(), Cl, ceey Cm—l} .
Pak relaci ekvivalence prislusné tomuto rozkladu je relace kongruence podle modulu
m, nebot plati:
a~pb < a,beC; pronéjaké i =0,1,....,m—1 <& a=b(modm).

Poznamka.

Uvédomme si, ze rozklad prislusny ekvivalenci ~ je pouze jednim z mnoha rozkladi,
které je mozno na mnoziné M vytvorit a jeho definice evidentné zavisi na dané relaci ~ .
Tak naptiklad rozklad na mnoziné Z, ptislusny relaci kongruence podle modulu m je
praveé rozklad Z,,, a zadny jiny. Podobné je tomu s relaci ekvivalence prislusné rozkladu
R, ktera je definovana v zavislosti na tomto rozkladu.

Na zaveér této kapitoly ukazeme, ze mezi ekvivalencemi na mnoziné M a rozklady
na mnoziné M existuje velice tizka souvislost. Presn€ji recCeno, vyjdeme-li od jisté ekvi-
valence na mnoziné M , utvorime rozklad prislusny této ekvivalenci a nasledné utvorime
ekvivalenci pfislusnou predchozimu rozkladu, pak skonc¢ime u ptivodni ekvivalence, od
niz jsme vysli. Podobné, mame-li néjaky rozklad na mnoziné M , utvorime ekvivalenci
prislusnou tomuto rozkladu a nakonec sestrojime rozklad ptislusny posledni ekvivalenci,
tak dostaneme ptivodni rozklad na M . Muzeme tedy fici, ze se timto zptisobem ekvi-
valence a rozklady vzajemné urcuji. Presné popisuje tuto situaci nasledujici véta.

Véta 8.4.
Necht M je libovolnd neprdzdnd mnoZina. Pak plati:

1. je-li ~ ekvivalence na mnoziné M, potom ~pr/n = ~
2. je-li R rozklad na mnozine M, potom M/~p = R
Drikaz.

Dokazovand tvrzeni jsou v obou pripadech mnozinové rovnosti a budeme je tedy také
jako mnozinové rovnosti dokazovat.

1. dokazovana rovnost je rovnosti dvou relaci na mnoziné M, tzn. budeme dokazovat
rovnost dvou podmnozin kartézského soucinu M x M.
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k2 C?’ .

k2 3?7 .

necht (a,b) € ~ 1/~ , tzn. a ~pr/ b. Pak existuje tfida rozkladu M/~ ktera
obsahuje prvky a,b. Necht tedy a,b € X,,. Potom podle definice t¥idy X, je
a~u A b~ u, odkud plyne (uzitim symetri¢nosti a tranzitivnosti relace ~ ),

ze a ~ b. Dostavame tak, ze (a,b) € ~.

necht (a,b) € ~, tzn. a ~ b. Pak zfejmé je a € X, N b€ X, , kde X, je jedna
ze ttid rozkladu M/~ . To ale znamend, ze je a ~ j;/~ b. Dostdvame tak, ze
(CL, b) € ~M/~ -

. dokazovana rovnost je rovnosti dvou rozkladi na mnoziné M, tzn. budeme dokazovat
rovnost dvou systémi podmnozin mnoziny M.

»O .

b2 D?? .

necht X € M/~4, tzn. X je tfida rozkladu M/~ . Pak existuje prvek a € M
tak, ze X = X, = {x € M | x ~x a}. Ale posledni mnozina je pravé jedna ze
tfid rozkladu R, coz znamena, ze X € R.

necht X € R, tzn. X je t¥ida rozkladu R . Necht déle a je libovolny pevny prvek
z X. Pakale X ={z e M |z~ a} = X, € M/~g. Dokazali jsme tedy, ze
X € M/~g. n
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II. ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

1. Algebraické struktury s jednou operaci.

V této kapitole se budeme zabyvat jistymi specidlnimi typy zobrazeni, které se
nazyvajli operace. Pojem operace vznikl zobecnénim pojmut bézné znamych ze stfedni
skoly, jako jsou napiiklad nésobeni prirozenych c¢isel nebo sc¢itani celych cisel, atd.
Vidime, ze v téchto pripadech je vzdy libovolné usporadané dvojici ¢isel z jisté mnoziny
prifazeno jediné, presné urcené cislo z téze mnoziny.

Definice.
Nechf G je neprazdnd mnozina. Pak libovolné zobrazeni G x G — G se nazyvéa operace
na mnoziné G. Je-li pfi tomto zobrazeni usporfadané dvojici (a,b) € G x G pfifazen
prvek ¢ € GG, pak budeme obvykle psat

a-b=c

a budeme hovofit o operaci - (¢ti "tecka”). Mnozina G spolu s operaci - se nazyva
grupoid a oznacuje se symbolem (G,-).

Poznamka.

1. Pro oznacovani operace na mnoziné G (coz je vlastné jisté zobrazeni) se ukazuje
jako nepraktické pouzivat pismena a symboliku zavedenou v kapitole o zobrazenich.
Vhodnéjsi je pouzivat specialnich symbolt. Nejcastéji to budou:

— symbol - (tzv. multiplikativni symbolika), ktery budeme ¢ist "krat” a budeme ho-
vorit o operaci "nasobeni”. Je-li a - b = ¢, pak prvek ¢ budeme nazyvat souc¢inem
prvkd a,b (v tomto poradi).

— symbol + (tzv. aditivni symbolika), ktery budme ¢ist "plus” a budeme hovotit
o operaci ”s¢itani”. Je-li a + b = ¢, pak prvek ¢ budeme nazyvat souctem prvka
a,b (v tomto porfadi).

Poznamenejme, ze vyse zavedené symboly - nebo + obecné nemaji nic spolecné-
ho s nasobenim nebo sc¢itanim ¢isel. Dodejme jesté, ze pro oznacovani operaci na
mnoziné budeme podle potfeby pouzivat i jiné symboly, napriklad o, % atd.

2. 7 predchozi definice plyne, Ze grupoid (G, -) je usporadana dvojice, sestavajici z mno-
ziny G (kteréd se téZ nazyva nosna mnozina grupoidu) a z operace - na mnoziné G.
Rovnost dvou grupoidti znamend tedy rovnost nosnych mnozin a soucasné rovnost
prislusnych operaci.

Pojem operace na mnoziné G tak, jak byl vyse definovan, je mozné jesté dale
zobecnit na pojem tzv. "n-arni operace” na mnoziné GG, pro libovolné prirozené n, coz
je libovolné zobrazeni G x G x -+ x G (n—krat) — G. Je to tedy predpis, ktery kazdé
uspotaddané n-tici prvk z G prifazuje jediny prvek z (. Prikladem n-arni operace
na mnoziné redlnych ¢isel R muze byt tfeba operace max (z1, xs,...,x,), kterd kazdé
uspotfadané n-tici redlnych cisel ptirazuje to ¢islo, které je z nich maximalni. Pron =1,
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resp. n = 2, resp. n = 3 se pak uziva nazvu unarni operace, resp. binarni operace, resp.
ternarni operace.

Priklad 1.1.

1. Uvazme mnozinu Z vsSech celych c¢isel. Pak obycejné nasobeni ¢isel - je zfejmé operaci
na mnoziné Z . Tedy (Z,-) je grupoid.
Podobné dostavame grupoidy (Z,+), resp. (Z,—), kde +, resp. — znadi obycejné
sCitani, resp. obycejné odcitani celych ¢isel. Je jasné, ze se jedna o rtizné grupoidy, i
kdyz nosna mnozina je ve vSech tfech piipadech stejna.

2. Vezmeme-li mnozinu N vsSech prirozenych c¢isel, pak obycejné od¢itani ¢isel neni ope-
raci na N, protoze naptiklad pro prirozena cisla 2,3 je 2 — 3 ¢ N, tzn. nejedna se
o zobrazeni N x N — N.
DAale naptiklad obycejné déleni ¢isel neni operaci na mnoziné R vsech redlnych cisel
(rozmyslete si proc).

3. Necht A je libovolnd mnozina. Pak sjednoceni, prinik a rozdil dvou podmnozin
mnoziny A je opét (jednoznacné uréend) podmnozina v A. Tedy sjednoceni, prinik
a rozdil mnozin jsou operace na mnoziné 24 (tj. na systému viech podmnozin mnoZiny
A). Dostavame tak grupoidy (24,U), resp. (24,N), resp. (24, —).

4. Nechf A je libovolnad neprazdnid mnozina. Symbolem A4, jak vime, oznacujeme
systém vSech zobrazeni mnoziny A do mnoziny A (tzn. roli prvkii mnoziny A4 tedy
hraji zobrazeni A — A).

Pro f,g € A4 je ziejmé sloZené zobrazeni g o f opét zobrazenim A — A, tzn. jinak
fedeno go f € A4 . Skladdani zobrazeni je tedy operaci na mnoziné A4 a (A4, o) je
pak grupoid.

Operace na mnoziné G je zobrazeni G x G — G, tzn. je to vlastné jisty predpis,
ktery kazdé usporadané dvojici prvki z G prifadi jediny prvek z G. Tento predpis je
mozno zadavat riiznymi zpusoby, jak jsme ukézali v kapitole o zobrazenich. Pokud je
vSak mnozina G kone¢na a ma maly pocet prvki, pak je vyhodné zadavat operaci na G
pomoci tabulky, sestrojené nasledujicim zptsobem: do svislého i vodorovného zahlavi
tabulky napiSeme prvky mnoziny G, a to ve stejném potfadi. Vysledek operace pro
uspofaddanou dvojici (a,b) € G pak zapiSeme do toho policka tabulky, které se nachézi

v tadku oznaceném ”a” a ve sloupci nadepsaném ”b”. Pouziti tabulky pfi definovani
operace ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 1. 2.
Na mnoziné G = {a,b,c,d} definujeme operaci - tabulkou:

a b c d
a b a b c
b a b c d
c b c a c
d a d a d

Potom (G, -) je grupoid, pficemz napfiklad plati: a-d=c, d-a =a, atd.
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Definice.
Necht (G, -) je grupoid. Jestlize plati:

a-(b-¢c) = (a-b)-c prokazdéa,b,ceG (asociativni zédkon)

pak operace - se nazyvéa asociativni operace a grupoid (G,-) se nazyva asociativni
grupoid neboli pologrupa.

Definice.
Necht (G, -) je grupoid. Jestlize plati:

a-b=>b-a prokazdéa,beG (komutativni zédkon)

pak operace - se nazyva komutativni operace a grupoid (G, -) se nazyva komutativni
grupoid.

Priklad 1. 3.

Ovérujeme-li u grupoida z prikladt 1.1 a 1.2 platnost asociativniho a komutativniho

zakona (provedte si podrobné sami), pak zjistime, Ze:

a) grupoidy (Z,-), (Z,+), (24,U), (24,N) jsou asociativni i komutativni

b) grupoid (Z,—) a grupoid (G,-) z ptikladu 1.2 neni asociativni a neni komutativni

c) grupoid (24,—) je asociativni i komutativni v piipadé, ze A = (); je-li mnozina A
neprazdnd, pak grupoid (24, —) neni asociativni a neni komutativni

d) grupoid (A%, 0) je vzdy asociativni; komutativni je tento grupoid pouze v piipadé,
ze mnozina A je jednoprvkova, jinak komutativni neni.

Pripomenme jesté jednou, ze pri dikazu toho, ze néjaké tvrzeni obecné neplati
obvykle postupujeme tak, ze ukdzeme jednu konkrétni situaci, v niz toto tvrzeni neni
splnéno. Napriklad chceme-li dokazat, Ze grupoid (G, -) z pfikladu 1.2 neni asociativni,
pak najdeme konkrétni t¥i prvky, které platnost asociativniho zakona porusuji. V tomto
pripadé napriklad staci vzit prvky a,d,c € G a spocitat prislusné souciny, tzn.

a-(d-c) =b a (a-d)-c =a.

Na hledani vyse zminovaného protipiikladu neexistuje zddna univerzalni "rada”. Je
tfeba pouze postupovat systematicky a v§imat si pozorné toho, jak je tabulka vytvorena.
V nasem pfipadé je tfeba zfejmé, ze v hledaném protiptikladu se nemuze vyskytovat
prvek b (proc¢?).

Z definice pologrupy vyplyva, Ze v ni soudin tii prvka (v daném poradi) nezalezi
na jejich uzavorkovani, které u tii prvki lze provést pravé uvedenymi dvéma zptisoby.
Nasledujici véta ukaze, ze totéz plati v pologrupé i pro libovolny konecny pocet n prvki,
kde je pocet moznych uzavorkovani samoziejmé mnohem vétsi.

Véta 1.1.

Necht (G,-) je pologrupa a ay, as, ..., an, € G. Pak soucin proki ay, as, ..., ap
(v tomto poradi) nezadlezi na jejich uzdvorkovdni.

Diikaz.

Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei vzhledem k n.
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«) pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati (prvek a; chdpeme jako ”jednoclenny soucin”)

B) predpokladame, ze tvrzeni plati pro 1,...,n — 1 (n > 2), tzn. pfedpokladame, zZe
soudin libovolnych k prvkia vybranych z prvkia aq, ..., a, (v tomto poradi), kde
1 < k < n — 1 nezalezi na jejich uzavorkovani. Hodnotu tohoto soucinu budeme
oznacCovat pomoci hranatych zavorek.

Nyni méjme dén soucin prvkt ai, ..., a, pfi libovolném uzavorkovani. Hodnotu
tohoto sou¢inu ozna¢me u. Pak (uvazime-li ”posledni” zavorky) je u=1b-c, kde
b je soudin prvki ai,...,a, a c¢ je soufin prvki a,41,...,a, (1 <r <n-—1).
Potom:

—pro r=1 je u=lai]-|az,...,an,]

—pro 2<r <mn-—1 je (pouzijeme-li postupné indukéni pfedpoklad, asociativni
zédkon a opét indukéni predpoklad) :

u=1la,...,a] [ars1,...,a,) = ([a1] - [az,...,ar]) - [ars1,.. . an] =
= la1] - ([ag,...,ar)  [arg1,.. . a,]) = [a1] - [az,. .., an].
Tedy soucin prvka aq,...,a, ma pii kazdém uzavorkovani stejnou hodnotu. |

Definice.
Necht (G, ) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutralni prvek grupoidu (G, -), jestlize
plati:

(1) a-e=a N e-a=a pro kazdy prvek a € G.

Ptedchozi definice predevsim nezarucuje existenci neutralniho prvku v grupoidu a
v pfipadé, ze neutralni prvek v grupoidu existuje, pak nefika nic o pfipadném poctu
neutralnich prvka v tomto grupoidu. Odpovéd na tyto otédzky nadm davéa nasledujici
véta.

Véta 1. 2.
V grupoidu ezxistuje nejvyse jeden neutralni prvek.

Drikaz.

Budeme predpokladat, ze v grupoidu existuji dva neutralni prvky a dokazeme, Ze se

rovnaji. Nechf tedy (G,-) je grupoid a necht e,e’ € G jsou neutralni prvky tohoto

grupoidu. Pak plati: e-e’ =€’ (protoze e je neutrdlnim prvkem grupoidu) a soucasné

také plati: e-e =e (protoze € je neutrdlnim prvkem grupoidu). Dostavame tedy, Ze

e=¢€. [
Z predchozi véty plyne, Ze grupoid budto nemé zadny neutralni prvek nebo mé

jeden neutralni prvek. Mame-li v daném grupoidu nalézt neutralni prvek, pak v jedno-
duchych pripadech postupujeme tak, ze neutralni prvek "uhodneme” a ovéfenim definice

vvvvvv

musime neutralni prvek ze vztahi (1) vypoditat.

Priklad 1.4.
VysSetiujeme-li existenci neutralniho prvku u grupoidd z ptikladu 1.1 a pfikladu 1.2
(provedte si podrobné sami), pak zjistime, Ze:
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a) grupoid (Z,-) mé neutralni prvek 1; grupoid (Z,+) ma neutralni prvek 0 a grupoid
(Z,—) nemé neutralni prvek

b) grupoid (24,U) m4 neutralni prvek, kterym je (); grupoid (24,N) ma neutralni
prvek, kterym je mnozina A a grupoid (24, —) méa neutralni prvek () v piipadé, ze
A = (), jinak neutralni prvek nem4

c) grupoid (A4, o) méa neutralni prvek, kterym je identické zobrazeni id

d) grupoid (G, -) z pfikladu 1.2 m4a neutralni prvek b.
Vsimnéme si toho, ze u grupoidii zadanych tabulkou se neutralni prvek nalezne velmi
jednoduse tak, ze u tohoto prvku se v prislusném iadku opakuje vodorovné zahlavi
tabulky a v prislusném sloupci se opakuje svislé zahlavi tabulky.

Umluva.

V dal$im textu budeme misto terminu ”neutralni prvek grupoidu (G, -)” (tzn. pfi mul-
tiplikativni symbolice) pouzivat ¢astéji termin ”jednicka grupoidu (G, -)” a tento prvek
budeme (stejné jako doposud) oznacovat symbolem e.

Pokud budeme pouzivat aditivni symboliku (tzn. operaci budeme oznacovat symbo-
lem + ), pak misto terminu "neutralni prvek grupoidu (G, +)” budeme pouzivat termin
"nula grupoidu (G, +)” a tento prvek budeme oznacovat symbolem o.

Rozlisovani obou pojmt budeme potfebovat pozdéji v situaci, kdy na dané mnoziné
budou najednou definovany dvé operace. Pouzita terminologie je pfitom motivovana
situaci, kdy pii obycejném néasobeni c¢isel hraje roli neutralniho prvku cislo 1 a pii
obycejném scitani ¢isel hraje roli neutralniho prvku c¢islo nula.

Definice.
Necht (G,-) je grupoid s jedni¢kou e a necht a € G je pevny prvek. Necht x € G je
prvek, pro ktery plati:

a-r=e A r-a=e.

Pak prvek z se nazyva inverzni prvek k prvku a.

Na tomto misté zdliraznéme zasadni rozdil mezi obéma pravé zavedenymi pojmy.
Zatimco pojem neutralniho prvku se tyka celého grupiodu a je tedy v poradku fici "e je
neutralnim prvkem daného grupoidu”, pojem inverzniho prvku se vzdy véaze k n€jakému
konkrétnimu prvku. Je tedy nutné trvat na formulaci ”x je inverzni prvek k prvku a”
a neni mozné pouzivat formulace typu: "z je inverzni prvek” nebo ”x je inverzni prvek
grupoidu” nebo ”grupoid ma inverzni prvek”, apod.

Umluva.

Pokud budeme pouzivat aditivni symboliku (tzn. operaci budeme oznacovat + ), pak
misto terminu ”inverzni prvek k prvku a” budeme pouzivat termin ”opacny prvek
k prvku a”. Opaénym prvkem k prvku a v grupoidu (G, +) s nulou o je tedy takovy
prvek x € G, pro ktery plati:

a+x=o0 A rT+a=o.

Poznamenejme, ze z predchozi definice nevyplyva, ze v grupoidu s jednickou k da-
nému prvku a musi existovat prvek inverzni, ani to, ze inverzni prvek k prvku a musi
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existovat jediny. Mize se totiz stat, ze v grupoidu s jednickou k danému prvku

— neexistuje zadny inverzni prvek (naptiklad v grupoidu (Z,-) k &islu 2 neexistuje
inverzni prvek )

— existuje jediny inverzni prvek (napfiklad v grupoidu (Z,-) k ¢éislu —1 existuje jediny
inverzni prvek, kterym je zfejmé ¢islo —1)

— existuje vice inverznich prvki ( napfiklad v grupoidu z prikladu 1.2 k prvku a existuji
dva inverzni prvky, a sice prvky a, c).

Bude-li vsak dany grupoid pologrupou (tzn. operace bude asociativni), pak posledni
moznost nemuize nenastat, coz vyplyva z nasledujici véty.

Véta 1.3.
V pologrupé s jednickou ke kazZdému prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni.

Diikaz.

Necht (G, ) je pologrupa s jednickou e a necht a je libovolny prvek z G. Dikaz povedeme
tak, ze budeme pfedpokladat existenci dvou inverznich prvkd k prvku a a dokazeme
o nich, Ze se rovnaji. Necht tedy x, y jsou inverzni prvky k prvku a, tzn. podle pifedchozi
definice plati:

a-r=e N T-a=c¢€ A a-y=e N y-a=e.
Pomoci téchto vztahti, uzitim asociativity operace - a definice jednicky, pak dostavame :

r=z-e=z-(a-y) =(x-a)-y=ey=y [

Oznaceni.

Z ptedchozi véty plyne, ze kdyz v pologrupé k prvku a existuje prvek inverzni, pak je
jediny. V takovém pripadé budeme tento jediny inverzni prvek k prvku a oznacovat
symbolem a~! (pfi multiplikativni symbolice) nebo symbolem —a (pfi aditivni sym-
bolice).

Véta 1.4.

Necht (G,-) je pologrupa s jednickou e. Necht a,b € G jsou prvky, k nimzZ v (G, ")
existugi inverzni proky a=1,b=t. Pak plati:

1. el =e

2. () t=a

3. (a-b)t=0b1.at.

Dukaz.

1. a 2. ¢ast véty plynou okamzité z definice inverzniho prvku k prvku e a definice
inverzniho prvku k prvku a=! (rozepiste si sami piislugné definice).

3. tvrzeni iik4, ze inverznim prvkem k prvku a-b ma byt prvek (b=!-a~!). Ovéfime
tedy pro tento prvek definici inverzniho prvku k prvku a - b. Tedy:

(@a-b)-b7t-al)y=a-b-bY)al=aeal=aal=c¢
bt-a b -(a-b)y=bt-(ata)-b=btle-b=blb=c¢

a dostavame tak, ze prvek (b=1-a~1) je opravdu inverznim prvkem k prvkua-b. W
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Zkusime-li se zamyslet nad zndmymi piiklady pologrup, pak zjistime, ze bude
zfejmé uzitecné pozadovat, aby dana pologrupa méla neutralni prvek a navic, aby v ni
ke kazdému prvku existoval prvek inverzni. Tato Gvaha nas vede k nésledujici definici.

Definice.

Necht (G, -) je pologrupa s jednickou, ve které ke kazdému prvku existuje prvek inverzni.
Potom se (G, -) nazyva grupa.

Je-li operace - navic komutativni, pak se grupa (G, -) nazyva komutativni grupa (nebo
téz abelovska grupa).

Priklad 1.5.

1. Znadi-li 4+ oby¢ejné s¢itani ¢isel, pak (Z,4+), (Q,+), (R,+), (C,+), jsou komuta-
tivni grupy.

2. Zmadi-li - obycejné nasobeni éisel, pak (Q—{0},-), (R—{0},-), (C—{0},), (R*,")
(kde R* je mnozina vsech kladnjch redlnych ¢isel) jsou komutativni grupy.

3. Necht G ={xe€C | |x| =1}, tzn. G je mnozina vSech komplexnich ¢isel lezicich
na jednotkové kruznici a nechtf - znac¢i nasobeni komplexnich ¢isel. Pak (G,-) je
komutativni grupa (kterd ma zfejmé nekoneéné mnoho prvki).

4. Necht n je pevné prirozené ¢islo a necht GG,, zna¢i mnozinu vSech n —tych odmocnin z
jedné v oboru komplexnich ¢isel, tak jak jsme o nich hovorili v kapitole o komplexnich
Cislech. Tedy :

G,={z€eC | z"=1}.

Necht - zna¢i nasobeni komplexnich ¢isel. Pak (G, ,-) je komutativni grupa, ktera
ma n prvki (tento fakt plyne z vét 3.2. a 3.3. o komplexnich éislech z 1. ¢asti textu).

Vidime, ze uvedenym zpiisobem je mozno sestrojit komutativni grupu, kterd ma
libovolny, pfedem dany konec¢ny pocet prvki.

5. Necht n € N. Na mnoziné R" vSech usporddanych n—tic redlnych ¢isel definujeme
operaci + takto: pro libovolné (aq,...,a,), (b1,...,b,) € R™ polozme

(a17a27"'7an) + (b17b27"'7bn) - (a1+b17a2+b27'-'7an+bn)

kde symboly + na pravé strané znac¢i obycejné s¢itani ¢isel (strucéné téz fikame, Ze
”s¢itani je definovano po slozkach”). Potom (R™, +) je komutativni grupa.

Rozepsénim se lehce ukaze, Ze neutralnim prvkem (nulou) této grupy je usporadana
n—tice (0,0,...,0), a dale, Ze opaénym prvkem k prvku (a1, as,...,a,) je uspora-
dand n—tice (—ay, —ag,...,—a,).

6. Necht A = {a,b,c} a nechf G zna¢i mnozinu vsech bijektivnich zobrazeni mnoziny
A na mnozinu A (kterych je celkem 6 — nakreslete si je!). Necht dale o zna¢i skladani
zobrazeni. Potom (G, o) je grupa, kterd neni komutativni.

To, ze (G, o) je grupa, bezprostfedné vyplyva ze zdkladnich vlastnosti zobrazeni
(rozmyslete si podrobné sami — uzijte pfitom prislusna tvrzeni a tvahy z kapitoly 5.,
z prvni ¢asti tohoto textu).
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Ukazme, ze tato grupa neni komutativni. Vezméme napiiklad zobrazeni f,g € G,
definovana :

fla)=0b, f(b)=c, f(e)=a a gla)=c, g(b)=b, g(c)=a
Potom dostavame: (fog)(a) = f(c)=a, a (go f)(a) = g(b) =b, odkud jiz ihned

plyne, ze fog+# go f, a tedy operace o neni komutativni.

Posledni priklad je dtlezitym prikladem nekomutativni grupy. Je vidét, ze stejnym
zplsobem je mozno sestrojit sestrojit dalsi nekomutativni grupy :

— vezmeme-li za vychozi mnozinu libovolnou kone¢nou mnozinu G o n prvcich (n > 3),
potom je pocet bijekci G na G roven ¢islu n faktoridl a dostavame nekomutativni
grupu o n! prvcich (roli prvka hraji bijekce G na G, operaci je skladani zobrazeni).

— vezmeme-li za vychozi mnozinu G néjakou nekonec¢nou mnozinu, pak bijekci G' na
G je nekonecné mnoho a dostavame tak nekonecnou nekomutativni grupu, kde opét
roli prvkd hraji bijekce G na GG a operaci je skladani zobrazeni.

Dalsi dutlezity priklad komutativni grupy, kterda mé koneény pocet prvki, ukaze
nasledujici véta. Predtim vSak na mnoziné Z,, zbytkovych tfid podle modulu m defi-
nujeme operaci, kterou nazveme ”scitani zbytkovych trid”.

Definice.

Necht Z,, = {Cy,C1,...,Cn—1} je mnozina vSech zbytkovych tiid podle modulu m.
Na mnoziné Z,, definujeme operaci s€itani zbytkovych tiid podle modulu m takto: pro
Ci,Cj € Ly, polozime:

(2) C,+C; =0, kde r je zbytek po déleni ¢isla (i + j) ¢islem m.
Poznamka.
Pfipomenime, Ze symbol + je ve vztahu (2) pouzit dvakrat, a to vzdy v jiném vyznamu;

jednou jako symbol pro pravé definovanou operaci na mnoziné Z,, a podruhé pro
obycejné scitani cisel.

Dale poznamenejme, Ze definici séitani zbytkovych t¥id, ktera byla ve (2) popsana slovné,
je mozné prepsat pomoci véty o déleni se zbytkem celych ¢isel nasledovneé :

(3) C,+C;=0C,, kde i+j=z-m+r A 0<r<m

kde z je vhodné celé cislo.

Véta 1.5.

Necht Z,, = {Co,C4,...,Cpm_1} je mnoZina zbytkovych trid podle modulu m a necht

+ je operace scitdni zbytkovych trid podle modulu m . Potom (Z,, +) je komutativni

grupa.

Diikaz.

1. z definice s¢itani zbytkovych tfid ihned plyne, Ze (Z,,, +) je grupoid, ktery je navic
ziejmé komutativni.

2. dokézeme, Ze operace + je asociativni. Necht tedy C;, C;,Cy € Z,, jsou libovolné
zbytkové tiidy podle modulu m. Oznac¢me nejprve:
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C; +C; =C, a (Ci+Cj)+CL=Cs.
Pii tomto oznaceni pak (podle (3)) plati:
t+7=zim+r AN 0<r<m a r+k=zom+s AN 0<s<m,
odkud r =7+ j7 —2ym apodosazeni: i+ j—zym+k = zom+s. Tedy:
(4) i+j+k=(21+2) m+s A 0<s <m.
Podobné ozna¢me:
C; + Cy = C; a Ci+ (C;+Cr) =Cy.
Pii tomto oznaceni pak (opét podle (3)) plati:
J+tk=zzm+t AN 0<t<m a t+t=zmm+u AN 0<u <m,
odkud po stejné tpraveé a dosazeni jako vyse dostavame:
(5) i+j+k=(234+2) m+u A 0<u <m.
Ale vztahy (4) a (5) fikaji, ze ¢islo (i+j+k) dava po déleni ¢islem m jednou zbytek s a

podruhé zbytek u. Podle véty o déleni celych cisel je vsak zbytek urcéen jednoznacéné,
a tedy musi byt s = u, neboli Cs = C, , coz vSak znamena, ze

(C¢+Cj)+0k = Ci-i-(Cj-i-Ck).

3. neutralnim prvkem (nulou) v (Z,,, +) je zfejmé zbytkova tiida Cj, nebot z definice
sCitani zbytkovych tfid ihned plyne, Zze pro libovolné C; € Z,, je: C; + Cy = C;.

4. zbyva dokéazat, ze ke kazdému prvku C; € Z,, existuje prvek opacny. Ale:
— je-li C; = Cy, pak opacnym prvkem k C je ziejmé prvek Cj

— je-li C; # Cy, pak opacnym prvkem k C; je prvek C,,_;, nebot C,,_; € Z,, a
plati (rozmyslete si, pro¢): C; 4+ Cp—y = Cp. [ |

Umluva.

Abychom zjednodusili a zkratili zapis pfi préaci se zbytkovymi t¥idami, zavedeme tmlu-
vu, Ze podle potfeby budeme pii oznacovani zbytkovych tiid pouzivat misto symbolu
C; pouze symbol 7. V souvislosti s tim je vSsak nutné mit neustale na paméti, ze symbol
¢ potom neznamena cislo, ale je to jenom jiny zapis pro prislusnou zbytkovou tfidu a je
tedy nutné se symbolem ¢ zachazet jako se zbytkovou tfidou a nikoliv jako s ¢islem.

Pracujeme-li s grupou zbytkovych t¥id (Z,,, +) pro néjaké konkrétni (ne prili§ velké)
m, potom byva uzitecné si setrojit tabulku operace +. Napriklad pro modul m = 6
dostavame nasledujici tabulku.

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 ) 0
2 2 3 4 ) 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5) 0 1 2 3
5 ) 0 1 2 3 4
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V praxi se Casto setkdvame s pripadem, ze mame danu néjakou pologrupu a mame
o ni dokazat, ze je grupou. Nalezeni jednicky je vétSinou jednoduché. Technicky

vvvvvv

véta ukaze, ze v takovém pripadé (bez ohledu na to, zda je zadana operace komutativni
¢i nekomutativni) sta¢i ovéfovat pouze ”polovinu” piislusné definice.

Véta 1.6. Necht (G,-) je pologrupa s jednickou e. Pak ndsledujici vyroky jsou ekviva-
lentni :
1. ke kaZdému prvku a € G existuje prvek inverzni
2. ke kazdému prvku a € G existuje prvek x € G tak, Ze x-a=c¢
3. ke kaZdému prvku a € G existuje prvek x € G tak, Ze a-xr =¢
Drikaz.
Je okamzité vidét, ze implikace 71 = 2" a implikace "1 = 3” zfejmé plati.
Diikaz implikace "2 =17 .
Nechf a € G je libovolny prvek. Pak podle 2 existuje prvek = € G tak, ze x-a=c¢ a
nasledné, opét podle 2, k prvku z existuje prvek z tak, ze z-x = e. Potom po dosazeni
a upravé dostavame :
a-x=e-(a-x)=(z-2)-(a-x) =z2-(x-a)-x=z2-ex=z2=c¢€.
Tedy prvek x je inverznim prvkem k prvku a, coz znamena, ze plati 1.

Diikaz implikace ”3 =17 se provede analogicky. |

Definice.
Necht (G, -) je grupoid. Potom:

1. fekneme, ze v grupoidu (G, -) plati zakony o déleni, jestlize pro kazdé a,b € G plati:
JdJzeG tak,7%e a-z=0> A dJyeG tak,ze y-a=>

2. fekneme, ze v grupoidu (G, -) plati zdkony o kraceni, jestlize pro kazdé a,b,c € G
plati:
cca=c-b = a=b A a-c=b-c = a=b.

Nésledujici véta ukaze, ze v definici grupy je mozné pozadavek existence jednicky
a existence inverzniho prvku ke kazdému prvku nahradit pozadavkem platnosti zakont
o déleni.

Véta 1. 7.
Necht (G,-) je pologrupa. Pak plati: (G,-) je grupa < v (G,-) plati zdkony o délend.

Diikaz.

Diikaz implikace ” ="

Necht (G, -) je grupa a necht a,b € G jsou libovolné prvky. Jestlize polozime: z = a1 b
a y=>b-a"! (uvédomme si, ze z definice grupy plyne existence prvku a=!), potom
dostévame: a-x=a-(a"1-b)=b adile y-a= (b-a ') -a=>b. Dokézali jsme tedy,
ze v (G, -) plati zakony o déleni.
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Dikaz implikace 7 <"
Necht v pologrupé (G, -) plati zadkony o déleni. Diikaz toho, ze (G, -) je grupou rozdélime
na dvé casti.
1. Dokazeme, ze v (G, -) existuje jednicka.
Necht a,b € G jsou libovolné prvky. Pak z platnosti zakont o déleni plyne, Ze existuji
prvky x,y,e, e’ € G takové, ze plati:

a-xr=b AN y-a=b A a-e=a N €-a=a
Nyni postupnym dosazovanim z téchto vztahti dostavame:

(6) bre=(y-a)-e=y-(a-e)=y-a=b

(7) e-b=¢-(a-x)=("a)-z=a-z=0»>.

Ale prvek b byl libovolny, tzn. ze (6) pro b = ¢’ dostavame e’ - ¢ = ¢’ a podobné ze
(7) pro b = e dostavame e’ - e = e.
Je tedy € =e a po dosazeni e za ¢ do (7) pak ze (6) a (7) plyne, Ze prvek e je
jednickou v (G, -).

2. Dokazeme, ze v (G, -) ke kazdému prvku existuje prvek inverzni.
Necht a € G je libovolny prvek. Z platnosti zakont o déleni plyne, Ze existuji prvky
x,y € G tak, ze plati: a-x =e A y-a =e. Nyni uz jenom staci dokazat, ze
y=ux. Ale:

y=y-e=y-(a-x)=(y-a)-z=ex==zx.

Dokazali jsme tedy, ze prvek x je hledanym inverznim prvkem k prvku a.

Dohromady potom z 1. a 2. dostavame, ze (G, ) je grupa. |
Véta 1. 8.
Necht (G,-) je grupa. Pak v (G,-) plati zakony o krdcend.
Diikaz.

Necht (G,-) je grupa a necht a,b,c € G jsou prvky, pro které plati: ¢-a = c-b.
Vynésobime-li tuto rovnost zleva prvkem c~! (ktery musi existovat, protoze (G,-) je
grupa), dostavame: ¢! (c-a) = ¢! (c-b), odkud po prezdvorkovani a vypoctu
dostavame, ze a = b.

Analogickym zptsobem se dokaze implikace a-c=b-¢ = a=5b. |

Poznamka.

Poznamenejme, Ze predchozi vétu nelze obratit (v tom smyslu, Ze z platnosti zakont
o kraceni obecné neplyne, ze grupoid nebo pologrupa je grupou). Napiiklad v pologrupé
(N, ) plati zdkony o kraceni, ale pritom (N, -) neni grupou.

Na zavér kapitoly nyni zavedeme pojem celoc¢iselné mocniny prvku v grupé a
odvodime pro néj zékladni pocetni pravidla. Uvidime, ze pravidla pro pocitani s celo-
¢iselnymi mocninami prvkt v grupé jsou analogickd podobnym pravidlim pro pocitani
s Cisly, zndmymi ze stfedni skoly.
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Definice.
Necht (G, -) je grupa, jejiz jednickou je e, necht a € G a necht r € Z. Pak celo€iselna
mocnina prvku a je definovana takto:

(a-a-...-q je-li r celé kladné ¢islo
r-krat
o — e je-li =20
g_l ca”te a_lj je-li r celé zaporné ¢islo
\ (—T;-rkrét

Véta 1.9.
Necht (G,-) je grupa a necht r,s jsou libovolnd celd ¢isla. Pak pro libovolny prvek
a € G plati:

1. a"-a* = a"t®
2 (CLT) S — CLT s
Dukaz.

Dikaz obou tvrzeni provedeme najednou a rozdé€lime jej na tfi ¢asti, podle moznych
hodnot r, s. Necht tedy a € G je libovolny prvek.

ILLpror>0As>0 nebo r=0 A slibovolné celé nebo s=0 A r libovolné celé
plynou obé tvrzeni pfimo z predchozi definice celoc¢iselné mocniny prvku a .

IT. necht je <0 A s<0. Potom:

a-a* = (a . ca) (a7t e =gt e = ot
(—7)-krét (—s)-krat (—r—s)-krat

coz je prvni z dokazovanych vztahd.

Dokézeme druhy vztah. 7 definice celoc¢iselné mocniny prvku a z véty 1.4.3 plyne
(uzitim matematické indukce), ze pro libovolné piirozené k je a=% = (a=1)¥ = (a*)7 L.
Vyuzitim tohoto faktu a véty 1.4.2 pak dostavame:

(@) = ((@)™) = ((@)™H)™)™ = ((a™)™)™H™" = (@7)7*.
Ale =7 >0 A —s>0, tzn. podle L je: (a~")~* = a(~"(=%) = ¢ Dohromady tak
pro tento pfipad dostavame, ze (a”)® = a"*

III. pripad r <0 A s >0 apiipad >0 A s <0 se dokazuji analogickymi ttvahami
jako v predchozich c¢astech dikazu. Poznamenejme, ze diikkaz této ¢asti véty je pomérné
rozsahly a technicky nepiijemny. [

Poznamka.

Pouzivame-li aditivniho zapisu operace, tzn. mame-li grupu (G, +), jejimZ neutralnim
prvkem je o, pak misto nazvu ”celoc¢iselnd mocnina prvku a” budeme pouzivat nazev
celodiselny nasobek prvku a, ktery je tedy definovan nasledujicim zptisobem:
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ata+---+a je-li r celé kladné ¢islo
r—l;;ét
rea — 0 jeli »=20
(—a)+ (—a)+ -+ (—a) je-li r celé zaporné ¢islo
L (—T;-rkrét

V tomto pfipadé ma potom predchozi véta formalné jiny tvar, a sice:

Necht (G,+) je grupa a necht r,s € Z. Pak pro libovolny prvek a € G plati :

1. (r-a)+(s-a) = (r+s)-a

2. s-(r-a) = (s-7r)-a.

Zde je pottfeba davat obzvlastni pozor na pouzité symboly, pfesnéji feceno na to, ze jeden
symbol muze byt pouzit ve dvou vyznamech. Napriklad, ve vztahu 1. znamena symbol
+ na levé strané operaci v dané grupé, zatimco symbol + na pravé strané znamena

obycejné s¢itani celych ¢isel. Podobné, ve vztahu 2. je symbol - pouzit ¢tytikrat, pricemz
trikrat znaci celoc¢iselny nasobek prvki z G a jedenkrat obycejné nasobeni ¢isel.
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2. Podstruktury algebraickych struktur s jednou operaci.

Definice.
Necht (G, -) je grupoid a necht H je neprazdnd podmnozina mnoziny G . Pak fekneme,
7e podmnozina H je uzaviena vzhledem k operaci - , jestlize plati:

a,b€ H libovolné = a-be H.

Poznamka.
Je-li dan grupoid (G, ) a podmnozina H C G je uzaviend vzhledem k operaci -, pak
miiZzeme na mnoziné H prirozenym zpusobem definovat operaci, ozna¢me ji tieba x*,
takto:

pro libovolné z,y € H polozime z*xy = x-y .

Timto zpusobem dostavame grupoid (H, ). Z praktickych duvodu zavedme tmluvu,
ze operaci * na mnoziné H budeme vSude v dalsim vzdy znacit stejnym symbolem
jako puvodni operaci na mnoziné G. Mame tedy grupoid (H,-), pro ktery zavedeme
nasledujici pojmenovani.

Definice.
Necht (G,-) je grupoid a necht neprazdna podmnozina H C G je uzaviend vzhledem
k operaci -. Pak grupoid (H,-) se nazyva podgrupoid grupoidu (G, -).

Véta 2.1.

Necht (H,-) je podgrupoid grupoidu (G,-). Pak plati:

1. (G,-) je asociativni = (H,-) je asociativni

2. (G,-) je komutativnt = (H,-) je komutativni

3. prvek e je jednickou v (G,-) N e€ H = e je jednickou v (H,-).

Diikaz.

Vsechna tfi tvrzeni plynou okamzité z prislusnych definic. |

Poznamenejme, ze zadnou z implikaci v predchozi vété nelze obratit. Napiiklad
v grupoidu (G, -) z piikladu 1.2. je ({d},-) podgrupoidem, ktery je asociativni, je
komutativni a ma jednicku d, zatimco cely grupoid (G, -) neni asociativni, neni komu-
tativni a prvek d neni jeho jednickou.

Definice.
Necht (G, -) je grupa a necht (H, -) je podgrupoid v (G, ), ktery je sim grupou. Potom
(H,-) se nazyva podgrupa grupy (G,-).

Véta 2. 2.
Necht (H,-) je podgrupa grupy (G,-). Pak plati:

1. jednicka podgrupy (H,-) je totoznd s jednickou grupy (G, -)
2. je-li a € H, pak inverzni prvek k prvku a v podgrupé (H,-) je totozny s inverznim
prokem k prvku a v grupé (G, -).
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Dikaz.

1. necht ey znadi jednic¢ku v (H,-) a eg znaci jednicku v (G, ). Pak plati:

eg-ey = em (protoze eg je jednickou v (H,-))
eG ey = ey (protoze eq je jednickou v (G,-)).
Je tedy ey -ey = eg-en, odkud uzitim zakona o kraceni (ktery v grupé plati)

dostavame, ze ey = eq.
2. necht a € H libovolny a necht x znadi inverzni prvek k prvku a v podgrupé (H,-),
resp. y znaci inverzni prvek k prvku a v grupé (G,-). Potom je:
a-r = eg = eg AN a-y = eqg

odkud plyne, ze a-x = a-y a uzitim zdkonl o kraceni dostavame, ze xr=y. N

Poznamka.
Vzhledem k 2. ¢asti predchozi véty nemusime rozliSovat inverzni prvek k prvku a € H
v podgrupé a v celé grupé€. V obou pripadech budeme proto inverzni prvek k prvku a

oznacovat symbolem a~!.

V praxi se budeme casto setkavat s ilohou rozhodnout o tom, zda dany podgrupiod
je podgrupou dané grupy ¢i nikoliv. Je vidét, ze pokud bychom postupovali piesné podle
definice podgrupy, délali bychom fadu zbyteénych kroku (naptiklad ovéfovani toho, Ze
v podgrupoidu plati asociativni zdkon). Proto nyni uvedeme vétu, kterd tento postup
zjednodusi.

Véta 2. 3.
Necht (G, ) je grupa a necht H je neprazdnd podmnoZina v G . Potom ndsledugjici vijroky
jsou ekvivalentni :

1. (H,-) je podgrupa grupy (G,-)

2. pro a,b€ H libovolné plati: a-beH AN a'eH
3. pro a,b€ H libovolné plati: a-b='c H

4. pro a,b € H libovolné plati: a~'-b € H

Diikaz.
Tvrzeni budeme dokazovat obvyklym zptisobem, tzn. dokdZzeme postupné ¢tyri impli-
kace.

Diikaz implikace 71 = 27.
Platnost této implikace plyne bezprostiedné z definice podgrupy.

Diikaz implikace 72 = 37 .
Necht plati 2. a necht a,b € H. Potom (podle 2.) je b=! € H a nésledné opétovnym
uzitim 2. dostdvame, ze a - b~! € H. Dokézali jsme tak platnost 3.

Dikaz implikace "3 = 47 .
Necht plati 3. a necht a,b € H. Podle 3. je: a-a ! = e € H. Tedy e,a,b € H a
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pouzitim 3. dostaneme:
e-a ! =alteH a e-b ! =blcH.

Je tedy a=1,b7! € H, odkud opét podle 3. dostavame: a1 -(b~1)"! = a7 1.0 € H,

coz znamena, ze plati 4.

Diikaz implikace 74 = 17.
Necht plati 4. a necht a,b € H. Podle 4. je: a='-a = e € H. Tedy a,e € H a podle
4.je: a=t-e =a e H. Jetedy a=',b e H, odkud opét podle 4. dostavame :

(aHt.b=a-beH,

¢imz jsme dokézali, ze (H, -) je podgrupoid v (G, -), ktery je podle véty 2.1.1 asociativni.
Ale vyse bylo dokdzano, Ze e € H a pro libovolné a € H je a=! € H. To znamena, Ze
(H,-) je grupa, neboli (H,-) je podgrupa grupy (G, -) a plati 1. |

Poznamka.

Jak bylo receno diive, predchozi vétu pouzivame k praktickému ovérovani toho, zda je
(H,-) podgrupou grupy (G,-). Obvykle postupujeme tak, ze pouzijeme ¢ast 2., tzn.
dokazujeme, Ze:

1. HCG N H#D

2. a,be H libovolné = a-beH

3. a€ H libovolné = aleH.

Priklad 2.1.

Uvedeme né€kolik uzitecnych prikladd podgrup v grupach.

1. Kazda grupa (G, ) ma vzdy dvé podgrupy, a sice podgrupu ({e},-) a podgrupu
(G,-). Tyto podgrupy se nazyvaji nevlastni podgrupy grupy (G,-). Ostatni pod-
grupy (pokud existuji) se potom nazyvaji vlastni podgrupy grupy (G, ).

2. V grupé (C, 4+) vSech komplexnich ¢isel, s operaci obyc¢ejného scitani ¢isel jsou
podgrupami napiiklad (R, 4+) nebo (Q, +) nebo (Z, +).

3. V grupé (R —{0},) vSech nenulovych redlnych ¢isel, s operaci obycejného nasobeni
¢isel jsou podgrupami napiiklad (Q — {0},-) nebo (R*,-), kde R™ zna¢i mnozinu
vSech kladnych realnych ¢isel.

4. V grupé (C — {0}, ) vsSech nenulovych komplexnich ¢isel, s operaci oby¢ejného
nasobeni c¢isel jsou podgrupami naptiklad
— podgrupa (R — {0}, ) ;

— podgrupa (G,:), kde G ={z€ C | |z| =1} (tzn. G je mnozina vSech kom-
plexnich ¢isel, ktera lezi na jednotkové kruznici) ;

— podgrupa (G, ), kde n je pevné pfirozené ¢isloa G, ={z€C | 2" =1} (tzn.
G, je mnozina vSech n-tych odmocnin z 1) .

Z tohoto prikladu vidime, ze v grupé€, kterd ma nekoneény pocet prvkid mohou exis-

tovat podgrupy, které maji jak nekonecny, tak i konecny pocet prvk.
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Poznamenejme, 7e v grupach (C, +), resp. (R —{0},-), resp. (C— {0},-) exis-
tuje mnohem vice podgrup, nez které jsme v predchozich prikladech uvedli. Jinymi
slovy Teceno, uvedené piiklady zdaleka nevycerpavaji vSechny podgrupy v uvedenych
grupach. Na druhé strané je mozné podat pomeérné jednoduchy popis vSech podgrup
v grupé (Z,+), ktery si déle uvedeme. Nejprve vSak zavedeme jedno oznaceni.

Oznaceni.
Necht k znaéi libovolné celé nezédporné ¢islo. Pak symbolem k - Z budeme oznacovat
mnozinu vSech celo¢iselnych nasobki cisla k , tzn.

k-Z = {k-z| z€Z libovolné } .

Nasledujici véta nyni ukaze, ze vSechny podgrupy v grupé (Z, + ) jsou pravé pod-
grupy (k-7Z,+), kde k je libovolné celé nezaporné ¢islo.

Véta 2.4.

(H,+) je podgrupou grupy (Z,+) < existuje cel€ nezdporné ¢islo k tak, Ze H = k-7 .
Diikaz.

Dokazeme postupné obé implikace.

Dikaz implikace ”="".

Necht (H, +) je libovolna podgrupa grupy (Z, +) . Jestlize mnozina H neobsahuje zZadné
prirozené ¢islo, pak musi byt H = {0} (pro¢?), coz znamend, ze H = 0-7Z a mnoZina
H je pozadovaného tvaru.

Necht tedy mnozina H obsahuje alesporti jedno pfirozené ¢islo. Potom nejmensi pfirozené

¢islo, které nélezi do mnoziny H, ozna¢me k (rozmyslete si, Zze toto ¢islo skutecné
existuje!). Nyni dokdzeme, ze H = k- 7.

"C” necht x € H libovolné. Pak podle véty o déleni celych ¢isel se zbytkem existuji
¢isla q,r € Z tak, ze
r=q-k+r A 0<r<k.
Ale k € H, tzn. potom také —q -k € H (pozor - zde je nutno symbol - chdpat ve
smyslu celoc¢iselného nasobku prvku v grupé€, tzn. ve smyslu ”opakovaného scita-
ni”). Kromé toho je z € H, odkud dostavame, ze: v+ (—q-k) = r € H. Pak ale
musi byt r =0 (jinak dostdvame spor s volbou ¢isla k), a tedy x = q-k € k- Z.

"D” mnecht x € k-Z libovolné. Pak existuje s € Z tak, 7e x = k-s. Ale k € H , a tedy
také s-k = x € H. (pozor - zde opét symbol - chdpeme ve smyslu celo¢iselného

nasobku prvku v grupé, tzn. ve smyslu ”opakovaného séitani”).

Diikaz implikace 7<=" .
Necht H = k - Z, kde k je pevné celé nezaporné ¢islo. Uzitim véty 2.3.2 dokazeme, Ze
(k- 7Z,+) je podgrupou grupy (Z,+). Tedy:

1. zitejmé je k-ZCZ AN k-Z#)
2. a,bek-Z = Fx,yeZ: a=k-z,b=k-y = a+b=k-(zx+y)€k-Z
3.a€k-Z = Jx€Z:a=k-zv = —a=k-(—z)€ek-Z. |
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Vidime tedy, ze v grupé (Z, +) existuje nekone¢né mnoho podgrup, které musi byt

vySe popsaného tvaru. Specielné, podgrupami grupy (Z, +) jsou napiiklad: 0-Z = {0},
1-Z=17, 27 (coz je mnozina vSech celych sudych ¢isel), 3 - Z (coz je mnozina vSech
celo¢iselnych nasobku ¢isla 3), atd.

Podobnym zptisobem, jako jsme popsali vSechny podgrupy v grupé celych cisel

(Z,+), se daji charakterizovat vSechny podgrupy v grupé zbytkovych t¥id (Z,,,+).
Podrobny dtikaz nebudeme v tomto pripadé provadét, ale pouze si vSechny podgrupy
popiseme. Pritom plati:

1.
2.

podgrup v grupé (Z,,,+) je tolik, kolik je pfirozenych délitela ¢isla m.
je-li k prirozenym délitelem ¢isla m, potom jemu odpovidajici podgrupou je podgrupa
({007Ck702k7"'7Cm—k}7+)'

Vsimnéme si, jak je podgrupa odpovidajici déliteli k£ zkonstruovana. Patii do ni vzdy
zbytkova tiida Cj a nasledné dalsi zbytkové t¥idy, které dostaneme tak, ze k indexu

predchozi zbytkové tridy pric¢itdme ¢islo k, a to provadime tak dlouho, ”dokud to
jde”.

Priklad 2.2.

1.

Je-li m prvoéislo, potom ma grupa (Z,,, +) pouze nevlastni podgrupy, tzn. podgrupy

(Zm7+) a ({CO}7+) )

které odpovidaji postupné délitelim 1 a m daného modulu m.

Vypisme vsechny podgrupy v grupé (Zg, +) .

Cislo 6 ma ¢ty¥i prirozené délitele, a sice 1,2,3,6, a grupa (Zg, +) ma tedy prave
nasledujici ¢tyti podgrupy :

({Co,Ch, Oy, C5,Ca, Cs} o +) = (Zg, +),
({Co,C2,Ca}, +),

({Co,C3}, +),
({Co}, +).
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3. Algebraické struktury se dvéma operacemi.

V tomto paragrafu se budeme zabyvat algebraickymi strukturami se dvéma opera-
cemi, tzn. mnozinami, na kterych jsou definovany dvé operace. Pfitom pro jednu operaci
budeme pouzivat aditivni symboliku a pro druhou operaci multiplikativni symboliku.
Uvidime, ze zavadéné pojmy budou opét do jisté miry zobeciiovat vlastnosti béznych
algebraickych struktur se dvéma operacemi, se kterymi se pracuje na stfedni skole, t;.
celych cisel, resp. racionalnich c¢isel nebo realnych cisel s operacemi obycejného sc¢itani
a nasobeni c¢isel.

Definice.

Nechf R je mnozina se dvéma operacemi + a - takovd, Ze plati:
1. (R, 4) je komutativni grupa

2. (R, -) je pologrupa

3. plati distributivni zdkony, tzn. pro kazdé a,b,c € R plati:

a-(b+c¢) = a-b+ a-c A (a+b)-c =a-c+ b-c
Pak mnozina R s operacemi + a - se nazyva okruh a oznacuje se (R,+, - ).

Jestlize navic
— operace - je komutativni, potom se okruh (R, +, -) nazyva komutativni okruh

— pologrupa (R, -) ma neutralni prvek (jedni¢ku), potom se okruh (R,+, -) nazyva
okruh s jednickou.

Poznamka.

1. Operaci + v okruhu (R,+, ) budeme nazyvat s¢itdni. Neutralni prvek grupy
(R,+) budeme nazyvat nula okruhu (R,+, -) a oznacovat symbolem 0. Opacny
prvek k prvku a budeme oznacovat symbolem —a. Misto zapisu a + (—b) budeme

vevs

2. Operaci - v okruhu (R, 4+, - ) budeme nazyvat nasobeni. Neutralni prvek pologrupy
(R, -) budeme (jak je vidét z definice) nazyvat jedni¢ka okruhu (R, +, - ) a oznacovat
symbolem 1. Tento symbol pochopitelné nema obecné nic spolecného s ¢islem 1.

3. Pokud se v nékterém vyrazu objevi obé operace bez uzavorkovani (jako napiiklad
na pravych strandch distributivnich zékoni), pak budeme vzdy predpokladat, Ze
nasobeni ”m4 prednost” pred s¢itanim, tzn. budeme dodrzovat stejnou tmluvu, jaka
se na stifedni skole zavadi pro obycejné nasobeni a sc¢itani cisel.

Priklad 3. 1.

1. Znaéi—-1li +, resp. - obycejné s¢itani, resp. obyCejné nasobeni ¢isel, pak (Z,+, ),
(Q,+, ), (R,4+,-)a(C,+, ) jsou okruhy.
Dalsimi okruhy jsou pak naptiklad :

(Z[V2],+,-), kdeZ[V2] = {a+bVv2 | a,bc Z}
(Q(V2),+,-), kdeQ(v2) = {a+bVv2 | a,becQ}.
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2. Na mnoziné R x R definujme operace + a - takto: pro libovolné (a,b), (¢,d) € RxR

polozme
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (a-c,b-d)

kde symboly + a - na pravych stranach znaci obycejné sc¢itani a nasobeni cisel.
Potom (R x R, +, -) je okruh.

3. Je-li R jednoprvkova mnozina, napiiklad R = {x}, pak je zfejmé mozno definovat
na mnoziné R operaci pouze jednim zptsobem. Polozime-li nyni:

r+zT == a r-r =

potom (R,+, -) je okruh, ktery budeme nazyvat trivialni okruh. Trivialni okruh je
jakymsi "neprirozenym” ptikladem okruhu, ve kterém obé operace splyvaji, a proto
jej casto budeme z nasich avah vylucovat.

4. Vsechny doposud uvedené piiklady okruhd byly komutativni okruhy. Jednoduchy

priklad nekomutativniho okruhu bude uveden v kurzu linearni algebry, v souvislosti
se studiem matic.

Dalsi dilezity priklad okruhu je mozno sestrojit na mnoziné Z,, zbytkovych trid
podle modulu m. Pfipomenime, %e na mnoziné Z,, = {Co, C1, ..., Cp—1} jsme jiz
diive definovali operaci s¢itani + takto: pro C;, C; € Z,, jsme polozili

C; +C; = C,, kde r je zbytek po déleni ¢isla ¢+ j cislem m.
Analogickym zptisobem nyni definujeme na mnoziné Z,, operaci nasobeni zbytkovych
tFid.

Definice.

Na mnoziné Z,, vSech zbytkovych t¥id podle modulu m definujeme operaci nasobeni
zbytkovych t¥id podle modulu m (kterou oznac¢ime symbolem - ) takto: pro C;, C; € Zy,
polozime:

Cg; - C; = 0y, kde s je zbytek po déleni ¢isla i-j cislem m.
Poznamenejme, ze definici nasobeni zbytkovych t¥id podle modulu m je mozné
(rozepsanim véty o déleni se zbytkem celych ¢isel) formalné prepsat do tvaru:
C; - C; = 0y, kde i-j = z-m+s AN 0<s<m,

kde z znadi celé ¢islo.

Véta 3. 1.

Necht Z,, = {Co, C1, ..., Cr—1} je mnozina zbytkovych tiid podle modulu m . Pak
(Zpn, ,+, ) je okruh. Tento okruh je komutativnim okruhem s jednickou.

Drikaz.

Operace nasobeni zbytkovych tiid je zfejmé komutativni. Budeme tedy pouze ovérovat
definici okruhu a existenci jednicky.

1. (Zm ,+) je komutativni grupa (podle véty 1.5).

2. (Zy ,-) je ztejmé grupoid. Analogickym zpusobem jako ve vété 1.5 se dokaze, ze
operace - je asociativni, tzn. (Z,, ,-) je pologrupa.
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3. Dokazeme platnost distributivnich zakon.
Vzhledem k tomu, ze operace nasobeni zbytkovych tiid je komutativni, staci dokazat
pouze jeden z obou distributivnich zakont. Necht tedy C;, C;, Cy € Z,, a budeme
dokazovat vztah:

(Ci+Cj)-Cp = C;-Cp +C;-Cy.
Oznacme nejprve
C; +C; = C, a (Ci+ Cj) - Cr = Cs.
P1i tomto oznaceni pak plati:
i+ =2z1-m+r AN O0O<r<m a r-k=z-m+s AN 0<s <m
odkud r = i4+j —2;-m apodosazeni: (i+j—21-m)-k = z0-m+s, tzn.
(1) i-k+j-k=(21-k +22)-m+s A 0<s <m.
Podobné oznacme :
C;-Cp, =0C, , C;j-Cp =0, a Ci-Cp +C;-Cy = Cy.
P1i tomto oznaceni plati:
t-k=2z23m4+u , j-k=2zs-m+v , u+v=25-m+t
kde 0 < wu,v,t < m. Nyni po tpravé a dosazeni, podobné jako predtim, dostavame :
(2) ik+j-k = (33+za+2)-m+t A 0<t<m.

Ale z (1) a (2) uzitim véty o déleni se zbytkem (zbytek je urcen jednozna¢né!)
dostavame, ze s=1t, atedyi Cs = C;, coz jsme chtéli dokazat.

Dokéazali jsme tedy, ze (Z, ,+, - ) je okruh.

4. 7 definice nasobeni zbytkovych tfid ihned plyne, ze zbytkova tiida C; je neutralnim
prvkem v (Zy, ,- ), tzn. C je jednic¢kou okruhu (Z,, ,+, - ).

Tedy (Zy, ,+, - ) je komutativni okruh s jednickou. |

Pracujeme-li s okruhy zbytkovych t¥id podle konkrétniho (ne piili§ velkého) modu-
lu, m, byva uzitecné si sestrojit tabulky pro operace s¢itani zbytkovych t¥id a nasobeni
zbytkovych tiid. Uvedeme nyni tyto tabulky pro sc¢itani a nasobeni zbytkovych tiid
podle modulu m = 6 a modulu m = 7. Na zakladé drive zavedené timluvy budeme
pouzivat zjednoduseného zapisu zbytkovych tiid, tzn. misto C; budeme psat pouze i .

Tabulky operaci okruhu zbytkovych tfid (Zg,+, - ):

N = ON O
=N W R OO | ot

WO WO WO Ww

=N O DNDOoO|N

QU WO N RO+

O O O OO o] o

=W N = O O] ot

WM RO U]

N — OOk Wl W

— O Otk Wi N

O Tk W N KR+

T W N~ O+
Tk W= OO
T W N = O
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Tabulky operaci okruhu zbytkovych t¥id (Z7,+, -):
+ 10112345

ST W N RO
ST W= O
OO U W N
—H O O UL W N
N = OO U W
WK H OO U
AW R OO W
T WO RO OO
ST W RO
coococococo|o
ST W RO
TTwH O RN O]
A RO o wo|w
WOoONUD RO
ORI NG. RrJUNS  i= lt
R NWhR OO O o

V nésledujicich dvou vétach si odvodime zakladni pravidla, ktera plati pro ”poci-
tani” v okruhu. Uvidime, Ze jsou podobné pravidliim pro pocitani s ¢isly.

Véta 3. 2.

Necht (R,+, ) je okruh, a,b,c € R jsou libovolné pruky. Pak plati:

1. a-(b—¢) =a-b—a-c A (b—c)-a =b-a—c-a
2. a-0=0-0a =0

3. a-(=b) = (—a)-b = —(a-b)

4. (—a)-(=b) = a-b

Diikaz.

1. a-(b—c) = a-(b—c)+a-c—a-¢c = a-[(b+(—¢))+¢c]—a-c = a-[b+(—cH+c)]|—a-c =
a-[b+0]—a-c=a-b—a-c.

Zbyvajici cast se dokaze analogicky.

2. Plati: a0+ a-0 = a-(04+0) = a-0 = a-0 + 0, odkud pouzitim zakont
o kraceni (v grupé (R,+)) dostavame, ze a-0 = 0. Analogickym zptsobem se
ukéze, ze 0-a = 0.

3. Uzitim 1. a 2. dostavame:
a-(=b) = a-(0—-b) = a-0—(a-b) =0—(a-b) = —(a-b)
Podobnym zpusobem se ukaze, ze také (—a)-b = —(a-b).
4. Uzitim 3. dostavame:

(~a) - (=B) = ~((~a) ) = ~(~(a-D)) = a-b. .

Véta 3. 3.

Necht (R,+, -) je okruh, a,b,a;,b; € R a necht z € Z. Pak plati:
a-(a1+ax+---+a,) = a-a1+a-ay+---+a-ay

(a1 +as+---+ap)-a =ar-ataz-a+--+ay-a

(a1 4+-+ap) - (b1+---+by)=a1-b1+---+a1-bpy+---+ap-b1+---+a,- b
z-(a-b) = (z-a)-b = a-(z-D).

= W=
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Diikaz.

Vsechna tvrzeni se dokdzi pomoci matematické indukce (provedte si sami). U tvrzeni
4. je nutné upozornit na to, ze symbol - je zde pouzit ve dvou vyznamech — jednou pro
celo¢iselny nasobek prvku v grupé (R, + ) a podruhé pro operaci nasobeni v okruhu.

Oznaceni.
Pro zjednoduseni oznacovani sou¢tu n prvka v okruhu (R, +, -) budeme misto zépisu
n
ay + -+ -+ a, podle potfeby také pouzivat sumacni symboliku, tzn. zépis > a; .
i=1
Prvni tii tvrzeni predchozi véty ndm udavaji zédkladni pocetni pravidla pro pocitani
se sumacnimi symboly v okruhu. PiepiSeme-li je do sumac¢ni symboliky, dostavame
postupné nésledujici t¥i rovnosti:

0 (S a)=3(aa) , (Na)a=3(aa) , (3 a): (i D=3 S (i by).

1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=1 i=1j=1

M:

%

Definice.

Necht (R,+, -) je okruh. Necht pro prvky a,b € R plati:
a0 AN b#0 A a-b=0.

Potom se prvky a,b nazyvaji délitelé nuly v okruhu (R,+, -).

Priklad 3. 2.

1. Ve vsech okruzich, kde prvky jsou c¢isla a operacemi jsou obycejné scitani cisel a
obycejné nasobeni cisel délitelé nuly neexistuji. Tedy napiiklad vSechny okruhy uve-
dené v prikladu 3.1.1 jsou okruhy bez déliteld nuly.

2. Okruh (R x R,+, ) z piikladu 3.1.2 ma délitele nuly. Nulou tohoto okruhu je
ziejmé usporadana dvojice (0,0), pficemz napiiklad
(1,0) #(0,0) A (0,1) #(0,0) A (1,0)-(0,1) = (0,0),

coz znamena, ze prvky (1,0) a (0,1) jsou délitelé nuly v tomto okruhu.

3. Okruh zbytkovych t¥id (Zg,+, -) ma délitele nuly. Jsou jimi naptiklad zbytkové
ttidy Cs a (5, protoze ziejmé nulou tohoto okruhu je zbytkova ttida Cy a plati:

Cy # Cy N Cs # Cy VAN Cy-C3=0Cy.

Okruh zbytkovych t¥id (Z7,+, -) délitele nuly nema. Tento fakt okamzité vyplyva
z tabulky operace nasobeni zbytkovych tfid podle modulu 7, uvedené dtive. Z ni je
ihned vidét, ze pro C; # Cy A C; # Cy je vzdy C;-C; # Cy .

Poznamka.
V praxi je potieba casto dokazovat, ze dany okruh nema délitele nuly. Znamena to
dokazat implikaci :

(a0 N b#0) = a-b#0

Vétsinou byva v tomto pripadé jednodussi dokazovat obménu predchozi implikace, tzn.
implikaci
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a-b=0 = (a=0 VvV b=0).

Technicky bude potom obvykle nejvyhodnéjsi postupovat tak, ze budeme dokazovat
napiiklad implikaci

(a-b=0 A a#0) = b=0.

Definice.
Okruh (R, 4+, -), ktery je netrividlni, je komutativni, ma jedni¢ku a nemé délitele nuly
se nazyva obor integrity.

Priklad 3. 3.

1. Klasickym ptikladem oboru integrity je okruh celych ¢isel (Z,+, - ).
Dalsimi ptiklady obort integrity jsou pak okruhy (Q,+, ), (R,+,), (C,+, ),
(ZIV2],+, ), (Q(v2),+, -) uvedené v prikladu 3.1.1.

2. Okruh (RxR,+, -) z pfikladu 3. 1. 2 neni oborem integrity, protoze mé délitele nuly
(jak jsme ukézali v pfedchozim ptikladu).

3. Okruh (Z,,,+, -) zbytkovych t¥id podle modulu m je pro m > 2 vzdy netrivial-
nim, komutativnim okruhem s jedni¢kou. Tento okruh tedy je (resp. neni) oborem
integrity podle toho, zda nemé (resp. ma) délitele nuly. Z pfedchoziho ptikladu tedy
vyplyva, okruh (Z7,4+,-) je oborem integrity, zatimco okruh (Zg,+, -) oborem
integrity neni.

Z predchoziho piikladu vidime, ze nékteré okruhy zbytkovych tiid jsou obory
integrity, zatimco jiné naopak obory integrity nejsou. Pfesné tuto situaci rozebira
nasledujici véta.

Véta 3. 4.
Okruh (Zy, ,+, -) zbytkovych trid podle modulu m je oborem integrity < modul m
je prvocislo.

Dukaz.
Pripomenme, ze celé ¢islo je prvocislem, jestlize je vétsi nez 1 a ma pouze nevlastni
délitele.

Diikaz implikace =" .

Necht okruh (Z,, ,+, -) je oborem integrity. Pak je netrividlnim okruhem a tedy musi
byt m > 1.

Zbyva dokazat, ze m méa pouze nevlastni délitele. Budeme postupovat sporem. Pted-
pokladejme, ze m méa néjakého vlastniho délitele. Potom ma také kladného vlastniho
délitele (pro¢?), kterého oznacime r. Plati tedy:

1<r<m a existuje s€Z,takze: r-s=m.

Potom vsak musi byt 1 < s < m, a tedy C,.,Cs € Z,,, pticemz C,. # Cy, Cs # Cy a
Cy - Cs = Cy. To vsak znamend, ze C,.,Cy jsou délitelé nuly v (Z,, ,+, - ), coZ je spor
s predpokladem, ze (Z,, ,+, - ) je obor integrity. Tedy m nema zadné vlastni délitele a
dokézali jsme tak, ze m je prvocislo.
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Dikaz implikace ” <" .
Necht m je prvocislo. Potom m > 1, coz znamend, ze okruh (Z,, ,+, -) je netrivialni.
Déle vime, ze okruh zbytkovych tiid je vzdy komutativni a mé jednicku. Zbyva tedy
dokazat, ze (Z, ,+, - ) nema délitele nuly.
Necht tedy C,., Cys € Z,, jsou zbytkové t¥idy takové, ze C,-Cs =Cy N C, # Cy. Pak
z definice nasobeni zbytkovych t¥id plyne (rozmyslete si proc¢), ze

mlr-s AN mfr.
Protoze vsak m je prvodislo, pak (podle véty 4.4.3 z kapitoly I.) musi m délit s, coz
znamend, ze Cs = Cy. Dokazali jsme tak, ze okruh (Z,,,+, - ) nema délitele nuly.

Tedy okruh (Z,, ,+, -) je oborem integrity. |

Véta 3.5.
Necht (R,+, ) je okruh a necht a,b,c € R. Pak nasledujici vgroky jsou ekvivalentnd.

1. okruh (R,+, -) nema délitele nuly
2. a-b=a-¢c N a#0 = b=c
3. bra=c-a N a#0 = b=c

Dikaz
Tvrzeni dokdzeme obvyklym zptisobem, tzn. budeme postupné dokazovat tii implikace.

Diikaz implikace 1. = 2.7 .

Necht plati vyrok 1. a necht a-b=a-¢c A a # 0. Potom a-b—a-c = 0, tzn.
a-(b—c)=0. ProtoZe a # 0 a okruh nem4 délitele nuly, musi byt b —c =0, a tedy
b=c.

Dikaz implikace ”2. = 3.7 .

Necht plati vyrok 2. anecht b-a=c-a A a# 0. Potom (b—c)-a=0. Podle véty
3.2.2 je soucin libovolného prvku s nulou okruhu roven nule okruhu, a tedy specielné
musi byt (b —c¢) -0 = 0. Dostavame tedy

(b—c)-a =0 = (b—c)-0.

Pokud by bylo (b — ¢) # 0, pak bychom uzitim 2. dostali a = 0, coz by byl spor
s predpokladem, ze a # 0. Musi tedy byt (b — ¢) = 0, odkud jiz plyne, ze b = c.

Dikaz implikace 3 = 17 .
Necht plati vyrok 3. Déale postupujeme sporem, tzn. pfedpokladame, ze okruh (R, +, -)
ma délitele nuly. Potom existuji prvky z,y € R takové, ze v #0,y #0a x-y=0.
Podle véty 3.2.2 je soucin nuly okruhu s libovolnym prvkem roven nule, tzn. plati také
0-y=0. Dostavame tedy
z-y=0=0-y
odkud uzitim 3. plyne, Ze x = 0, coZ je spor. Dokazali jsme tak, Ze okruh (R,+, -)
nema délitele nuly. [ |

Podminky 2. a 3. z pfedchozi véty se nazyvaji omezené zakony o kraceni (levy a
pravy). Slovo ”"omezené” naznacuje, ze nemizeme kratit vSemi prvky z R (v nasem
pripadé nelze kratit nulou okruhu).
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Na zavér nasich avah o algebraickych strukturach se dvéma operacemi se budeme
zabyvat dalsim specidlnim pripadem okruhu, s nimz se budeme casto setkavat.

Definice.
Necht (R, 4+, -) je komutativni okruh s vlastnosti, Ze mnozina jeho nenulovych prvku
s operaci nasobeni je grupa. Pak (R, 4+, -) se nazyva téleso.

Nésledujici vétu mtzeme s vyhodou pouzit pii praktickém ovérovani toho, zda
konkrétni okruh je ¢i neni télesem.

Véta 3. 6.
Necht (R, 4+, -) je netrividlni, komutationi okruh s jednickou. Pak (R,+, -) je téleso
pravé kdyz ke kazdému nenulovéemu prvku z R existuje prvek inverzni.

Diikaz.
Diikaz implikace =" .
Platnost této implikace okamzité vyplyva z definice télesa.

Diikaz implikace 7 <" .
Podle predpokladu je okruh (R, 4, -) komutativni. Budeme tedy dokazovat, Ze mno-
zina vSech nenulovych prvki z R s operaci nasobeni, tj. (R — {0}, -), je grupou.

Nejprve dokazme, ze (R — {0}, -) je grupoid, tzn. jinak feceno, ze v okruhu (R,+, -)
neexistuji délitelé nuly. Necht tedy pro prvky z,y € R plati:

x-y =0 A x#0.
Podle piedpokladu vSak k prvku z existuje prvek inverzni z=!, tzn. po tipravé je

. (z-y)=271-0 = (@ta)y=0 = y=0.

Tedy (R — {0}, -) je grupoid a z ostatnich pfedpokladu jiz bezprostiedné plyne, Ze
(R — {0}, -) je grupa. Dokéazali jsme tak, ze (R,+, -) je téleso. |

Priklad 3.4.
1. Okruhy (Q,+, ), (R, 4+, ), (C,+, -) jsou té&lesa.
2. Na mnoziné QQ x Q definujme operace + a - takto:
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) , (a,b)- (¢,d) = (ac—3bd, ad+ bc).
Potom (Q x Q,+, -) je téleso (dokazte si sami, rozepsanim definice télesa).

3. Okruh (Z,, ,+, -) zbytkovych t¥id podle modulu m je télesem pravé kdyz modul m
je prvocislem (plyne z véty 3.4, a véty 3.8).

4. Okruhy (Z,+, -) a (Z[v2],+, -) (viz piiklad 3.1.1) nejsou télesa. Podobné, okruh
(R x R,+, -) z prikladu 3. 1.2 neni télesem a déle téz trividlni okruh neni télesem.

V tomto paragrafu jsme zavedli tii zakladni algebraické struktury se dvéma opera-
cemi: okruh, obor integrity a téleso. Vime jiz, ze obor integrity je vzdy okruhem, ale
okruh nemusi vzdy byt oborem integrity. Nyni si vS§imneme, jaky je vzajemny vztah
mezi obory integrity a télesy.
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Véta 3.7.
Kazdé téleso je oborem integrity.

Driikaz.
Necht (R,+, -) je téleso. Potom:

1. (R,+, -) je netrividlni okruh.
V opa¢ném pfipadé by by totiz mnozina jeho nenulovych prvka R—{0} byla prazdna
a tedy (R — {0} ,-) by nebyla grupou.

2. (R,+, ) je komutativni okruh, coz plyne pfimo z definice télesa.

3. (R,+, ) je okruhem s jednickou.
Jednickou télesa bude jednicka e grupy (R — {0},-), protoze pro kazdy nenulovy
prvek y € R pakje y-e=e-y=y apronuluplati 0-e=¢e-0=0 (podle véty
3.2.2). Dohromady tedy je x-e =e-x = x pro Vz € R.

4. (R,+, ) nema délitele nuly.
Mnozina nenulovych prvki télesa je vzhledem k operaci nasobeni grupou, tzn. je také
grupoidem, a tedy soucin dvou nenulovych prvki je opét nenulovym prvkem.

Dohromady tak dostavame, ze (R,+, -) je oborem integrity. [ |

Ptedchozi vétu neni mozné obratit, tzn. obor integrity nemusi byt obecné télesem.
Napftiklad okruh celych ¢isel (Z,+, -) je oborem integrity, ktery neni télesem (protoze
napiiklad k ¢islu 2 zde neexistuje inverzni prvek). Je-li vSak mnozina R kone¢né, potom
obraceni predchozi véty mozné je, jak vyplyva z nésledujici véty. Znamena to tedy, ze
pro konecné mnoziny pojmy obor integrity a téleso splyvaji.

Véta 3.8.
Kazdy konecny obor integrity je télesem.

Diikaz.

Necht (R, +, ) je koneény obor integrity a necht mnozina R sestava z n prvka (n > 2).
Podle predpokladu je (R, +, -) netrividlni, komutativni okruh s jednickou, tzn. podle
vety 3.6 staci dokézat, ze k libovolnému nenulovému prvku z R existuje prvek inverzni.
Necht tedy a € R — {0} . Uvazme mnozinu

M = {a-z |2z € R— {0} libovolny },

ktera je podmnozinou mnoziny R—{0} (protoze dany obor integrity nemé délitele nuly).
Mnozina M je koneéna a ma stejny pocet prvkia jako mnozina R — {0}, protoze podle
véty 3.5.2 (pouzijeme obménu implikace) pro z1,z2 € R — {0} plati:

rT1#F T2 = a-T1Fa-Ty.

Musi tedy byt M = R — {0}, coz ale znamend, Ze urcité existuje prvek zop € R — {0}
takovy, ze a-x9 = 1. Prvek zy je potom hledanym inverznim prvkem k prvkua. M

S pojmem télesa se bude pracovat i v jinych matematickych disciplinach. Pokud
chceme situaci co nejvice zjednodusit (pfi zachovani vétSiny podstatnych vlastnosti),
omezujeme se Casto na télesa, jejichz prvky budou ¢isla a operacemi budou obycejné
sCitani a nasobeni ¢isel. Nyni takova télesa zavedeme a ukadzeme nékteré jejich priklady
a zékladni vlastnosti.
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Definice.
Necht (T, +, -) je téleso takové, ze T C C a +, resp. - znaci obycejné séitani, resp.
obycejné nasobeni ¢isel. Pak (7', +, -) se nazyva €iselné téleso .

Praktické ovéfovéani toho, zda je (T, +, -) ¢iselnym télesem provadime pomoci na-
sledujici véty. K ni pfedem poznamenejme, ze ve smyslu diive zavedenych tmluv bude
a — b znamenat obycejny rozdil ¢isel a,b a podobné ¢ bude znacit obycejny podil

cisel a,b (kdeb#0).

Véta 3.9.

Necht T je alespori dvouprvkovd podmnozina mnoziny C vSech komplexnich cisel a
+, resp. - znaci obycejné scitani, resp. obycejné ndsobent cisel. Potom (T ,+, -) je
ciselnym télesem prave kdyz plati :

1. a,beT = a—-beT
2. a,beT Nb#0 = $e€T.

Diikaz.
Tvrzeni véty ihned plyne z definice télesa, z véty 2.3. a ze znamych vlastnosti platnych
pro pocitani s ¢isly. |

Priklad 3. 5.
1. (Q,+,), R,+,), (C,+, ) jsou zfejmé ¢iselnymi télesy.
2. (Q(v2),+, -) je ¢iselné téleso.

Piipometime, Zze Q(v/2) = {a+b-+v/2 | a,b € Q}. Pro ilustraci ovéfme (s vyuzitim
predchozi véty), ze se skutecné jedna o ¢iselné téleso.

Mnozina Q(v/2) je nekoneéna, tzn. je tedy alespoii dvouprvkova.
Necht a+bv2, c+dv2 € Q(v2), tzn. a,b,c,d € Q. Potom:

L (a4+0V2) = (c+dvV2) = (a—c)+ (b—d)V2 € Q(V2),

2. nechf navic ¢+ dv2 # 0. Potom téz ¢ —dv2 #0 (pro¢?) a plati:

bv/2 bv/2 —dv/2 —2bd  bc—ad
a—l—\/i:a—l—\/_‘c f:azc 2+20 az-\/ie(@(\/ﬁ),
c+dv2 c+dv2 c—dv2 c —2d c? —2d

Tedy podle véty 3.9 je (Q(v2),+, -) iselnym télesem.

3. Pfi stejném oznaceni lze podobnym zptisobem dokézat, ze naptiklad (Q(\/p),+, -),

kde p je libovolné prvocislo, je ¢iselné téleso.

4. Ozna¢me Q(i) = {a+1bi|a,be Q}. Potom (Q(i),+, ) je ¢iselné téleso, coz se

ukéze obdobnym vypoctem jako ve 2. ¢asti tohoto prikladu.

Z predchozich ptikladt predevsim vidime, ze ¢iselnych téles je nekonec¢né mnoho a
dale, Ze se neomezuji pouze na realnou osu. K prikladim 3.5.3 a 3.5.4 poznamenejme,
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ze se jedna o specialni priklady obecnéjsiho tvrzeni, podle kterého jsou ¢iselnymi télesy
vSechny mnoziny tvaru

Q(Wd) = {a+b-Vd | abeQ}

(s operacemi obyéejného s¢itéani a obycejného nasobeni ¢isel), pficemz d je libovolné celé
Cislo, takové, ze d # 0,1 a d neni délitelné druhou mocninou prirozeného ¢isla vétsiho
nez 1. Odmocninu pfitom chapeme jako libovolnou z obou druhych odmocnin z ¢isla d
v oboru komplexnich éisel (tzn. libovolné z obou feseni rovnice z? =d v C).

Rozebereme-li predchozi ptiklady ciselnych téles, pak zjistime, ze vSechna uvedena
Ciselnd télesa vzdy obsahovala vSechna raciondlni ¢isla. Skutec¢nost, ze tomu tak musi
byt vzdycky, ukazuje néasledujici véta.

Véta 3.10.
Necht (T',+, -) je libovolné ¢iselné téleso. Potom mnozina 7" obsahuje mnozinu Q vSech
racionalnich ¢isel.

Diikaz.
Z definice té€lesa plyne, ze musi existovat nenulovy prvek a € T'. Potom ale plati, ze
2 =1 € T, tzn. mnoZina T obsahuje ¢islo 1. Secteme-li jednicku se sebou samou

libovolny konec¢ny pocet - krat, pak vysledek opét musi lezet v T', a tedy T obsahuje
mnozinu vSech pfirozenych cisel.

Dale: a —a =0 €T a pro libovolné ptirozené ¢islo z € T' musi byt i0 —x = —x € T'.
Tedy mnozina 7" obsahuje nulu a vSechna zaporna c¢isla. Dohromady pak 7' D Z.

Koneéné, v T lezi i podil libovolnych dvou celych éisel (s nenulovym jmenovatelem),
tzn. v T lezi kazdé raciondlni ¢islo. Dostavame tak, ze T D Q. [
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4. Homomorfizmy algebraickych struktur.

V tomto paragrafu se budeme zabyvat studiem vzajemnych vztaht mezi algebraic-
kymi strukturami se stejnym poc¢tem operaci. K tomu tacelu budeme pouzivat zobrazeni
mezi témito algebraickymi strukturami, kterd budou ”zachovavat operace” a na zakladé
toho potom ve vétsi ¢i mensi mife ”prenaset danou strukturu”.

Umluva.

P1i oznacovani algebraickych struktur jsme doposud vzdy kromé symbolu nosné mnoziny
dtsledné vypisovali i symbol operace ¢i operaci. Zavedme nyni tmluvu, Ze z duvodu
struc¢nosti zapisu budeme symboly operaci podle potieby vynechavat, a to zejména tam,
kde nebude nebezpeci nedorozumeéni a z kontextu bude jasné, o jakou operaci, resp. ope-
race se jedné.

Budeme tedy misto obratu ”grupoid (G,-)” fikat struéné ”grupoid G” nebo misto
"téleso (Q,+, -)” budeme fikat "téleso Q”, atd. Pfi tom budeme mit na paméti, ze
se nejednd pouze o mnoziny, ale jednd se o0 mnoziny s operacemi.

Definice.
Necht (G,-) a (H ,*) jsou grupoidy a necht ¢ : G — H je zobrazeni takové, Ze
(1) v(a-b) = p(a)*p(b) pro kazdé a,b € G

Pak ¢ se nazyva homomorfizmus grupoidu G do grupoidu H .

Je-li zobrazeni ¢ navic injektivni, pak se nazyva vnoreni, resp. je-li zobrazeni ¢ navic
bijektivni, pak se nazyva izomorfizmus .

Poznamka.

1. Jsou-1li grupoidy G, H z ptfedchozi definice navic pologrupami, resp. grupami, atd.,
potom hovofime o homomorfizmu pologrup, resp. grup, atd. Totéz plati i pro vnofeni
a izomorfizmus.

2. Existuje-li vnofeni ¢ : G — H , pak také fikdme, Ze grupoid (pologrupu, grupu) G
lze vnofit do grupoidu (pologrupy, grupy) H .

3. V predchozi definici homomorfizmu je jasné, Ze operace - a * jsou obecné ruzné,
coz plyne jiz z pouzitého oznaceni. Pro jednoduchost zapisu budeme v dalsim obé
operace oznacovat obvykle stejnym symbolem, vétsinou symbolem - . Pti tom nebude

moci dojit k nedorozuméni, protoze ze souvislosti a ze samotného zapisu bude vzdy
patrné, o kterou z obou operaci se jedna.

Priklad 4.1.

1. Necht G je libovolny grupoid. Pak identické zobrazeni idg : G — G je vidy
homomorfizmus, ktery je navic vzdy izomorfizmem.

2. Necht G je libovolny grupoid a necht H je grupoid s neutralnim prvkem e. Potom
zobrazeni

¢:G — H, definované: ¢ (z) = e pro kazdé x € G
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je homomorfizmus. Tento homomorfizmus je vnofenim, pravé kdyz mnozina G je
jednoprvkova, resp. je izomorfizmem, pravé kdyz mnoziny G, H jsou jednoprvkové.

. Uvazme grupu celych ¢isel (Z,+ ) a grupu (Z,, ,+ ) zbytkovych t¥id podle modulu
m . Pak zobrazeni ¢ : Z — Z,, , definované pro kazdé a € Z vztahem :

pla) = C,, kde r je zbytek po déleni ¢isla a ¢islem m

je homomorfizmus (dokazte si sami rozepsanim, pomoci véty o déleni se zbytkem
celych ¢isel). Tento homomorfizmus neni vnofeni a neni izomorfizmus.

. Uvazme pologrupu (N, + ) a grupu (Z X Z, + ) , kde operaci je ”s¢itani po slozkach” ,
tzn. (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d). Definujme nyni zobrazeni

0:N—ZxZ vztahem: ¢ (z) = (z,0), proVz e N.
Potom ¢ je vnofeni (ovéfte si sami prisluSnym rozepsanim).

. Necht R* zna¢i mnozinu vSech kladnych redlnych éisel. Uvazme grupy (Rt ,-) a
(R,+) a definujme zobrazeni

p:RT — R vztahem: ¢ (z) = Inx, proVz e RT.
Potom ¢ je bijekce (pro¢?) a pro kazdé a,b € RT plati:
p(a-b) = In(a-b) = Ina+Indb = ¢(a) + ¢(b).
Dohromady tedy dostavame, ze ¢ je izomorfizmus.

. Uvazme grupu (Zs ,+ ) zbytkovych tfid podle modulu 3 a dale grupu (G, -) vSech
tfetich odmocnin z jedné v oboru komplexnich c¢isel, tzn.

Zz ={Co,C1,Ca }, G ={zo,x1,22 },

kde =z = cos %Tﬂ + 7sin %Tﬂ pro k=0,1,2 a tabulky operaci maji tvar:
+ C() Cl 02 . 20 Z1 Z92
Co C() 01 CQ Xo i) 1 X9
C1 C1 Co Co T I T2 To
CQ 02 C() Cl o X9 Xo X1

Definujme zobrazeni
0:Z3 — G vztahem: ¢ (C;) = z;, proi=0,1,2.

Potom ¢ je izomorfizmus (coZ je v podstaté ihned vidét z obou tabulek operaci).

Véta 4.1.
Necht G, H, K jsou grupoidy, necht o : G — H a ¢ : H — K jsou homomorfizmy.
Potom plati :

1. slozeni homomorfizmt 1) o ¢ je opé€t homomorfizmus

2. je-li ¢ izomorfizmus, pak inverzni zobrazeni ¢! je také izomorfizmus.
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Diikaz.
1. Ziejmé Y op: G — K. Necht a,b € G libovolné. Potom:

(og)(a-b) =1v(p(a-b)) =1(p(a)) P(p b)) = (bop)(a) (op)b)
coz znamena, ze 1 o ¢ je homomorfizmus.

2. Necht ¢ : G — H je izomorfizmus. Pak ¢ je bijektivni zobrazeni, a tedy existuje
inverzni zobrazeni ¢! : H — G, které je také bijektivni. Zbyva dokazat, ze ¢!
je homomorfizmus.

Necht tedy u, v € H libovolné. Potom (protoze ¢ je bijektivni) existuji prvky a,b € G
tak, ze ¢ (a) =u, ¢ (b) =wv. To v8ak znamena, Ze je
e Hu) = a A o tv) = b.

Dostavame tak: u-v = ¢ (a)-¢(b) = ¢ (a-b), coz znamena, ze

e Huv) = ab = o Hu) 9 (v).

Dokézali jsme tedy, ze ¢~ ! je izomorfizmus. |

Oznaceni.

Je-li f: A — B zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, a X je libovolnd podmnozina
mnoziny A, pak symbolem f(X) budeme oznacovat mnozinu obrazi vsech prvka z X
pri zobrazeni f, tzn.

f(X) = {f(w) [ue X}

Véta 4. 2.
Necht G, H jsou grupoidy a ¢ : G — H je homomorfizmus. Pak plati:

1. ¢(G) je podgrupoidem grupoidu H
2. G je komutativni = ¢(G) je komutativni

3. G je asociativni = ¢(G) je asociativng.

Diikaz.
Necht (G,-) a (H,-) jsou uvazované grupoidy. Necht u,v € ¢(G) jsou libovolné prvky.
Pak existuji prvky a,b € G tak, Ze
pla) =u a @) =wv.
Nyni dokdzeme jednotliva tvrzeni.

1. Mnozina ¢(G) je zfejmé neprazdnad a zbyva tedy dokazat, Ze mnozina ¢(G) je
uzaviena vzhledem k operaci - (v mnoziné H). Ale:

u-v=-ew(@) o) =¢a-d), atedy u-vepG).
2. Necht G je komutativni grupoid. Potom
u-v = @a)-¢b) = ¢lab) =¢ba) =¢b- el =rvu
coz znamena, ze grupoid ¢(G) je komutativni.

3. Dokaze se analogicky jako 2. |
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umluvu, ze neutralni prvek grupy G budeme nazyvat jednickou této grupy a oznacovat
symbolem eg. Analogicky, jednicku grupy H oznacujeme ep .

Definice.

Necht G, H jsou grupy a ¢ : G — H je homomorfizmus. Pak mnozinu
Kerp = {z€G | ¢(z) = en}

nazyvame jadro homomorfizmu ¢ .

Jadro homomorfizmu grup je tedy mnozina prvka z G, které se pfi tomto homo-
morfizmu zobrazi na jednicku grupy H. Poznamenejme, ze oznaceni Ker ¢ je bézné
pouzivanou zkratkou, pochézejici z anglického "kernel” = jadro. Mnozina ¢(G) se také
nékdy nazyva obraz homomorfizmu.

Jadro homomorfizmu Ker ¢ a obraz homomorfizmu ¢(G) je mozno schematicky zné-
zornit nasledujicim obrazkem.

Véta 4. 3.
Necht G, H jsou grupy a ¢ : G — H je homomorfizmus. Pak plati :

1. p(eg) = eny

2. p(a™t) = p(a) ™t prokaidé a € G
3. jadro Ker ¢ je podgrupa grupy G

4. obraz p(G) je podgrupa grupy H .

Diikaz.
Necht ¢ : G — H je grupovy homomorfizmus.

1. Pro jednicku eg grupy G a jednicku ey grupy H plati:
plec) pleq) = ¢lec-ec) = vleg) = ¢l(ec) en
odkud uzitim zakona o kraceni (ktery v grupé plati) dostavame, ze ¢ (eq) = em .
2. Pro libovolny prvek a € G plati:
p(a) pa)=¢(a-a™t)=p(ec) =en
p(a™h) pla)=p(a" a)=p(ec)=cn
odkud plyne, ze prvek ¢ (a™!) je inverznim prvkem k prvku ¢ (a).
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3. Podle 1. ¢asti této véty je eq € Ker p, a tedy Ker ¢ je neprazdnd mnozina. Necht
dale a,b € Ker ¢. Dokézeme, 7e prvek a-b~! € Kery. Ale

ela- b)) = @) o) = @) o)™ =exg-ey = en

coZ znamend, 7e a - b~ € Kery, a tedy podle véty 2.3 dostavame, ze Ker ¢ je
podgrupou grupy G.

4. Mnozina ¢(G) je zfejmé neprazdna. Dale necht u,v € o(G). Ale podle 2. ¢asti této
véty je v € ¢(G) a podle véty 4.2.1 je potom u-v~! € p(G), odkud opét pouZitim
véty 2.3 dostavame, ze ¢(G) je podgrupou grupy H. [ |

Pomoci jadra grupového homomorfizmu mtzeme jednoduchym zptisobem charak-
terizovat injektivnost tohoto homomorfizmu, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4. 4.
Necht G, H jsou grupy a ¢ : G — H je homomorfizmus. Pak plati: zobrazeni ¢ je
injektivni < Keryp = {eg}

Diikaz.
Tvrzeni budeme dokazovat obvyklym zpiisobem, ve dvou krocich.

Diikaz implikace =" .
Necht ¢ je injektivni zobrazeni. Budeme dokazovat, ze Kerp = {eg}. Jedna se o
mozinovou rovnost, tzn. dokdzeme obé mnozinové inkluze.

7C”: Necht x € Kery. Potom ¢ (z) = ey = ¢ (eg). Ale zobrazeni ¢ je injektivni,
tzn. © = e, neboli z € {eg}.

?D”: Tato inkluze zFejmé plati, protoze (podle véty 4.3.1) je ¢ (eq) = ey , coZ znamena,
ze eq € Kerp.

Dikaz implikace ” <" .
Predpokladame, ze Ker ¢ = {eg} a dokdzeme, Ze ¢ je injektivni. Ale

px)=¢l) = ¢@)- oWy '=exg = ¢y )=ex = z-y ' €Kerp,

1

coz vSak podle predpokladu znamené, ze z -y~ = eqg, neboli z = y. Dokéazali jsme

tedy, ze zobrazeni ¢ je injektivni. |

Definice.
Rekneme, 7ze grupoidy (resp. pologrupy, resp. grupy) G, H jsou izomorfni, jestlize exis-
tuje izomorfizmus ¢ : G — H . Piseme pak G = H .

Poznamka.

Pfedchozi definice je zformulovana korektné, nebot z véty 4. 1.2 plyne, ze je-li G = H
potom je také H = G a muZeme tedy fikat, Ze G, H (bez ohledu na poradi) jsou
izomorfni. Pfipomenme jesté, ze zfejmé plati G = G a déle také plati:

G=ZHANH=K = G=2K

(rozmyslete si podrobné proc¢!).
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Z nasich dosavadnich tvah a tvrzeni vyplyva, Ze izomorfni grupoidy (resp. polo-
grupy, resp. grupy) se mezi sebou z algebraického hlediska vibec nelisi. Pomineme-li
totiz konkrétni smysl prvki a konkrétni smysl operaci, pak vidime, ze dvé izomorfni al-
gebraické struktury maji naprosto stejné vsechny vlastnosti, které je mozno zformulovat
pomoci operace na dané mnoziné, tj. napiiklad komutativnost, asociativnost, existence
neutralniho prvku, atd. Pékné je to vidét treba v prikladu 4.1.6, kde obé grupy jsou
kone¢né, maji stejny pocet prvki a tabulky operaci jsou ”stejné”. Z algebraického
hlediska je potom nepodstatné, ze v jednom pripadé se jedna o zbytkové tiidy a jejich
s¢itani a ve druhém ptipadé se jedna o jista komplexni ¢isla a jejich nasobeni. Z téchto
divodl je v matematice obvyklé v pripadé potreby izomorfni algebraické struktury
ztotoznovat. To znamend, ze kazdy prvek jedné struktury se potom povazuje za totozny
s tim prvkem druhé struktury, ktery je jeho obrazem pfi daném izomorfizmu a navic se
necini rozdil mezi operacemi v obou strukturach.

Do jisté miry podobna situace nastava téz u vnotfeni. Mame-li vnofeni (tzn. in-
jektivni homomorfizmus) ¢ : G — H , pak zfejmé zobrazeni ¢ muzeme chapat jako
bijektivni homomorfizmus G na ¢(G). Tedy G a ¢(G) jsou izomorfni a muZeme je
podle nasi predchozi amluvy ztotoznit. Na zakladé tohoto ztotoznéni miizeme potom
strukturu G' chapat jako podstrukturu struktury H . Konkrétné, naptiklad pologrupa
(N, +) a grupa (Z x Z ,+ ) z pfikladu 4. 1. 4 jsou evidentné disjunktni, ovSem existence
vnoreni ¢ : N — 7Z x Z popsaného v prikladu 4. 1.4 ndm umoznuje povazovat polo-
grupu (N, 4+) za podpologrupu grupy (Z x Z,+ ), pficemz ztotoznime prvek z € N
s jeho obrazem ¢ (z) = (2,0)€Z X Z.

Pro algebraické struktury se dvéma operacemi je mozno zavést pojem homomor-
fizmu podobnym zptisobem jako u algebraickych struktur s jednou operaci. Jeho vlast-
nosti budou, jak lze ocekavat, podobné vlastnostem homomorfizmi algebraickych struk-
tur s jednou operaci. Velmi stru¢né se o né€kterych z nich nyni zminime.

Definice.
Necht (R,+,-), (S,4+, ) jsou okruhy a ¢ : R — S je zobrazeni takové, Ze pro
libovolné prvky a,b € R plati:

pla+b) = ¢(a) + ¢ (b) A pla-b) = ¢(a) - ¢(b).
Potom se ¢ nazyva homomorfizmus (okruhu R do okruhu S).
Je-li ¢ navic injektivni, pak se nazyva vnofeni, resp. je-li ¢ navic bijektivni, pak se

nazyvéa izomorfizmus.

Priklad 4. 2.

1. Necht R je libovolny okruh. Pak identické zobrazeni idg : R — R je izomorfizmus
okruhu R na sebe.

2. Vezméme okruh celych cisel (Z,+, -) a okruh (Z,,,+, -) zbytkovych t¥id podle
modulu m. Pak zobrazeni ¢ :Z — Z,, definované pro kazdé a € Z vztahem

pla) = Cp, kde r je zbytek po déleni ¢isla a ¢islem m

je homomorfizmus, ktery neni ani vnofenim ani izomorfizmem.
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Dokazme, ze tomu tak opravdu je. Pfedevsim je zfejmé, Ze zobrazeni ¢ neni injektivni
ani bijektivni. Déle, z ptfikladu 4. 1.3 plyne, Ze
wla+b) = ¢p(a)+¢(b) proVa,beZ.
Zbyva nam tedy dokazat, ze plati:
v(a-b) = p(a) - p(b) proVa,beZ.
Ozna¢me: ¢ (a) = C;, ¢ (b) = C;. Potom existuji cela ¢isla z1, 22 tak, Ze plati
a=zm+1i, kde 0 <7< m A b=2z2m+j, kde0<j<m.
Po vynésobeni cisel a, b a nasledné upraveé dostavame:
a-b = (zxm+1i)-(zam+j) = (z1z2m+21j+iz2) - m + i-j
odkud plyne, Ze a-b = i-j (mod m), coz znamena, Ze ¢isla a-b a i-j davaji po déleni
¢islem m stejny zbytek, ktery oznac¢ime naptiklad k. Potom z definice zobrazeni ¢ a
z definice nasobeni zbytkovych t¥id plyne, ze
pla-b) = Cp = Ci - Cj = ¢(a) - ¢(b)
coz je pozadovany vztah.

Definice.
Necht R, S jsou okruhy a ¢ : R — S je homomorfizmus. Potom mnozina

Kero = {x € R | ¢(x)=0g}

se nazyva jadro homomorfizmu ¢ .

Zakladni vlastnosti okruhovych homomorfizmt budou analogické odpovidajicim za-
kladnim vlastnostem homomorfizmi algebraickych struktur s jednou operaci, jak vyply-
va z nasledujicich vét.

Véta 4.5.
Necht R, S, T jsou okruhy, necht o : R — S a v : S — T jsou homomorfizmy téchto
okruhi. Potom plati :

1. sloZeni homomorfizmi 1 o ¢ je opét homomorfizmus
2. je-li ¢ izomorfizmus (okruhii), pak inverzni zobrazeni =1 je také izomorfizmus.
Diikaz.

Diikaz tvrzeni se provede analogicky jako diitkaz obdobné véty pro grupoidy, tzn. jako
dikaz véty 4. 1. [ |

Véta 4. 6.
Necht R, S jsou okruhy a ¢ : R — S je homomorfizmus. Pak plati :

1. (,O(OR) = OS

2. p(—a) = —p(a) prokaidé a € R

3. zobrazeni ¢ je injektivni < Keryp = {0gr}.

Diikaz.

Uvédomime-li si, ze (R,+) a (5,4 ) jsou grupy, pak je ziejmé, ze 1. a 2. plati (jedna
se vlastné o 1. a 2. ¢ast véty 4.3, preformulované do aditivni symboliky).
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Tvrzeni 3. okamzité plyne z véty 4.4., vzhledem k tomu, ze okruhovy homomorfizmus je
soucasné homomorfizmem pfislusnych aditivnich grup, tzn. grup (R,+)a (S,+). N

Jestlize existuje izomorfizmus ¢ okruht R, S, pak (podobné jako u algebraickych
struktur s jednou operaci) se okruhy R a S z algebraického hlediska nelisi a mtizeme je
podle potieby ztotoznovat. V takovém priipadé se tedy vSechny nam znédmé okruhové
vlastnosti prenaseji, tzn. napiiklad R je oborem integrity pravé kdyz je S oborem in-
tegrity nebo R je télesem pravé kdyz je S télesem, atd.

Podobné, jsou-1li R, S okruhy a ¢ : R — S je vnoreni, pak miizeme podle potieby
ztotoznit okruh R s jeho obrazem ¢(R).
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