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1. Anotace

Funkce Maticové rozklady slouZi k provadéni maticovych rozkladi, konkrétné rozkladi
typu LU, Choleského a Croutova. Tyto vypocty jsou bliZe specifikovany v 6. kapitole této
dokumentace.

Tento program vznikl jako zapoctovy projekt z predmétu Numerické vypocty I na
Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné v podzimnim semestru roku 2011.

Byl napsan jakoZto M-file funkce pro vypocetni prostredi MATLAB. Soucasti projektu je

také tato dokumentace.

Funkci je mozné stdhnout na webu:

www.martinnovacek.cz/edu/muni/rozklady

Tato dokumentace nebyla soucdsti zaddni projektu. Dle mého ndzoru je vsak dobrym
zvykem ke kazZdému programu, skriptu a podobnym projektiim dokumentaci psdt, aby bylo

pozdéji jasné, jaky vyznam maji jednotlivé ¢dsti a jaky vyznam md program jako celek.
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2. Priprava programu

2.1 Instalace
Pro UspéSné pouziti je tfreba mit nainstalovany software MATLAB. Soubor M-File

rozklady.m se zdrojovym kédem se nakopiruje do prislusné slozky. V MATLABu je oznacena

jako ,Current Folder*”.

2.2 Spusténi

Chcete-li program spustit, napiSte do prikazového radku systému MATLAB prikaz

rozklady (A7), kde A je predem dana ctvercova a neprazdna matice.

2.3 Odinstalace

Odinstalaci této funkce - rozklady.m - provedete jejim smazanim ze slozky, do které jste

program zkopirovali pti instalaci.
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3. Prace s programem

Spustite-li program piikazem rozklady (A), objevi se nabidka maticovych rozkladi:

Vyberte typ rozkladu (1/2/3):
1. LU rozklad
2. Choleského rozklad
3. Croutlv rozklad

Konkrétni rozklad vyberete vepsanim prislusného cisla a stisknutim klavesy Enter.

Napriklad pro Choleského rozklad to bude:

>> 2

Po provedeni vypoctu se zobrazi prislusné matice rozkladu (L a U, T a T’, nebo L a U)

a také jejich nasobek pro kontrolu spravnosti vypoctu.

Pro vyvolani napovédy v systému MATLAB zadejte prikaz:

>> help rozklady
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4. Maticové rozklady obecné

4.1 LU rozklad

LU rozklad matice je rozklad, ktery nam pro jednu vstupni matici A vrati matice L a U

takové, Ze:

Matice L je dolni trojuhelnikova matice sjednickami na diagonale a matice U je horni

trojuhelnikova matice. Obecné vypadaji matice rozkladu takto:

a, 4dp a, 10 0 Uy Up Uy,
ay A4y . Ly 1 0 uy
: 0 un—l,n
anl ann lnl ln,n—l 1 0 0 unn
A L U

LU rozklad se standardné pouziva pro numericky vypocet linearnich rovnic 4-x=5.
Matici A4 totiZ miZeme nahradit maticemi rozkladu, tedy L-U - x = b, a také miZeme oznacit

U - x = z . Timto zplisobem dostaneme nasledujici:

L-U-x=bsL-z=b,U-x=z

Nejprve vyreSime rovnice L-z=h doprednou substituci a pak rovnice U-x=z

substituci zpétnou.
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4.2 Choleského rozklad

Véta: Necht’' matice A € M, je symetrickd a vSechny jeji hlavni minory jsou riizné od nuly,
a1 A2 L , . o .
tedy a1 #0, Gy yy # 0,detA # 0, pak existuje horni trojuhelnikova matice T € M,

takovd, Ze A =T - TT.

Pokud je rozklddana matice A pozitivné definitni, dostaneme zpét realnou matici T. Jestli
vSak pozitivné definitni neni, dostneme matici sryze imaginarnimi prvky na nékterych

pozicich.

Tento rozklad se, stejné jako rozklad LU, pouziva k feseni systému linedrnich rovnic.
Rozkladem ziskame dvé trojuhelnikové matice, resp. T a T7, pomoci kterych reSime dva

systémy.

4.3 Croutuv rozklad

Véta: Méjme tridiagondIni matici A, kterd spliiuje tyto podminky:
1. a;;1a;41 0, i=2,..,n-1
2. |ay1| > layg,l
3. lagl = |ajiq| + |agisa|, i=2,..,n—1
4

|ann| > |an,n—1|

Pokud tyto podminky matice spliiuje, tak je regularni a vypoctené hodnoty v maticich

L a U jsou rtzné od nuly.

a, a, 0 0
ay Ay dy 0
A=| 0
Ayt
0 0 a,, a,
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Hledame jeji rozklad na matice L a U, kde

1 u,

0 1 uy,
u=|: - 1

0

0 O
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5. Autori maticovych rozkladu - kratky exkurs do historie

5.1 Alan Turing, autor LU rozkladu

Alan Turing se narodil 12. ¢ervna roku 1912 v londynském
distriktu Maida Vale. Vletech 1931 aZ 1934 studoval
matematiku na Cambridge King's College.

NejvétSim dilem Alana Turinga je zavedeni tzv. Turingova
stroje. Prvné se o ném zminil roku 1936. Jedna se o teoreticky
matematicky model pocitace, ktery ma nekonecné velkou
operacni pamét.

Vletech 1937 az 1938 studoval na americké Princeton

University. TaktéZ je, spoletné samerickym matematikem
Alonzem Churchem, autorem Church-Turingovy teze, kterd neformalné rika, Ze kazdy
proveditelny vypocet je moZné provést algoritmem béZicim na pocitaci sdostatecnou
kapacitou paméti a casu.

V priibéhu druhé svétové valky pobyval vanglickém Buckinghamshire, kde spolu
s dalsimi védci pomahal lustit némecké zpravy Sifrované Enigmou.

Roku 1948 predstavil maticovy LU rozklad, ktery dodnes pouzivame k reSeni soustav
linearnich rovnic.

Mezi dalsi zajmy Alana Turinga patrila napriklad biologie. Studoval a snazil se vysvétlit
zejména tzv. morfogenezi.

0 jeho osobnim Zivoté vime, Ze byl homosexual, coz bylo v tehdejsi Anglii trestné. Turing
tak byl odsouzen k ro¢ni hormonalni ,1é¢bé“ estrogenem. Zemftel 7. cervna 1954 ve Wilmslow.
Podle oficialni zpravy se jednalo o sebevrazednou otravu kyanidem draselnym.

Vroce 2009 byla v The Daily Telegraph zverejnéna omluva britské vlady za tehdejsi
Turingovo odsouzeni.

Na pocest Alana Turinga se za vyznamné prinosy informatice kazdoro¢né od roku 1966

udéluje Turingova cena.

10/21



5.2 André-Louis Cholesky

André-Louis Cholesky se narodil 15. fijna roku 1875 v Montguyon na jihozapadnim
pobreZi Francie v departmentu Charente-Maritime. Cholesky byl francouzsky oficir, topograf,
geodetik a také matematik.

Vletech 1892 az 1893 v Bordeaux maturoval. Od roku 1985 studoval na polytechnické
$kole a mezi lety 1897 az 1899 chodil na vojenskou L’Ecole d'application de I'artillerie et du
génie v Metach. Po studiu se vénoval pravé topografii a geografii ve sluzbach armady.

Proslavil se zejména diky jeho zplsobu feSeni systému linearnich rovnic - Choleského
rozkladu (Factorisation de Cholesky). Tento rozklad vSak nevznikl pivodné jakoZto vysledek
matematického vyzkumu. Vznikl jako vysledek studie o kompenzaci geodetickych siti.

Roku 1909 se stal druhym nejvyssim velitelem, pozdéji kapitdnem 13. délostieleckého
pluku.

André-Louis Cholesky zemfel 31. srpna 1918 v Bagneaux v Picardii na nasledky zranéni

z bitvy. Jeho ostatky byly v roce 1921 prevezeny na hibitov v Cuts.

André-Louis Cholesky v dobé studia I’Ecole Polytechnique
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5.3 Prescott Durand Crout

Prescott Durand Crout se narodil 28. cervence roku 1907. V letech 1934 az 1973 pusobil
na Fakulté matematiky MIT (Massachusetts Institute of Technology) ve Spojenych statech

americkych a je autorem tzv. Croutova maticového rozkladu.
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6. Teoreticka programatorska cast

6.1 Zakladni topologie zdrojového kodu

Zdrojovy kod zacina jako standardni M-File funkce v MATLABu, tedy uvedenim
klicového slova function, nazvu funkce a promeénnou, ktera je prebirdna na vstupu.
Navratové proménné uvedeny nejsou, jelikoZ kazdy rozklad navraci jinak pojmenovanou
matici. Proto je vypis vysledki feSen pfimym zobrazenim do ptikazového radku funkci disp.
Nevyhodou je, Ze se s maticemi nedd pozdéji pracovat jako se standardnimi proménnymi.

Nasleduje kraky Help k funkci, ktery popisuje, jaké typy rozkladu lze provést a jaké
navraci matice. Jejich popis je vsak velmi kratky s odvolanim na tuto Dokumentaci.

Na zacatku programové casti jsou uvedeny podminky, které kontroluji, zda-li matice na
vstupu splnuje zakladni kritéria, tedy jestli se nahodou nejedna o prazdnou matici a jestli je
¢tvercova (stejny pocet radkl a slopctli). V pripadé, Ze jedna zpodminek neni splnéna,
MATLAB pomoci funkce error vypiSe prisluSnou hlasku - ohlasi konkrétni typ chyby -
a poté provadéni funkce ihned ukon¢i.

Dale se program uZivatele pta, ktery maticovy rozklad si preje provést. Jako odpovéd
ocekava cislo z intervalu (1,3). Pii zadani jakékoliv jiné hodnoty MATLAB taktéZz ohlasi chybu
funkci error.

Posledni, nejdtlezitéjsi, casti kddu je vicecestna rozhodovaci konstrukce struct. Tento
struct ma tfi vétve - pro kazdy maticovy rozklad jednu.

VétSina prikazi je taktéz opatiena komentarem pro lepsi orientaci, co ktery ptikaz nebo

vypocet déla.
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6.2 Rozbor kédu - LU rozklad

Nejprve pomoci funkce zeros, ktera slouzi pro vytvoreni matice o dané velikosti
s nulovymi prvky, program predalokuje matice L a U. Tento krok neni nezbytné nutny, ale
plnit matice primo za chodu programu a ménit tak dynamicky jejich velikost je casové
i reZijné pomérné narocné. Proto jsou obé predalokovany na odpovidajici velikost a naplnény
nulami.

Dale program ,rozbiha“ hlavni for cyklus od 1 do n, kde n je velikost matice a pri
kazdém priichodu timto cyklem umisti na odpovidajici diagonalni prvek matice L jednicku.
Tento cyklus obsahuje dva vnorené cykly a prvni vnoreny obsahuje jesté jeden vnoreny.

Prvni vnoreny cyklus pocita prvky pod diagonalou matice L. Vypocet probiha pomoci

A(k,k+1)
A(k+1,k+1) "

vztahu: L(k,k+ 1) =
V tomto cyklu se také kontroluje déleni nulou!. Tento rozklad neumi zaménovat fadky matice,
proto nelze provést rozklady matic s nulou na diagonadle. V takovém pripadé dojde k ohlaseni
patri¢né chyby.

Cyklus vnoreny do prvniho vnoieného cyklu prepocitava prvky matice A podle jiz
spocCitané matice L tak, aby horni trojuhelnik matice A odpovidal hodnotami jednotlivych
prvkid matici U. Podle vztahu: A(k + 1,k +2) = A(k + 1,k + 2) — (L(k + 1,k) - A(k, k + 2)).

Druhy vnoreny cyklus dopocita horni trojihelnikové prvky matice U tak, Ze jednoduse

vybere prvky z matice A na horni diagonale a umisti je do horniho trojuhelniku matice U.

Pro nazornost jesté prehlednéjsi schéma cykli:
Hlavni cyklus {
1. vnoreny {
— matice L
vnitini vnoreny {

— Uprava matice A

}

2. vnoieny {

— dopocitani matice U
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DalSimi kroky se jen vypiSi matice L, U a jejich nasobek LU na obrazovku.

6.3 Rozbor kdédu - Choleského rozklad

JelikoZ je Choleského rozklad mozZné provést pouze ze symetrické matice, algoritmus
nejprve kontroluje, je-li matice na vstupu symetricka, nebo neni. Tato kontrola probiha tak, Ze
se nejprve sectou vSechny prvky (logické hodnoty), které jsou v matici A i v matici AT shodné.
Toto porovndni je logicka operace a tudiZ vraci jednicky na mistech, kde jsou prvky shodné.
Dale se vynasobi jeden rozmér matice s druhym. Pokud je matice symetrickd, oba vysledky
budou shodné.

V dalsim kroku se opét predalokuje, ze stejného diivodu jako v pripadé LU rozkladu,
vysledna matice T pomoci prikazu zeros.

Samotny vypocet prvki probiha podle standardnich vztahG uvedenych v knize

Numerické metody!ll. Algoritmizovany postup vyuziva dvou for cykli:

Hlavni cyklus {
— diagonalni prvky T

1. vnoreny {

— dolni trojuhelnik v T

pro vSechny diagonalni prvky T

pro vSechny prvky pod diagonalou T

Pozn.: Standardné se Choleského rozklad provadi pouze u pozitivné definitnich
symetrickych matic. Symetrickd matice musi byt na vstupu v kazdém pripadé. Pozitivné
definitni vSak byti nemusi - budou vychazet zaporné hodnoty pod odmocninou. Vysledkem

bude matice s ryze imaginarni prvky.
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6.4 Rozbor kodu - Croutav rozklad

V pripadé vypoctu Croutova rozkladu na vstupu ocekavame tridiagonalni matici. To

musime ovérit podminkou. Tato podminka je:

if (sum(sum(triu(A,+2)))==0) && (sum(sum(tril (A,-2)))==0) .. zdrojovy koéd

vypoctu .. end

Co tyto radky podminkového konstruktu if rikaji? Podminka se ,ptd“ na dvé
subpodminky, které musi byt splnény obé dvé zaroveii:
1. Jsou vSechny prvky nad horni diagonalou nulové?

2. Jsou vSechny prvky pod dolni diagonalou nulové?

Jsou-li vSechny tyto podminky splnény, matice je tridiagonalni a vypocet miizZe
pokracovat. V opacném pripadé MATLAB ohlasi chybu pomoci funkce error.

V dal$im kroku se zjisti rozmér vstupni Ctvercové matice a jeho hodnota se ulozi do
proménné n. Podle této hodnoty se predalokuji matice L a U na rozmér odpovidajici vstupni
matici, priCemZ matice L je tvorenad nulami a matice U je jednickova.

Dale nasleduje for cyklus, ktery spocita prvky v dolnim trojuhelniku (bez diagonaly)
matice L a to pouhym prekopirovanim prvki z matice vstupni. Pak se na diagonalni prvek L, ,

ulozi hodnota prvku 4, ;.

V dalsim kroku nasleduje dalsi for cyklus, tentokrate od 1 do n- 1. Jsou pocitany prvky

horniho trojuhelniku v matici U a diagonalni prvky v matici L pomoci vztaht:

U Ay
'J,]

Liyije1 = Ajyrjen (Lj+1.j ' Uj.j+1)'

Vtomto cyklu je také podminka, ktera kontroluje déleni nulou! ve vypoltu prvku

v matici U.
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7. Poznamky k dokumentaci

ad 1. Kontrola déleni nulou

Déleni nulou se provadi tak, Ze se spocita absolutni hodnota délitele. Pokud je tato
absolutni hodnota mensi neZ hodnota &, pak dojde k ohlaSeni chyby - déleni nulou.
Hodnota € = 1,4901 - 107998, je to tedy dostate¢né& malé ¢islo, aby eliminovalo ptipadné
chyby v pocitacové reprezentaci Cisel.

Pouze v pripadé Choleského rozkladu, kde se mohou objevovat komplexni ¢isla, se
déleni nulou kontroluje touto podminkou: abs(real(T(k,k)))<eps  &&
abs (imag (T (k, k) ) ) <eps. Jiné pripady déleni komplexnim ¢islem jsou optimalizované

pfimo MATLABem.
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8. Prepis realného kodu funkce rozklady.m z M-File

function rozklady (A)

o

Tato funkce umoZiiuje provést maticovy rozklad dle vybéru:
1. LU rozklad
- vraci matice L a U
2. Choleského rozklad
- vraci matice T a T'
3. Croutuv rozklad
- vraci matice L a U

o

o° oo

o° 0P oe

o° oo

Funkce ve vSech trech ptripadech prebird jako argument jednu matici.

o\°

o

Tento program vznikl jako zdpoctovy projekt do predmétu Numerické
vypo¢ty I v podzimnim semestru roku 2011.

o

o oo

Vypracoval: Martin Novéacek, 393995
Vyuéujici: Mgr. Jiri Zelinka, Dr.

o oP

o

Pro vice informaci, prosim, c¢téte dokumentaci na:
www.martinnovacek.cz/edu/muni/rozklady

o° oo

[m,n]=size (A);

if m*n==0

error ('Matice je prazdna! Zadejte neprdzdnou matici.');
end
if (m~=n)

error ('Matice neni cCtvercova! Zadejte c¢tvercovou matici.');
end
disp('Vyberte typ rozkladu (1/2/3): ") % main title of the selection
disp(' 1. LU rozklad") % 1lst choice for LU decomposition
disp(' 2. Choleského rozklad') % 2nd choice for Cholesky decomposition
disp(' 3. CroutGv rozklad') % 3rd choice for Crout decomposition
choice = input('>> ','s"); % print ">>" and wait for user entered input

o\°

switch choice
case '1'
disp('LU rozklad: ");

switch which enable compute chosen decompositon
LU decomposition
visual checkpoint for input to case 1

o\

o

o\

L=zeros (n) ;
U=zeros (n) ;

preallocating L matrix
preallocating U matrix

o

for k=1:n
L(k,k)=1;
for i=k+1l:n
if abs (A (k, k))<eps
error (Nedefinované déleni nulou. LU rozklad zadané matice
nelze provést bez vymény radku.');
end
L(i,k)=A(i,k)/A(k,k); % formula for under-diagonal elements of L
matrix
for j=k+1l:n % for loop from k+1l to n

o©

for loop from 1 to n
gives ones to diagonal of L matrix
for loop from k+l to n

o

oe
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case

case

o)

A(i,3)=A(1i,7J)-(L(i,k)*A(k,]3)); % recompute A matrix according
to L matrix

end
end
for j=k:n % for loop from k to n
U(k,Jj)=A(k,]J): % formula for upper-diagonal elements of U matrix
end
end
disp('L ="); % print matrix L
disp (L) ;
disp('U ="); % print matrix U
disp (U) ;
disp('L*U ="); % print matrix L*U
disp (L*U) ;

12'
disp('Choleského rozklad: '");

o\°

Cholesky decomposition
visual checkpoint for input to case 2

oe

x=sum (sum (A==A")); % summary of all elements
y=m*n; % multiply m*n
if x==y % 1f symmetric matrix
T = zeros(n); % preallocating T(n,n) matrix
for k=1l:n % for loop from 1 to n
T(k,k)=sqrt (A(k,k)=-(T(k,:)*T(k,:).")); % formula for diagonal
elements
for 1=(k+1):n % for loop from i+l to n (elements under
diagonal)

if (abs(real (T (k,k)))<eps) && (abs(imag (T (k,k)))<eps)
error ('Nedefinované déleni nulou. Choleského rozklad zadané

matice nelze provést.');
end
T(l,k)=(A(1,k)-T(k,:)*T(1,:).")*(1/T(k,k)); % formula for
under-diagonal
elements
end
end
disp('T ="); % print matrix T
disp(T) ;
disp('T'" ="); % print matrix T'
disp(T.");
disp('T*T'" ="); % print matrix T*T'
disp(T*T.");
else % error message for non-symetric matrix

error ('Matice neni symetrickd! Zadejte symetrickou matici.')
end

'3 % Crout decomposition
disp('Croutuv rozklad: '); % visual checkpoint for input to case 3
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if (sum(sum(triu(A,+2)))==0) && (sum(sum(tril (A,-2)))==0)
check if A matrix is tridiagnal
dimension of matrix A

o

o

[~,n]l=size(A);

o

L=zeros (n);
U=eye (n) ;

preallocating L matrix
preallocating U eye-matrix

o

for i=2:n % for loop from 2 to n - access to lower-
diagonal elements of L matrix
L(i,i-1)=A(i,1i-1); % computes lower-diagonal elements in L
matrix
end

L(1,1)=A(1,1);

o\

A(1,1) value is copied to element L(1,1)

for j=1l:n-1 % for loop from 1 to n-1 - access to:
if abs(L(j,7))<eps
error ('Nedefinované déleni nulou. Croutiv rozklad zadané matice
nelze provést.');

o

end

U(3,3+1)=A(3,3+1)/L(3,73):% >> upper-diagonal elements in U matrix

L(3j+1,j+1)=A(j+1,3+1)-(L(j+1,3)*U(3,3+L1)) ;% >> diagonal elements
in L matrix

end
disp('L ="); % print matrix L
disp (L) ;
disp('U ="); % print matrix U
disp (U) ;
disp('L*U ="); % print matrix L*U
disp (L*U) ;

else error('Zadanad matice neni tridiagonalni!');

end

otherwise

error ('Chybny vybér rozkladu!');

end
% END - FUNCTION rozklady (A) %
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