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Předmluva

Totoskriptumjeurčenoproposluchacˇedistančnı́hostudiaPřı́rodovědeckéfakultyMU.
Jehoobsahemje výklad křivkového a integrálu a některých bezprostrˇedněsouvisejı´-
cı́ch pojmů. Jdeo standardnı´ součást matematicke´ analýzy, kterámá velký význam
v aplikacı́ch.Vznikalav průběhuminuléhostoletı́amj. reagovalanapotřebyzejména
fyziky. Jedobrési uvědomit,ževětšinamatematiku˚ této éry senezaby´valajen„čistou“
matematikou,alebyli to současněfyzikové, kartografove´, mechaniciapod.

Zvládnutı́ této látky je poměrně obtı́žné, protože vyžadujeznalostzejména dife-
renciálnı́ho a integrálnı́ho počtu funkcı́ jednéi vı́ceproměnných. Dalšı́ obtı́ž spočı́vá
v tom, že je nutnézavést pojemkřivka. Přestože jde o intuitivně jasnýpojem,jeho
matematicka´ definiceje poměrně komplikovaná. Pro srozumitelne´ vysvětlenı́ pojmu
křivkový integrál je nutnéudělat rozumnýkompromismeziobecnostı´, matematickou
přesnostı´ anázornostı´ výkladu.Propřı́padnézájemceo podrobneˇjšı́ výkladlzedoporu-
čit např. [1], [2] a [4]. Velmipěkná, aleznačněnáročná(aobecna´) je kniha[8]. Preciznı´
výklad lzenajı́t též v [11] a [12], kdeobecnostje volenas ohledemnaaplikace.

V textuje zařazenařadařešených i neřešených přı́kladů, kterémajı́ častofyzikálnı́
formulaci.Jejichpočet by měl být dostatecˇný pro pokrytı́ potřebcvičenı́ i samostatne´
studium.Textbyl vysázenpomocı´ sázecı́hosystémuTEX veformátuLATEX 2ε. Obrázky
byly připravenyprogramemMETAPOST. Skriptumexistujei v elektronicképodobě
v hypertextove´m formátu PDF.

Každá kapitolamásvoupevnoustrukturu,kteráby vám měla pomocik rychlejšı́
orientaciv textu.K tomuvyužı́váme ikony, jejichž významsi nynı́ vysvětlı́me.

Průvodcestudiem S

J

VZ

Prostřednictvı́m průvodcestudiemvás chcemesezna´mit s tı́m, co vás v danékapitole
čeká, kteréčásti by měly být pro vás opakovánı́m, na co je třebaseobzvláště zaměřit,
kolik časuje danéproblematicevěnováno vprezencˇnı́m studiuatd.

Cı́le
➳

V části cı́le se dozvı́te, co všechnozvládnetea budeteumět po prostudova´nı́ dané
kapitoly.
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Přı́klad

☞

Touto ikonou jsou označeny všechny řešené přı́klady. Konec řešených přı́kladů je
označen plným trojúhelnı́čkem.

Pojmy k zapamatovánı́∑

Pojmy zde uvedene´ jsou většinou nové a zcelazásadnı´ pojmy, které je třebaumět
přesnědefinovat.To znamena´ pojemnejenpochopita umět ilustrovatna přı́kladech,
aletakéumět vyslovit jehopřesnoudefinici.

Kontr olnı́ otázky
?

Těmito otázkamisi ověřı́te, zdajstedaným pojmům porozumeˇli, zdasi uvědomujete
rozdı́ly mezizdánlivě podobnými pojmy, zdadovedeteuvést přı́klad ilustrujı́cı́ danou
situaciatd.

Přı́klady k procvičenı́
!

Tyto přı́klady sloužı́ k tomu,abystesi důkladněprocvičili probranoulátku. Výsledky
uvedeny´ch přı́kladůjsouzařazenynakoncistudijnı́homateriálu.

Klı́ č k př ı́kladům k procvičenı́

Na konci oboučástı́ studijnı́ho materiálu je uvedenklı́č ke cvičenı́m, který obsahuje
výsledkyneřešených přı́kladů.

Literatura

Jedna´ seo literaturupoužitou autorypři vytvářenı́tohotostudijnı́homateriálu, nikoliv
o literaturu doporučenouk dalšı́mu studiu. Pokudněkterou z uvedeny´ch publikacı́
doporučujemezájemcům, pakje tov textuspolusodkazemnadanýtitul jasněuvedeno.

Rejstřı́k

Rejstřı́k, uvedeny´ nakonciskript,posloužı́ kesnadne´ orientaciv textu.

Brno,prosinec2005 Autoři
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5.3 Integrálnı́ větaGreenova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Kapitola 1

Skalárnı́ a vektorovépole

1.1. Úvod

Průvodcestudiem S

J

VZ

V mnoha fyzikálnı́ch partiı́ch má důležitou úlohu pojem pole, který se použı́vá
pro kvantitativnı́ popis části prostoru. Každému bodu přı́slušı́ právě jedna hod-
nota nějaké fyzikálnı́ veličiny. Jde-li o skalárnı́ veličinu, pak se pole nazývá
skalárnı́, jde-li o vektorovou veličinu, pak se pole nazývá vektorové.

Uvedemepřı́klady takových polı́.

1. V každém boděnerovnomeˇrnězahřátého tělesaje v časet určitá teplotaT , která
je skalárnı́ veličinou.Část prostoru,v němž se toto tělesonacházı́, je poleteplot
tohototělesa.Zároveňmá ale toto tělesov každém bodědefinovanouhustotu.
Pak tuto část prostorulze považovat za pole hustot. Ačkoliv jde o tutéž část
prostoru,definujı́senaněm dvěrůznéfyzikálnı́ veličiny. Oběpolejsouskalárnı́.

2. Každému bodu té části prostoru,v nı́ž je přı́tomnaatmosféra země, přı́slušı́
v daném čase urcˇitý atmosférický tlak. Na tuto část prostorulze pak pohlı́žet
jako naskalárnı́ poleatmosfe´rického tlaku. V uvedene´ části prostorulze ovšem
současněuvažovat vektorovépole intenzitygravitačnı́ho pole a skalárnı́ pole
gravitačnı́hopotenciálu.

3. V elektrostaticesezkoumáelektrostaticke´ pole,kteréjevytvořenonabitouelek-
trickou částicı́, umı́stěnou v bodě. Na každý jednotkovýkladný náboj v okolı́
tohotobodu působı́podleCoulombovazákonası́la,kterásenazýváintenzitaelek-
trostatickéhopole. Vytvářı́ tak vektorovépoleelektrostatickéintenzity. Zároveň
každému bodutohotoprostorulzepřiřadithodnotuskalárnı́ veličiny, nazývanou
elektrostatickýmpotenciálem, který vytvářı́ poleelektrostatickéhopotenciálu.

4. Necht’ jenějakáčást prostoru(např. potrubı́nebokorytořeky)vyplněnaproudı́cı́
kapalinou.Každému bodutéto části prostorupřı́slušı́ vektor vyjadřujı́cı́ okamži-



2 Skalárnı́ a vektorovépole

tou rychlost částice v tomto bodě. V tomto přı́paděse jednáo pole rychlostı́
proudı́cı́ kapaliny. Totopoleje vektorové.

Cı́le
➳

Poprostudova´nı́ této kapitolybudeteschopni

• objasnitmotivaciprozavedenı´ pojmůskalárnı́ a vektorovépole,

• zavést pojemskalárnı́ho polea zavést veličiny, kterétoto polecharakteri-
zujı́,

• zavést pojemskalárnı́ho polea zavést veličiny, kterétoto polecharakteri-
zujı́,

• výšeuvedene´ pojmy ilustrovatnařešených aneřešených přı́kladech.

Poznámka. Pojempoleseve fyzicepoužı́vá nejménědvojı́m způsobem:

1. K označenı́ množiny hodnot jisté veličiny charakterizujı´cı́ nějaký jev. V tomto
smyslubudemepojempolepoužı́vatv dalšı́m textu.

2. Pojmy jako gravitačnı́ pole,elektromagneticke´ pole označujı́ reálné existujı́cı́ ob-
jekty. Tyto objektymohoubýt charakterizova´ny množinouskalárnı́ch,vektorových
(resp.tenzorových)veličin vesmyslubodu 1této poznámky.

Jestliže hodnotaskalárnı́, resp.vektorovéveličiny v daném bodězávisı́ také na
čase,paksepoletéto veličiny nazývánestaciona´rnı́ pole. Jestližehodnotatéto veličiny
načasenezávisı́, pakpoletéto veličiny senazývá staticképole(vespeciálnı́m přı́padě
též stacionárnı́). V tomtoskriptusebudemezabývat pouzestatickými poli.

Nynı́ utvořı́mematematicky´ modelfyzikálnı́hopole.
V přı́padechskalárnı́ch, resp.vektorových fyzikálnı́ch polı́ je z matematicke´ho

hlediskapodstatne´ to, že každému boduurčité části fyzikálnı́ho prostoru,jehožmate-
matickým modelemje euklidovskýprostorR1, R

2, resp.R3, je přiřazenoprávě jedno
čı́slo,resp.právějedenvektor. Totopřiřazenı´ senazýváskalárnı́, resp.vektorováfunkce
bodu.

Polepakmatematickydefinujemenásledovneˇ.

Definice1.1. Necht’ � je podmnozˇinaprostoruR
i, i = 1, 2, 3, aU : � → R skalárnı́,

resp.F : � → R
i vektorováfunkcedefinovana´ na�. Pakdvojici (�, U), resp.(�, F )

nazvemeskalárnı́mpolem, resp.vektorovým polem.

Všimněmesi nejprvepřı́paduR
3. Zvolı́me-li kartézskousouřadnousoustavusosa-

mi x, y, z, hodnotaskalárnı́ funkceU , resp.vektorovéfunkceF budezávislánatěchto
proměnných. Pak skalárnı́, resp.vektorovépole budemevyjadřovat pomocı´ těchto
proměnných azapisovattakto:

U = U(x, y, z), F = F (x, y, z). (1.1)
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Vektorv R
3 je ovšem v souřadnicı́ch popsán trojicı́ čı́sel,kteráseměnı́ v závislostina

x, y a z. Označı́me-li tyto složky P (x, y, z), Q(x, y, z) aR(x, y, z), můžemepsát

F (x, y, z) =
(

P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)
)

=
= P (x, y, z) i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z) k.

Zdei, j ak značı́ jednotkovévektoryvesměru souřadných os.
Analogickyv přı́padě, kdy � je rovinnámnožina, tj. � ⊂ R

2, jsouU = U(x, y),
resp.F = F (x, y) =

(

P (x, y), Q(x, y)
)

= P (x, y) i + Q(x, y)j funkcedvoupro-
měnnýchdefinovane´ na�.Pakdvojice(�, U), resp.(�, F ) senazývárovinnéskalárnı́
pole, resp.rovinnévektorovépole.

Konečně v přı́padě� ⊂ R
1 jsouU = U(x), resp.F = F (x) =

(

P (x)
)

= P (x) i

skalárnı́ pole na přı́mce, resp.vektorové pole na přı́mce.S tı́mto přı́pademse ale
v následujı́cı́m textunesetka´me.

V dalšı́ch odstavcı´ch se budemezabývat jednotlivými typy polı́ a jejich charakte-
ristikami.Výsledkybudemevesměsodvozovata formulovatpropolev R

3, jednoroz-
měrný advojrozměrný přı́padje obvyklesnadnoumodifikacı́.

Poznámka. Pokudv dalšı́m textu řekneme,že nějaké pole je spojité, má parciálnı́
derivacea pod.,budemetı́m rozumět, že přı́slušnouvlastnostmá funkceU v přı́padě
skalárnı́hopole,resp.funkceP , Q aR v přı́paděvektorovéhopole.

1.2. Skalárnı́ pole

Skalárnı́polev R
3 jsmedefinovalidvojicı́ (�, U), kdeU = U(x, y, z). Při vyšetřovánı́

fyzikálnı́ch jevůveskalárnı́m poli je předevšı́m potřebnévědět, jak seměnı́ hodnotaU
tohotopolepři přechoduod jednohobodupolek druhému.

Nejprvesivšimnemetěch bodůmnožiny �, nanichžmáfunkceU stejnouhodnotu,
kterouoznačı́meC. Tyto bodyvyhovujı́ rovnici

U(x, y, z) = C, (1.2)

kdeC ∈ R je libovolnéčı́slo.
Množiny (v „rozumném“ přı́paděplochy)určenérovnicı́ (1.2) se nazývajı́ hladiny

neboekvipotencia´lnı́ plochyskalárnı́hopole(�, U).
Přı́klademhladinmohousloužit izotermicképlochyv teplotnı́mpoli neboizobarické

plochyv poli atmosférického tlaku.
Podobneˇ můžemepostupovatv přı́paděrovinného skalárnı́ho pole.Jestliže mno-

žina � ležı́ v R
2, má rovnice (1.2) tvar U(x, y) = C a určuje tzv. hladiny nebo

ekvipotencia´lnı́ křivky rovinnéhoskalárnı́hopole(v „rozumném“ přı́padějdeskutečně
o křivky). Nejnázornějšı́m jejichpřı́klademjsouvrstevnicenatopograficke´ mapě, které
spojujı́bodyzemske´hopovrchuo stejnénadmorˇskévýšce.
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Obr. 1.1

Dále zavedemepojmy derivacefunkceU v daném
směru agradientfunkceU .

Uvažujmeskalárnı́ pole(�, U), � ⊂ R
3. Necht’X0 je

libovolný vnitřnı́ bodmnožiny � a s libovolný nenulový
vektor. Na polopřı́mcep, kterávycházı́ z boduX0 a jejı́ž
směr je dán vektorems, zvolı́me bodX, kdeX ∈ � (viz
obr. 1.1).

VypočtemehodnotyfunkceU v jejı́ch bodechX0 aX,
tj. hodnotyU(X0) aU(X). ZměnufunkceU při přechodu
od boduX0 k boduX po přı́mcep nazvemepřı́růstkem
funkceU .

Vyjádřı́me ji rozdı́lem hodnotU(X) a U(X0), tedy
U(X) − U(X0). Vydělı́me-li přı́růstekvzdálenostı´ bodůX0 aX, pakpodı́l

U(X) − U(X0)

| −−→
X0X |

,

kde |.| značı́ velikost vektoru, charakterizujeprůměrnou změnu hodnot funkce U

při přechoduod boduX0 k boduX po polopřı́mcep, tj. velikost změny připadajı́cı́
v průměru na jednotkudélky.

Velikostokamžité změny funkceU v boděX pakdefinujemetakto:

Definice1.2. Pokudexistujelimita

lim
X→X0
X∈p

U(X) − U(X0)

| −−→
X0X |

=
∂U

∂s
(X0), (1.3)

nazýváme ji derivacı́ funkceU v boděX0 ve směru vektoru s. Častěji ji budeme
označovatU ′

s(X0).

InterpretacederivacefunkceU v boděX0 vesměru vektorus je následujı́cı́:
Čı́sloU ′

s(X0) charakterizuje,jaká je rychlostzměny hodnotveličiny U v boděX0

ve směru vektoru s. Čı́m většı́ je |U ′
s(X0)|, tı́m rychleji se měnı́ (zvětšujı́ se nebo

zmenšujı́ podle toho, zda je U ′
s(X0) > 0 neboU ′

s(X0) < 0) hodnotyfunkceU při
přechoduod boduX0 k blı́zkému boduvesměru vektorus.

Uvedemepodmı́nky zaručujı́cı́ existenciU ′
s(X0) avzorecpro jejı́ výpočet.

Uvažujmekartézskousouřadnousoustavus jednotkovými vektoryi, j ak. V této
soustaveˇ majı́ bodyX0 aX souřadnice[x0, y0, z0] a [x, y, z].

Necht’ vektors0 je jednotkovývektor, souhlasneˇ kolineárnı́ s vektorems. Vyjádřı́-
me-li jej v souřadnicı́ch,dostaneme

s0 = cosα i + cosβj + cosγ k,

kdeα, β aγ jsouúhly vektorus s vektoryi, j ak (viz obr. 1.1).
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Paklzepolopřı́mkup vyjádřit parametricky´mi rovnicemi

x = x0 + t cosα, y = y0 + t cosβ, z = z0 + t cosγ, kde t ≥ 0. (1.4)

Zavedemefunkci �(t) tak, že zaproměnnéx, y a z funkceU dosadı´me vyjádřenı́
z parametricky´ch rovnicpřı́mky p, tedy

�(t) = U(x0 + t cosα, y0 + t cosβ, z0 + t cosγ ).

Přı́růstekfunkceU lze nynı́ vyjádřit pomocı´ proměnnét :

U(X) − U(X0) = �(t) − �(0).

Určı́mevelikostvektoru
−−→
X0X :

| −−→
X0X | =

√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = t,

nebot’ cos2 α + cos2 β + cos2 γ = |s0| = 1.
Odtudmáme

∂U

∂s
(X0) = lim

X→X0
X∈p

U(X) − U(X0)

| −−→
X0X |

= lim
t→0+

�(t) − �(0)

t − 0
= �′

+(0),

tj. derivacefunkceU v boděX0 vesměru vektorus existujeprávě tehdy, kdyžexistuje
derivace�′

+(0) funkce�(t) v bodět = 0 zprava.
Z rovnostiU ′

s(X0) = �′
+(0) odvodı́me vzorecpro výpočet derivacefunkceU ve

směru vektorus.
Existujı́-li spojitéparciálnı́ derivaceU ′

x(X0), U ′
y(X0) aU ′

z(X0), pakje funkceU di-
ferencovatelna´ v boděX0 apodlepravidelproderivacisloženéfunkcevı́ceproměnných
dostanemes ohledemna(1.4)

�′(0) = U ′
x(X0) x ′(0) + U ′

y(X0) y ′(0) + U ′
z(X0) z′(0) =

= U ′
x(X0) cosα + U ′

y(X0) cosβ + U ′
z(X0) cosγ.

(1.5)

Odtudvyplývá, že existencespojitých parciálnı́ch derivacı´ U ′
x , U ′

y a U ′
z v boděX0

implikuje existenciderivacefunkceU v tomtoboděv libovolném směru s.
Poslednı´ výrazlze chápatjakoskalárnı́ součin jednotkovéhovektorus0 sesouřad-

nicemicosα, cosβ acosγ avektoru,majı́cı́hosouřadniceU ′
x(X0), U ′

y(X0) aU ′
z(X0).

Protoje účelnézavést následujı́cı́ pojem.

Definice 1.3. Necht’ funkce U má v boděX0 parciálnı́ derivaceprvnı́ho řádu. Pak
vektor

gradU(X0) = U ′
x(X0) i + U ′

y(X0)j + U ′
z(X0) k (1.6)

nazvemegradientemfunkceU v boděX0.



6 Skalárnı́ a vektorovépole

Ze vztahu(1.5) pak plyne, že derivaci funkceU ve směru vektorus v boděX0

lzevyjádřit pomocı´ skalárnı́hosoučinu gradientufunkceU v boděX0 a jednotkového
vektorus0. Přesněji platı́:

Věta 1.1. Necht’ funkceU máv okolı́ boduX0 spojitéprvnı́parciálnı́ derivace.Pak

U ′
s(X0) = gradU(X0) · s0. (1.7)

Uvedemeněkterévlastnostigradientu.

1. Jestliže s = i, pak U ′
i(X0) = U ′

x(X0), tj. parciálnı́ derivacefunkceU podlepro-
měnnéx je derivacı´ skalárnı́ funkceU vesměru jednotkovéhovektorui.
Analogickyplatı́U ′

j (X0) = U ′
y(X0) aU ′

k
(X0) = U ′

z(X0).

2. Podlevěty 1.1avlastnostı´ skalárnı́hosoučinu platı́, žepokudgradU(X0) �= 0, je

U ′
s(X0) = | gradU(X0)| cosϕ,

kde0 ≤ ϕ ≤ π je úhelmezivektorygradU(X0) a s0. Největšı́ hodnota,kterémůže
nabýt funkcekosinus,je rovnajednéa napředchozı´m intervaluje to pouzev bodě
ϕ = 0. Odtudplyne, že U ′

s(X0) nabývá maximálnı́ hodnotypro úhel ϕ = 0, tedy
když vektorygradU(X0) a s0 jsousouhlasneˇ kolineárnı́.
Jinými slovy, (nenulový) gradU(X0) je vektor, v jehožsměru jederivacefunkceU

v boděX0 maximálnı́. Ta je pakrovnavelikosti tohotovektoru,tj.

∂U(X0)

∂ gradU(X0)
= | gradU(X0)| = max

s �=0
[U ′

s(X0)].

Analogicky pro ϕ = π je kosinusrovenčı́slu −1, a tudı́ž − gradU(X0) je směr,
v němž jederivacefunkceU v boděX0 minimálnı́, tj.

∂U(X0)

∂[− gradU(X0)]
= −| gradU(X0)| = min

s �=0
[U ′

s(X0)].

3. Geometricky´ významgradientufunkceU je následujı́cı́.
Plochao rovniciU(x, y, z) = C, kdeU(x0, y0, z0) = C, jeekvipotencia´lnı́ plochou
skalárnı́hopole(�, U) procházejı́cı́ bodemX0 = [x0, y0, z0]. Rovnicetečnéroviny
sestrojene´ k plošeU(x, y, z) v bodě[x0, y0, z0] je v přı́paděnenulovéhogradientu

U ′
x(x0, y0, z0) (x − x0) + U ′

y(x0, y0, z0) (y − y0) + U ′
z(x0, y0, z0) (z − z0) = 0

(viz např. [1, str. 132]).Tedynormálový vektortéto roviny je ažna násobekgradi-
entemskalárnı́ funkceU . Odtudplyne,že gradientfunkceU je kolmý k hladinám
skalárnı́hopole.

Poznámka. Vše, co bylo v předchozı´ch odstavcı´ch řečenopropřı́padskalárnı́hopole
v R

3, platı́ s malými obměnamii pro rovinnéskalárnı́ pole.Zejména

gradU(X0) = U ′
x(X0) i + U ′

y(X0)j .
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Dále (nenulový) gradientje normálovým vektoremtečny k hladiněprocházejı́cı́ bo-
demX0.

V rovinném přı́paděsi gradientmůžemepřiblı́žit následujı́cı́m způsobem.Před-
stavmesi lyžařestojı́cı́ho našikmém svahu(jenžjegrafemfunkceU ) tak,žesměr lyžı́
je kolmý k vrstevnicı´m a špičky mı́řı́ vzhůru. Pakvelikostgradientuje rovnatangenteˇ
úhlu,kterýsvı́rajı́ lyžesvodorovnourovinou.Kolmý průmět lyžı́ dovodorovnéroviny
mástejnýsměr a orientaci(určenoušpičkami) jakogradient.

V následujı́cı́m přı́kladusi ukážemevýpočet uvedeny´ch charakteristikskalárnı́ho
pole.

☞

Přı́klad 1.1. Jedáno skalárnı́ pole (�, U), kde � =
{

[x, y] ∈ R2 : x2

16 + y2

36 ≤ 1
}

,

U = 4 − x2

4 − y2

9 abodyA[3, −1], B[1, 4]. Určete:

1. gradientfunkceU v bodechA aB,

2. derivacifunkceU vesměru vektoru
−→
AB v bodechA aB,

3. bodC ležı́cı́ meziA aB, v němž jederivacefunkceU vesměru
−→
AB rovna0,

4. derivacifunkceU v boděA vesměru gradU(A).

Řešenı́. Ze souřadnicbodůA aB určı́mesouřadnicevektorus = −→
AB = (−2, 5). Jeho

velikost|s| =
√

29.Tedyjednotkovývektors0 bude:

s0 =
s

|s|
=

−2
√

29
i +

5
√

29
j .

BodyA aB je určenapřı́mkap, jejı́ž rovniceje 5x + 2y = 13.
Graf funkceU , úsečka přı́mky p mezi bodyA a B a průsečnice roviny, která je

rovnoběžná s osouz a procházı́ přı́mkou p, s grafemfunkceU jsou znázorněny na
obr. 1.2.

Vypočtemefunkčnı́ hodnotyskalárnı́ funkceU :

U(A) = 4 −
32

4
−

1

9
=

59

36
.= 1,639, U(B) = 4 −

1

4
−

42

9
=

71

36
.= 1,972.

HodnotyU(A) aU(B) jsouznázorněny naobr. 1.2.
Ad 1.Vypočtemegradientv obecne´m boděX. Podle(1.6) bude:

gradU(X) = −
x

2
i −

2y

9
j .

Podosazenı´ souřadnicbodůA aB dostanemegradientyv těchtobodech:

gradU(A) = −
3

2
i +

2

9
j ,

gradU(B) = −
1

2
i −

8

9
j .
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x
y

z

A

U(A)

B

p

U(B)

C

U(C)

4 6

4

Obr. 1.2

x

−4

4

y−6 6

A

B

s

gradU(A)

gradU(B)

Obr. 1.3: Oblast�

Naobr. 1.3 jsouznázorněny obor�, vektory
gradU(A) agradU(B) avektors.

Zı́skanévýsledkylze interpretovattakto:
Skalárnı́ funkceU představujenadmorˇskou
výšku, hodnotygradU(A) a gradU(B) pak
představujı´ směry, v nichž je nárůst skalárnı́
funkcenejvětšı́.

Ad 2.VypočtemederivacifunkceU podle
směru s v obecne´m boděpodle(1.7):

U ′
s(X) = −

x

2
·

−2
√

29
−

2y

9
·

5
√

29
=

9x − 10y

9
√

29
.

Podosazenı´ souřadnicbodůmáme:

U ′
s(A) =

37

9
√

29

.= 0,763, U ′
s(B) =

−31

9
√

29

.= −0,640.

Tyto výsledkylze interpretovattakto:Budeme-lipostupovatz boduA ve směru vek-
toru s, pak změna je taková, že na kroku délky δ, kde δ > 0 je malé, ve směru s

funkceU vzrostepřibližně o hodnoturovnu0,763δ. V boděB paknakroku délky δ

funkceU poklesnepřibližněo hodnotu−0,640δ.

Ad 3. Bod C, v němž je derivacefunkceU ve směru vektoru
−→
AB rovna0, ležı́ na

přı́mcep, určenébodyA aB.
K určenı́ jeho sourˇadnic potřebujemedalšı́ rovnici, kterou určı́me z podmı́nky

U ′
s(X) = 9x−10y

9
√

29
= 0. Hledanárovniceje 9x − 10y = 0.
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Řešenı́m této rovnicea rovnice5x + 2y = 13dostanemesouřadniceboduC:

x = 130/68
.= 1,91 a y = 117/68

.= 1,72.

Vidı́metedy, žepři pohybupopřı́mcep z boduA do boduC hodnotyfunkceU rostou,
z boduC do boduB hodnotyfunkceU klesajı́.

Ad 4. DerivacifunkceU podlevektorugradU(A) určı́mepomocı´ (1.7) :

∂U(A)

∂ gradU(A)
= | gradU(A)| =

√

(

−
3

2

)2
+

(2

9

)2 .= 1,516.

Budeme-litedyzboduA postupovatvesměrugradU(A), paknakrokudélky δ v tomto
směru vzrostefunkceU přibližně o hodnotu1,516δ. Porovnáme-li derivaciv boděA

ve směru vektoru s s derivacı´ ve směru gradientugradU(A), vidı́me, že ve směru
gradientuje okamžitá rychlostzměny téměř dvojnásobná. �

V předchozı´ části jsmehovořili o gradientuskalárnı́hopolev bodě. Nynı́ zavedeme
funkci gradientskalárnı́hopole.

Definice1.4. Necht’ (�, U) je skalárnı́ pole.Jestliže v každém bodě� je definována
vektorováfunkcegradU , paksetatofunkcenazývá gradientskalárnı́hopole(�, U).
Každému skalárnı́mu poli (�, U) majı́cı́mu potřebnéderivaceje tedy jednoznacˇně
přiřazenovektorovépole(�, F ), kde

F = gradU =
(∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

)

. (1.8)

1.3. Vektorovépole

Vektorovépolejsmedefinovalijakodvojici (�, F ), kdevezvolenékartézskésouřadné
soustaveˇ jevektorováfunkceF vyjádřenapomocı´ svých složek

F = P (x, y, z) i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z) k.

OfunkciF předpokládáme,žeje spojitána� a mátamspojitéparciálnı́ derivacepodle
všechsvých proměnných (tj. funkceP , Q aR majı́ uvedene´ vlastnosti).

Názornoupředstavuo vektorovém poli dávajı́ tzv. vektorovékřivky.

Definice1.5. Vektorovoukřivkoupřı́padněproudnicı́vektorového pole(�, F ) sena-
zývá orientovana´ regulárnı́ křivka ležı́cı́ v �, jejı́ž tečný vektor je v každém boděA

rovnoběžný s vektoremF (A).

Poznámka. Pojmyregulárnı́ křivka, orientovana´ křivka a pod.budouzavedenyv ná-
sledujı́cı́ kapitole.Protutochvı́li postacˇı́meseznalostmiz předchozı´ch partiı́ analýzy.
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Napřı́klad ve vektorovém poli rychlostı́proudı́cı́ kapalinyjsouvektorovými křiv-
kamitrajektoriepohybujı́cı́chsejednotlivých částictekutiny. V poli intenzitelektrosta-
tického polevytvořeného bodovým nábojemjsouvektorovými křivkami polopřı́mky
vycházejı́cı́ z bodu,resp.vcházejı́cı́ do bodu,v němž je umı́stěný náboj, podletoho,
zdaje tentonáboj kladný, resp.záporný.

Poznámka. Vektorovékřivky v silovém poli senazývajı́ siločáry.

Odvodı́me diferenciálnı́ rovnicepro vektorovékřivky. Necht’ vektorovákřivka K

vektorového pole (�, F ) je ve zvolenékartézskésouřadnésoustaveˇ vyjádřenapara-
metrickypolohovým vektorem

r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ J.

Vektorr ′(t) = x ′(t) i + y ′(t)j + z′(t) k je tečný vektorkřivky K v jejı́m boděr(t).
Protože tečný vektorkřivky K avektorF jsoukolineárnı́, plyneodtud,že

x ′(t) = λP (x, y, z), y ′(t) = λQ(x, y, z), z′(t) = λR(x, y, z), (1.9)

kdeλ ∈ R jeparametr. Z tétosoustavydiferenciálnı́ch rovnichledane´ vektorovékřivky
určı́me.

Předchozı´ soustavasečastozapisujev tzv. symetricke´m normálnı́mtvaru
dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
. (1.10)

Podrobnostilze nalézt např. v [9]. Integracetéto soustavyje obecneˇ obtı́žná a sou-
visı́ s parciálnı́mi diferenciálnı́mi rovnicemiprvnı́ho řádu. Řešenı́obvykledostáváme
v implicitnı́m tvaru, tj. vektorovékřivky jsou průsečnicemi dvou soustavploch ve
tvaruG1(x, y, z, c) = 0 aG2(x, y, z, k) = 0, kdec, k ∈ R. V následujı́cı́m přı́kladu
ukážeme,jak je možné integraciněkdy provést.

☞

Přı́klad 1.2. Určeterovnicesiločar vektorovéhopole(�, H ), kde

� = R
3

�
{

[0, 0, z] : z ∈ R
}

a H =
I (−y i + xj )

2π(x2 + y2)
,

tj. � je celý prostorR3 bezosy z. Přitom H je vektor intenzity magneticke´ho pole,
které je vytvořenoneomezeny´m lineárnı́m proudovodicˇem umı́stěným v osez, jı́mž
protéká proudI ampérů.

Řešenı́. Prourčenı́siločar mámesoustavudiferenciálnı́ch rovnic:

x ′(t) = λ
−Iy

2π(x2 + y2)
, y ′(t) = λ

Ix

2π(x2 + y2)
, z′(t) = 0,

resp.
dx

−Iy

2π(x2+y2)

=
dy

Ix
2π(x2+y2)

=
dz

0
.

(Zápis s nulou ve jmenovatelichápemejako formálnı́ zlomek.)Z poslednı´ rovnice
ihnedplyne,že z(t) = k, kdek ∈ R je integračnı́ konstanta.Jednasoustavaploch je
tedytvořenarovinamikolmými k osez.
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x

2

y2

zI

Obr. 1.4

Dále zrovnice
dx

−Iy

2π(x2+y2)

=
dy

Ix
2π(x2+y2)

dostanemepo úpravědiferenciálnı́ rovniciseseparovany´mi pro-
měnnými

x dx = −y dy,

kterámá řešenı́ x2 + y2 = c2, kde c ∈ R � {0} je integračnı́
konstanta(smyslmázřejmějenkladnápravástrana).Druhásou-
stavaplochje tudı́ž tvořenasystémemválcových plochsosami
v osez.

Siločáry jsou pak soustrˇednékružnice, které ležı́ v rovině z = k, majı́ středy na
osez a poloměry rovné|c|. Na obr. 1.4 jsouznázorněny siločáry pro z = 2 a hodnoty
c = 1, 2, 3. �

Nejvýznamneˇjšı́mi diferenciálnı́mi charakteristikamivektorovéhopolejsoudiver-
gencea rotacetohoto pole. V následujı́cı́ch definicı́ch předpokládáme, že existujı́
potřebnéderivace.

Definice 1.6. Divergencevektorového pole (�, F ) v R
3 je skalárnı́ funkce, kterou

označujemediv F adefinujemevztahem

div F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
. (1.11)

Definice1.7. Rotacevektorovéhopole(�, F ) v R
3 je vektorováfunkce,kterouozna-

čujemerotF adefinujemevztahem

rotF =
(∂R

∂y
−

∂Q

∂z

)

i +
(∂P

∂z
−

∂R

∂x

)

j +
(∂Q

∂x
−

∂P

∂y

)

k, (1.12)

cožlzezapsatsymbolickypomocı´ determinantutakto:

rotF =

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

. (1.13)

Přitom součinemtzv. symbolických operátorů ∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

s některouz funkcı́P , Q, R

rozumı́meparciálnı́ derivacitéto funkcepodlepřı́slušnéproměnné. Tedy
(

∂
∂x

)

Q = ∂Q
∂x

apod.

Poznámka. Zatı́mcodefinicedivergencevektorového polesesnadnopřenesena ro-
vinnévektorovépole,popř. vektorovépolenapřı́mce,je rotacedefinována pouzepro
třı́rozměrnévektorovépole.
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Fyzikálně lze interpretovattyto charakteristikynásledovneˇ:
Uvažujmestaciona´rnı́ prouděnı́ kapaliny, jejı́ž rychlostje charakterizovana´ vekto-

rovým polemF . Pakprodiv F (A) > 0 přestavujebodA zřı́dloo vydatnostidiv F (A).
V tomtobodětedykapalinapřibývá (např. jsouv nı́ tajı́cı́ kouskyledu).Podobneˇ pro
div F (A) < 0 přestavujebodA noruo vydatnostidiv F (A). V tomtobodětedykapa-
linaubývá(např. zamrzánebosevypařuje).Směr vektorurotF určujesměr osy, kolem
nı́ž se kapalinav malém okolı́ uvažovaného boduotáčı́ jako celek,velikost vektoru
rotF určujedvojnásobekúhlovérychlostitohotootáčenı́.

Jestliže F mávýznamvektoruelektrickéindukceD, pakdiv F značı́ objemovou
hustotunáboje,budı́cı́ho totopole.

Definice 1.8. Jestliže div F = 0 pro každý bod z �, pak pole (�, F ) se nazývá
nezřı́dlovénebosolenoidálnı́.

Podrobneˇji se k významutěchto dvou diferenciálnı́ch charakteristikpole vrátı́me
později. Významnouroli hrajı́ např. v Maxwellových1 rovnicı́ch:

div E =
ρ∗

ε
(zřı́dlovostelektrostaticke´hopole), rotE +

∂B

∂t
= 0,

div B = 0 (nezřı́dlovostmagneticke´hopole), rotH − J −
∂D

∂t
= 0.

☞

Přı́klad 1.3. Jedánovektorovépole(�, F ), kde� = R
3 aF = (x − z)i − 2j + y3k.

Určetedivergencia rotaciF v boděA[3, −2, 4].
Řešenı́. Nejdřı́vevypočtemedivergenciv obecne´m bodě. Podle(1.11) dostaneme:

div F =
∂(x − z)

∂x
+

∂(−2)

∂y
+

∂(y3)

∂z
= 1 + 0 + 0 = 1.

To značı́, žedivergenceje v každém boděprostoru� stejná.
Vypočtemerotaciv obecne´m bodě. Podle(1.13) bude:

rotF =

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x − z −2 y3

.

Determinantrozvinemepodleprvnı́ho řádku:

rotF = i
(∂(y3)

∂y
−

∂(−2)

∂z

)

−j
(∂(y3)

∂x
−

∂(x − z)

∂z

)

+k
(∂(−2)

∂x
−

∂(x − z)

∂y

)

.

Po výpočtu parciálnı́ch derivacı´ a úpravědostanemerotF = 3y2i − j . V zadane´m
boděbuderotF (A) = 12i − j . �

1JamesClerk Maxwell (1831–1879)(čti meksvel)— anglický fyzik a mechanik.Zabýval semj.
matematickoufyzikou(zavedldofyziky matematicke´ metody),teoriı́pružnostiastabilitoupohybu.Roz-
vinul matematickouteoriielektromagneticke´hopole,jehožzákonyvyjádřil vetvarusoustavyparciálnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic.
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Poznámka. Prooznačenı́předchozı´ch charakteristiksečastopoužı́vá tzv. symbolický
Hamiltonův 1 operátor ∇ (čti nabla). Jedefinován vztahem

∇ =
( ∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)

=
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k .

Jdeo jakýsi symbolickývektor (chybı´ funkce,kteráse má derivovat),s jehožpomocı´
lzepředchozı´ charakteristikyelegantneˇ vyjádřit takto:

gradU = ∇U (násobekvektoruskalárem— viz (1.8)),

divF = ∇ · F (skalárnı́ součin dvouvektorů— viz (1.11)),

rotF = ∇ × F (vektorovýsoučin dvouvektorů— viz (1.13)).

Užitı́m této symboliky lze snadnoformálně odvodit pomocı´ pravidel vektorové
algebryněkteréužitečnévzorce(korektnı́ověřenı́seprovádı́ přı́mýmvýpočtem).Např.
platı́ (pokudexistujı́potřebnéderivace)

rotgradU = 0 nebo div rotF = 0,

cožmá v novésymbolicepodobu

∇ × ∇U = 0 nebo ∇ · (∇ × F ) = 0.

Vı́ceviz např. [1, str. 258]

Pojmy k zapamatovánı́ ∑

— skalárnı́ a vektorovépole,

— ekvipotencia´lnı́ plochyakřivky (vrstevnice)skalárnı́hopole,

— gradient/derivaceskalárnı́hopole,

— siločáravektorovéhopole,

— divergencea zřı́dlo vektorovéhopole,

— rotacevektorovéhopole.

Kontr olnı́ otázky
?

1. Jakýje rozdı́l meziskalárnı́m avektorovým polem?

2. Jegravitačnı́ poleSlunceskalárnı́ nebovektorovépole?Zdůvodněte.

3. Závisı́-li skalárnı́ pole na dvou proměnných, jaký „geografický“ význammajı́
ekvipotencia´lnı́ křivky?

4. Jakýtvarmajı́ siločáry gravitačnı́hopoleSlunce?

1William RowanHamilton (1805–1865)(čti hemilton)— irský matematik.Zabýval sematematic-
kou optikou,mechanikoua variačnı́m počtem.Vymyslelkvaternionya zavedlpojemvektor. Pracoval
též v geometrii,algebrˇea diferenciálnı́ch rovnicı́ch.Ve 13 letechmluvil obstojnětřinácti jazyky.
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Přı́klady k procvičenı́
!

1. V rovinném skalárnı́m poli (�,U) je zadána skalárnı́ funkceU předpisem:

A) u = 4 − 2x − 4
3y, D) u = x2

4 + y2

9 ,

B) u =
√

25− x2 − y2, E) u =
√

16− y2,

C) u = 16−
√

x2 + y2, F) u = 4 − x2 + y2, z ≥ 0.

Dálejsoudány bodyR[2, 0], S[0, 3], T [2, 3], O[0, 0] avektorya = −−→
RO, b = −→

SO, c = −−→
OT .

Načrtněte graf funkceU a stanovtepro ni:

a) hladiny,

b) funkčnı́ hodnotyv bodechR, S, T ,

c) gradientyv bodechR, S, T ,

d) derivaceve směru vektorův bodechU′
a(R), U ′

b(S), U ′
c(T ).

2. V prostorove´m skalárnı́m poli (�,U) je dán vektor q = (1, 4,−2), bod R[2,−1, 3] a
skalárnı́ funkceU předpisem:

A) U = 2(x − 1)2 + 3(y + 2)2 + z2, C) U = 4(x − 1) + 3y2 + 5z2,

B) U = −x2 + 2(y + 1)2 − (z − 1)2, D) U = z
3 − 4xy.

Určete:

a) hodnotufunkceU(R),

b) hladinufunkceU , procházejı́cı́ bodemR,

c) gradientfunkceU v boděR,

d) derivacifunkceU v boděR ve směru vektorul = gradU(R),

e) derivacifunkceU v boděR ve směru vektoruq.

3. V prostorove´m skalárnı́m poli (�,U) je zadána skalárnı́ funkceU a bodA:

a) U = x2 + y2 + z2 − 16, A[0, 2,−1],
b) U = 10

x2+y2+z2+1
, A[2, 0, 1],

c) U = ln(x2 − y2 + z2), A[1, 1, 1].

Určetesměr, v němž funkceU v boděA klesánejrychleji,a velikost tohotoklesánı́.

4. Jedáno skalárnı́ pole(�,U), kdeU = 2x2 − y2 + 3xz + 2y + 5. UrčetebodB, v němž je
derivacefunkceU v libovolném směru rovnanule.

5. Vypočtěte divergencia rotacinásledujı́cı́ch vektorových polı́ :

a) E = x i + yj + z k,

b) F = (y + z) i + (x + z)j + (x + y) k,

c) G = yz i + xzj + xy k,
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d) H = − 2Iy

x2+y2 i + 2Ix

x2+y2 j , kdeI je konstanta,

e) K = x2y i + xy2j + xy k,

f) L = (y2 − z2) i + (z2 − x2)j + (x2 − y2) k,

g) M = (y − z) i + (z − x)j + (x − y) k,

h) N = − x i+yj+z k√
x2+y2+z2

.

6. Najděte vektorovoukřivku vektorového pole(R3,F ) procházejı́cı́ bodemA.

a) F = x i − yj + z k, A[1, 1, 2].
b) F = −yz i + xzj + x k, A[1, 0, 0].

c) F = y i + xj + z k, A[1, 0,−1].
d) F = xy2 i + x2yj + z(x2 + y2) k, A[1, 0,−1].
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Kapitola 2

Kř ivky

PrůvodcestudiemS

J

VZ

V tomto oddı́lu uvedeme některé základnı́ informace o křivkách, které budeme
v dalšı́m výkladu potřebovat. Současně uvedeme grafy některých často použı́-
vaných křivek, na nichž budeme přı́slušné pojmy demonstrovat.

V inženýrských aplikacı́ch chápeme intuitivně pod pojmem křivka čáru (tra-
jektorii), kterou opisuje bod při svém spojitém pohybu, tj. množinu všech poloh,
které bod zaujal během svého pohybu.

Cı́le
➳

Poprostudova´nı́ této kapitolybudeteznát pojmy

• parametrickyzadana´ křivka,

• tečný anormálový vektorrovinnékřivky,

• parametrickyzadana´ prostorova´ křivka,

• délka rovinnéaprostorove´ křivky,

• parametrizaceaorientacekřivky.

☞

Přı́klad 2.1. Najdětesouřadnicehmotného bodupohybujı́cı́ho sepoprodlouženécyk-
loidě, znázorněné na obr. 2.1. Prodlouženoucykloiduopisujebodnacházejı́cı́ se v ro-
vině kružnice, majı́cı́ poloměr a, kteráse kotálı́ po přı́mce.Bod je s kružnicı́ pevně
spojenýa jehovzdálenostodstředu kružniceS je rovnad, přičemžd > a.

Řešenı́. Označme t úhel, který svı́rá průvodič boduP , opisujı́cı́hoprodlouženoucyk-
loidu, s kolmicı́, sestrojenouzestředuS kotálejı́cı́ se kružnicenaosux. Tentoúhel je
orientován posměru pohybuhodinových ručiček.V kartézskésouřadnésoustaveˇ jsou
souřadniceboduS pak x = at (délka kruhového obloukuodpovı́dajı́cı́ho úhlu t) a
y = a.



17

xaπ 3aπ 5aπ

y

a S
d

P

t

Obr. 2.1: Prodlouženácykloida

Hodnotasouřadnic bodu P prodloužené cykloidy je vzhledemk bodu S jako
počátku souřadnésoustavyzřejmě(−d sint, −d cost). Celkověje tudı́ž

x = at − d sint, y = a − d cost .

Pročást prodlouženécykloidy naobrázku je zvolenot ∈ 〈0, 5π〉.
Poznamenejme,žeprod = a dostávámeobyčejnoucykloiduaprod < a zkrácenou

cykloidu. �

Intuitivnı́ představuo křivce z počátku této kapitoly je třebazpřesnit a vyjádřit
matematicky. Představmesi, že hmotnýbodsev určitém časovém intervaluJ pohy-
bovalpodúčinkemnějakých sil v prostorunebov rovině. Tentopohybje zcelaurčen,
známe-li polohupohybujı́cı́ho se bodu vkaždém časovém okamžiku t ∈ J . Poloha
bodu vprostoruje však jednoznacˇně určenajeho polohovým vektoremr vzhledem
kezvolenému počátku O souřadnésoustavy. Pohybboduje tedymatematickypopsán
vektorovoufunkcı́ r(t), která je definována pro t ∈ J a jejı́ž hodnotyjsoupolohové
vektory pohybujı́cı́ho se boduvzhledemk boduO. Hodograftéto vektorovéfunkce
představujetedytrajektorii (dráhu)pohybujı́cı́hosebodu.V tomtopojetı́by tedyměla
být křivka hodografemtéto vektorovéfunkce.(Připomeňme,žehodografemvektorové
funkcer(t), t ∈ J , rozumı́me oborhodnottéto funkce,tj. množinu koncových bodů
vektorůr(t) v R

2, resp.v R
3. Je zřejmé, že různévektorovéfunkcemohoumı́t tentýž

hodograf.)Ukazujesevšak, že nenı́vhodnédefinovatkřivku jen jako množinu bodů,
aleže je i důležité, jakým způsobembodkřivku probı́há.

Uvažujeme-li pohyb hmotného boduvlivem účinku sil, pak vektorováfunkce,
kteráudává polohutohotobodu včaset , nemůže být libovolná. Např. podlezákonů
mechanikyjezřejmé, ženeexistujı´ sı́ly, kterébyhmotnýbodpřemı́stily z jednohomı́sta
nadruhév nulovém čase,tj. skokem.Tedytrajektoriebodusemusı́měnit spojitě, což
ovšem značı́, že funkcer(t) musı́být spojitá. Pakby bylo možno chápatkřivku jako
hodografspojitévektorovéfunkce.

Lze ale na přı́kladechukázat, že takto chápanákřivka může být zcelavzdálena
našı́ představeˇ o křivce.Hodografemspojitévektorovéfunkcemůže být např. čtverec
nebokrychle,což jistě neodpovı´dá intuitivnı́ představeˇ křivky (viz např. [3, str. 374]
nebo[10, str. 3]). Jetedyzřejmé, že nafunkci r(t) musı́meklást dalšı́ požadavky, aby
odpovı́dalanašı́ intuitivnı́ představeˇ o křivce.Nežtyto požadavkybudemeformulovat,
zavedemedvapomocne´ pojmy.
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Definice2.1. Necht’ r(t) je vektorováfunkce,kde t ∈ J . Řekneme,že funkcer(t) je
prostáneboli jednojednoznacˇná namnožině M, kdeM ⊂ J , když pro libovolnádvě
různáčı́slat1, t2 ∈ M platı́r(t1) �= r(t2). Fyzikálnělzepožadavekjednojednoznacˇnosti
funkcer(t) interpretovattak, žebod,jehožpohybtatofunkcepopisuje,nezůstává stát
aani senevracı´ dopolohy, vekteréuž byl.

RozklademintervaluJ nazvemekonečný nebonekonecˇný systém uzavřených in-
tervalů, označı́me jej {〈tk−1, tk〉}k, jestližesplňujepodmı́nky:

1. sjednocenı´m všechintervalůsystému je intervalJ ,

2. společné bodylibovolných dvouintervalůsystému mohoubýt pouzejejich kon-
covébody.

Napřı́klad:ProintervalJ = 〈0, 1〉 je jedenz rozkladů{〈0, 1
2〉, 〈1

2, 1〉}. Systém intervalů
{〈n − 1, n〉}, kden je celéčı́slo, je rozklademintervaluJ = (−∞, ∞).

Nynı́ můžemezformulovatdefinici křivky a to následujı́cı́m způsobem.

Definice2.2. Křivkoubudemenazývatvektorovoufunkcir(t) jednéreálnéproměnnét

majı́cı́ tyto vlastnosti:

1. r(t) je definována na nějakém intervaluJ ,

2. r(t) je spojitánaJ ,

3. existujetakovýrozklad{〈tk−1, tk〉}k intervaluJ , ženamnožiněJ − {tk}k je r(t)

jednojednoznacˇná.

HodografK této funkcenazýváme trajektorienebolinositelka.

Třetı́vlastnostznačı́ vefyzikálnı́ interpretaci,žebodopisujı́cı́ křivku procházı́ týmž
úsekemkřivky pouzejedenkrát, přičemž vı́cekrát může procházet pouzeněkterými
izolovanými body. Geometrickyto značı́, že křivka může samasebeprotı́nat,ale jejı́
části senepřekrývajı́.

Poznámka. Všimněme si, že v našem pojetı́ je křivka zobrazenı´, ne množina bodů,
což je jejı́ trajektorie.Z praktického hlediskaovšem tyto pojmy častonerozlišujeme
a mluvı́me o křivce K jako o množině bodů. Přestomusı́me mı́t na paměti, že beze
zbytku toto ztotožněnı́ nenı́možné a od přı́slušného zobrazenı´ nelzeodhlédnout,jak
budevidět z dalšı́ho.

Rovnici
K : r = r(t), t ∈ J, (2.1)

budemenazývatvektorovourovnicı́křivkyK avektorovoufunkcir(t), jejı́mžhodogra-
femje trajektorieK, budemenazývatpřı́pustnouparametrizacı´ této trajektorie.Čı́slo t

nazývámeparametrem.
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V kartézskésouřadnésoustaveˇ s počátkem vboděO a jednotkovými souřadnými
vektoryi, j , k lzevektorovoufunkci r(t) vyjádřit pomocı´ souřadnicových funkcı́x(t),
y(t) a z(t) a jednotkových souřadných vektorůnásledovneˇ:

K : r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ J.

Bezpoužitı́ jednotkových souřadných vektorůpakkřivku K vyjadřujemeparametric-
kými rovnicemi:

K : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ J. (2.2)

V definici křivky se nepředpokládá, že interval J je uzavřený, ani to, že musı́ být
ohraničený.

KřivkaK, jejı́ž všechnybodyležı́ v jednérovině, senazývá rovinnákřivka. Jestliže
budekřivka ležet v roviněz = 0, pakjejı́ parametricke´ rovnicebudou

K : x = x(t), y = y(t), z = 0, t ∈ J.

Jezřejmé, že různékřivky mohoumı́t stejnoutrajektorii.Např. křivky K aL v R
2

o rovnicı́ch

K : r1(t) = t i + tj , t ∈ (0, 1),

L : r2(s) = s3 i + s3j , s ∈ (0, 1),
(2.3)

oběpředstavujı´ otevřenouúsečku spojujı́cı́ body [0, 0] a [1, 1]. Rozdı́l je jen v tom,
jakou„rychlostı́“ bodúsečkuprobı́há(podrobneˇji to budevysvětlenodále).Mámetedy
dvě různéparametrizacetéže trajektorie.Někdy je možné považovat pro jisté účely
tyto parametrizacezarovnocenne´. Zhrubařečenoto budetehdy, když je rozdı́l pouze
v „rychlosti“ pohybuboduapopř. ve „směru“.

Definice 2.3. Řekneme,že křivky r1(t), t ∈ J1, a r2(s), s ∈ J2, jsou ekvivalentnı´,
jestliže existujeprostáfunkcet = ϕ(s), kterázobrazujeintervalJ2 na intervalJ1, je
spojitáamá spojitounenulovouderivaci,taková, že platı́

r1
(

ϕ(s)
)

= r2(s), s ∈ J2. (2.4)

Funkciϕ nazýváme transformaceparametru.

Poznámka. Platı́:

1. Ekvivalentnı´ křivky majı́ tutéž trajektorii.

2. Funkceϕ suvedeny´mi vlastnostmije bud’ rostoucı´ neboklesajı́cı́ a intervalyJ1 aJ2

jsousoučasněbud’ otevřenénebouzavřenénebopolootevřené.

3. Křivky vystupujı́v definici symetricky, tj. lze skutečně mluvit o vzájemnéekviva-
lenci.
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4. Jsou-likřivky r1 ar2 ekvivalentnı´ akřivky r2 ar3 ekvivalentnı´, jsourovněž ekviva-
lentnı́křivky r1 a r3. Množinu všechkřivek je tedymožné rozdělit napodmnozˇiny
vzájemněekvivalentnı´ch křivek.

5. Křivky K aL z (2.3) jsouekvivalentnı´ — lzevolit t = ϕ(s) = s3.

V přı́padě, žese křivky protı́najı́,můžebýt situacesložitějšı́.Naobr. 2.2jsouznázor-
něny čtyři křivky (šipky znázorňujı́, jak mábodpokřivkách probı́hat).Zatı́mcokřivky
2.2a) a 2.2b) jsou (při rozumnéparametrizaci)ekvivalentnı´ a podobneˇ jsou ekviva-
lentnı́ křivky 2.2c) a 2.2d), křivky 2.2a) a 2.2c) ekvivalentnı´ nejsou(transformace
parametruby muselabýt nespojitá).

a) b) c) d)

Obr. 2.2

Křivky mohoumı́t řaduspeciálnı́ch vlastnostı´. Uvedemeněkterénejčastěji se vy-
skytujı́cı́.

Definice2.4. Necht’ r(t), t ∈ J , jekřivka s trajektoriı́K.
1. Je-lir(t) prostánacelém intervaluJ , řı́káme,že křivka je jednoducha´.
2. Je-li interval J ohraničený a uzavřený, tj. J = 〈α, β〉, křivku K : r(t), t ∈ J ,

nazývámeobloukem.
3. Je-liK obloukemar(α) = r(β), pakK senazýváuzavřenýobloukneboliuzavřená

křivka.
4. Křivka,kterájesoučasněobloukajednoducha´, senazývá jednoduchy´ obloukneboli

Jordanův1 oblouk.
5. Je-liK uzavřenýobloukar(t) jeprostána〈α, β), nazýváseK jednoducha´ uzavřená

křivkaneboliJordanovakřivka.

☞ Přı́klad 2.2. Parametrizujteelipsu
x2

a2
+

y2

b2
= 1, a > 0, b > 0.

1Marie Edmond Camille Jordan (1838–1922)(čti žordan)— významnýfrancouzsky´ matematik.
Zabýval seanalýzou,algebrou,teoriı́ funkcı́, topologiı́, krystalografiı´, kinematikou,stabilitou,geomet-
rickoupravděpodobnostı´, teoriı́ čı́seladiferenciálnı́mi rovnicemi.
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Obr. 2.3: Elipsa

Řešenı́. Jednı´mzmožnýchzpůsobůjsouparame-
trické rovnice

x = a cost, y = b sint,

kde t je úhel, který svı́rá polopřı́mka,sestrojena´
zboduS, skladnýmsměremosyx — viz obr. 2.3.

Bodelipsy, označenýP , sestrojı´metakto.Ze
středuelipsy vedemepolopřı́mku, která s osou
x svı́rá úhel t . Sestrojı´me dvě kružnice, majı́cı́
střed v bodě S o poloměrech a a b. Průsečı́k
polopřı́mkyskružnicı́ opoloměrua označı́meA,

průsečı́k polopřı́mky s kružnicı́ o poloměru b označı́me B. Hledanýbod P ležı́ na
průsečı́ku kolmicez boduA naosux akolmicez boduB naosuy.

Pokudparametrt volı́mev intervalu〈0, 2π〉, splňujekřivka třetı́ podmı́nkuv defi-
nici 2.2. Stoutoparametrizacı´ jeelipsajednoduchouuzavřenoukřivkou — viz definici
2.4, část 5. Pokudale volı́me t v intervalu 〈0, 4π〉, pak zmı́něná podmı́nka splněna
nenı́. Polohovývektoropisujev tomtopřı́paděelipsudvakrát avesmysludefinice2.2
o křivku nejde. �

V některých přı́padechbudevhodnévyjádřit křivku jako spojenı´ několika křivek.
Totospojenı´ definujemenásledovneˇ.

Necht’ K je křivka danávektorovourovnicı́ r(t), t ∈ J . Necht’ J1 aJ2 jsoutakové
podintervalyintervaluJ , žekoncovýbodjednohoznichjepočátečnı́mbodemdruhého,
přičemžJ = J1∪J2. Pakřı́káme,žekřivkaK jespojenı´msvých částı́K1 aK2 určených
intervalyJ1 aJ2, apı́šemeK = K1 ∪ K2. Analogickypostupujemeprovı́ce částı́.

To ale značı́, že každá křivka je bud’ jednoducha´, nebose dá vyjádřit spojenı´m
konečného,přı́padněnekonecˇnéhopočtu jednoduchy´ch křivek.

Pro dalšı́ výklad budenutné, abychomzavedli pojem tečného vektoru r ′(t) ke
křivce K a pomocı´ souřadnicových funkcı́ této křivky vyjádřili derivacivektorur(t)

podleparametrut adiferenciál vektorur(t).

r(t)

r(t + △t)

△r(t)

r ′(t)

O

K

Obr. 2.4

Uvažujmehodnotuparametrut avypočtěme k němu přı́slušný
vektorr(t). Změňme hodnotut o přı́růstek△t a vypočtěme
vektorr(t + △t).

Utvořmepřı́růstekvektorovéfunkce△r(t) pro přı́růstek
parametru△t (viz obr. 2.4), tj.

△r(t) = r(t + △t) − r(t).

Směr vektoru△r(t) odpovı́dásměru sečny křivky K prochá-
zejı́cı́ koncovými body oboupolohových vektorů.

Vydělı́me-li vektor△r(t) přı́růstkem△t , dostanemevektor
△r(t)

△t
, který je s vek-

torem△r(t) kolineárnı́. Derivacivektorovéfunkcepodleparametrut definujemená-
sledovneˇ.
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Definice2.5. Derivacı́vektorovéfunkcer(t) podleparametrut nazvemelimitu (pokud
existuje)

lim
△t→0

△r(t)

△t
=

dr(t)

dt
= r ′(t).

Jestliže intervalJ je uzavřený, tj. J = 〈α, β〉, pakpodderivacı´ funkcer(t) v krajnı́ch
bodechintervaluJ rozumı́mejednostranne´ derivacezpravav boděα azlevav boděβ.

Derivacevektorovéfunkcer(t) podlet v souřadnicı́ch bude:

r ′(t) = x ′(t) i + y ′(t)j + z′(t) k. (2.5)

Odtudprodiferenciál vektorur(t) dostaneme

dr(t) = dx i + dyj + dz k = [x ′(t) i + y ′(t)j + z′(t) k] dt . (2.6)

Velikostvektorudr(t) označı́me |dr(t)|.

Definice2.6. Necht’ K : r(t), t ∈ J , je křivka.

1. Necht’ bodP křivky K odpovı́dá hodnotěparametrut0. Jestližepro t0 ∈ J existuje
r ′(t0) a r ′(t0) �= 0, nazýváme bod P regulárnı́m bodemkřivky K. V opačném
přı́paděsebodP nazývá singulárnı́mbodemkřivkyK.

2. Křivku K nazvemeregulárnı́, jestliže existujespojitár ′(t), t ∈ J , a r ′(t) �= 0 pro
všechnat ∈ J .

3. KřivkaK senazývápočástechregulárnı́, je-li spojenı´mkonečněmnoharegulárnı́ch
křivek.

Máme-li dvě různé parametrizacetéže trajektorie,může se stát, že některý bod
je regulárnı́ v jednéparametrizacia singulárnı́ v druhé. Pakmluvı́me o nepodstatneˇ
singulárnı́m bodu trajektorie. Je-li bod singulárnı́ ve všech parametrizacı´ch křivky,
mluvı́meo podstatneˇ singulárnı́mbodutrajektorie.

Jestliže je křivka K vyjádřenarovnicı́ r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ J , pak
podmı́nkuregularitykřivky K lzezformulovattakto:

Funkcex = x(t), y = y(t), z = z(t) majı́ na intervaluJ spojitéprvnı́ derivacea
prokaždé t ∈ J platı́:

[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 + [z′(t)]2 > 0,

cožznačı́, žeprvnı́derivacefunkcı́x = x(t), y = y(t), z = z(t) nejsouzároveňrovny
nulepro žádnét ∈ J .

Z definiceregulárnı́ křivky vyplývá, že v každém boděregulárnı́ křivky existuje
tečna k této křivce a funkcer ′(t) seměnı́ spojitě. Ve fyzikálnı́ interpretacikřivky to
značı́, žebodopisujı́cı́ křivku sepohybujespojitěamá neusta´lenenulovouokamžitou
rychlost,tudı́ž neměnı́ náhle směr. Geometrickyto značı́, že křivka neobsahuježádné
hroty. Protosenamı́stonázvuregulárnı́ křivka použı́vánázevhladkákřivka. Po částech
regulárnı́ křivka sepaknazývá po částechhladkákřivka.
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Např. elipsaz přı́kladu 2.2 je regulárnı́, zatı́mco obvod čtverceje (při rozumné
parametrizaci)po částechregulárnı́ křivka.

Uvažujmedvěkřivky

K : r1(t) = t i + tj , t ∈ (−1, 1),

L : r2(s) = s3 i + s3j , s ∈ (−1, 1),
(2.7)

Podobneˇ jako v (2.3) jde o dvě otevřenéúsečky, které tentokrát vzhledemke změně
intervalůz (0, 1) na(−1, 1) spojujı́body[−1, −1] a [1, 1].

Pro křivku K platı́ r ′
1(t) = i + j �= 0, t ∈ (−1, 1), takže je to regulárnı́ křivka

(stejnějakoprvnı́ křivka v (2.3)).
Prokřivku L platı́r ′

2(s) = 3s2 i + 3s2j , s ∈ (−1, 1). Tedyr ′
2(0) = 0, 0 ∈ (−1, 1)

a tatokřivka nenı́regulárnı́ (narozdı́l oddruhékřivky v (2.3), kde0 /∈ (0, 1)).
Křivky K aL nejsouekvivalentnı´ (narozdı́l odkřivek z (2.3)). Připust’me totiž, že

by existovalatransformaceparametruϕ(s) splňujı́cı́ (2.4). Derivovánı́m této rovnosti
dostaneme(spoužitı́mpravidlaproderivovánı́ složenéfunkceaplikovaného nasložky)
r ′

1

(

ϕ(s)
)

· ϕ′(s) = r ′
2(s), s ∈ (−1, 1). Protože r ′

1(ϕ(0)) = i + j �= 0 a r ′
2(0) = 0,

musı́být ϕ ′(0) = 0, cožnenı́přı́pustné.

Poznámka. Lze dokázat, že prostéregulárnı́ křivky jsou ekvivalentnı´ právě tehdy,
kdyžmajı́ stejnétrajektorie– viz např. [6].

xO

a

y

SP

t

Obr. 2.5: Asteroida

☞

Přı́klad 2.3. Zjistěte,zdakřivka danáparametricky
rovnicemi

x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ 〈0, 2π〉, (2.8)

je regulárnı́.

Řešenı́. Uvedena´ křivkasenazýváasteroidaa je zná-
zorněna na obr. 2.5. AsteroiduopisujebodP , který
se nacházı́ na obvodukružnice s poloměrem a/4,
která se kotálı́ zevnitř po kružnici o poloměru a.
Předpokládáme-li, ževětšı́ kružniceje vestředu kar-
tézského souřadného systému,vyjadřuje parametrt
úhel,kterýsvı́ráprůvodičstředumalékružnicesklad-
ným směremosyx, orientovany´ proti směru hodinových ručiček.

Derivovánı́m dostanemer ′(t) = −3a cos2 t sint i + 3a sin2 t costj . Prohodnoty
t = 0, π/2, π, 3π/2 a2π jevektorr ′(t) = 0, tedykřivkanenı́hladká. Lzeji alerozdělit
načtyři křivky, každá z nichžjehladká(po transformaciparametru,kteráovšem nedá
ekvivalentnı´ křivku, alepouzekřivku sestejnoutrajektoriı́— viz přirozenýparametr
nı́žeapřı́klad2.4). Zřejměasteroidaje jednoducha´ uzavřenákřivka. �
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2.1. Délka kř ivky

Všimnemesi nynı́, jak je definována délka křivky. Budemepředpokládat,že jde o ob-
louk K s rovnicı́

K : r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ 〈α, β〉. (2.9)

Pomocı´ libovolných čı́sel α = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = β, n ∈ N, rozdělı́me
interval〈α, β〉 nan dı́lků. Dělı́cı́ bodypřeneseme naK a označı́me jeAi = r(ti), kde
i = 0, . . . , n — viz obr. 2.6, kde n = 4. Křivku K aproximujemelomenoučarouL

tvořenouúsečkami A0A1, . . . , An−1An. Jejı́ délka m1(L) (m jako mı́ra, index1 jako
jednorozměrná) je

m1(L) = |A0A1| + · · · + |An−1An| .

A0

A1

A2 A3

A4

Obr. 2.6: Aproximacekřivky

Definice2.7. Jestliže existuječı́slo M takové, že
m1(L) ≤ M pro libovolnouvýšezkonstruovanou
lomenoučáru L, řekneme,že křivka K má ko-
nečnoudélku neboli je rektifikovatelna´. Nejmenšı́
čı́slo M s touto vlastnostı´ (lze ukázat, že takové
vždy existuje)nazvemedélka křivky K a ozna-
čı́mem1(K).

V opačném přı́paděřekneme,že křivka nemá
konečnoudélku nebolinenı́rektifikovatelna´

Na přı́kladechlze ukázat, že dokoncei jednoduchy´ oblouknemusı´ mı́t konečnou
délku — viz např. [3, str. 405].Platı́alenásledujı́cı́ věta.

Věta 2.1. Necht’ v (2.9) majı́ funkcex(t), y(t) a z(t) spojitouprvnı́derivacina 〈α, β〉.
PakkřivkaK mákonečnoudélku a platı́

m1(K) =
∫ β

α

√

[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 + [z′(t)]2 dt . (2.10)

Důkaz lze nalézt v [5]. Všimněme si, že křivka nemusı´ být regulárnı́ (r ′(t) může být
v některém boděnulová).

Uvažujmenynı́ regulárnı́ křivku s rovnicı́ (2.9). Označme s(t) délku křivky, která
odpovı́dáoboruparametru˚ 〈α, t〉. Z (2.10) plyne,že

s(t) =
∫ t

α

√

[x ′(u)]2 + [y ′(u)]2 + [z′(u)]2 du . (2.11)

Pro „velmi malé“ přı́růstky dt argumentut pokládáme velikost diferenciálu |dr| za
přibližněrovnoudélce△s části křivky, kterápřı́slušı́ hodnotědt (nazvemeji elementem
křivky), tedy|dr| .= △s.
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K elementukřivky odpovı́dajı́cı́mu přı́růstku dt pak přiřadı́me vektor ds, jehož
vyjádřenı́v kartézských souřadnicı́ch bude:

ds = dx i + dy j + dz k = [x ′(t) i + y ′(t) j + z′(t) k] dt . (2.12)

Prodélku ds elementukřivkyK pakmáme(prokladnédt) vzorec

ds = |ds| =
√

[dx]2 + [dy]2 + [dz]2 =
√

[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 + [z′(t)]2 dt, (2.13)

což je ve shoděs diferenciálem ds vypočteným z (2.11). Vzorec(2.12) budemevy-
užı́vat při výpočtech křivkového integrálu II. druhu,vzorec(2.13) pakpři výpočtech
křivkového integrálu I. druhu.

2.2. Přirozenáparametrizacekř ivky

V přı́paděkřivky konečné délky je možné najı́t parametrizaci,kdeparametrvyjadřuje
délku oblouku.Přesněji, jsou-li s1 < s2 libovolné hodnotyparametru,pak oblouk
křivky odpovı́dajı́cı́ intervalu 〈s1, s2〉 má délku s2 − s1. Ukazujese, že při takové
parametrizacisebodkřivky pohybujerychlostı́, jejı́ž velikostje neusta´le jednotková.

Necht’ K : r = r(t), t ∈ 〈α, β〉 je regulárnı́ křivka. Uvažujme funkci s(t) danou
vzorcem(2.11). Ta je definovana´ na intervalu 〈α, β〉 a má obor hodnot〈0, m1(K)〉.
Protožemápodle(2.13) spojitounenulovouderivaci,jeprostá, atudı́ž existujeinverznı́
funkce,kterouoznačı́me ϕ(s). Lze ukázat (viz např. [10, str.18]), že parametrizace
r = r

(

ϕ(s)
)

, s ∈ 〈0, m1(K)〉, má výše uvedenouvlastnost.Takováparametrizacese
nazývápřirozená. Protožeϕ′(s) �= 0, jdevesmysludefinice2.3o ekvivalentnı´ křivku
s křivkou r(t).

☞
Přı́klad 2.4. Najděte přirozenouparametrizacijednohoobloukuL asteroidypopsane´
v přı́kladu2.3.

Řešenı́. Dosazenı´m z (2.8) do (2.11) dostanemepro t ∈ 〈0, π

2 〉

s(t) =
∫ t

0

√

[

3a cos2 u(− sinu)
]2 +

[

3a sin2 u cosu
]2 du =

= 3a

∫ t

0

√

sin2 u cos2 u(cos2 u + sin2 u) du = 3a

∫ t

0
sinu cosu du =

=
3a

2

∫ t

0
sin2u du =

3a

4

[

− cos2u
]t

0 =
3a

4
(1 − cos2t) =

3a

2
sin2 t .

Protože t ∈ 〈0, π/2〉, je m1(L) = s(π/2) =
3a

2
. Inverznı́funkceϕ(s) je tedydefino-

vanána intervalu〈0, 3a/2〉 a platı́

ϕ : t = arcsin

√

2s

3a
, s ∈

〈

0,
3

2
a
〉

.
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Podosazenı´ do (2.8) vyjde

x = a cos3 t = a
(

√

1 − sin2 t
)3 = a

(

1 − sin2 arcsin

√

2s

3a

)
3
2

= a
(

1 −
2s

3a

)
3
2
,

y = a sin3 t = a sin3 arcsin

√

2s

3a
= a

( 2s

3a

)
3
2
, s ∈

〈

0,
3

2
a
〉

.

(2.14)
Všimněte si, že křivky (2.8) a (2.14) jsou parametrizacı´ téže trajektorie,ale nejsou
ekvivalentnı´. Křivka (2.8) nenı́totiž regulárnı́ (jejı́ parametrizacemáv krajnı́ch bodech
nulovouderivaci— viz přı́klad 2.3), kdežto křivka (2.14) regulárnı́ je. Transformace
parametruϕ(s) máv krajnı́ch bodechnevlastnı´ derivaci+∞, tj. tatoderivace

ϕ′(s) =
1

√
2s(3a − 2s)

nenı́v krajnı́ch bodechs = 0 as = 3
2 a spojitá. �

2.3. Orientacekř ivky

Při definici integrálu z vektorovéfunkcebudemepotřebovatu křivky jejı́ orientaci.
Orientovatkřivku znamena´ vhodněuspořádatmnožinu bodůjejı́ trajektorie.Fyzikálně
značı́ zadánı́ orientacekřivky určenı́ směru, ve kterém sebod vytvářejı́cı́ trajektorii
křivky pohybuje.Uspořádánı́ jepakdánopořadı́m, vekterém jsoubodyprocházeny.

Necht’ r(t), t ∈ J , je parametrizacekřivky K. Jestliže parametrt interpretujeme
jakočas,vyjadřujetatoparametrizacepohyb bodu potéto křivce.Když t1 a t2 jsoudva
libovolné časovéokamžiky z intervaluJ takové, že t1 < t2, pakpohybujı́cı́ se bodse
dostanenejdřı́ve do boduP (t1), určeného polohovým vektoremr(t1), a potédo bodu
P (t2), určenéhopolohovýmvektoremr(t2). NakřivceK je tedybodP (t1) předbodem
P (t2), cožoznačı́meP (t1) ≺ P (t2).

Bod ale může opisovattutéž křivku tak, že sepo nı́ pohybujeopačným směrem.
V tomtopřı́paděby bodP (t1) byl zabodemP (t2), tj. P (t1) ≻ P (t2).

Jetedy vidět, žedanáparametrizacekřivky určujedvěnavzájemopačnáuspořádánı́
jejı́ch bodů.

Definice2.8. Když pro libovolnát1 < t2 platı́P (t1) ≺ P (t2), pakřekneme,že křivka
je souhlasneˇ orientovanáse svým parametricky´m vyjádřenı́m. Když pro libovolná
t1 < t2 platı́ P (t1) ≻ P (t2), pak řekneme,že křivka je nesouhlasneˇ orientovanáse
svým parametricky´m vyjádřenı́m.

Křivku K spolus jednı́m z těchto dvou uspořádánı́ jejı́ch bodůbudemenazývat
orientovanoukřivkouaoznačı́meK. Tutéž křivku s opačnouorientacı´ označı́me−K.

Uvažujeme-litrajektorii jednoduche´ křivky, pakzřejměpři libovolnéparametrizaci
tétotrajektoriedostávámetatáždvěuspořádánı́ bodů.Pokudovšemtrajektorieodpovı́dá
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křivce, kterásamasebeprotı́ná, můžeme z různých (neekvivalentnı´ch) parametrizacı´
dostatvı́cetakových uspořádánı́ — viz obr. 2.2.

Při výše uvedene´ definici orientacekřivky semůže stát, že některý bodkřivky je
v tomtouspořádánı́ sám předsebou,cožnedává přı́liš smysl.To nastanetehdy, když
křivka samasebeprotı́ná. Matematickypřesnádefiniceorientacespočı́vá v tom, že se
nakřivce zadáspojiténenulovépole tečných vektorů. Pronaše účely ales předchozı´
definicı́vystačı́me.Naobrázcı́ch budemeorientacikřivky značit šipkou.

Je-li orientovana´ křivka K spojenı´m křivek K1 aK2, přeneseme naK1 aK2 uspo-
řádánı́ bodůz K. Pakřekneme,že křivky (nynı́ orientovane´) K1 a K2 jsousouhlasneˇ
orientovane´ sK.

☞

Přı́klad 2.5. Parametrizujtepůlkružnici x2 + y2 = 9, y ≥ 0, kteráje orientována od
boduP1[−3, 0] do boduP2[3, 0], a znázorněte jejı́ polohovýa tečný vektor.

x−3 O 3

P1 P2

y

P (t)
r(t)

t

r ′(t)

a)

x−3 O 3

P1 P2

y

P (s)
r(s)

s

r ′(s)

b)

Obr. 2.7: Parametrizacepůlkružnice

Řešenı́. Uvedemedva způsobyparametrizacetéto křivky.
Prvnı́ způsob parametrizaceje ten, že za parametrt zvolı́me úhel, který svı́rá

polohovývektorr(t) bodukřivky s kladným směremosyx, orientovany´ proti směru
pohybuhodinových ručiček.

Parametricke´ rovnicepůlkružnicejsou

x = 3cost, y = 3sint, t ∈ 〈0, π〉.

Odtudpro tečný vektormáme:r ′(t) = −3sint i + 3costj .
Při druhém způsobuparametrizacezvolı́me zaparametrx-ovou souřadnici bodu

půlkružnice.Proodlišenı́od předchozı´hoparametrujej označı́me s.
V tomtopřı́padějsouparametricke´ rovnicepůlkružnice

x = s, y =
√

9 − s2, kde s ∈ 〈−3, 3〉.

Protečný vektorv této parametrizacimáme:r ′(s) = i − s√
9−s2

j , s ∈ (−3, 3).

Prvnı́způsobparametrizaceje znázorněn naobr. 2.7a). Zvolili jsmehodnotupara-
metrut = π

4 . Pak bodP (t) másouřadnice
[ 3√

2
, 3√

2

]

a r ′(π

4 ) = − 3√
2
i + 3√

2
j .
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Druhý způsob parametrizaceje znázorněn na obr. 2.7b). Zvolili jsme hodnotu
parametrus = 1,5

√
2 (dává tentýž bod). Souřadnicebodu P (s) jsou

[ 3√
2
, 3√

2

]

a

r ′(1,5
√

2) = i − j .

Při prvnı́m způsobuparametrizaceje křivka orientovánanesouhlasneˇ sparametric-
kým vyjádřenı́m, při druhém způsobuparametrizaceje orientována souhlasneˇ s para-
metrickým vyjádřenı́m.

Poznamenejme,že při prvnı́m způsobuparametrizaceexistujı́ v krajnı́ch bodech
křivky tečné vektoryakřivka je regulárnı́, zatı́mcopři druhém způsobuparametrizace
tečné vektoryv krajnı́ch bodechnejsoudefinovány. �

Pojmy k zapamatovánı́∑

— parametricke´ rovnicekřivky,

— uzavřenájednoducha´ křivka,

— regulárnı́ apo částechregulárnı́ křivka,

— vzorecprodélku parametrickyzadane´ křivky,

— přirozenáparametrizacekřivky,

— orientace(ne)souhlasna´ s orientacı´ křivky.

Kontr olnı́ otázky
?

1. Jakvyjádřit v parametricke´m tvarukřivku, kterájegrafemfunkcey = f (x)?

2. Udejtepřı́kladparametrickyzadane´ křivky, kteránenı́grafemfunkcetvaruy =
f (x).

3. Jakýjevztahmezidélkou tečnéhovektorukekřivceaelementemdélky křivky?

4. Kružnicex = cost , y = sint , t ∈ 〈0, 2π〉 je orientována proti směru pohybu
hodinových ručiček. Je tato orientacesouhlasna´ nebo nesouhlasna´ s daným
parametricky´m vyjádřenı́m?

5. Vysvětletepojemekvivalentnı´ křivky.
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Kapitola 3

Kř ivkový integrál I. druhu

Průvodcestudiem S

J

VZ

V této kapitole uvedeme definici a základnı́ vlastnosti křivkového integrálu
I. druhu. Dále ukážeme metody výpočtu tohoto integrálu a na závěr kapitoly
popı́šeme geometrické a fyzikálnı́ aplikace křivkového integrálu I. druhu. Po-
znamenejme, že tento integrál bývá v některé literatuře nazýván jako křivkový
integrál ze skalárnı́ funkce.

Cı́le
➳

Poprostudova´nı́ této kapitolybudeteumět

• zavést avysvětlit definicikřivkovéhointegráluI. druhu,poukázatnapodob-
nosts konstrukcı´ Riemannovaintegrálu ze základnı́ho kursuintegrálnı́ho
počtu,

• ukázat, že základnı́ vlastnostikřivkového integrálu I. druhu jsou velmi
podobne´ vlastnostemRiemannovaintegrálu,

• popsatmetoduvýpočtu křivkového integrálu I. druhupodél parametricky
zadane´ křivky,

• vysvětlit základnı́aplikace krˇivkového integrálu I. druhu.

3.1. Definicekř ivkového integrálu I . druhu

V této části popı́šemekonstrukcikřivkového integrálu zeskalárnı́ funkce.
Uvažujmekřivku K, jejı́ž souřadnice[x, y, z] jsoupopsány v kartézskésouřadné

soustaveˇ parametricky´mi rovnicemi

K : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ J = 〈α, β〉,

majı́cı́mi spojitéderivace,přičemž[x ′(t)]2 +[y ′(t)]2 +[z′(t)]2 = 0 nejvýšev konečně
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mnohabodech,a funkci
f : u = f (x, y, z),

definovanouv bodechkřivky K. O nı́ budemepředpokládat,že f
(

x(t), y(t), z(t)
)

je
po částechspojitána 〈α, β〉 (což jesplněnonapř. kdyžf je spojitá).

Pomocı´ libovolně zvolených hodnotα = t0 < t1 < · · · < tn = β, n ∈ N,
rozdělı́me interval 〈α, β〉 nan dı́lků. Tyto dělı́cı́ bodypřeneseme naK a označı́me je
Ak =

[

x(tk), y(tk), z(tk)
]

. BodyA0, . . . , An rozdělı́ křivku nan úseků(oblouků), které
nazvemeelementykřivky a označı́me je sk, k = 1, . . . , n. Na obr. 3.1 je k-tý element
vyznačen tučně. Délka k-téhoelementubudem1(sk).

V každém z elementu˚ sk zvolı́me libovolný bod,označme jej Mk, o souřadnicı́ch
[xk, yk, zk] a vypočtemev něm funkčnı́ hodnotuf (xk, yk, zk). Body Mk tvořı́ tzv.
výběr reprezentantu˚ přı́slušejı́cı́ dělenı́ intervalu 〈α, β〉 určenému body t1, . . . , tn−1.
Konstrukceje znázorněna naobr. 3.1.

A0

A1
Ak−1

Mk Ak

An

f (xk, yk, zk)

Obr. 3.1

Utvořı́metzv. integrálnı́ součet

Sn =
n

∑

k=1

f (xk, yk, zk) m1(sk).

Zvětšujeme-li počet dělı́cı́ch bodů na křivce, tudı́ž
n → ∞, přičemžpožadujeme,aby délka nejdelšı́ho
elementukonvergovalak nule, tj. maxk m1(sk) → 0,
lze ukázat, že posloupnostintegrálnı́ch součtů má za
výše uvedeny´ch předpokladu˚ limitu, kterouoznačı́me

symbolem
∫

K
f (x, y, z) ds. Integrál pakdefinujemenásledovneˇ.

Definice3.1. Za předchozı´ch předpokladu˚ existujenezávisle naposloupnostidělenı́ a
navýběru reprezentantu˚ limita

lim
max

k
m1(sk)→0

Sn = lim
max

k
m1(sk)→0

n
∑

k=1

f (xk, yk, zk) m1(sk) =
∫

K

f (x, y, z) ds. (3.1)

Nazýváme ji křivkovým integrálem I. druhu nebokřivkovým integrálem zeskalárnı́
funkce.

V křivkovém integrálu majı́ jednotlivésymbolynásledujı́cı́ význam:

• pı́smenoK pod znakemintegrálu označuje, že integrujemepo křivce K (inte-
gračnı́ obor),

• f (x, y, z) označuje,kterou funkciintegrujeme(integrand),

• ds označujedélku elementukřivky (diferenciál oblouku).
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3.2. Vlastnosti a výpočet kř ivkového integrálu I . druhu

Ukazujese,žeprokřivkový integrál I. druhuplatı́obdobne´ vlastnostijakoproobyčejný
určitý integrál. Lzedokázatnásledujı́cı́ věty.

Věta 3.1. Necht’ existujı́ integrály
∫

K
f (x, y, z) ds a

∫

K
g(x, y, z) ds a α ∈ R. Pak

integrály stojı́cı́ v následujı́cı́ch rovnostechnalevoexistujı́a platı́:
∫

K

[

f (x, y, z) + g(x, y, z)
]

ds =
∫

K

f (x, y, z) ds +
∫

K

g(x, y, z) ds ,

∫

K

αf (x, y, z) ds = α

∫

K

f (x, y, z) ds.

Prvnı́vlastnostsenazývá aditivita vzhledemk integrandu, druháhomogenita.

Věta 3.2. Necht’ existujeintegrál
∫

K
f (x, y, z) ds a obloukK je spojenı´m svých částı́

K1 a K2. Pakintegrály stojı́cı́ v následujı́cı́ rovnostinapravoexistujı́a platı́:
∫

K

f (x, y, z) ds =
∫

K1

f (x, y, z) ds +
∫

K2

f (x, y, z) ds. (3.2)

Tatovlastnostsenazývá aditivita vzhledemk integračnı́mu oboru.

Předchozı´ věta nám umožňuje rozšı́řit definici křivkového integrálu na širšı́ třı́du
křivek.

Předpokládejme,žepo částechhladkýobloukK je spojenı´m svých hladkých částı́
K1, . . . , Kn, n ∈ N. Pakdefinujme

∫

K

f (x, y, z) ds =
∫

K1

f (x, y, z) ds + · · · +
∫

Kn

f (x, y, z) ds. (3.3)

Věta 3.2zajišt’uje, že tatodefiniceje korektnı́(nezávisı́ na konkrétnı́m rozdělenı́ křiv-
ky K nakonečný počet částı́).

Poznámka. Z definice2.2 vyplývá, že křivka se smı́ protı́nat pouzev izolovaných
bodech.Tedy např. kružnice, kterouproběhnebod dvakrát, nenı́křivkou ve smyslu
zmı́něné definice.V některých aplikacı́ch je to ovšem nepřı́jemnéomezenı´. Ukazuje
se, že pro konstrukcikřivkového integrálu nenı́ třetı́ vlastnostz definice 2.2 nutná.
Totéž platı́ i pro většinu výsledkůtýkajı́cı́ch se křivkového integrálu, kterébyly nebo
budouuvedeny.

Princip výpočtu křivkového integrálu I. druhu spočı́vá v tom, že tento integrál
převedemenaintegrál jednoduchy´, v němž proměnnoubudeparametrt a integračnı́m
oboremoborparametru.

Uvažujmehladkoukřivku K majı́cı́ parametricke´ rovnice

K : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ J = 〈α, β〉.
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Z parametricky´ch rovnickřivky určı́mediferenciály proměnných:

dx = x ′(t) dt, dy = y ′(t) dt, dz = z′(t) dt .

Pakprodélku elementuds máme(viz vzorec(2.13))

ds =
√

[dx]2 + [dy]2 + [dz]2 =
√

[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 + [z′(t)]2 dt .

Integrandf (x, y, z) vyjádřı́mepomocı´ souřadnickřivky jakofunkci proměnnét , tedy
f (x, y, z) = f [x(t), y(t), z(t)]. Mezeintegrálu budoukrajnı́ bodyα a β oborupara-
metru.

Paklzeukázat,žekřivkový integrál lzepřevést najednoduchy´ určitý integrál takto:

∫

K

f (x, y, z) ds =
∫ β

α

f [x(t), y(t), z(t)]
√

[x ′(t)]2 + [y ′(t)]2 + [z′(t)]2 dt . (3.4)

Z tohotovyjádřenı́snadnovyplýváspoužitı́mvěty osubstitucidourčitéhointegrálu
následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 3.3. Necht’ existuje
∫

K
f (x, y, z) ds a křivkaL je ekvivalentnı´ sK. Pak

∫

K

f (x, y, z) ds =
∫

L

f (x, y, z) ds .

Poznámka. Předchozı´ věta zůstanev platnosti,když dovolı́me,aby derivacefunkce
popisujı́cı́ změnu parametrubyla v konečně mnohabodechnulová(srv. přı́klad 2.4).
To plynez (3.4) aspojitézávislostiurčitého integrálu nadolnı́ahornı́mezi,

x

1
y1

z

A

B

Obr. 3.2

☞

Přı́klad 3.1. Vypočtěte hodnotu křivkového integrálu
I =

∫

K
(x + y2 − z) ds, kde křivka K je úsečka AB,

přičemžsouřadnicebodůjsouA[2, −1, 1], B[1, 3, 3].

Řešenı́. Nejprveurčı́me parametricke´ rovnicepřı́mky, na
nı́ž úsečkaAB ležı́.

Směrový vektor
−→
AB másouřadnice(−1, 4, 2). Zvolı́-

me-li bod A za určujı́cı́ bod přı́mky, dostanemez vek-

torovérovnicepřı́mky r = rA + −→
AB t jejı́ parametricke´

rovnice:

x = 2 − t, y = −1 + 4t, z = 1 + 2t .

HodnotaparametrutA boduA je rovna0, hodnotaparametrutB boduB je rovna1,
tedyparametrt budeprobı́hatinterval〈0, 1〉.

Z parametricky´ch rovnickřivky určı́me jejich diferenciály:

dx = −dt, dy = 4 dt, dz = 2 dt .
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Pomocı´ nichurčı́medélku elementukřivky ds =
√

(−1)2 + 42 + 22 dt =
√

21 dt .
Nynı́ dosadı´medodaného křivkového integrálu a převedemejej najednoduchy´:

I =
∫

K

(x + y2 − z) ds =
∫ 1

0
[(2 − t) + (−1 + 4t)2 − (1 + 2t)]

√
21 dt .

V zı́skaném integrálu provedemeúpravyintegrandu,určı́meprimitivnı́ funkci a dosa-
dı́medoprimitivnı́ funkcehornı́adolnı́mezintegrálu:

I =
∫ 1

0
(2 − 11t + 16t2)

√
21 dt =

√
21

[

2t −
11

2
t2 +

16

3
t3

]1

0
=

11

6

√
21.

�

3.3. Aplikace kř ivkového integrálu I . druhu

Při odvozovánı́ vzorcůpro aplikace krˇivkového integrálu I. druhubudemepoužı́vat
symbolickýpřı́stup,kterýsestavenı´ vzorcezjednodusˇujeazprůhledňuje.Tı́mseovšem
dopouštı́me,co setýče ryzı́ho matematicke´ho postupu,jistých nepřesnostı´. Přesnějšı́
postupspočı́vá v odvozenı´ přı́slušnéhovzorcepodledefiniceuvedene´ v odstavci3.1.

Délka kř ivky

Křivku K rozdělı́me na elementy, jejichž délku označı́me ds, adélky těchtoelementu˚
„sčı́táme“.Protožetěchtoelementu˚ jenekonecˇněmnohoajsounekonecˇněmalé, sčı́tánı́
seprovedepomocı´ integrálu.

Tedyprodélku křivky, kterouoznačı́mem1(K), dostanemevzorec

m1(K) =
∫

K

ds. (3.5)

Všimnětesi, že správnostvzorceplynez (2.10) a (3.4).

☞

Přı́klad 3.2. Mezi dvěma sloupy, vzdálenými od sebe4 m, je napnutolano.Vlivem
vlastnı́hmotnostise lano prohnedo tvaru křivky, kteráse nazývá řetězovka. Průhyb
lanaje schématickyzachycenna obr. 3.3. Zavedemekartézskousouřadnousoustavu
s osamix a y, kdeosax procházı́ patamisloupů, osay je uprostředmezinimi. V této
souřadnésoustaveˇ je řetězovkapopsána funkcı́ y = a

2 (ex/a + e−x/a), a > 0. Výška
nejnižšı́ho bodukřivky nadrovinouje 1,5 m. Jakájedélka prohnutého lana?
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x−2 2

y

1

Obr. 3.3

Řešenı́. Protože ve zvolenésouřadnésoustaveˇ je nejnižšı́
bodv počátku ay(0) = a, jea = 1,5.

Nynı́ sestavı´meparametricke´ rovniceřetězovky. Jako
parametrt je vhodnévolit x-ovousouřadnici,tedyx = t .
Pakt ∈ 〈−2, 2〉.

Proy-ovousouřadnicivyjdey = a
2 (et/a +e−t/a), kde

a = 1,5.
Dálevypočtemediferenciály proměnných.Dostaneme

dx = dt , dy = 1
2 (et/a − e−t/a) dt .

Odtudurčı́medélku elementukřivky:

ds =
√

x ′2(t) + y ′2(t) dt =
√

1 + 1
4(et/a − e−t/a)2 dt =

=
√

1 + 1
4(e2t/a − 2 + e−2t/a) dt =

√

1
4(e2t/a + 2 + e−2t/a) dt =

=
√

1
4(et/a + e−t/a)2 dt = 1

2 (et/a + e−t/a) dt .

Prodélku křivky tudı́ž dostaneme:

m1(K) =
∫

K

ds =
∫ 2

−2

1
2 (et/a + e−t/a) dt .

Pourčenı́primitivnı́ funkceadosazenı´ mezı́celkověvyjde:

m1(K) =
a

2

[

et/a − e−t/a
]2

−2
= a(e2/a − e−2/a) = 2a sinh

2

a
.

Dosadı´me-li zaa hodnotu1,5, budedélka prohnutého lanarovnapřibližně5,3 m. �

Hmotnost kř ivky

Pokudmákřivka specifickouhustotuρ konstantnı´, pakjejı́ hmotnostje rovnasoučinu
jejı́ délky a této specifickéhustoty.

Pokud však nenı́ specifickáhustotakonstantnı´, ale je závislá na tom, v jakém
boděkřivky senacházı́, tedyρ = ρ(x, y, z), pakhmotnostkřivky vypočtemepomocı´
integrálu takto.

Křivku opět rozdělı́mena elementy, délku elementuoznačı́me ds. V každém bodě
elementuje specifickáhustotaρ(x, y, z). Hmotnosttohotoelementudm je přibližně
rovnasoučinu hustotyvezvoleném boděelementuadélky tohotoelementu,tudı́ž platı́
dm = ρ(x, y, z) ds.

Celkovouhmotnostkřivky zı́skámetedytak,žesečtemehmotnostitěchtoelementu˚,
cožvyjádřı́mevzorcem

m =
∫

K

dm =
∫

K

ρ(x, y, z) ds. (3.6)
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Statické momenty kř ivky

Statickýmomentbodu kroviněv R
3 nebok přı́mcev R

2 je definován jakosoučin jeho
hmotnostia (orientovane´) vzdálenostiod této roviny nebopřı́mky. (Ve fyzice setento
pojemneužı́vá.)

x

y

ds

y

x

Obr. 3.4

Nejprveodvodı́mestatickémomentyrovinnékřivky
k souřadným osám.

Uvažujmerovinnoukřivku v kartézskésouřadnésou-
stavěs osamix a y. Máme-li stanovitstatickýmoment
této křivky k osex, pakpostupujemetakto.Křivku rozdě-
lı́me na elementy, délku elementuoznačı́me ds. V kaž-
dém z elementu˚ zvolı́me libovolný bod a určı́me jeho
vzdálenostod osyx. Tato vzdálenostje rovnay — viz
obr. 3.4.

Pakstatickýmomenttohotoelementuk osex, který označı́me dSx , buderoven
dSx = ρy ds, kdeρ = ρ(x, y) je specifickáhustota.

Statickýmomentcelékřivky k osex zı́skámetedytak,žesečtemestatickémomenty
těchtoelementu˚, cožvyjádřı́mevzorcem

Sx =
∫

K

dSx =
∫

K

ρy ds. (3.7)

Analogickyodvodı́mevzorecprostatickýmomentkřivky k osey:

Sy =
∫

K

dSy =
∫

K

ρx ds. (3.8)

Statickémomentyvyužı́vámek určenı́souřadnictěžištěkřivek.Označı́me-lisouřadnice
těžištěT křivky v kartézskésouřadnésoustaveˇ xT ayT a jejı́ hmotnostm, pakpro tyto
souřadniceplatı́:

xT =
Sy

m
, yT =

Sx

m
. (3.9)

Výpočet statickéhomomentua těžiště křivky ukážemenapřı́kladu.

☞

Přı́klad 3.3. Kostra drakasesta´vá z drátu tenkého průřezu a má rozměry uvedene´
v obr. 3.5. Specifickáhustotadrátu ρ je konstantnı´. Mámeurčit těžiště draka.

Řešenı́. Nejprveurčı́me statickémomentykřivky. Protože je kostradrakasymetrická
vzhledemk osey, je statickýmomentSy kostrydrakak osey rovennule.K výpočtu
statickéhomomentuSx kostrydrakak osex použijemevzorec(3.7).

Křivka, která je kostroudraka,sesta´vá ze třı́ jednodusˇšı́ch křivek. Ramenajsou
úsečky, označme je K1 a K3, jejich spojniceje oblouk kružnice, označme jej K2.
Kostradrakaje tedy po částechhladkákřivka. Integrál vyjadřujı́cı́ statickýmoment
bychomtedy měli rozdělit na tři integrály. Vzhledemk tomu, že statickémomenty
k osex jsouproramenazřejměstejné, stačı́ počı́tatstatickýmomentproramenakřivky
jenpro jednuúsečku a výsledekzapočı́tatdvakrát.
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x−a a

y

b

K1K3

K2

Obr. 3.5

Tedy

Sx =
∫

K

ρy ds = 2
∫

K1

ρy ds +
∫

K2

ρy ds .

Jednotlivékřivky vyjádřı́meparametricky.
Křivka K1 je úsečka o rovnici y = b

a
x. Za parametrt

volı́mex-ovousouřadnici,takžeparametricke´ rovnicekřivky
jsou:

K1 : x = t, y =
b

a
t, kde t ∈ 〈0, a〉.

Odtudurčı́medélku ds elementukřivky K1: ds = 1
a

√
a2 + b2 dt .

KřivkaK2 je kružnice,jejı́ž středje v bodě(0, b). Volı́me-li zaparametrúhel,který
opisujeprůvodičbodukružnice,majı́cı́ počátekv bodě(0, b), orientovany´ proti směru
pohybuhodinových ručiček,pakparametricke´ rovnicetéto křivky budou:

K2 : x = a cost, y = b + a sint, kde t ∈ 〈0, π〉.

Odtuddostanemedélku ds elementukřivky K2: ds = a dt .
Nynı́ převedemekřivkový integrál najednoduchy´:

Sx = 2
∫ a

0

b

a
tρ

√
a2 + b2

a
dt +

∫

π

0
(b + a sint)ρa dt =

=
2bρ

a2

√

a2 + b2
[ t2

2

]a

0
+ aρ

[

bt − a cost
]

π

0 =

= ρ(b
√

a2 + b2 + πab + 2a2) .

Hmotnostm křivky K určı́me jako součin specifickéhustotydrátu a délky úseček
akružnice,tedym = ρ(πa + 2

√
a2 + b2).

Souřadnicitěžiště nasvisléoseoznačı́meyT . Jejı́hodnotaje rovnazlomku

yT =
Sx

m
=

b
√

a2 + b2 + πab + 2a2

πa + 2
√

a2 + b2
.

�

Chceme-lisestavitvzorceprovýpočet statickýchmomentu˚ prostorove´ křivky k sou-
řadným rovinám, pakpostupujemeanalogickys tı́m rozdı́lem, žeproelementykřivky
určujemejejich vzdálenostiodsouřadných rovin (viz obr. 3.6).

Označme statickémomentykřivky k rovinám z = 0, y = 0 ax = 0 symbolySxy ,
Sxz aSyz aρ = ρ(x, y, z) specifickouhustotukřivky v bodě[x, y, z].
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x

y

z

ds

z

y

x

Obr. 3.6

Dostaneme:

Sxy =
∫

K

dSxy =
∫

K

ρz ds, (3.10)

Sxz =
∫

K

dSxz =
∫

K

ρy ds, (3.11)

Syz =
∫

K

dSyz =
∫

K

ρx ds. (3.12)

Pro souřadnicexT , yT , zT těžiště prostorove´ křivky K

platı́následujı́cı́ vzorce:

xT =
Syz

m
, yT =

Sxz

m
, zT =

Sxy

m
. (3.13)

Momenty setrvačnosti kř ivky k osám

x

y

z

ds

Dx

y

z

Obr. 3.7

Momentsetrvacˇnosti bodu k oseje fyzikálně definován
jakosoučin jehohmotnostia čtvercevzdálenostibodu odosy
rotace.

Pokudpočı́támemomentsetrvacˇnostikřivky k některéose,
pakvzdálenostibodůkřivky odosyrotaceseměnı́, rovněž se
může měnit měrná hustotabodůna křivce. Protok výpočtu
momentusetrvacˇnostikřivky použijemekřivkový integrál.

Odvodı́mevzorecprovýpočet momentusetrvacˇnostipros-
torovékřivky k osex, kterájeosourotace.

Křivku rozdělı́menaelementy, jejichždélku označı́meds.
V každém z elementu˚ zvolı́me libovolný bodo souřadnicı́ch
[x, y, z] a jehovzdálenostod osyrotaceoznačı́me Dx . PodlePythagorovyvěty bude
Dx =

√

y2 + z2 (viz obr. 3.7).
Pakmomentsetrvacˇnostitohotoelementuk osex, kterýoznačı́medIx , buderoven

dIx = ρ(y2 + z2) ds.

Momentsetrvacˇnosti celé křivky k osex, který označı́me Ix , zı́skáme tedy tak, že
sečtememomentysetrvacˇnostitěchtoelementu˚, cožvyjádřı́mevzorcem

Ix =
∫

K

dIx =
∫

K

ρ(y2 + z2) ds. (3.14)

Analogickyodvodı́mevzorcepromomentysetrvacˇnostikřivky k ostatnı´mosámrotace.
Bude:

Iy =
∫

K

dIy =
∫

K

ρ(x2 + z2) ds, (3.15)

Iz =
∫

K

dIz =
∫

K

ρ(x2 + y2) ds. (3.16)
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☞

Přı́klad 3.4. Určete momentsetrvacˇnosti k ose z drátěné konstrukcena obr. 3.8,
sestrojene´ z tenkéhodrátu.Specifickáhustotadrátu jerovnakonstanteˇ ρ. Geometricky
sesta´vá konstrukcez těchto křivek: Kružnice (křivka K1) o poloměru a se středem
v boděS, elipsy (křivka K2) se středemv boděS ′, jejı́ž vrcholy jsou v bodechA′,
B ′, C ′ aD′. Kružniceaelipsajsouspojenyúsečkami,rovnoběžnými sosouz. Úsečka
AA′ (křivka K3) má délku b, úsečkaCC ′ (křivka K5) má délku c, c > b, úsečky BB ′

(křivka K4) aDD′ (křivkaK6) majı́délku d = (b+ c)/2.Konstrukceje úsečkamiDB

(křivka K7) a D′B ′ (křivka K8) připojenav bodechS a S ′ k osez. Bod S je počátek
souřadnésoustavy.

Řešenı́. Moment setrvacˇnosti křivky K1 k osez označı́me IK1. Nejprve vyjádřı́me
křivku K1 parametricky´mi rovnicemi.ProtožekřivkaK1 je kružnice,jsounejvhodneˇjšı́
parametricke´ rovnice:

x = a cost, y = a sint, z = 0, t ∈ 〈0, 2π〉,

kdeparametrt je úhel, který svı́rá průvodič bodukružnices kladným směremosyx,
orientovany´ proti pohybuhodinových ručiček.

x

y

z

A

C

BD S

A′

C ′

B ′D′ S ′

Obr. 3.8

Pakdélka elementukřivky K1 bude ds = a dt .
Protože vzdálenostbodůkřivky od osyrotaceje rov-

naa, dostaneme:

IK1 =
∫

K1

ρa2 ds = ρa2
∫

K1

ds = 2πa3ρ.

Momentsetrvacˇnostielipsy(křivky K2) k osez ozna-
čı́me IK2. K parametrizacitéto elipsy využijeme jednak
toho,že sejejı́ bodypromı́tajı́ do bodůkružnice(křivky
K1) v rovině z = 0, jednaktoho,že elipsaležı́ v rovině
o rovniciz = b−c

2a
x+d, jaksi čtenář, kterýjeobezna´men

sezákladyanalytickégeometriev prostoru,můžesnadno
ověřit.

PaklzekřivkuK2 vyjádřit těmitoparametricky´mi rov-
nicemi:

x = a cost, y = a sint, z =
b − c

2a
a cost + d,

přičemžparametrt je týž jakou křivky K1.

Délka elementukřivky K2 bude ds = a

√

1 +
(

b−c
2a

)2
sin2 t dt .

Protoževzdálenostivšechbodůelipsyodosyrotacejsourovny čı́slua, dostaneme
promomentsetrvacˇnosti:

IK2 =
∫

K2

ρa2 ds = a3ρ

∫ 2π

0

√

1 +
(b − c

2a

)2
sin2 t dt .
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Primitivnı́ funkcek integrandupředchozı´ho integrálu nenı́alev množině elemen-
tárnı́ch funkcı́. Prokonkrétnězadane´ rozměry a, b, c lzetentointegrál vypočı́st pomocı´
některéz numerických metod.

Jinoumožnostı́jepřevodnaúplný eliptický integrál, jehožhodnotuje možnénajı́t
ve speciálnı́ch tabulkách. Ten je definován vztahemE(ε) =

∫

π/2
0

√
1 − ε2 sin2 t dt .

Z periodičnostiasymetriesinuplyne,že

∫ 2π

0

√

a2 +
(b − c

2

)2
sin2 t dt = 4

∫

π/2

0

√

a2 +
(b − c

2

)2
sin2 t dt .

Dálesubstitucı´ t = π

2 − s sohledemnavztahsin
(

π

2 − s
)

= coss dostaneme,že

∫

π/2

0

√

a2 +
(b − c

2

)2
sin2 t dt =

∫

π/2

0

√

a2 +
(b − c

2

)2
cos2 s ds .

Spoužitı́m rovnosticos2 s = 1− sin2 s vyjdevzhledemk rovnosti
√

(b − c)2 = c − b

∫

π/2

0

√

a2 +
(b − c

2

)2
cos2 s ds =

= a

∫

π/2

0

√

1 +
(b − c

2a

)2
−

(b − c

2a

)2
sin2 s ds =

= a

√

1 +
(b − c

2a

)2
∫

π/2

0

√

1 −
(b − c)2

4a2 + (b − c)2
sin2 s ds =

=
1

2

√

4a2 + (c − b)2 E

(

c − b
√

4a2 + (c − b)2

)

.

Celkovědostaneme

IK2 = 2ρa2
√

4a2 + (c − b)2 E

(

c − b
√

4a2 + (c − b)2

)

.

Nynı́ určı́memomentysetrvacˇnostikřivek rovnoběžných s osouz.
Momentsetrvacˇnostikřivky K3 (úsečkaAA′) k osez označı́meIK3. Protoževzdá-

lenostivšechbodůtéto křivky odosyz jsourovnyčı́slua, budesemomentsetrvacˇnosti
křivky K3 rovnatsoučinu čtvercevzdálenostibodůkřivky od osyrotacea hmotnosti
křivky, tj.

IK3 = a2bρ.

Analogickyproostatnı´ křivky rovnoběžné s osouz bude:

IK4 = a2dρ, IK5 = a2cρ, IK6 = a2dρ.

Momentsetrvacˇnostikřivky K7 k osez označı́me IK7.
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Křivku K7 (úsečku DB) vyjádřı́me parametrickytakto. Za parametrt zvolı́me
y-ovousouřadnicijejı́hobodu,přı́slušnéparametricke´ rovnicebudou:

x = 0, y = t, z = 0, kde t ∈ 〈−a, a〉.

Odtudprodélku elementukřivky K7 platı́: ds = dt .
Protože vzdálenostbodukřivky K7 od osyrotaceje rovnajehoy-ovésouřadnici,

dostaneme

IK7 = ρ

∫

K7

y2 ds = ρ

∫ a

−a

t2 dt =
2

3
a3ρ .

Výpočet prokřivku K8 (úsečku D′B ′) budeobdobný(pouzeplatı́z = d), takže

IK8 =
2

3
a3ρ .

Sečtenı́m jednotlivých momentu˚ setrvacˇnostiobdržı́me

Iz = 2a2ρ

[

(

π +
2

3

)

a + b + c +
√

4a2 + (c − b)2 E

(

c − b
√

4a2 + (c − b)2

)]

.

Jetřebauvědomit si, že drátěná konstrukcenenı́křivkou ve smysludefinice2.2.
Vzhledemk aditivitě momentusetrvacˇnosti (viz poznámka na str. 44) je ale možné
rozdělit tutokonstrukcipři výpočtu na výšeuvedene´ křivky. �

Obsahválcovéstěny

x

y

z

ds

f (x, y)

K

Obr. 3.9

Na obr. 3.9 je schématickyznázorněn výpočet obsahu
válcovéplochy, jejı́ž základnajevytvořenakřivkouK v ro-
viněz = 0 (tzv. řı́dı́cı́ křivka). Plochaje tvořenapřı́mkami
rovnoběžnými sosouzashorajeohraničenagrafemfunkce
z = f (x, y), přičemžpředpokládáme,žef (x, y) ≥ 0.

Obsahválcovéstěny sevypočte takto.
Křivku K, kterátvořı́ základnustěny, rozdělı́menaele-

menty o délceds. V každémelementukřivky zvolı́melibo-
volný boda určı́me v něm hodnotufunkcef (x, y). Stěnu
nahradı´me (prohnutými) obdélnı́ky. Základny obdélnı́ků
budouelementykřivky K, výšky obdélnı́ků budourovny

hodnotámf (x, y). Pakobsahkaždéhoz obdélnı́ků jerovensoučinu délky základnyds

a výšky f (x, y).
Celkovýobsahm2 plochyO pakzı́skámesoučtemobsahu˚ těchtoobdélnı́ků, tedy

m2(O) =
∫

K

f (x, y) ds . (3.17)

☞

Přı́klad 3.5. Vypočtěte obsahpřednı́stěny klı́nu, který z trojbokého hranolu,ohrani-
čeného rovinamix + y = 2, x = 0 ay = 0 odseknouplochyz = 0 az = 4 − y2.
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x

y

z

z = 4 − y2

K : x + y = 2

Obr. 3.10

Řešenı́. Přednı́stěna klı́nu je na obr. 3.10vystı́nována.
Jejı́obsahvypočtemepomocı´ integrálu následovneˇ.

Základnu plochytvořı́ úsečka K, ležı́cı́ na přı́mce
s kartézskými souřadnicemix + y = 2. Tuto úsečku
vyjádřı́meparametricky´mi rovniceminásledovneˇ.

Zvolı́me-li x-ovousouřadnici jejı́ho boduza para-
metrt , pakparametricke´ rovnicekřivky K budou

x = t, y = 2 − t, kde t ∈ 〈0, 2〉.

Délka elementutéto křivky budeds =
√

2 dt .
Protožestěnajeshoraohraničenaplochouo rovnici

z = 4 − y2, zı́skáme po dosazenı´ do výše uvedene´ho
vzorceproobsahplochy

m2(O) =
∫

K

(4 − y2) ds =
∫ 2

0
(4 − (2 − t)2)

√
2 dt =

16
√

2

3
.

�

Poznámka. Provšechnyveličiny, jejichž výpočtemjsmesev tomtooddı́lu zabývali,
platı́ následujı́cı́ důležitá vlastnost:Rozdělı́me-li danoukřivku na disjunktnı́ části,
je veličina odpovı́dajı́cı́ celékřivce rovnasoučtu veličin odpovı́dajı́cı́ch jednotlivým
částem.Tatovlastnostsenazýváaditivita. Protože i křivkový integrál I. druhumátuto
vlastnost,je s jehopomocı´ možné počı́tatpouzeveličiny majı́cı́ tutovlastnost.

Pojmy k zapamatovánı́ ∑

— geometricky´ významdefinicekřivkového integrálu I. druhu,

— definiceintegrálnı́hosoučtuodpovı́dajı́cı́ho křivkovémuintegráluI.druhu,

— aditivitaahomogenitakřivkového integrálu I. druhu,

— výpočet křivkového integrálu I. druhuv konkrétnı́ch přı́kladech.

Kontr olnı́ otázky
?

1. Udejte přı́klad funkce a regulárnı́ křivky C takové, že křivkový integrálu I.
druhu

∫

C
f (x, y, z, )dz neexistuje(využijte přı́klad riemannovskyneintegrova-

telnéfunkce).

2. Udejtepřı́kladkřivky sedvěmarůznými parametrizacemi,přičemžjednaz nich
je regulárnı́ adruhánenı́.

3. Vysvětlete vztahmezi křivkovým integrálem I. druhua vzorcempro výpočet
délky rovinnékřivky ze základnı́hokursudiferenciálnı́hopočtu.
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Přı́klady k procvičenı́
!

1. Pro zadanourovinnoukřivku K s konstantnı´ specifickouhustotouρ = 1 vypočtěte délku
L = m1(K), statickémomentyMx, My k osám x, y a momentysetrvacˇnosti Ix, Iy k osám
x, y:

a) Půlkružnicex2 + y2 = r2, y ≥ 0, r > 0.

b) Řetězovkay = a
2(ex/a + e−x/a), x ∈ 〈−a, a〉, a > 0.

c) Cykloidax = a (t − sint), y = a (1 − cost), a > 0, t ∈ 〈0, 2π〉.

d) Čtvrtina asteroidyx = a cos3 t , y = a sin3 t , a > 0, t ∈ 〈0,π/2〉.

2. Pro zadanourovinnoukřivku K s konstantnı´ specifickouhustotouρ = 1 vypočtěte délku
L = m1(K), statickémomentyMx, My k osám x, y a momentysetrvacˇnosti Ix, Iy k osám
x, y (výpočty je nutnoprovést numericky):

a) Elipsa x2

9 + y2

4 = 1, y ≥ 0.

b) Parabolay = 0,5x2, x ∈ 〈−2, 2〉.

c) Parabolay2 = 2(x − 1), x ∈ 〈1, 3〉.

d) Sinusoiday = sinx, x ∈ 〈0,π〉.

e) Logaritmusy = ln x, x ∈ 〈1, 3〉.

3. Prozadanouprostorovoukřivku K skonstantnı´ specifickouhustotouρ = 1 vypočtěte délku
L = m1(K), statickémomentyMxy , Mxz, Myz k rovinám z = 0, y = 0, x = 0 a momenty
setrvacˇnosti Ix, Iy, Iz k osám x, y, z:

a) Šroubovicex = a cost , y = a sint , z = bt , t ∈ 〈0, 2π〉, a > 0, b > 0.

b) Půlkružnice,kteráje průnikemplochx2 + z2 = r2, r > 0, z ≥ 0 ay = 1, s paramet-
rickými rovnicemix = r cost , y = 1, z = r sint , t ∈ 〈0,π〉.

c) Trojúhelnı́k s vrcholy A[2, 0, 0], B[0, 2, 4] aC[0,−2, 4].

4. Prozadanouprostorovoukřivku K skonstantnı´ specifickouhustotouρ = 1 vypočtěte délku
L = m1(K), statickémomentyMxy , Mxz, Myz k rovinám z = 0, y = 0, x = 0 a momenty
setrvacˇnosti Ix, Iy, Iz k osám x, y, z (výpočty je nutnoprovést numericky):

a) Průnik válcovéplochyx2 + y2 = 4 a parabolicke´ho válce z = 0,5x2.

b) Průnik válcovéplochyx2 + y2 = 4 a roviny x + z = 2.

c) Průnik válcovéplochyx2 + y2 = 2x a kulovéplochyx2 + y2 + z2 = 4, kdez ≥ 0.

5. Určete obsahpláště, který na válcové ploše, jejı́ž řı́dı́cı́ křivka l ležı́ v rovině z = 0,
povrchovépřı́mky jsourovnoběžné s osouz, vytı́ná plochaz = f (x, y). Válcováplochaje
zdolaohraničenarovinouz = 0.
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a) l : x2 + y2 = r2, f : z = r + x2

r
, r > 0.

b) l : x2 + y2 = r2, f : z = r − x, r > 0.

c) l : x2 + y2 = rx, f : x2 + y2 = z2, z ≥ 0, r > 0.

d) l : x2 + y2 = rx, f : x2 + y2 + z2 = r2, r > 0.

e) l : x + 2y = 4, f : z = 4 − x − y.
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Kapitola 4

Kř ivkový integrál II. druhu

PrůvodcestudiemS

J

VZ

Primárnı́ aplikacı́ křivkového integrálu II. druhu je výpočet práce, kterou vykoná
hmotný bod při pohybu v silovém poli podél dané křivky. Definice křivkového
integrálu II. druhu je v principu stejná jako u integrálu I. druhu, podobně je tomu
i s výpočetnı́mi metodami a vlastnostmi křivkového integrálu II. druhu (aditivita
a homogenita). Důležitým rozdı́lem mezi integrálem I. a II. druhu je, že integrál
I. druhu nezávisı́ na orientaci integrálnı́ křivky, zatı́mco u integrálu II. druhu je
tato orientace podstatná.

Cı́le
➳

Poprostudova´nı́ této kapitolybudeteumět

• ukázatnapodobnostia rozdı́lnosti konstrukcekřivkového integrálu I. a II.
druhu,

• ukázatfyzikálnı́ motivaciprodefinici křivkového integrálu II. druhu,

• zdůraznit důležitost křivkového integrálu II. druhuve fyzikálnı́ch aplika-
cı́ch.

4.1. Definicekř ivkového integrálu II. druhu

V tomtoodstavcipopı́šemekonstrukcikřivkového integrálu z vektorovéfunkce.
Uvažujmeorientovanoukřivku K, jejı́ž souřadnice[x, y, z] jsoupopsány v kartéz-

skésouřadnésoustaveˇ parametricky´mi rovnicemi

K : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ J = 〈α, β〉,

majı́cı́mi spojitéderivace,přičemž[x ′(t)]2 +[y ′(t)]2 +[z′(t)]2 = 0 nejvýšev konečně
mnohabodech,avektorovoufunkci

a(x, y, z) = P (x, y, z) i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z) k,
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definovanouv bodechkřivky K. O nı́ předpokládejme,že složky a
(

x(t), y(t), z(t)
)

jsoupo částechspojiténa 〈α, β〉 (cožjesplněnonapř. kdyža je spojitá).
Podobneˇ jako při konstrukcikřivkového integrálu I. druhupomocı´ libovolnězvo-

lených hodnotα = t0 < t1 < · · · < tn = β, n ∈ N, rozdělı́me interval 〈α, β〉 na
n dı́lků. Tyto dělı́cı́ bodypřeneseme naK aoznačı́meAk =

[

x(tk), y(tk), z(tk)
]

. Body
A0, . . . , An rozdělı́ křivku nan úseků(oblouků) orientovany´ch souhlasneˇ s K, které
nazvemeorientovane´ elementykřivky a označı́me je sk, k = 1, . . . , n. Na obr. 4.1 je
k-tý elementvyznačen tučně. Délka k-téhoelementubudem1(sk).

V každém z elementu˚ sk zvolı́me libovolný bod,označme jej Mk, o souřadnicı́ch
[xk, yk, zk] a vypočtemev něm funkčnı́ hodnotua(xk, yk, zk). Body Mk tvořı́ tzv. vý-
běr reprezentantu˚ přı́slušejı́cı́ dělenı́ intervalu〈α, β〉 určenému bodyt1, . . . , tn−1. Dále
v každém boděMk sestrojı´me vektor t k, který budekolineárnı́ s tečným vektorem
r ′(Mk) a jehož velikost budem1(sk). Orientacivektoru tk zvolı́me tak, aby v přı́-
paděorientacekřivky souhlasne´ s parametricky´m vyjádřenı́m to byl kladný násobek
tečnéhovektorur ′(Mk) a v přı́paděorientacekřivky nesouhlasne´ sparametricky´m vy-
jádřenı́m tobyl zápornýnásobektohotovektoru.Přitom r(t) = x(t) i +y(t)j +z(t) k.
Konstrukceje znázorněna naobr. 4.1.

A0

A1
Ak−1

Mk

Ak

An

a(xk, yk, zk)

tk

Obr. 4.1

Utvořı́metzv. integrálnı́ součet Sn, sestaveny´ zeska-
lárnı́ch součinů:

Sn =
n

∑

k=1

a(xk, yk, zk) · tk.

Pokudinterpretujemea(x, y, z) jako silovépole,které
způsobı́ přemı́stěnı́ hmotného bodu pokřivce K, pak
skalárnı́ součina(xk, yk, zk) · tk vyjadřujepřibližněme-
chanickoupráci vykonanoupři přemı́stěnı́ bodu podél orientovane´ho elementus k

křivky. Analogickyintegrálnı́ součet vyjadřujetotéž, alepři přemı́stěnı́ bodupodél celé
křivky K.

Zvětšujeme-lipočet dělı́cı́ch bodůna křivce, tudı́ž n → ∞, přičemžpožadujeme,
abydélka nejdelšı́ho elementukonvergovalak nule,tj. maxk m1(sk) → 0, lze ukázat,
že posloupnostintegrálnı́ch součtů má za výše uvedeny´ch předpokladu˚ limitu, kterou
označı́mesymbolem

∫

K
a · dr. Integrál pakdefinujemenásledovneˇ.

Definice4.1. Za předchozı´ch předpokladu˚ existujenezávisle naposloupnostidělenı́ a
navýběru reprezentantu˚ limita

lim
max

k
m1(sk)→0

Sn = lim
max

k
m1(sk)→0

n
∑

k=1

a(xk, yk, zk) · tk =
∫

K

a(x, y, z) · dr. (4.1)

Nazýváme ji křivkovým integrálemII. druhu nebokřivkovým integrálemz vektorové
funkce.

V křivkovém integrálu majı́ jednotlivésymbolynásledujı́cı́ význam:
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• pı́smenoK podznakemintegrálu označuje, že integrujemepoorientovane´ křiv-
ceK (integračnı́ obor),

• a(x, y, z) označuje,kterou funkciintegrujeme(integrand),

• dr označujediferenciál polohovéhovektorubodukřivky.

Protože a = (P, Q, R) a podle (2.6) je dr = dx i + dyj + dz k, lze křivkový
integrál II. druhurozepsatpoprovedenı´ skalárnı́hosoučinu následovneˇ:

∫

K

a · dr =
∫

K

P (x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz. (4.2)

Jestližeorientovana´ křivka K je uzavřená, pakseprokřivkový integrál z vektorové
funkce(který se častonazývá cirkulace) použı́váoznačenı́

∮

K

a · dr. (4.3)

4.2. Vlastnosti a výpočet kř ivkového integrálu II. druhu

I pro křivkový integrál II. druhu platı́ obdobne´ vlastnostijako pro obyčejný určitý
integrál.

Věta 4.1. Necht’ existujı́ integrály
∫

K
a · dr a

∫

K
b · dr a čı́slo α ∈ R. Pak integrály

stojı́cı́ v následujı́cı́ch rovnostechnalevoexistujı́a platı́:

∫

K

(

a + b
)

· dr =
∫

K

a · dr +
∫

K

b · dr ,

∫

K

αa · dr = α

∫

K

a · dr ,

∫

−K

a · dr = −
∫

K

a · dr .

Prvnı́ vlastnostse nazývá aditivita vzhledemk integrandu, druháhomogenita. Třetı́
vlastnostukazuje,že se změnou orientacekřivky se měnı́ znaménko výsledku(na
rozdı́l odkřivkového integrálu zeskalárnı́ funkce).

Věta 4.2. Necht’ existujeintegrál
∫

K
a · dr a orientovany´ obloukK je spojenı´msvých

částı́K1 aK2, které jsousouhlasneˇ orientovane´ sK. Pakintegrály stojı́cı́ v následujı́cı́
rovnostinapravoexistujı́a platı́:

∫

K

a · dr =
∫

K1

a · dr +
∫

K2

a · dr . (4.4)
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Tatovlastnostsenazývá aditivita vzhledemk integračnı́mu oboru.

Předchozı´ věta nám umožňuje rozšı́řit definici křivkového integrálu na širšı́ třı́du
křivek.

Předpokládejme,že po částechhladký orientovany´ oblouk K je spojenı´m svých
hladkýchčástı́K1, . . . , Kn,n ∈ N, kteréjsouorientovane´ souhlasneˇ sK.Pakdefinujme

∫

K

a · dr =
∫

K1

a · dr + · · · +
∫

Kn

a · dr . (4.5)

Věta 4.2zajišt’uje, že tatodefiniceje korektnı́(nezávisı́ na konkrétnı́m rozdělenı́ křiv-
ky K na konečný počet částı́). Platı́ rovněž obdobna´ poznámka jako za větou 3.2.

Principvýpočtu křivkového integrálu z vektorovéfunkcespočı́vá v tom, že tento
integrál převedemenajednoduchy´ Riemannu˚v integrál.

Uvažujmeorientovanoukřivku K majı́cı́ parametricke´ rovnice

K : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ J = 〈α, β〉.

Z parametricky´ch rovnickřivky určı́mediferenciály proměnných:

dx = x ′(t) dt, dy = y ′(t) dt, dz = z′(t) dt .

Integranda(x, y, z) vyjádřı́mepomocı´ souřadnickřivky jako funkci proměnnét , tedy
a(x, y, z) = a[x(t), y(t), z(t)]. Mezeintegrálu budoukrajnı́ bodyα a β oborupara-
metru.

Paklzeukázat,žekřivkový integrál lzepřevést najednoduchy´ určitý integrál takto:

∫

K

a · dr = ±
∫ β

α

[

P
(

x(t), y(t), z(t)
)

x ′(t) + Q
(

x(t), y(t), z(t)
)

y ′(t)+

+ R
(

x(t), y(t), z(t)
)

z′(t)
]

dt . (4.6)

Znaménko+ platı́, pokudje křivka K orientovana´ souhlasneˇ s parametricky´m vyjád-
řenı́m, a znaménko− v opačném přı́padě.

Z tohotovyjádřenı́ snadnovyplývá užitı́m substitucedo určitého integrálu násle-
dujı́cı́ věta.

Věta 4.3. Necht’ existuje
∫

K
a dr, křivka L je ekvivalentnı´ s K a obě jsou stejně

orientovane´. Pak
∫

K

a · dr =
∫

L

a · dr .

Křivky budoustejněorientovane´ právě, když transformaceparametrubuderostoucı´
funkce.Platı́obdobna´ poznámkajakozavětou 3.3.
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4.3. Aplikace kř ivkového integrálu II. druhu

Za nejdůležitějšı́ aplikaci křivkového integrálu II. druhu lze považovat výpočet me-
chanicképráce, která je vykonána v silovém poli při přemı́st’ovánı́ hmotného bodu
po nějaké dráze.Definicekřivkového integrálu z vektorovéfunkcebyla motivována
výpočtemtéto práce.

V následujı́cı́ch přı́kladechněkteréz těchtoaplikacı́ukážeme.

☞

Přı́klad 4.1. V kartézskésouřadnésoustaveˇ je zadáno vektorovépole (�, F ), kde
� = R

3 avektorF = −xi − y
2 j − 2zk. V tomtopoli sebodo jednotkovéhmotnosti,

vzdálenýa = 2modosyz, otáčı́ kolemnı́ konstantnı´ úhlovourychlostı́ω = π

2 rad·s−1

asoučasněsepohybujevesměru této osyrovnoměrným pohybemkonstantnı´ rychlostı́
b = 1,5 m· s−1. Vypočtětepráci, kterájepři tomtopohybuvykonána zadobut = 4 s,
jestližebodbyl napočátku dějev boděP [a, 0, 0].

x
a

P

Q

ya−a

z

4b

r(2)

r ′(2)

F (2)

Obr. 4.2

Řešenı́. Křivka, po nı́ž se popsany´ pohyb realizuje,se
nazývá obyčejná šroubovice. Jejı́ souřadnicovéfunkce
jsou

K : x = a cosωt, y = a sinωt, z = bt,

kdeparametrt značı́ dobupohybuv sekunda´ch,přičemž
t ∈ 〈0, 4〉. KřivkaK jeorientovánaod boduP do boduQ
a to souhlasneˇ sesvouparametrizacı´.

Diferenciály souřadnicových funkcı́ jsou

dx = −aω sinωt dt ,

dy = aω cosωt dt ,

dz = b dt .

PráceA sı́ly F pokřivceK bude:

A =
∫

K

F · dr =
∫

K

−x dx −
y

2
dy − 2z dz.

Podosazenı´ výše uvedeny´ch souřadnicových funkcı́ a jejich diferenciálů do integrálu
jej převedemenajednoduchy´. Dostaneme(orientaceje souhlasna´ s parametrizacı´)

A = +
∫ 4

0

[

−a cosωt · (−a) ω sinωt − 1
2 a sinωt · aω cosωt − 2bt · b

]

dt =

=
∫ 4

0

[1
2 a2ω sinωt cosωt − 2b2t

]

dt =
[a2

4
sin2 ωt − b2t2

]4

0
= −36.

Výsledekznačı́, žepři popsane´m pohybusı́lapráci spotřebovala.
Pro ilustraci jsou na obrázku znázorněny pro hodnotuparametrut = 2 vektory

r(2) = −2i + 3k, r ′(2) = −2j + 1,5k aF (2) = 2i − 6k. �
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☞

Přı́klad 4.2. V kartézskésouřadnésoustaveˇ jezadánorovinnésilovépole(�, F ), kde
� =

{

[x, y] ∈ R
2 : y > 0

}

a F = −xi−yj√
x2+y2

. Vypočtěte práci, která je vykonána při

přemı́stěnı́ hmotného bodu poparaboley = 1 + x2 z boduP [2, 5] do boduQ[0, 1]
v tomtosilovém poli.

Řešenı́. Nejprvekřivku K vyjádřı́meparametricky.

x1 3

y

1

3

5
P

Q

R

r ′(R)

F (R)

Obr. 4.3

Jestliže zvolı́me zaparametrt souřadnici x boduparaboly,
dostanemeparametricke´ rovnicekřivky

K : x = t, y = 1 + t2, t ∈ 〈0, 2〉.

Křivka je nesouhlasneˇ orientovana´ s toutoparametrizacı´.
Dáleurčı́mediferenciály souřadnicových funkcı́:

dx = dt, dy = 2t dt .

Pronázornostje naobr. 4.3nakreslenbodR křivky K majı́cı́
souřadnice[1, 2] a přı́slušné vektoryr ′(R) = i + 2j a F (R) =
(−i − 2j )/

√
5. VykonanápráceA bude

A =
∫

K

F · dr =
∫

K

−x dx − y dy
√

x2 + y2
.

Dosadı´me-li nynı́ do integrálu za jednotlivé výrazy jejich parametricke´ vyjádřenı́,
dostaneme(orientaceje nesouhlasna´ s parametrizacı´)

A = −
∫ 2

0

−t dt − (1 + t2) 2t dt
√

t2 + (1 + t2)2
=

∫ 2

0

(2t3 + 3t) dt
√

t4 + 3t2 + 1
.

Posubstitucit4 + 3t2 + 1 = z2 dostaneme

A =
∫

√
29

1
dz =

√
29− 1.

Tedypři pohybupozadane´ křivcesı́lavykonalakladnoupráci. �

Pojmy k zapamatovánı́ ∑

— integrálnı́ součet přı́slušejı́cı́ křivkovému integrálu II. druhu,

— orientacekřivky a jejı́ vztahk hodnotěkřivkového integrálu II. druhu,

— prácepři pohybu hmotne´ho bodu vsilovém poli.
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Kontr olnı́ otázky
?

1. Vysvětlete konstrukcikřivkového integrálu II. druhuve vztahuke konstrukci
Riemannovaintegrálu z funkcejednéproměnné.

2. Jakýjevztahmeziorientacı´ křivky, podél nı́žseintegruje,ahodnotoukřivkového
integrálu II. druhu?

3. Jaksezměnı́ hodnotakřivkového integrálu II. druhupři změně parametrizace
téžekřivky?

Přı́klady k procvičenı́
!

1. Vypočtěte práci A, kterájevynaloženapři přemı́stěnı́ hmotného bodu ohmotnostim = 1 ve
vektorovém poli (R2,F )

a) F = 3j ,

b) F = 2 i,

c) F = x i + yj ,

d) F = y i + xj ,

po orientovane´ křivce K :

A) Půlkružnicex2 + y2 = 4, y ≥ 0, orientovana´ od boduP1[−2, 0] k boduP2[2, 0].

B) Půlelipsa x2

4 +
y2

9
= 1, y ≥ 0, orientovana´ od boduP1[−2, 0] k boduP2[2, 0].

C) Parabolay = 1
2 x2, orientovana´ od boduP1[−2, 2] k boduP2[2, 2].

D) Parabolay2 = 2(x − 1), kdex ∈ 〈1, 3〉, orientovana´ od boduP1[1, 0] k boduP2[3, 2].
E) Řetězovkay = ex/2 + e−x/2, x ∈ 〈−2, 2〉 orientovana´ od boduP1[−2, e+ + e−1]

k boduP2[2, e+ e−1].
F) Cykloida,zadana´ parametrickyx = 2(t − sint), y = 2(1 − cost), jejı́ž parametrt je

v intervalu〈0, 2π〉, orientovana´ od boduP1[0, 0] k boduP2[4π, 0].
G) Asteroida,zadana´ parametricky´mi rovnicemi x = 2cos3 t , y = 2sin3 t , kde t ∈

〈0,π/2〉, orientovana´ od boduP1[2, 0] k boduP2[0, 2].
H) Sinusoiday = sinx, x ∈ 〈0,π〉, orientovana´ od boduP1[0, 0] k boduP2[π, 0].

2. Vypočtětepráci, kterájevykonánapři přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostivevektorovém
poli (�,F ), � = R

3
�

{

[0, 0, 0]
}

, F = k

x2+y2+z2 , po části průnikovékřivky plochx2+y2 =
4, x + z = 2, orientovane´ při pohleduz kladnéčásti osyz proti směru hodinových ručiček

a) z boduU [2, 0, 0] do boduV [−2, 0, 4],
b) z boduV [−2, 0, 4] do boduU [2, 0, 0].

3. Vypočtětepráci, kterájevykonánapři přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostivevektorovém
poli (�,F ), � = R

3
�

{

[0, 0, 0]
}

, F = z k

x2+y2+z2 , po části průnikovékřivky plochx2+y2 =
4, x2 + (z − 2)2 = 4, z ≤ 2, orientovane´ při pohleduz kladné části osy z proti směru
hodinových ručiček
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a) z boduU [2, 0, 2] do boduT [0, 2, 0],

b) z boduT [0, 2, 0] do boduV [−2, 0, 2].

4. Vypočtětepráci, kterájevykonánapři přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostivevektorovém
poli (�,F ), � = R

3
�

{

[0, y, 0], y ∈ R
}

, F = yj

x2+z2 , po obvodutrojúhelnı́ka ABC, kde
A[1, 0, 0], B[0, 3, 2], C[0,−3, 2], orientovane´ho při pohleduzkladnéčásti osyz proti směru
hodinových ručiček.

5. Vypočtětepráci, kterájevykonánapři přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostivevektorovém
poli (R3,F ), F = y i + xj + xyz k,

a) po šroubovici C : r(t) = 2cost i + 2sintj + tk, t ∈ 〈0, 2π〉, orientovane´ shodneˇ
s parametricky´m vyjádřenı́m,

b) po úsečce AB, A[2, 0, 0], B[2, 0, 2π], orientovane´ od A doB.
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Kapitola 5

Nezávislost na integračnı́ cestěa vztah
mezi integrály

PrůvodcestudiemS

J

VZ

Ze základnı́ho kursu fyziky je známo (viz napřı́klad tzv. jednoduché stroje), že
„práce se neušetřı́, pouze se usnadnı́“, což v terminologii této kapitoly zna-
mená, že vykonaná (spotřebovaná) práce v gravitačnı́m poli závisı́ pouze na
počátečnı́m a koncovém bodu křivky, po nı́ž se těleso pohybuje, nikoliv na
tvaru křivky spojujı́cı́ tato dva body. V této kapitole odvodı́me nutné a posta-
čujı́cı́ podmı́nky pro obecné vektorové pole, v němž křivkový integrál II. druhu
nezávisı́ na integračnı́ cestě mezi dvěma danými body. Zaměřı́me se rovněž
na souvislost mezi integrálem I. a II. druhu a na tzv. Greenovu integrálnı́ větu.

Cı́le
➳

Poprostudova´nı́ této kapitolybudeteumět

• odvodit nutnoua postacˇujı́cı́ podmı́nku pro nezávislost křivkového inte-
grálu II. druhunaintegračnı́ cestě,

• ukázatvztahtěchtopodmı́neks pojmy z diferenciálnı́ho počtu funkcı́ vı́ce
proměnných,

• odvoditvzorceukazujı́cı́ souvislostmezikřivkovými integrály I. aII. druhu,

• odvodittzv. Greenovuintegrálnı́ větu aukázatjejı́ souvislostsnezávislostı́
křivkového integrálu na integračnı́ cestě.
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5.1. Nezávislost kř ivkového integrálu II. druhu na inte-
gračnı́ cestě

Při výpočtech křivkových integrálů z některých vektorových funkcı́ po různých křiv-
kách lze pozorovat,že tyto integrály majı́ stejnouhodnotu,tedy na volbě křivky
nezávisı́.

V následujı́cı́m přı́kladuukážeme,žeprácevykonanáv silovém poli z předchozı´ho
přı́kladuje stejnápo úsečcePQ jakopozadane´ parabole.

☞

Přı́klad 5.1. Uvažujmestejnésilovépole jakov předchozı´m přı́kladus tı́m rozdı́lem,
ževypočtemepráci při pohybupo úsečcePQ (srv. obr. 4.3).

Řešenı́. ÚsečkaPQ ležı́ napřı́mcey = 1+2x. Budemeji parametrizovat.Zaparametrt
volı́mesouřadnicix bodupřı́mky. Pak

L : x = t, y = 1 + 2t, t ∈ 〈0, 2〉.

Orientaceje opět nesouhlasna´ s parametricky´m vyjádřenı́m. Diferenciály souřadnico-
vých funkcı́budou

dx = dt, dy = 2 dt .

Nynı́ vypočtemeintegrál:

A =
∫

L

F · dr =
∫

L

−x dx − y dy
√

x2 + y2
.

Podosazenı´ parametricke´hovyjádřenı́křivky L a úpravědostanemesvyužitı́m substi-
tuce5t2 + 4t + 1 = z2

A = −
∫ 2

0

(−5t − 2) dt
√

5t2 + 4t + 1
=

∫

√
29

1
dz =

[
√

5t2 + 4t + 1
]2

0
=

√
29− 1,

cožjestejnývýsledekjakov předchozı´m přı́kladu.Tedypo dvourůzných křivkách K

aL majı́cı́ch stejnépočátečnı́ a stejnékoncovébodymáintegrál stejnouhodnotu. �

Nı́žeukážeme,žetentovýsledeknenı́náhodný, tj. že zaurčitýchpodmı́neknezávisı́
hodnotaintegrálu na volbě integračnı́ křivky. Nejprve přesněnadefinujeme,co tato
nezávislostznamena´, apakzformulujemepodmı́nkyzaručujı́cı́ nezávislostkřivkového
integrálu z vektorovéhopolenakřivce.

Definice 5.1. Necht’ je dáno vektorovépole (�, F ). Řekneme,že křivkový integrál
z vektorovéhopoleF nezávisı́ v � na integračnı́ cestě, když pro libovolnédvěorien-
tovanépo částechregulárnı́ křivky K1, K2, kteréležı́ v � amajı́ společné počátečnı́ a
koncovébody, platı́

∫

K1

F · dr =
∫

K2

F · dr. (5.1)
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Protože spojenı´m K1 a−K2 vznikneuzavřenákřivka K, plynez (5.1), že

∮

K

F · dr = 0 (5.2)

pro libovolnou uzavřenoupo částechregulárnı́ orientovanoukřivku K ležı́cı́ v �.
Úvahulzeobrátit, takže (5.1) a (5.2) jsouekvivalentnı´.

Otázkanezávislosti křivkového integrálu na integračnı́ cestějedůležitá předevšı́m
z fyzikálnı́ho hlediska.Jestliže vektorovépole (�, F ) interpretujemejako intenzitu
silového pole, pak integrál

∫

K
F · dr určuje práci tohotopole po křivce K. Jestliže

tatoprácenezávisı́ na tvarukřivky, ale jen najejı́ch koncových bodech,paktoto pole
nazývámekonzervativnı´.

V odstavci1.2jsmeuvedli,žekdyž jeskalárnı́ funkceU diferencovatelna´ namno-
žině �, pakskalárnı́mu poli (�, U) je jednoznacˇně přiřazenovektorovépole(�, F ),
kde F = gradU . Vektorovépole majı́cı́ takovévyjádřenı́ nazýváme potenciálovým
polema funkci U jehokmenovoufunkcı́. Funkci−U nazývámepotenciálempole.

Než zformulujemenutnéa postacˇujı́cı́ podmı́nky nezávislosti na integračnı́ cestě,
musı́mezavést několik důležitých pojmů.

Definice5.2. Necht’ � je podmnozˇinaR
2 neboR

3. Pak� senazývá

1. (obloukovitě) souvislá, jestliže libovolnédvabody v� lze spojit obloukem,který
ležı́ celý v �;

2. oblast, jestliže je otevřenáasouvislá;

3. jednodusˇesouvisláoblast, jestližeje tooblast,v nı́ž libovolnoujednoduchouuzavře-
noukřivku lzespojitě„stáhnout“dobodu,přičemžpři tétodeformacineopustı´me�.

Zjednodusˇenělze řı́ci, že souvislámnožina je „z jednohokusu“, oblastje navı́c
otevřená, tj. neobsahuježádnéhraničnı́ body, a jednodusˇe souvisláoblastnesmı´ mı́t
„otvory“. Naobr. 5.1jsouznázorněny tři oblasti— prvnı́dvějsoujednodusˇesouvislé,
třetı́ ne (čárkovanáčára značı́, žehranicek množiněnepatrˇı́).

a) b) c)

Obr. 5.1: Přı́kladyoblastı´ v R
2

Nynı́ už můžemezformulovatpřı́slušnouvětu.
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Věta 5.1. Necht’ funkceF je spojitáv oblasti�.

a) Křivkovýintegrál
∫

K
F · dr nezávisı́ v � na integračnı́ cestěprávě tehdy, když

je vektorovépole(�, F ) potenciálové.

b) Jestliže U je kmenova´ funkcepotenciálového pole (�, F ), pak pro libovolnou
po částechregulárnı́ orientovanoukřivku K ležı́cı́ v � s počátečnı́m bodemA

a koncovy´m bodemB (vesmysluorientace;u uzavřenékřivky je pro tentoúčel
A = B jejı́ libovolnýbod)platı́

∫

K

F · dr = U(B) − U(A). (5.3)

Uvedena´ věta je z fyzikálnı́ho hlediskavelmi důležitá. Jestliže je potenciálové
vektorovépolesilové, pakintegrál

∫

K
F · dr vyjadřujepráci tohotopolepokřivceK.

Podlevzorce(5.3) je tatoprácerovnarozdı́lu hodnotkmenovéfunkceU v koncovém
apočátečnı́m boděkřivky. Z předchozı´ho rovněž plyne:

i) Jestliže sebodpohybujepo křivce, kteráležı́ na ekvipotencia´lnı́ ploše kmenové
funkceU , pakje prácepoleurčenéhovektoremgradU rovnanule.

ii) Při přechoduhmotného boduz ekvipotencia´lnı́ plochyU(x, y, z) = C1 naekvi-
potenciálnı́ plochuU(x, y, z) = C2 vykonásilovépolepráci C2 − C1 nezávisle
natom,po jakékřivcesetamtentoboddostal.

Zapředpokladu,ževektorovépole(�, F ) je potenciálové, odvodı́mevzorec(5.3).
Jestližeje(�, F )potenciálovépole,pakexistujena� takováfunkceU , žeF = gradU .
Vyjádřı́me-li F agradU v souřadnicı́ch, tj.

F = P i + Q j + R k a gradU =
∂U

∂x
i +

∂U

∂y
j +

∂U

∂z
k ,

pak

∂U

∂x
= P,

∂U

∂y
= Q,

∂U

∂z
= R. (5.4)

Počı́tejme integrál
∫

K
F · dr. Jestliže je r = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ 〈α, β〉,

parametricke´ vyjádřenı́souhlasne´ s orientacı´ křivky K, pak

∫

K

F · dr =
∫ β

α

[

P
(

x(t), y(t), z(t)
)

x ′(t) + Q
(

x(t), y(t), z(t)
)

y ′(t)+

+ R
(

x(t), y(t), z(t)
)

z′(t)
]

dt .
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V integrálu nahradı´me funkceP, Q, R derivacemi
∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z
.

∫

K

F · dr =
∫ β

α

[∂U

∂x

(

x(t), y(t), z(t)
)

x ′(t) +
∂U

∂y

(

x(t), y(t), z(t)
)

y ′(t)+

+
∂U

∂z

(

x(t), y(t), z(t)
)

z′(t)
]

dt .

Zaved’mesloženoufunkci�(t) = U
(

x(t), y(t), z(t)
)

prot ∈ 〈α, β〉.Podlepravidel
proderivacisloženéfunkcebude

�′(t) =
∂U

∂x

(

x(t), y(t), z(t)
)

x ′(t) +
∂U

∂y

(

x(t), y(t), z(t)
)

y ′(t)+

+
∂U

∂z

(

x(t), y(t), z(t)
)

z′(t) .

Pakdostáváme

∫

K

F · dr =
∫ β

α

�′(t) dt =
[

�(t)
]β

α
= U

(

x(β), y(β), z(β)
)

− U
(

x(α), y(α), z(α)
)

.

Protože
[

x(β), y(β), z(β)
]

jsou souřadniceboduB a
[

x(α), y(α), z(α)
]

souřadnice
boduA, bude

∫

K

F · dr = U(B) − U(A) ,

což jsmechtěli dokázat.

V následujı́cı́ větě uvedemekritérium udávajı́cı́, kdy je pole(�, F ) potenciálové.

Věta 5.2. Necht’ funkceF = P (x, y, z) i + Q(x, y, z) j + R(x, y, z) k máv oblasti�
spojitéparciálnı́ derivaceprvého řádupodleproměnných x,y,z.

a) Nutnoupodmı´nkouk tomu,abyvektorovépole(�, F ) bylo potencia´lové, je, aby
v každém bodě� platilo

rotF = 0. (5.5)

b) Jestližejeoblast� jednodusˇesouvislá, pakpodmı´nka(5.5) je postačujı́cı́ k tomu,
abyvektorovépole(�, F ) bylo potencia´lové.

Protože rotF = (Ry − Qz, Pz − Rx, Qx − Py), je podmı́nka(5.5) splněna právě
tehdy, když

∂R

∂y
=

∂Q

∂z
,

∂P

∂z
=

∂R

∂x
,

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
. (5.6)
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Poznámka. V přı́paděrovinného vektorového pole nemárotacesmysl. Ale každé
takovépolemůžemepovažovatzazvláštnı́ přı́padprostorove´ho pole,u něhožP a Q

závisı́ jen na x a y a R ≡ 0. Pakjsou prvnı́ dvě podmı́nky v (5.6) triviálně splněny.
Tedy v přı́paděrovinnéhovektorového poleF = P (x, y)i + Q(x, y)j platı́ analogie
věty 5.2, kdepodmı́nka(5.6) budenahrazenapodmı́nkou

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
. (5.7)

☞

Přı́klad 5.2. Ukažte, že pole (�, F ) zadane´ v přı́kladu 4.2 je potenciálové, a určete
jehokmenovoufunkci.

Řešenı́. Nejprveověřı́me,zdavektorF splňujepodmı́nky věty 5.2. Vzhledemk před-
chozı́poznámcestačı́ ověřit (5.7). Je

P (x, y) =
−x

√

x2 + y2
�⇒

∂P

∂y
=

2xy
√

(x2 + y2)3
,

Q(x, y) =
−y

√

x2 + y2
�⇒

∂Q

∂x
=

2xy
√

(x2 + y2)3
.

Tı́m jsemukázali, že je splněnanutnápodmı́nkapro to, abypolebylo potenciálové.
Protožeoblast� je jednodusˇesouvislá(je to hornı́polorovina),je splněna i posta-

čujı́cı́ podmı́nka,a tudı́ž poleje potenciálové.
Nynı́ vypočtemekmenovoufunkci U(x, y) tohotopole.Protože

F = P i + Q j =
−x i − yj
√

x2 + y2
a gradU =

(∂U

∂x
,
∂U

∂y

)

,

dostanemeprourčenı́funkceU diferenciálnı́ rovnice

∂U

∂x
=

−x
√

x2 + y2
,

∂U

∂y
=

−y
√

x2 + y2
. (5.8)

Z prvnı́ rovnicedostaneme

U(x, y) =
∫ −x dx

√

x2 + y2
=

∣

∣

∣

∣

∣

x2 + y2 = t2

x dx = t dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −
∫

dt = −t + C(y) = −
√

x2 + y2 + C(y),

kdeC(y) je neznámá funkce.(Uvědommesi, že zkoušku správnostibychomprovedli
derivovánı́m vzhledemk proměnnéx a derivacepodlex libovolné funkcezávisejı́cı́
pouzenaproměnnéy je nula.)FunkciC(y) určı́metak,žezı́skanýdı́lčı́ tvar funkceU

zderivujemepodley adosadı´medodruhérovnicev (5.8):

∂U

∂y
=

∂

∂y

(

−
√

x2 + y2 + C(y)
)

=
−y

√

x2 + y2
+ C ′(y) =

−y
√

x2 + y2
.
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Odtudplyne, že C ′(y) = 0 a tedy C(y) = K, kde K ∈ R je integračnı́ konstanta.
Hledanákmenováfunkceje tedyU = −

√

x2 + y2 + K.

Pomocı´zı́skanékmenovéfunkcevypočtemepomocı´vzorce(5.3) prokontrolupráci,
kteráje vykonanápři přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostiz P doQ . Dostaneme

A = U(Q) − U(P ) =
[

−
√

x2 + y2 + K
][0,1]

[2,5]
= −1 +

√
29,

což jestejnývýsledekjakov přı́kladu4.2. �

V následujı́cı́ch přı́kladechukážeme,že při nesplneˇnı́ podmı́nky b) věty 5.2 (� je
jednodusˇesouvislá) polemůže, alenemusı´ mı́t kmenovoufunkci.

x−2 2

y

−2

2

M

Obr. 5.2

☞

Přı́klad 5.3. V kartézskésouřadnésoustaveˇ je dáno vek-
torovépole (�, F ), kde � =

{

[x, y] ∈ R
2 : x2 + y2 > 0

}

a F = −x i−yj√
x2+y2

. Vypočtěte práci, která je vykonána při

přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostipodél celékružnice
x2 + y2 = 4, kteráje orientována proti směru hodinových
ručiček.Za výchozı́bodzvoltebodM[2, 0].

Řešenı́. Nejprvezjistı́me,zdaintegrál, kterýchcemepočı́tat,
závisı́ na integračnı́ cestě.

V přı́kladu5.2 jsmeověřili, že pro F platı́ (5.7). Jetedysplněna nutnápodmı́nka
k tomu,abypolebylo potenciálové— viz věta 5.2a).

Nenı́ ale splněna postacˇujı́cı́ podmı́nka této věty, nebot’ oblast� nenı́ jednodusˇe
souvislá. Jdetotiž o rovinu R

2 s vyjmutým počátkem (funkceF nenı́v tomto bodě
definovana´).

Jsou vsˇak splněny podmı́nky věty 5.1— kmenovoufunkci U = −
√

x2 + y2 + K

jsmejiž nalezliv přı́kladu5.2. Tedyhledana´ prácejepodle(5.2) rovnanule. �

☞

Přı́klad 5.4. V kartézské souřadnésoustaveˇ je dáno vektorovépole (�, F ), kde
� =

{

[x, y] ∈ R
2 : x2 + y2 > 0

}

a F = −y i+xj

x2+y2 . Vypočtěte práci, kteráje vykonána

při přemı́stěnı́ bodujednotkovéhmotnostipodél celékružnicex2 + y2 = 4, která je
orientovánaproti směru hodinových ručiček.Za výchozı́bodzvoltebodM[2, 0].

Řešenı́. Integračnı́ cestajeznázorněnanaobr.5.2. Ověřı́me,zdajsousplněnypodmı́nky
věty 5.2. Protože jdeo rovinnépole,zajı́má nás vztah(5.7).

P (x, y) =
−y

x2 + y2
�⇒

∂P

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

Q(x, y) =
x

x2 + y2
�⇒

∂Q

∂x
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
.
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Nutnápodmı́nka nezávislosti na cestěje splněna,ale postacˇujı́cı́ ne, protože zadana´
oblast� nenı́jednodusˇesouvislá.Stejnějakov přı́kladu5.3jdeorovinuR

2 svyjmutým
počátkem.Větu 5.2nemůžemeprotopoužı́t.

Abychommohlipoužı́t větu 5.1, pokusı´mesenajı́t kmenovoufunkci.Projejı́ určenı́
mámediferenciálnı́ rovnice

∂U

∂x
=

−y

x2 + y2
,

∂U

∂y
=

x

x2 + y2
.

Z prvnı́ rovnicedostanemeproy �= 0

U(x, y) =
∫ −y dx

x2 + y2
=

∣

∣

∣

∣

∣

x = ty

dx = y dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −
∫

dt

t2 + 1
= − arctgt + C(y) = − arctg

x

y
+ C(y),

kdeC(y) jeneznámáfunkce.Tuurčı́metak,žedı́lčı́ tvarfunkceU zderivujemepodley

adosadı´medodruhérovnice:

∂U

∂y
=

∂

∂y

(

− arctg
x

y
+ C(y)

)

= −
1

1 + x2

y2

·
(

−
x

y2

)

+ C ′(y) =

=
x

x2 + y2
+ C ′(y) =

x

x2 + y2
.

Odtudplyne,žeC ′(y) = 0, a tedyC(y) = K, kdeK ∈ R je integračnı́ konstanta.

Hledanákmenováfunkce je tedy U = − arctg
x

y
+ K, ovšem jen pro y �= 0.

Kdybychompoužili diferenciálnı́ rovnicepro U v opačném pořadı́, dostali bychom

analogickyU = arctg
y

x
+ K, tentokrát ale jen pro x �= 0. To by nás mohlopřivést

k myšlencezvolit konstantuK odlišně pro y > 0 a proy < 0 tak,abyU byla spojitá
v R

2.
Jestližezvážı́me,že

lim
t→±∞

arctgt = ±
π

2
, lim

y→0±

x

y
= ±∞, x > 0,

lim
y→0±

x

y
= ∓∞, x < 0, lim

y→0±

x

y
= 0, x = 0,

dostaneme
− lim

y→0±
arctg

x

y
= ∓

π

2
sgnx .

Skok při přechoduz dolnı́ do hornı́ poloroviny je na kladnéčásti osy x roven−π a
nazápornéčásti osyx je rovenπ. Rozdı́l mezikonstantamiK1 (proy > 0) aK2 (pro
y < 0)bymuselbýt současněπ a−π, cožjepochopitelneˇ nemožné. Kmenovoufunkci
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nacelém � senám tedynepodarˇilo najı́t (alemohloby to být způsobenonevhodny´m
postupem).

Hledanoupráci vypočtemepřı́mo integrálem

A =
∮

K

F · dr =
∮

K

−y dx + x dy

x2 + y2
.

KružniceK : x2 + y2 = 4 má parametricke´ rovnice

K : x = 2cost, y = 2sint, t ∈ 〈0, 2π〉,

přičemžorientaceje souhlasna´ s toutoparametrizacı´. Diferenciály těchto funkcı́ jsou
dx = −2sint dt, dy = 2cost dt . Podosazenı´ do integrálu dostaneme

A =
∫ 2π

0

−2sint · (−2) sint dt + 2cost · 2cost dt

4cos2t + 4sin2t
=

∫ 2π

0
dt = 2π.

Tedy integrál po uzavřené křivce nenı́ roven nule a závisı́ proto na cestě. Z věty
5.1a) vyplývá, že pole nenı´ na� potenciálové a že naše předchozı´ neúspěšné hledánı́
kmenovéfunkcenebylozpůsobenonevhodny´m postupem, aleje v podstateˇ věci. �

☞

Přı́klad 5.5. Ověřte, že vektorovépole (�, F ), kde� =
{

[x, y, z] ∈ R
3 : y > 0

}

a
F =

(1
y

+ yz
)

i +
(

xz − x
y2

)

j + (xy + 2z) k je potenciálové, anajděte jehokmenovou

funkci U , proniž platı́U(2, 1, −1) = 5.

Řešenı́. Množina � je otevřený poloprostor, a proto je to jednodusˇe souvisláoblast.
FunkceF máspojitéparciálnı́ derivace.Ověřı́me(5.5). Je

rotF =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

1
y

+ yz xz − x
y2 xy + 2z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
(

∂
∂y

(xy + 2z) − ∂
∂z

(

xz − x
y2

)

)

i−

−
(

∂
∂x

(xy + 2z) − ∂
∂z

(1
y

+ yz
)

)

j +
(

∂
∂x

(

xz − x
y2

)

− ∂
∂y

(1
y

+ yz
)

)

k =

= (x − x) i − (y − y)j +
(

z − 1
y2 + 1

y2 − z
)

k = 0 .

Podlevěty 5.2b) je tudı́ž polepotenciálové.
ProtožegradU = (Ux, Uy, Uz), mámeprourčenı́kmenovéfunkcetři diferenciálnı́

rovnice(viz (5.4))

∂U

∂x
=

1

y
+ yz ,

∂U

∂y
= xz −

x

y2
,

∂U

∂z
= xy + 2z .

Z prvnı́ rovnicedostaneme

U(x, y, z) =
∫

(1

y
+ yz

)

dx =
x

y
+ xyz + C(y, z) .
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Dosazenı´mdı́lčı́ho výsledkudodruhérovnicedostanemeproneznámoufunkciC(y, z)

−
x

y2
+ xz +

∂C(y, z)

∂y
= −

x

y2
+ xz .

Tedy

∂C

∂y
= 0 �⇒ C(y, z) =

∫

0 dy = K(z) �⇒ U(x, y, z) =
x

y
+ xyz + K(z) .

Dosazenı´m dalšı́ho dı́lčı́ho výsledkudo třetı́ rovnicevyjdeproneznámoufunkci K(z)

xy + K ′(z) = xy + 2z �⇒ K ′(z) = 2z �⇒ K ′(z) =
∫

2z dz = z2 + L .

Celkově
U(x, y, z) =

x

y
+ xyz + z2 + L , L ∈ R .

Zbýváurčit hodnotuL. Dosadı´mebod[2, 1, −1]. Dostaneme

5 = U(2, 1, −1) = 2 − 2 + 1 + L �⇒ L = 4 .

Kmenováfunkceje tudı́ž

U(x, y, z) =
x

y
+ xyz + z2 + 4 .

�

5.2. Vztah mezikř ivkovým integrálem I. a II. druhu

Uvažujmehladkouorientovanoukřivku

K : r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k, t ∈ 〈α, β〉,

a vektorovoufunkci a definovanounaK. Předpokládejme,že
∫

K
a · dr existuje.Pak

vztah(4.6) lzepřepsata upravitdopodoby
∫

K

a · dr = ±
∫ β

α

a[r(t)] · r ′(t)dt = ±
∫ β

α

(

a[r(t)] ·
r ′(t)

|r ′(t)|

)

|r ′(t)| dt . (5.9)

Označı́me-li jednotkovýtečný vektor r ′(t)
|r ′(t)| jako r ′

0(t), je možné s ohledemna (3.4)
chápatposlednı´ integrál v (5.9) jako integrál zeskalárnı́ funkcea · r ′

0 přeskřivku K,
kder ′

0 je polejednotkových tečných vektorůnaK, tj.
∫

K

a · dr = ±
∫

K

a · r ′
0 ds , (5.10)

přičemžznaménko + platı́ v přı́paděorientaceshodne´ s danouparametrizacı´ a zna-
ménko− platı́ v přı́paděorientaceneshodne´ sdanouparametrizacı´.

Jetedymožné převést křivkový integrál z vektorovéfunkcena křivkový integrál
z vhodnéskalárnı́ funkce,jehožvýpočet můžebýt někdy jednodusˇšı́.
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☞

Přı́klad 5.6. Vypočtětekřivkový integrál
∫

K
2 dx − 3 dy + dz, kdeK je úsečkaurčená

bodyA[1, 0, 2] aB[2, 1, 1] orientovana´ od A doB.

Řešenı́. Pomocı´ vzorce(5.10) převedemezadany´ integrál nakřivkový integrál zeska-
lárnı́ funkce.Máme a = 2i − 3j + k. Směrový vektor úsečky je

−→
AB = B − A =

= (1, 1, −1), takže jejı́ parametricke´ rovnicejsou

K : r(t) = (1 + t)i + tj + (2 − t)k, t ∈ 〈0, 1〉.

Tedy r ′(t) = i + j − k a |r ′(t)| =
√

12 + 12 + (−1)2 =
√

3. Odtud dostaneme
r ′

0(t) = r ′(t)
|r ′(t)| = 1√

3
(1, 1, −1). Obě funkce a i r ′

0 jsou konstantnı´, takže i skalárnı́

funkcea · r ′
0 = 1√

3
(2 − 3 − 1) = −2√

3
je konstantnı´. Protože orientaceK je souhlasna´

s parametricky´m vyjádřenı́m, vyjdes použitı́m (3.5)

∫

K

2 dx − 3 dy + dz = +
∫

K

−2
√

3
ds = −

2
√

3

∫

K

ds =

= −
2

√
3

m1(K) = −
2

√
3

|−→AB| = −
2

√
3

√
3 = −2.

�

☞

Přı́klad 5.7. Vypočtěte
∫

K
x dx + y dy přeshornı́půlkružnici sestředemv počátku a

poloměremc > 0, kterájeorientovana´ proti směru hodinových ručiček.

Řešenı́. Opět použijemepřevod(5.10). Parametricke´ rovnicepůlkružnicejsou

K : r(t) = c cost i + c sintj , t ∈ 〈0, π〉.

Tedy r ′(t) = −c sint i + c costj . Vektorováfunkce je a = x i + yj = c cost i +
+ c sintj , takžea · r ′ = 0 naK. Nemusı´me tedyurčovatani r ′

0, protože

∫

K

x dx + y dy =
∫

K

0 ds = 0.

�

5.3. Integrálnı́ věta Greenova

Integrálnı́ větu Greenovu1 formulujemetakto.

1GeorgeGreen (1793–1841)(čti grı́n) — anglický matematika fyzik. Zabýval sematematickou
fyzikou, rozvinul teorii elektřiny amagnetismu.
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Věta 5.3. Necht’ � ⊂ R
2 je oblasta D ⊂ � je jednodusˇe souvisláregulárnı́ oblast,

jejı́ž hranicı́ je po částechregulárnı́ kladněorientovanákřivka K. Necht’ vektorová
funkceF = P i + Qj je definovana´ na � a funkceP, Q, ∂P

∂y
a ∂Q

∂x
jsouzdespojité.

Pakplatı́
∮

K

P (x, y) dx + Q(x, y) dy =
∫∫

D

(∂Q

∂x
−

∂P

∂y

)

dxdy. (5.11)

Věta dává do souvislosticirkulaci rovinného vektorupo uzavřenérovinnékřivce
s dvojným integrálemz jisté funkcepřesvnitřek této křivky.

☞

Přı́klad 5.8. VypočtětecirkulacivektoruF = −x2y i+xy2j podél kladněorientovane´
kružniceK sestředemv počátku apoloměrema > 0.

Řešenı́. Protoževšechnypředpokladypředchozı´ věty jsousplněny, podle(5.11) dosta-
neme(D je uzavřenýkruh):

∮

K

−x2y dx + xy2 dy =
∫∫

D

(y2 + x2) dxdy =
∫∫

L

(u2 cos2 v + u2 sin2 v)u dudv =

=
∫∫

L

u3 dudv =
∫ 2π

0
dv

∫ a

0
u3 du =

1

2
πa4,

kdenadvojný integrál jsmepoužili transformacido polárnı́ch souřadnicx = u cosv,
y = u sinv, J = u, (kruhD setransformujenaobdélnı́k L = 〈0, a〉 × 〈0, 2π〉) apoté
Fubiniovuvětu. �

Pojmy k zapamatovánı́ ∑

— potenciál vektorovéhopole,

— vztahnezávislosti křivkového integrálu II. druhuna integračnı́ cestěa
křivkového integrálu přesuzavřenoukřivku,

— Greenovaintegrálnı́ věta ajejı́ aplikace.

Kontr olnı́ otázky
?

1. Jakýje vztahmezikmenovoufunkcı́ z teoriediferenciálu funkcevı́ceproměn-
ných apotenciálempotenciálovéhovektorovéhopole?

2. Pomocı´ skalárnı́hosoučinu tečnéhovektoruk integrálnı́ křivces vektoremvek-
torovéhopolevysvětletevztahmeziintegrálemI. a II. druhu.

3. Jegravitačnı́ polevytvořenébodovým gravitačnı́m zdrojempotenciálové?
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Přı́klady k procvičenı́
!

1. Ukažte, že křivkový integrál z vektorového pole (�,F ) je nezávislý na integračnı́ cestě, a
stanovtejehohodnotupřeskřivku z boduA do boduB.

a) F = x i + yj , � = R
2, A[0, 1], B[3,−4].

b) F = y i + xj , � = R
2, A[−1, 2], B[2, 3].

c) F = (x + y) i + (x − y)j , � = R
2, A[0, 1], B[2, 3].

d) F = y

x2 i − 1
x
j , � =

{

[x, y] ∈ R
2 : x > 0

}

, A[2, 1], B[1, 2].
e) F = (x4 + 4xy3) i + (6x2y2 − 5y4)j , � = R

2, A[−2,−1], B[3, 0].

f) F = x

x2+y2 i + y

x2+y2j , � = R
2

�
{

[0, 0]
}

, A[1, 0], B[6, 8].

g) F = 1−y2

(1+x)3 i + y

(1+x)2j , � =
{

[x, y] ∈ R
2 : x > −1

}

, A[0, 0], B[1, 1].

h) F = (x2 + yz) i + (y2 + xz)j + (z2 + xy) k, � = R
3, A[1,−2, 3], B[2, 3, 4].

i) F = (x + yz) i + (y + xz)j + (z + xy) k, � = R
3, A[0, 0, 0], B[1, 2, 3].

j) F = x i+yj+z k√
x2+y2+z2

, � = R
3

�
{

[0, 0, 0]
}

, A[1, 1, 1], B[2, 2, 2].

k) F = a
y
i − ax+by

y2 j + b
z
k, a, b ∈ R, � =

{

[x, y, z] ∈ R
3 : y > 0, z > 0

}

, A[0, 1, 1],
B[−1, 1, 3].

2. Ukažte, že vektorovépole(�,F ) je potenciálové, a najděte jehokmenovoufunkci.

a) F = z i + (y2 + z)j + (x + y) k, � = R
3.

b) F = 3 i − 4j + k, � = R
3.

c) F = (3x2y2 − 2z4) i + 2x3yj − 8xz3 k, � = R
3.

d) F =
[

3x2 − y

(x+z)2

]

i + 1
x+z

j − y

(x+z)2 k, � =
{

[x, y, z] ∈ R
3 : x + z > 0

}

.

3. Užitı́m Greenovyvěty odvod’te, že pro obsahvnitřku D jednoduche´ uzavřenépo částech
regulárnı́ kladněorientovane´ rovinnékřivky K platı́ vzorec

m2(D) =
1

2

∮

K

x dy − y dx.

Pomocı´ něho pakvypočtěte obsahvnitřku elipsyx2

a2 + y2

b2 = 1, a > 0, b > 0.
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Kapitola 1. Skalárnı́ a vektorovépole

1. Aa) Přı́mky 2x + 4
3 y = 4 − C, C ∈ R,

b) U(R) = 0, U(S) = 0, U(T ) = −4,

c) gradU(R) = −2 i − 4
3j = gradU(S) = gradU(T ),

d) U ′
a(R) = 2, U ′

b
(S) = 4

3 , U ′
c(T ) = − 8√

13
.

Ba) Kružnicex2 + y2 = 25− C2, 0 ≤ C ≤ 5,

b) U(R) =
√

21, U(S) = 4, U(T ) =
√

12,

c) gradU(R) = − 2√
21

i, gradU(S) = −3
4j , gradU(T ) = −2√

12
i − 3√

12
j ,

d) U ′
a(R) = 2√

21
, U ′

b
(S) = 3

4 , U ′
c(T ) = −

√

13
12 .

Ca) Kružnicex2 + y2 = (16− C)2, 0 ≤ C ≤ 16,

b) U(R) = 14, U(S) = 13, U(T ) = 16−
√

13,

c) gradU(R) = −i, gradU(S) = −j , gradU(T ) = − 2√
13

i − 3√
13

j ,

d) U ′
a(R) = 1, U ′

b
(S) = 1, U ′

c(T ) = −1.

Da) Elipsy x2

4 + y2

9 = C, C ≥ 0,

b) U(R) = 1, U(S) = 1, U(T ) = 2,

c) gradU(R) = i, gradU(S) = 2
3j , gradU(T ) = i + 2

3j ,

d) U ′
a(R) = −1, U ′

b
(S) = −2

3 , U ′
c(T ) = 4√

13
.

Ea) Přı́mky y2 = 16− C2, 0 ≤ C ≤ 4,

b) U(R) = 4, U(S) =
√

7, U(T ) =
√

3,

c) gradU(R) = 0, gradU(S) = − 3√
7
j , gradU(T ) = − 3√

7
j ,

d) U ′
a(R) = 0, U ′

b
(S) = 3√

7
, U ′

c(T ) = − 9√
91

.

Fa) Hyperbolyx2 − y2 = 4 − C, C ≥ 0,

b) U(R) = 0, U(S) = 13, U(T ) = 9,

c) gradU(R) = −4 i, gradU(S) = 6j , gradU(T ) = −4 i + 6j ,

d) U ′
a(R) = 4, U ′

b
(S) = −6, U ′

c(T ) = 10√
13

.
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2. Aa) U(R) = 14,

Ab) (x−1)2

7 + (y+2)2

14/3 + z2

14 = 1 (elipsoid),
c) gradU(R) = 4i + 6j + 6k,
d) U ′

l
(R)

.= 9,38,
e) U ′

q(R)
.= 3,49.

Ba) U(R) = −8,

b) x2

8 − (y+1)2

4 + (z−1)2

8 = 1 (jednodı´lný hyperboloid),
c) gradU(R) = −4(i + k),
d) U ′

l
(R)

.= 5,66,
e) U ′

q(R)
.= 0,87.

Ca) U(R) = 52,
b) 3y2 + 5z2 = −4(x − 14) (eliptický paraboloid),
c) gradU(R) = 4i − 6j + 30k,
d) U ′

l
(R)

.= 30,85,
e) U ′

q(R)
.= −17,46.

Da) U(R) = 9,
b) z = 27+ 12xy (hyperbolickýparaboloid),
c) gradU(R) = 4i − 8j + 1

3 k,
d) U ′

l
(R)

.= 8,94,
e) U ′

q(R)
.= −6,26.

3. a) − gradU(A) = −4j + 2k, | gradU(A)| =
√

20,

b) − gradU(A) = 10
9 i + 5

9 k, | gradU(A)| = 5
9

√
5,

c) − gradU(A) = −2 i + 2j − 2k, | gradU(A)| = 2
√

3.

4. B[0, 1, 0].

5. a) div E = 3, rotE = 0, b) divF = 0, rotF = 0,

c) div G = 0, rotG = 0, d) divH = 0, rotH = 0,

e) div K = 4xy, rotK = x i − yj + (y2 − x2) k,
f) div L = 0, rotL = −2[(y + z) i + (x + z)j + (x + y) k],
g) div M = 0, rotM = −2(i + j + k),
h) div N = 2√

x2+y2+z2
, rotN = 0.

6. a) xy = c, z = kx, kde c = 1, k = 2,

b) x2 + y2 = c, z2 − 2y = k, kde c = 1, k = 0,

c) x2 − y2 = c, x + y = kz, kde c = 1, k = −1,

d) x2 − y2 = c, xy = kz, kde c = 3, k = −2.
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Kapitola 3. Kř ivkový integrál I. druhu

1. a) L = rπ, Mx = 2r2, My = 0, Ix = 1
2 πr3, Iy = 1

2 πr3,

b) L = a (e− 1/e), Mx = a2

4 (e2 + 4a2 − 1/e2), My = 0,

Ix = a3

12(e
3 + 9e− 9/e− 1/e3), Iy = a3(e− 5/e),

c) L = 8a, Mx = 32
3 a2, My = 8πa2,

Ix = 256
15 a3, Iy = a3(16π2 − 2048/45),

d) L = 3
2 a, Mx = 3

5 a2, My = 3
5 a2,

Ix = 3
8 a3, Iy = 3

8 a3.

2. a) L = 7,933, Mx = 10,770, My = 0, Ix = 17,428, Iy = 32,181,

b) L = 5,916, Mx = 4,851, My = 0, Ix = 6,241, Iy = 9,701,

c) L = 2,958, Mx = 3,393, My = 5,383, Ix = 4,851, Iy = 10,929,

d) L = 3,820, Mx = 2,296, My = 6,001, Ix = 1,748, Iy = 12,889,

e) L = 2,302, Mx = 1,436, My = 4,505, Ix = 1,123, Iy = 9,598.

3. a) L = 2π

√
a2 + b2, Mxy = 2π

2b
√

a2 + b2, Mxz = 0, Myz = 0,

Ix = π

3 (3a2 + 8b2
π

2)
√

a2 + b2, Iy = Ix, Iz = 2a2
π

√
a2 + b2,

b) L = πr, Mxy = 2r2, Mxz = πr, Myz = 0,

Ix = πr
(

1 + r2

2

)

, Iy = πr3, Iz = 1
2 πr3 + πr,

c) L = 4(1 +
√

6), Mxy = 8(2 +
√

6), Mxz = 0, Myz = 4
√

6,

Ix = 16
3 (5

√
6 + 13), Iy = 16

3 (5
√

6 + 12), Iz = 16
3 (2

√
6 + 1).

4. a) L = 15,281, Mxy = 15,281, Mxz = 0, Myz = 0,

Ix = 52,835, Iy = 52,835, Iz = 61,123,

b) L = 15,281, Mxy = 30,562, Mxz = 0, Myz = 0,

Ix = 122,246, Iy = 117,060, Iz = 61,123,

c) L = 7,640, Mxy = 9,182, Mxz = 0, Myz = 8,289,

Ix = 17,818, Iy = 26,728, Iz = 16,577.

5. 5a) 3πr2, 5b) 2πr2, 5c) 2r2, 5d) 2r2, 5e) 2
√

5.
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Kapitola 4. Kř ivkový integrál II. druhu

1. Aa) 0 Ab) 8 Ac) 0 Ad) 0

Ba) 0 Bb) 8 Bc) 0 Bd) 0

Ca) 0 Cb) 8 Cc) 0 Cd) 8

Da) 3 Db) 3 Dc) 6 Dd) 6

Ea) 0 Eb) 8 Ec) 0 Ed) 4(e+ 1/e)

Fa) 0 Fb) 8π Fc) 8π
2 Fd) 0

Ga) 6 Gb) −4 Gc) 0 Gd) 0

Ha) 0 Hb) 2π Hc) 1
2π

2 Hd) 0

2. a) 1
2 arctg2, b) −1

2 arctg2.

3. a) −1
2 ln 2, b) 1

2 ln 2.

4. 0.

5. a) −2π, b) 0.

Kapitola 5. Nezávislostna integračnı́ cestěa vztah mezi integrály

1. a) 12, b) 8, c) 4, d) −1,5, e) 62,

f) ln 10, g) 1/2, h) 169/3, i) 13, j)
√

3,

k) −a + b ln 3.

2. a) U = xz + y3/3 + yz + C, b) U = 3x − 4y + z + C,

c) U = x3y2 − 2xz4 + C, d) U = y
x+z

+ x3 + C.

3. πab.
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1994.
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47

vzhledemk integrandu,31, 46
asteroida,23

B
bodkřivky
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konečné délky, 24
orientovana´, 26

nesouhlasneˇ sparametricky´mvy-
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plocha
ekvipotencia´lnı́, 3
izobarická, 3
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teplot,1
vektorové, 2
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křivky, 35
trajektorie,16
trajektoriekřivky, 18
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