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Predmluva

Totoskriptumje uréenoproposluchaedistanamihostudiaPfirodovalecKefakulty MU.
Jehoobsahemnje vyklad kfivkového a integrdu a nékterych bezprostednesouvisejt
cich pojmlt Jdeo standardhsou@st matematickeanalyzy, kterama velky vyznam
v aplikaéch. Vznikalav prtibéhu minulého stolefia mj. reagovalanapotreby zejmena
fyziky. Je dobresi uvedomit, ze vétSinamatematikutéto éry se nezabiyalajen,Cistou*
matematikouale byli to sou@snefyzikové, kartografovemechanicia pod.

Zvladnufi této latky je pomané obtizng, protoz vyzadujeznalostzejmena dife-
rencidniho a integrdniho po@u funkci jednei vice promannych. Dal§ obfiz spogva
v tom, Ze je nutnezavest pojemkfivka. Pfestoz jde o intuitivné jasny pojem,jeho
matematickadefiniceje pomené komplikovana Pro srozumitelrievysvéleni pojmu
kfivkovy integrd je nutneuddat rozumnykompromismeziobecnostimatematickou
presnostanazornostvykladu.Propfipadriezgemceo podrobnigsi vykladlze doporu-
Cit napr. [1], [2] a [4]. Velmi p&ng, aleznagé narotna(aobecrigje kniha[8]. Precizni
vykladlze najit téz v [11] a [17], kde obecnosje volenas ohledemnaaplikace.

V textuje zaimzenaadare®nich i neie®nich prikladly kteremaji Castofyzikalni
formulaci.Jejichpotet by mél byt dostatény pro pokryfi potreb cvicenii samostathe
studiumTextbyl vysazenpomocisazechosystenu TeX veformatu IATEX 2¢ . Obrazky
byly pfipravenyprogramenmMETAPOST. Skriptumexistujei v elektronickepodobe
v hypertextoven formau PDFE

Kazda kapitolama svoupevnoustrukturu,kteraby vam méla pomocik rychlejs
orientaciv textu.K tomuvyuZivame ikony, jejichz vyznamsi nynivysvélime.
Prdvodcestudiem
Prostednictvm privodcestudiemvas chcemesezrianit s fim, co vas v danekapitole
Ceka kterecasti by mé@y byt pro vas opakovaim, na m je tfebaseobzviasté zaméit,
kolik Casuje daneproblematicevénovano v prezeriaim studiuatd.

Cile

V cgasti cile se dozvite, co vSechnozvladnetea budeteumé po prostudovai dane
kapitoly.
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Priklad

Touto ikonou jsou ozna@ny véechnyfe®ne priklady. Konec fe®nich prikladu je
oznaen plnym trojuhelnckem.

Pojmy k zapamatovani

Pojmy zde uvederigjsou vétSinou nove a zcelazasadnipojmy, ktere je trebaumé
presnedefinovat.To znamengojemnejenpochopita umé ilustrovatna prikladech,
aletakeumd vyslovit jeho pfesnoudefinici.

Kontr olni otazky

Témito otazkamisi ov&ite, zdajste danym pojmim porozund, zdasi uvedomujete
rozdly mezizdanlivé podobriyni pojmy, zdadovedeteuvest priklad ilustrujici danou
situaciatd.

Priklady k procviceni

Tyto priklady slou7 k tomu, abystesi dikladneprocvidli probranouatku. Vysledky
uvederigh prikladljsouzaimzenynakonci studijiiho materidu.

KIr ¢ k prikladm k procvicen

Na konci obou €asti studijniho materidu je uvedenkli¢ ke cvicenm, ktery obsahuje

vysledkynete&nich prikladu

Literatura

Jednase o literaturupouztou autorypfi vytvarenitohotostudijriho materidu, nikoliv
o literaturu doporuenouk daldmu studiu. Pokud né&terou z uvederigh publikaci
doporumjemezgemcim, pakje tov textuspolus odkazermadanititul jasneuvedeno.

Rejstrik

Rejstiik, uvederiyna konciskript, poslouz ke snadneorientaciv textu.

Brno, prosinec2005 Autofi
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Kapitola 1

Skalarni a vektorovepole

1.1. Uvod

Prdvodcestudiem

V mnoha fyzikalnich partiich méa dlleZitou Glohu pojem pole, ktery se pouziva

pro kvantitativni popis ¢asti prostoru. Kazdému bodu pfislusi praveé jedna hod-

nota néjaké fyzikalni veli€iny. Jde-li o skalarni veli€inu, pak se pole nazyva

skalarni, jde-li o vektorovou veli€inu, pak se pole nazyva vektoroveé.
Uvedemepfiklady takovich poli.

1. V kazdém bodenerovnonienézahitého télesaje v Caser urdta teplota?’, ktera
je skalani veliginou. Cast prostoru,y némz se toto télesonachai, je poleteplot
tohototélesa.Zarovenh ma ale toto télesov kazdém bodedefinovanothustotu.
Pak tuto Cast prostorulze povaavat za pole hustot Ackoliv jde o tutez Cast
prostorudefinujise naném dvérliznefyzikalni veli¢iny. Obépolejsouskalani.

2. Kazdemu boduté Casti prostoru,v niz je pfitomnaatmosfea zeme prislug
v danen Case ufey atmosfeicky tlak. Na tuto Cast prostorulze pak pohlizet
jako naskalani pole atmosfeického tlaku. V uvedeneasti prostorulze ovéem
sou@sneuvadvat vektorovepole intenzity gravitatiho pole a skalani pole
gravitatniho potencidu.

3. V elektrostaticesezkoumaelektrostatickgole, ktereje vytvofenonabitouelek-
trickou Casticl, umisténou v bode Na kazdy jednotkovykladny naboj v okoli
tohotobodu pisobipodleCoulombovaakonasila, kterase nazwaintenzitaelek-
trostatickéo pole Vytvari tak vektorovepole elektiostatickeintenzity Zaroven
kazdemu bodutohotoprostorulze pfifadithodnotuskalani veliciny, nazywanou
elektiostatickyn potencidem ktery vytvari pole elektiostatickdéo potencidu.

4. Nechtje ngakacast prostoru(napt. potrubinebokorytofeky) vyplnéna proudci
kapalinou Kazdému bodutéto Casti prostorupfislug vektor vyjadujici okami-




Skalani a vektoovepole

tou rychlost Castice v tomto bode V tomto pfipadese jednao pole rychlosfi
proudri kapaliny. Toto poleje vektorove

Cile
Poprostudovai této kapitoly budeteschopni

e objasnitmotivacipro zavedenpojmuskalani a vektorovepole,

e zavest pojemskalaniho pole a zavest veliCiny, kteretoto pole charakteri-
zuji,

e zavest pojemskalaniho pole a zavest veliCiny, kteretoto pole charakteri-
zuji,

e VySe uvedenegpojmy ilustrovatnafe®nych anete®nych prfikladech.

Poznamka. Pojempoleseve fyzice pouzva nejmané dvojim zplsobem:

1. K oznaeni mnozny hodnotjisté veliCiny charakterizugi ngaky jev. V tomto
smyslubudemeoojempole poudvatv dal§m textu.

2. Pojmy jako gravitami pole, elektromagnetick@ole oznawji redné existujici ob-
jekty. Tyto objektymohoub¥t charakterizovay mnoznou skalanich, vektorovich
(resp.tenzorovgh) veli€in ve smyslubodu 1této poznanky.

Jestliz hodnotaskalani, resp.vektoroveveliCiny v danen bode zavisi take na
Case paksepoletéto veliCiny nazywanestacionani pole Jestliz hodnotaéto veliCiny
nacasenezaisi, pakpoletéto veliCiny senazya statickepole (ve specidgnim pripade
téz stacionani). V tomtoskriptusebudemezabyvat pouzestatickymi poli.

Nyn1 utvofime matematickymodelfyzikalniho pole.

V pfipadechskalanich, resp.vektorovich fyzikalnich poli je z matematickbo
hlediskapodstathdo, ze kazdému boduurtité ¢asti fyzikalniho prostoru jehozmate-
matickym modelemje euklidovsKyprostorR?!, R?, resp.R3, je pfifazenopravé jedno
Cislo,resp pravéjedenvektor. Toto pfirazenise nazywaskalani, resp vektoovafunkce
bodu

Polepakmatematickydefinujemenasledovnie

Definice1.1. Nechts2 je podmndimaprostoruR’, i = 1,2,3,aU: Q — R skalani,
resp.F: @ — R’ vektorovafunkcedefinovanana 2. Pakdvojici (2, U), resp.(2, F)
nazvemeskalanim polem resp.vektoovym polem

V&imnémesi nejprveptipaduR®. Zvolime-li kartezskousouadnousoustavis osa-
mi x, y, z, hodnotaskalani funkceU, resp.vektorovefunkce F budezavislanatéchto
promannich. Pak skalani, resp.vektorove pole budemevyjadiovat pomocitéchto
promannich a zapisovatakto:

U=U(x,y,2)), F=F(x,y,2). (1.1)



1.2 Skalani pole

Vektorv R?3 je ové&em v souiadnicch popsa trojici isel, kterase méni v zavislostina
x, y az. Oznaéme-lityto sloky P(x, y, z), Q(x, y,z) aR(x, y, z), mizemepsd

F(x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,2)) =
=Px,y,20)i+0(x,y,2)j+R(x,y,2) k.

Zdei, j ak znadg jednotkovevektoryve smeu souiadnych os.

Analogickyv pfipade kdy €2 je rovinnamnoina, tj. @ ¢ R?, jsouU = U(x, y),
resp.F = F(x,y) = (P(x,y), O(x,y)) = P(x,y)i + Q(x, y)j funkcedvou pro-
ménnychdefinovanena 2. Pakdvojice(2, U), resp($2, F) senazywarovinneskalani
pole resp.rovinnevektoovepole

Konemév pipadeQ C R jsoulU = U(x), resp.F = F(x) = (P(x)) = P(x)i
skalani pole na pfimce resp.vektoove pole na pfimce.S timto pfipademse ale
v nasledujcim textunesetkane.

V dal§ch odstavéeh se budemezabyvat jednotlivimi typy poli ajejich charakte-
ristikami. Vysledkybudemevesmis odvozovata formulovatpro polev R 3, jednoroz-
mérny advojrozmeny pripadje obvykle snadnoumodifikacl

Poznamka. Pokudv dal§m textu fekneme,ze ngake pole je spojite ma parcidni
derivacea pod.,budemdim rozumg, ze prislusouvlastnosimafunkceU v pripade
skalaniho pole,resp.funkce P, Q a R v pfipadevektorovéio pole.

1.2. Skalarni pole

Skalani polev R3 jsmedefinovalidvojici (2, U), kdeU = U (x, v, z). P¥i vySetfovani
fyzikalnich jevlive skalanim poli je predeviém potrebrievédét, jak seméni hodnotal/
tohotopolepfi prechoduod jednohobodupolek druhemu.

Nejprvesi vimnemetéch bodumnozny €2, nanichzmafunkceU stejnouhodnotu,
kterouoznaéme C. Tyto bodyvyhovuji rovnici

Ux,y,z)=C, (1.2)

kdeC € R je libovolnécislo.

Mnozny (v ,rozumnan® pripadeplochy)uréenerovnici (1.2) se nazyaji hladiny
neboekvipotencifni plochyskalaniho pole (2, U).

Piiklademhladinmohouslouztizotermckéeplochyv teplonim poli nebazobaricke
plochyv poli atmosfeického tlaku.

Podobriemlizemepostupovat pfipaderovinneho skalaniho pole. Jestliz mno-
Zina Q leZz v R?, ma rovnice (1.2) tvar U(x, y) = C a urtuje tzv hladiny nebo
ekvipotencifni kfivky rovinneho skalaniho pole (v ,rozumnen® pfipadejde skuteme
o kfivky). Nejnazorngsim jejich pfiklademjsouvrstevnicenatopografickemape ktere
spojujibodyzemskéo povrchuo stejrnienadmaoskevysce.



Skalani a vektoovepole

Dale zavedemeoojmy derivacefunkceU v danen
smeu agradientfunkceU .

Uvazujmeskalanipole($2, U), @ ¢ R3. NechtXgje
libovolny vnitfni bod mnozny 2 a s libovolny nenulovy
vektor. Na polopfimce p, kteravychai z boduXg ajejiz
sme je dan vektorems, zvolime bod X, kde X € Q (viz
obr. 1.1).

VypodemehodnotyfunkceU v jejich bodechXga X,
tj. hodnotyU (Xo) aU (X). ZménufunkceU pfi pfechodu
od boduXg k bodu X po pfimce p nazvemeprirlistkem

Obr. 1.1 funkeey. -
Vyjadfime ji rozdiem hodnotU (X) a U(Xy), tedy
U(X) — U(Xop). Vyddime-li prirlistekvzddenostibodu X a X, pakpodi

U(X) — U(Xo)
% 9
| XoX |

kde |.| znad velikost vektoru, charakterizujeprimérnou zménu hodnot funkce U
pri pfechoduod boduXg k bodu X po polopiimce p, tj. velikostzmey pfipadajci
v priméru na jednotkuddky.

Velikostokamité zmény funkceU v bodeX pakdefinujemeakto:

Definice 1.2. Pokudexistujelimita

UX)—-U(Xo) U

lim = —(Xp), 1.3
XX—>X0 |X'O_X)| 95 ( 0) ( )
€p

nazwame ji derivadifunkceU v bode Xq ve smeu vektorus. Castdi ji budeme
oznaovatU,(Xo).

InterpretacealerivacefunkceU v bode X, ve smeu vektorus je nasledujci:

Cislo U;(Xo) charakterizujejakaje rychlostzmény hodnotveliCiny U v bodeXq
ve smau vektorus. Cim V&t je |U{(Xo)|, tim rychleji se méni (zv&3uji se nebo
zmenslji podletoho, zdaje U;(Xo) > 0 neboU;(Xo) < 0) hodnotyfunkce U pfi
prechoduod boduXg k blizkemu boduve smeu vektorus.

Uvedemepodninky zaruaijici existenciU; (X o) avzorecprojeji vypocet.

Uvaaujmekartezskousouiadnousoustavis jednotkovymi vektoryi, j ak. V této
soustavenaji body X a X souldnice[xo, yo, zol alx, y, z].

Nechtvektors? je jednotkovyvektor, souhlasidolineani s vektorems. Vyjadri-
me-li jej v souiadnicch, dostaneme

s® = cosa i + cosBj + cosyk,

kdea, B ay jsoulhly vektorus svektoryi, j ak (viz obr. 1.1).



1.2 Skalani pole

Paklze polopiimku p vyjadfit parametrickyni rovnicemi
X =xp+1C0Sx, y=yo+tcosp, z=zo+tcosy, kde r>0. (1.4)

Zavedemdunkci ®(r) tak, ze zapromanex, y a z funkce U dosadme vyjadreni
z parametrickgh rovnic pfimky p, tedy

® (1) = U(xg+ t COSa, yg + £ COSB, zp + £ COSY).
PrirlistekfunkceU lze nynivyjadfit pomocéipromaner :
U(X)—U(Xg) = ®(r) — D(0).

Urcime velikostvektoru XoX :

XX | = (x =302+ (v =302+ (2 — 202 = 1,

nebotcog o + cog B + coSy = |50 = 1.

Odtudmame
oU . UX)—-U(Xp) . D) — P(0) ,
—(Xo) = Ilim = lim ————= =@’ (0),
s (Xo) X— Xo |X0_X)| ot t—0 +(©@
Xep

tj. derivacefunkceU v bodeX ve smeu vektorus existujepravé tehdy kdyz existuje
derivaced’, (0) funkce®(r) v boder = 0 zprava.

Z rovnostiU;(Xo) = @/, (0) odvodme vzorecpro vypotet derivacefunkceU ve
smeu vektorus.

Existuji-li spojiteparcidni derivacel; (Xo), Uy (Xo) aU;(Xo), pakje funkceU di-
ferencovatelha bodeXapodlepravidelproderivacislozenefunkcevicepromeinich
dostanems ohledemna (1.4)

'(0) = Uy(Xo)x'(0) + Uj(X0) y'(0) + U.(X0) 2'(0) =

= U}(Xo) cosa + U} (Xo) cosp + U/(Xo) cosy. (1:9)
Odtudvyplyva, Ze existencespojitych parcidnich derivaciUy, Uy a U, v bode Xg
implikuje existenciderivacefunkceU v tomtobodev libovolnem smeu s.

Posledavyrazlze chgpatjako skalani soudn jednotkovédio vektorus® sesoudiad-
nicemicosa, cosp acosy avektoru,majicihosouiadnicel; (Xo), Uy (Xo) aU;(Xo).
Protoje UCelnezavest nasledujci pojem.

Definice 1.3. Necht funkce U mav bode X¢ parcidni derivaceprvniho fadu. Pak
vektor
gradU (Xo) = U, (Xo) i + U;(Xo)j + U (X0) k (1.6)

nazvemeagradientenfunkceU v bodeXy.
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Ze vztahu(1.5) pak plyne, Ze derivacifunkce U ve smeau vektorus v bode Xg
Ize vyjadrit pomociskalaniho sougnu gradientufunkceU v bodeX o ajednotkovéo
vektorus®. Presn@ plati:

Véta 1.1. NechtfunkceU mav okoli boduXg spojiteprvni parcialni derivace Pak
U!(Xo) = gradU (Xo) - s°. (1.7)
Uvedemenékterevlastnostigradientu.

1. Jestlizs = i, pakU;(Xo) = U,(Xo), tj. parcidni derivacefunkce U podle pro-
ménnex je derivaciskalani funkceU ve smeu jednotkovéio vektorui.
Analogickyplafi U}(Xo) = U;(Xo) aU;(Xo) = Ul(Xo).

2. Podlevéty 1.1avlastnostskalaniho sougnu plaf, ze pokudgradU (Xo) # O, je

Uy(Xo) = | gradU (Xo)| cosy,

kdeO < ¢ < = je GthelmezivektorygradU (X ) as®. Nejv&si hodnotakteremiize
nab\t funkcekosinus je rovnajednea napredchozm intervaluje to pouzev bode
¢ = 0. Odtudplyne, ze U;(Xo) nabya maximani hodnotypro Ghel ¢ = 0, tedy
kdyz vektorygradU (X o) as® jsousouhlasiéolineani.

Jinymi slovy, (nenulovy) gradU (X o) je vektor, v jehozsmeu je derivacefunkceU
v bode Xy maximdni. Taje pakrovnavelikostitohotovektoru,tj.

oU(Xo) _ ,
dgradl (Xo) | gradU (Xo)| = T#%KUS(XO)]-

Analogicky pro ¢ = 7 je kosinusrovencislu —1, a tudiz — gradU (X ) je sme,
v némz je derivacefunkceU v bodeXo minimani, tj.
U (Xo)
d[—gradU (Xo)]

= —|gradU (Xo)| = min[U/(Xo)].
s#0

3. GeometrickywyznamgradientufunkceU je nasledujci.
PlochaorovniciU (x, y, z) = C,kdeU (xq, yo, z0) = C, jeekvipotenciii plochou
skalanihopole (2, U) prochaejici bodemXg = [xo, yo, zo]. Rovnicetetneroviny
sestrojend ploe U (x, y, z) v bode[xo, yo, zol je vV @fipadenenulovéio gradientu

U, (x0, Yo, 20) (x — x0) + Uy (x0, Yo, 20) (¥ — yo) + U, (x0, Yo, 20) (z — z0) = 0

(viz napt [1, str. 132]). Tedy normdovy vektortéto roviny je az na nasobekgradi-
entemskalani funkceU. Odtudplyne, ze gradientfunkce U je kolmy k hladinan
skalaniho pole.

Poznamka. VSe, co bylo v pfedchozeh odstavéeh feGenopro pripadskalaniho pole
v R3, plafi s malymi obm&amii pro rovinneskalani pole.Zejmena

gradU (Xo) = U;C(Xo)i + U;(Xo)j.



1.2 Skalani pole

Dale (nenulovy gradientje normdovym vektoremtetny k hladineprochaejici bo-
demXo.

V rovinnam pripades gradientmiizeme pfibliZit nasledujcim zptsobem.Pred-
stavmesi lyzare stojiciho naSikmém svahu(jenzje grafemfunkceU) tak, ze sme lyzi
je kolmy k vrstevniém a $picky mifi vzhiru. Pakvelikostgradientue rovnatangente
Uhlu, ktery sviraji lyZe svodorovnouovinou.Kolmy primét lyZi dovodorovrieroviny
mastejnysme a orientaci(uréenouspickami) jako gradient.

V nésledujcim pfikladu si ukazemevypotet uvederigh charakteristikskalaniho
pole.

2

P¥iklad 1.1. Jed&no skalani pole (2, U), kde @ = {[x.y] € R? : % + & < 1},
U=4—% — X abodyA[3, —1], B[1, 4]. Urcete:
1. gradientfunkceU v bodechA a B,

2. derivacifunkceU ve smeu vektoruA B v bodechA aB,
3. bodC leZci meziA a B, v némz je derivacefunkceU ve smau ﬁrovnao,

4. derivacifunkceU v bodeA ve smeu gradU (A).

ReriL Ze souiadnicbodUA a B uréime souadnicevektorus = ﬁ: (=2, 5).Jeho
velikost|s| = +/29. Tedyjednotkovyvektors® bude:
0= — __Zi + 5 j
sl v29 = V297
Body A a B je urtenapfimka p, jejiz rovniceje 5x + 2y = 13.

Graf funkce U, Useka pfimky p mezibody A a B a prUsemice roviny, kteraje
rovnob@&na s osouz a prochai pfimkou p, s grafemfunkce U jsou znazornay na
obr. 1.2

Vypotemefunkeni hodnotyskalani funkceU:

3 1 59 1 4 71

UA)=4—-="—-=2_"=1639 UMB)=4-—-——=_—=1972

(A4) 4 9 36 (B) 4 9 36
HodnotyU (A) aU(B) jsouznaornany naobr. 1.2
Ad 1Vypodemegradientv obecrien bodeX. Podle(1.6) bude:
x. 2y,

gradU (X) = _El — 31.

PodosazenhsouradnicboduA a B dostanemgradientyv téchtobodech:

radU (A) 3. 2,
g 2! el
radU (B) = j j
g 2! "9




Skalani a vektoovepole

Obr. 1.2

—4 Naobr. 1.3jsouznazornany obor 2, vektory

gradU (A) agradU (B) avektors.
Ziskanievysledkylze interpretovatakto:
gradU(B) . Skalani funkce U predstavujenadmdskou
—6 gradU(A) 6 Y vy&ku, hodnotygradU (A) a gradU (B) pak
4 I‘/ s predstavujismay, v nichzje narlist skalani

funkcenejvés.

4vx Ad 2.VypotemederivacifunkceU podle

smeu s v obecrien bodepodle(1.7):
Obr. 1.3: Oblast$2

x -2 2y 5 9x — 10y
T2 /29 9 Y29 9429

Podosazehsouiladnicbodumame:

37 —-31
U(A =—— =076 U/\(B = —— = —0,640
(A =555 3UB=575

Tyto vysledkylze interpretovatakto: Budeme-lipostupovaz bodu A ve smeu vek-
toru s, pak zména je takovag ze na kroku ddky &, kde s > O je malg ve smeau s
funkce U vzrostepfibliZné o hodnoturovnu0,7635. V bode B paknakroku déky §
funkceU poklesnepfibliZné o hodnotu—0,6405.

. . . — -
Ad 3. Bod C, v némz je derivacefunkceU ve smau vektoruA B rovna0, lezi na
primce p, uréenebody A a B.
K uréer jeho sotiadnic potrebujemedal§ rovnici, kterou urcime z podmninky

Ul(X) = 9’;\72% — 0. Hledariarovniceje 9x — 10y = O.
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Re&®rim této rovnicearovnice5x + 2y = 13 dostanemesouiadniceboduC:
x=130/68=191 a y=117/68=172

Vidimetedy, ze pfi pohybupo pfimcep zboduA do boduC hodnotyfunkceU rostou,
zboduC do boduB hodnotyfunkceU klesajt

Ad 4. DerivacifunkceU podlevektorugradU (A) urcime pomoci(1.7) :

312  2\2

— |gradU (A)| = \/(_§> + (5) ~ 1,516

AU (A)
ogradU (A)

Budeme-litedyz boduA postupovavesmeugradlU (A), paknakrokudéky § vtomto
smeu vzrostefunkce U pfibliZné o hodnotul,5165. Poroviane-li derivaciv bode A
ve smeu vektorus s derivacive smau gradientugradU (A), vidime, Ze ve smeu
gradientye okamita rychlostzmény téméf dvojnasobna A

V predchozcastijsmehovoaiili o gradientuskalanihopolev bode Nynizavedeme
funkci gradientskalaniho pole.

Definice 1.4. Necht (2, U) je skalani pole.Jestliz v kazdem bode(2 je definovana
vektorovafunkcegradU, paksetatofunkcenazya gradientskalaniho pole (22, U).
Kazdému skalanimu poli (€2, U) majicimu potrebnederivaceje tedy jednoznané
prifazenovektorovepole (2, F), kde

oUu aU 8U>. (1.8)

F:gradU:(—,—,—
ax dy 0z

1.3. Vektorovepole

Vektorovepolejsmedefinovalijakodvojici (2, F), kdeve zvoleriekartezskesouladne
soustavee vektorovafunkce F vyjadienapomocisvich slozek

F=Px,y,2)i+Q(x,y,2)j + R(x,y,2) k.

O funkci F predpoklalame,ze je spojitana 2 a matamspojiteparcidni derivacepodle
vSechsvich promannich (tj. funkce P, Q a R maji uvedenerlastnosti).
Nazornoupredstavw vektoroven poli davaji tzv. vektorovekfivky.

Definice 1.5. ektoovoukfivkou pfipadneproudnicivektorovéno pole (2, F) sena-
zyva orientovanaegulani kfivka leZici v 2, jejiz tetny vektorje v kazdém bode A
rovnobeany svektoremF (A).

Poznanka. Pojmyregulani kfivka, orientovanéfivka a pod.budouzavedenyw n&
sledujci kapitole.Protuto chvili postaéme se znalostmiz pfedchozeh partii analizy.
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Napiiklad ve vektoroven poli rychlostiproudci kapalinyjsou vektorovimi kfiv-
kamitrajektoriepohybujcich se jednotlivich Castictekutiny V poliintenzitelektrosta-
tického pole vytvorenéno bodovym nabojemjsou vektorovymi kfivkami polopiimky
vychazejici z bodu,resp.vchazejici do bodu,v némz je umistény naboj, podletoho,
zdaje tentonaboj kladny; resp.zaporny.

Poznanka. Vektorovekfivky v silovem poli senazyaji silocary.
Odvodme diferencidni rovnice pro vektorovekfivky. Nechtvektorovakfivka K

vektorovédo pole (2, F) je ve zvolenekartezskesouiadnesoustavevyjadifenapara-
metricky polohovym vektorem

rt)=x)i+y@t)j+z(it)k, tel.

Vektorr/(r) = x'(¢t)i + y'(t)j + 7/ (t) k je tetny vektorkfivky K v jejim boder (2).
Protoz tetny vektorkfivky K avektor F jsoukolineani, plyneodtud,ze

X't)=rP(x,y,2), Y@)=r0(x,y,z), Z({)=xrR(x,y,2), (1.9)

kdei € R je parametrZ této soustavydiferencidnich rovnic hledanesektorovekfivky
urcime.

Predchozisoustavaecastozapisujev tzv. symetricken normanimtvaru

dx dy dz
P(x,y,2) Q(x,y,2) Rx,y,2)°

Podrobnostize nalezt napr v [9]. Integracetéto soustavyje obecneobtizna a sou-
visi s parcidnimi diferencianimi rovnicemiprvniho Fadu. Re&rnii obvykle dostarame
v implicitnim tvaru, tj. vektorovekfivky jsou prisemicemi dvou soustavploch ve
tvaruGi(x, y,z,¢c) = 0aGa(x, y, z, k) = 0,kdec, k € R. V nasledujcim prikladu
ukazeme,jak je momé integracinékdy provest.

(1.10)

Priklad 1.2. UrCeterovnicesilocar vektorovéno pole (2, H), kde

I(—yi+xj)

Q=R3 0,0,z]:zeR}f a H=—=——->—,
h {[ 2z } 2m(x2 4 y2)

tj. Q je cely prostorR3 bezosy z. Pfitom H je vektor intenzity magnetick&o pole,
ktere je vytvofenoneomezefm linearnim proudovodiem umistenym v osez, jimz
proteka proud/ ampedl.

Re&enl. Prouréenisilotar mame soustavudiferencidnich rovnic:

YO =r— y=a— =0
2n(x24y?)’ 21 (x2 4 y?)’ ’
resp.
P dx dy dz
—Iy Ix ~ 0

21 (x2+y2) 2n(x%+y?)
(Zapis s nulou ve jmenovatelichgpemejako formani zlomek.) Z poslednirovnice
ihnedplyne,Ze z(t) = k, kdek € R je integrami konstantaJednasoustavalochje
tedytvorenarovinamikolmymi k osez.
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dx dy
—1Iy - Ix
2n(x2+y?)  2n(x?+y?)
dostanemeo ipravediferencidni rovnici seseparovanmi pro-
meénnymi
. x dx = —ydy,

T“ Dae zrovnice
I Z

kterama Fegerii x2 + y2 = ¢, kdec € R ~ {0} je integrai
konstantgsmysimaziejmejenkladnapravastrana) Druhasou-
stavaplochje tudiz tvofenasystanemvalcovych plochs osami
Obr. 1.4 Vv osez.
SiloCary jsou pak soustednekruznice, kterelez v roviné z = k, maji stredy na
osez apolomey rovne|c|. Naobr. 1.4jsouznazornany silocary pro z = 2 a hodnoty
c=123. A

Nejvyznamngsimi diferencidnimi charakteristikamvektorovéno polejsoudiver-
gencea rotacetohoto pole. V néasledujcich definicch pfedpoklalame, Ze existuj
potrebnederivace.

Definice 1.6. Divergencevektoového pole (2, F) v R? je skalani funkce, kterou
oznaajemediv F adefinujemevztahem
P 90 OR

divF = — +

—. 1.11
ox ay * 0z ( )

Definice 1.7. Rotacevektooveho pole (2, F) v R3 je vektorovafunkce,kterouozna-
Cujemerot F adefinujemevztahem

fotF — (aa—f—aa—f)iJr(%—f—z—f)jJr(%—f—aa—I;)k, (1.12)

cozlze zapsasymbolickypomocideterminantdakto:

i j k
a d 0
rotF =| — — — (1.13)
ax dy 0z
P QO R

Piitom sougnemtzv. symbolickych operaorti .2, aa—y & s rékterouz funkci P, Q, R
rozunime parcidni derivacitéto funkcepodlepFislusé promane Tedy(%)Q = %
apod.

Poznamka. Zatimco definicedivergencevektorovéno pole se snadnopfenesenaro-
vinnevektorovepole, popt. vektorovepole napfimce,je rotacedefinovala pouzepro
tfirozmane vektorovepole.



12

Skalani a vektoovepole

Fyzikdné Ize interpretovatyto charakteristikynasledovrie

Uvazujme stacioriani proudai kapaliny jejiz rychlostje charakterizovanaekto-
rovym polemF . Pakprodiv F(A) > 0 pfestavujebod A zfidlo o vydatnostidiv F (A).
V tomtobodetedy kapalinapfibyva (napr. jsouv ni tajici kouskyledu).Podobrigpro
div F(A) < 0 pfestavujebod A noru o vydatnostidiv F(A). V tomtobodetedykapa-
linaubWwa(napt zamrZanebosevypaiuje). Sme vektorurot F urtuje sme osy, kolem
niz se kapalinav malem okoli uvamvanéo boduotaCi jako celek, velikost vektoru
rot F urtuje dvojnasobekihloverychlostitohotootaten.

Jestliz F mavyznamvektoruelektrickeindukce D, pakdiv F znaa objemovou
hustotunaboje,budrciho toto pole.

Definice 1.8. Jestliz div F = 0 pro kazdy bod z 2, pak pole (2, F) se nazywa
neZidlovenebosolenoid#ni.

Podrobnig se k vyznamutéchto dvou diferencidnich charakteristikpole vratime
pozdgi. Vyznamnouoli hraji napt. v Maxwellovich! rovnicich:

*

. v : oB
divE = & (zridlovostelektrostatickbopole),  rotE + o7 = 0,
&

. . . oD
divB =0 (neZidlovostmagnetickao pole), rotH — J — o7 = 0.
P¥iklad 1.3. Jedanovektorovepole(Q2, F), kdeQ = R3aF = (x —2)i — 2j + y°k.
Urcetedivergenciarotaci F v bodeA[3, —2, 4].

Rezril Nejdfive vypottemedivergenciv obecrien bode Podle(1.11) dostaneme:
d(x — 3(=2) (3
(x—2) n (=2) N %)

ox ay 0z

To znad, ze divergencee v kazdém bodeprostorus? stejna
Vypodemerotaciv obecrien bode Podle(1.13) bude:

divF = =1+0+0=1

i Jj k
d a 0
rotF = — — —|.
dx dy 0z
x—z —2 3

Determinantozvinemepodleprvniho fadku:

(003 =2y .00% dx—2) (=2 a(x—2)
tF = — - - k — :
o ’( dy 9z ) J( ox e )+ ( ox dy )
Po vypottu parcidnich derivaéia Upravedostanemeot F = 3y2%i — j. V zadanen
bodebuderot F(A) = 12 — j. A

LJamesClerk Maxwell (1831-1879)&ti meksvely— anglicky fyzik a mechanik Zabywal se mj.
matematickodlyzikou (zavedidofyziky matematickenetody) teorilprumostiastabilitoupohybuRoz-
vinul matematickoteorii elektromagnetickeopole,jehozzakonyvyjadril vetvarusoustavyparcidnich
diferencidnich rovnic.
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Poznamka. Prooznaenipredchozeh charakteristikseCastopoudvatzv. symbolicky
Hamiltontv * operaor V (&ti nablg). Jedefinovan vztahem

v <8 d 8) 8,+8 _+8k
== PN N = —1 P ~_ .
ox Jdy 0z ox ayj 0z

Jdeo jakys symbolickyvektor (chybifunkce,kterase ma derivovat),s jehozpomaoci
|ze predchozicharakteristikyelegantrievyjadrit takto:

gradU = VU (nasobekvektoruskalaem— viz (1.9)),
dvF =V .F (skalani soudn dvouvektoru— viz (1.11)),
rotF =V x F (vektorovysoudn dvouvektoru— viz (1.13).

Uzitim této symboliky Ize snadnoformané odvodit pomocdi pravidel vektorove
algebrynéktereuzitetnévzorce(korektrilové&enise provadi primym vypodem).Napr.
plati (pokudexistuji potrebnederivace)

rotgradU = 0 nebo divrot F = 0,
cozmayv novesymbolicepodobu
VxVU=0 nebo V. (VxF)=0.

Viceviz napt [1, str. 258]

Pojmy k zapamatovani

— skalani avektorovepole,

— ekvipotenciéni plochyakfivky (vrstevnice)skalaniho pole,
— gradient/derivacskalaniho pole,

— siloCara vektorovéno pole,

— divergencea Zidlo vektorovéno pole,

— rotacevektorovédno pole.

Kontr olni otazky

1. Jakyjerozdi meziskalanim a vektorovym polem?

2. Jegravitaai pole Slunceskalani nebovektorovepole?Zdivodnée.

3. Zavisi-li skalani pole na dvou promennych, jaky ,geograficky vyznammayji
ekvipotencii kfivky?

4. JaKytvar maji silo¢ary gravitamiho pole Slunce?

Iwilliam RowanHamilton (1805-1865jcti hemilton)— irsky matematik Zabwal sematematic-
kou optikou, mechanikowa variamim pogdem. Vymyslel kvaternionya zavedlpojemvektor. Pracoval
téz v geometrii,algebe a diferencidnich rovnicich. Ve 13letechmluvil obstojnefinacti jazyky.
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' Priklady k procviceni

1. V rovinnem skalanim poli (2, U) je zadana skalani funkce U predpisem:

2 2
A) u=4-2x—3y, D) u=%+%,
B) u=,25—x2—y2 B u=,16-)2
C) u=16—/x2+)2 F) u=4—x?+y% z>0.

—_— — —

Déaejsoudany bodyR[2, 0], S[O, 3], T'[2, 3], O[O0, 0] avektorya =RO,b = SO,c = OT.
Nattnée graffunkce U a stanovtepro ni:

a) hladiny,

b) funkéni hodnotyv bodechr, S, T,

¢) gradientyv bodechr, §, T,

d) derivaceve smé&u vektoruv bodechU, (R), U;(S), UL(T).

2.V prostoroven skalanim poli (22, U) je dan vektorg = (1,4, —2), bod R[2, -1, 3] a
skalani funkce U predpisem:

A) U=2x—-12+30+22+ 7% C) U =4(x—1) +3y?+ 572
B) U=—x2+2(y+1)7?—(z—1)7? D) U=%—4xy.
UrcCete:

a) hodnotufunkceU (R),

b) hladinufunkceU, prochaejici bodemr,

c) gradientfunkceU v bodeRr,

d) derivacifunkceU v bodeR ve smau vektorul = gradU (R),

e) derivacifunkceU v bodeR ve smau vektorug.

3. V prostoroven skalanim poli (2, U) je zadana skalani funkceU abod A:

a)U=x>+y>+z72-16, A[0,2 —1],
_ 10
b) U= Ziasgy A20.1),
c)U=In(x>—y>+z%, A[L11].
UrCetesme, v némz funkce U v bodeA klesanejrychleji,a velikosttohotoklesani.

4. Jedano skalani pole (22, U), kdeU = 2x*> — y? 4 3xz + 2y + 5. Uretebod B, v némz je
derivacefunkceU v libovolnem sme&u rovnanule.

5. Vypotéte divergenciarotacinasledujcich vektorovich poli:
a)E=xi+yj+zk,
b) F=(+2i+&x+2j+&x+y)k,
Cc) G=yzi+xzj+xyk,
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d) H=—722i4 2,7 kdel jekonstanta,

T2 X212

e) K = x%yi+xy%j+xyk,
) L=0"=2)i+(®—x?j+ &=k,

OM=(y—-2i+@—x)j+&x—-yk,
h) N = — xi+yj+zk

6. Najdée vektorovoukfivku vektorovéno pole (R, F) prochaejici bodemA.
a)F=xi—yj+zk, A[L12].
b) F=—yzi+xzj+xk, A[10,0].
C)F=yi+xj+zk, A[L10,-1].
d) F =xy?i +x%yj +z(x®2+ y?k, A[1,0, —1].
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Kapitola 2
Krivky

Prdvodcestudiem

V tomto oddilu uvedeme nékteré zakladni informace o kfivkach, které budeme
v dalSim vykladu potfebovat. Soucasné uvedeme grafy nékterych ¢asto pouzi-
vanych kfivek, na nichz budeme pfislusné pojmy demonstrovat.

V inZzenyrskych aplikacich chapeme intuitivné pod pojmem kfivka ¢aru (tra-
jektorii), kterou opisuje bod pfi svém spojitém pohybu, tj. mnozinu vSech poloh,
které bod zaujal béhem svého pohybu.

Cile

Poprostudovai této kapitoly budetezna pojmy
e parametrickyzadanéfivka,
e tetny anormdovy vektorrovinnekfivky,
e parametrickyzadangrostorovekiivka,

e ddka rovinnea prostorovekfivky,
e parametrizace orientacekfivky.

Priklad 2.1. Najd&e souladnicehmotrigno bodupohybujciho se po prodlouznecyk-
loidé, znazornaé na obr. 2.1. Prodlouznoucykloidu opisujebod nachaejici se v ro-
viné kruznice, majici polome «, kterase kotdi po pfimce.Bod je s kruznici pevne
spojenyajehovzddenostod stredu krunice S je rovnad, pficemzd > a.

Regril. Oznaane ¢ (hel, ktery svira privodit bodu P, opisujciho prodlouznoucyk-
loidu, s kolmici, sestrojenoze stfedu S kotdejici se kruznicenaosux. TentoUhel je
orientovan posmeu pohybuhodinoviych rucicek. V kartezskesouadnesoustavegsou
souiadnicebodu S pak x = ar (ddka kruhového obloukuodpovdajiciho thlu ) a
y =a.
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v

Cl'TlT 36;7[ ' 5&3’( X
Obr. 2.1: Prodlouznacykloida

Hodnotasouiadnic bodu P prodlouzne cykloidy je vzhledemk bodu S jako
potatku souiadnesoustavyziejme (—d sint, —d cost). Celkoveje tudiz

x =at —dsint, y=a— dCost.

Procast prodlouznecykloidy naobrazku je zvolenor € (0, 57).
Poznamenejmégeprod = a dostavame oby@ejnoucykloiduaprod < a zkracenou
cykloidu A

Intuitivni pfedstavuo kfivce z potatku této kapitoly je tfebazpresnita vyjadfit
matematickyPfedstavmesi, Ze hmotnybod sev urtitém Casoven intervaluJ pohy-
bovalpodc€inkemngakych sil v prostorunebov roviné Tentopohybje zcelaurcen,
zname-li polohu pohybujciho se bodu vkazdém Casoven okamiku ¢ € J. Poloha
bodu v prostoruje v&ak jednozndné uréenajeho polohovym vektoremr vzhledem
ke zvolenenu pocatku O souiadnesoustavyPohybboduje tedy matematickypopsa
vektorovoufunkci r(z), kteraje definovana pro+ € J ajejiz hodnotyjsou polohove
vektory pohybujciho se boduvzhledemk bodu O. Hodograftéto vektorovefunkce
predstavujeedytrajektorii (drahu) pohybujciho se bodu.V tomtopojefiby tedyméa
byt kfivka hodografentéto vektorovefunkce.(Plipomemime, Zze hodografenvektorove
funkcer(t), t € J, rozunime oborhodnottéto funkce,tj. mnoznu koncovich bodu
vektorur (1) v R?, resp.v R, Je Zejme Ze riiznevektorovefunkcemohoumit tentyz
hodograf.)Ukazujesevsak, ze neriivhodriedefinovatkfivku jen jako mnoznu body
alezejei dlleZté, jakym zpisobenmbodkfivku probha.

Uvaaujeme-li pohyb hmotndo boduvlivem UcCinku sil, pak vektorovafunkce,
kteraudava polohutohotobodu véaser, nemike byt libovolna Napt. podle zakont
mechanikyje zfejme ze neexistujsily, ktereby hmotnybodpremistily zjednohamista
nadruhev nulovan Case tj. skokem.Tedytrajektoriebodusemusimeénit spojitg coz
ov&m znad, ze funkcer (t) musibyt spojita Pakby bylo momo chaatkfivku jako
hodografspojitevektorovefunkce.

Lze ale na pfikladechukazat, Ze takto chgpanakfivka miize byt zcelavzddena
nas predstaveo kfivce. Hodografenmspoijitevektorovefunkcemize byt napt. ctverec
nebokrychle, coz jisté neodpowda intuitivni predstavekfivky (viz napr [ 3, str. 374]
nebo[ 10, str. 3]). Jetedyzfejmg ze nafunkci r(t) musme klast dal§ pozadavky aby
odpovdalanas intuitivni predstaveo kfivce. Neztyto pozadavkybudemdormulovat,
zavedemealvapomocrigpojmy.
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KFivky

Definice 2.1. Nechtr(¢) je vektorovafunkce,kder € J. Rekneme Ze funkcer (1) je
prostanebolijednojednoznat namnoané M, kde M c J, kdyz pro libovolnadvé
rlznacislar, t, € M plafir(t1) # r(tp). Fyzikdnélze pozadavekednojednoznamosti
funkcer (¢) interpretovatak, Zze bod,jehozpohybtatofunkcepopisuje neZistava sta
aanisenevracido polohy, ve ktereuz byl.

Rozkladenintervalu J nazvemekonealy nebonekonéay systen uzavienich in-
tervally oznaémejej {(tx_1, tx) }x, jestlize splfuje podminky:

1. sjednoceim viechintervalusystenu je interval J,

2. spolemé body libovolnych dvouintervalsystenu mohoub$t pouzejejich kon-
covebody

Napiiklad: ProintervalJ = (0, 1) je jedenz rozkladu((0, 3), (3, 1)}. Systenintervafu
{(n — 1, n)}, kden je celecislo, je rozklademintervaluJ = (—o0, 00).
Nyni mtizemezformulovatdefinicikfivky ato nasledujcim zptsobem.

Definice2.2. Kfivkoubudemenazyatvektorovouunkcir (¢) jedneredné promennet
mayjici tyto vlastnosti:

1. r(¢) je definovana na rgjakem intervaluJ,
2. r(t) je spojitana J,

3. existujetakoviyrozklad{(t;_1, ) }x intervaluJ, ze namnoané J — {t;}x je r (¢)
jednojednoznama.

HodografK této funkcenazywame trajektorie nebolinositelka.

Trefivlastnosiznad vefyzikalni interpretacize bodopisujci kfivku prochai tymz
Usekemkfivky pouzejedenkria, pricemz vicekra miize prochaet pouzengkterymi
izolovanymi body. Geometrickyto znad, zZe kfivka miize samasebeprofinat, ale jeji
Casti senepiekrivaji.

Poznanka. VSimnéme si, Ze v na®m pojefi je kiivka zobrazenine mnozna body
cozje jeji trajektorie.Z praktickéno hlediskaovém tyto pojmy Castonerozlisljeme
amluvime o kfivce K jako o mnozné bodu Pfestomusme mit na pamdi, ze beze
zbytku toto ztotozéni nerilmozné a od prislusého zobrazennelzeodhladnout,jak
budevidét z dal§ho.

Rovnici
K: r=r@), tel, (2.2)

budemenazyvatvektoovourovnicikfivky K avektorovoufunkcir (z), jejimz hodogra-
femje trajektorieK , budemenazyat pripustnoyparametrizactéto trajektorie.Cislo¢
nazywame parametem
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V kartezskesouiadnesoustaves pottkem vbodeO ajednotkovymi souiadnymi
vektoryi, j, k Ize vektorovoufunkcir(¢) vyjadfit pomocisoutadnicovih funkcix (z),
y(t) az(t) ajednotkovich soutradnych vektorinasledovrie

K: rt)=x@)i+yt)j+zit)k, tel.

Bez pouiti jednotkovich souiadnich vektorupakkfivku K vyjadiujemeparametric-
kymi rovnicemi

K: x=x@), y=yt), z=2z(t), tel. (2.2)

V definici kfivky se nepedpoklala, Ze interval J je uzavieny, ani to, ze musi byt
ohranieny.

Krivka K, jejiz vsechnybodyleZ v jedneroving senazywarovinnakiivka. Jestliz
budekfivka leZet v rovinéz = 0, pakjeji parametrickeovnicebudou

K: x=x@), y=y@), z=0  tel.

Jezfejme Ze rliznekfivky mohoumit stejnoutrajektorii. Napr. kfivky K a L v R?
o rovnicich
K: ri@t)y=ti+tj, te(01),

2.3
L : rz(s):s3i+s3j, s €(0,1), (2.3)

obe pfedstavdjiotevienoutseku spojujci body [0, 0] a [1, 1]. Rozdl je jenv tom,
jakou,rychlostt* boduseku probiha(podrobri@to budevysvélenodde). Mametedy
dvé rlizne parametrizacééze trajektorie.N&kdy je momé povaovat pro jisté tcely
tyto parametrizacearovnocenneZhrubaretenoto budetehdy kdyz je rozdi pouze
v rychlosti* pohybubodua popt. ve ,sméru“.

Definice 2.3. Rekneme ze Kfivky r1(t), t € J1, ara(s), s € Jo, jsou ekvivalentny
jestlize existujeprostafunkcer = ¢(s), kterazobrazujeinterval Jo nainterval Ji, je
spojitaa ma spojitounenulovouwerivaci,takova ze platfi

ri(e(s)) =ra(s), s € Jo. (2.4)
Funkcig nazywame transformacearametru

Poznanka. Platr
1. Ekvivalentnikiivky maji tutez trajektorii.

2. Funkcep suvederiyni vlastnostmje bud rostouc¢ineboklesajci aintervaly J; a J;
jsousou@snebud otevienenebouzavienenebopolootevene

3. Krivky vystupujiv definici symetricky tj. 1ze skutemé mluvit o vzgemneekviva-
lenci.
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4. Jsou-likfivky rq ar, ekvivalenthiakfivky ro ar3 ekvivalentr)jsourovné& ekviva-
lentriikfivky r1 ars. Mnozinu vsechkfivek je tedymozmé rozddit napodmnomy
vzgemneekvivalentnch kiivek.

5. Kfivky K a L z (2.3) jsouekvivalentii— Ize volit 1 = ¢(s) = s°.

vvvvvv

nény Ctyfi kfivky (Sipky znazorfuji, jak mabodpo kfivkach probhat). Zatimcokfivky
2.2a)a2.2b) jsou (pfi rozumrieparametrizacigkvivalentnia podobrigsou ekviva-
lentni kiivky 2.2c) a2.2d), kiivky 2.2a) a 2.2 c) ekvivalentninejsou(transformace
parametriby muselabyt nespojita.

KKK

Obr. 2.2

Krivky mohoumit faduspeci#nich vlastnosti Uvedemenékterenejtastg se vy-

skytujici.

Definice2.4. Nechtr(z),t € J, jekfivka strajektoril K .

1. Je-lir(¢) prostanacelam intervaluJ, fikdme, Ze kfivka je jednoducha

2. Je-li interval J ohranieny a uzaveny, tj. J = (a, B8), kfivku K: r(t), t € J,
nazywame obloukem

3. Je-liK obloukemar(«x) = r(B), pakK senazywauzavenyobloukneboliuzavena
kfivka.

4. Krivka, kteraje sou@sneobloukajednoduchasenazwajednoduchybloukneboli
Jordaniv! oblouk

5. Je-liK uzavienyobloukar (z) je prostana(«, ), nazywase K jednoduchaizavena

kfivka neboliJordanovakfivka

2 2
Priklad 2.2. Parametrizujtelipsu all + - 1, a>0,b>0.

a? b2

IMarie Edmond Camille Jordan (1838-1922)¢ti ordan)— vyznamriyfrancouzskymatematik.
Zabyval seanalyzou,algebrouteorii funkci, topologil, krystalografij kinematikou stabilitou,geomet-
rickou pravdg@odobnostiteorii Cisela diferencidnimi rovnicemi.



4 RegriL Jediim z mozmych zplsobujsouparame-
trické rovnice

\p x =acost, y=bsint,

@) kder je Uhel, ktery svira polopfimka, sestrojeha
—a N a x”  zbodus$, skladnymsmaemosyx — viz obr. 2.3.
Bod elipsy, oznaeny P, sestrojme takto.Ze
_b stredu elipsy vedemepolopiimku, kteras osou
x svira Uhel ¢. Sestrojme dveé kruznice, majici
stied v bode S o polom&echa a b. Prisetk
polopiimky skruznici o polome&ua oznaéme A,
prusedk polopiimky s kruznici o polomeu b ozndéme B. Hledanybod P leZ na
prusedku kolmicez boduA naosux akolmicez boduB naosuy.

Pokudparametr volimev intervalu(0, 27t), splfuje kfivka tfeti podninku v defi-
nici 2.2. Stoutoparametrizadie elipsajednoduchouwzavienoukfivkou — viz definici
2.4, ast 5. Pokudale volime ¢ v intervalu (0, 47t), pak zminéna podninka splnena
neni Polohovyvektoropisujev tomto pfipadeelipsudvakra ave smysludefinice2.2
o0 kfivku nejde. A

Obr. 2.3: Elipsa

V nékterich pfipadechbudevhodrievyjadfit kfivku jako spojeninékolika kFivek.
Toto spojenidefinujemenasledovrie

Necht K je kfivka danavektorovourovnicir(z), t € J. NechtJ; a Jo jsoutakove
podintervalyintervaluJ, zekoncovybodjednohaz nichje poGtetim bodermdruhéno,
pricemzJ = J1U Jo. Pakiikame,Zzekfivka K je spojenmsvich ¢asfi K1 a Ko uréenich
intervaly J1 a J2, apiSemeK = K1 U K>. Analogicky postupujemero vice Gstl.

To ale znad, Ze kazda kfivka je bud jednoduchanebo se da vyjadfit spojerim
kone®ého, pfipadnenekonéaého podu jednoduchgh kfivek.

Pro dal§ vyklad bude nutne abychomzavedli pojem tetného vektoru r’(z) ke
kfivce K a pomocisouiadnicovich funkci této kfivky vyjadrili derivacivektorur (z)
podleparametru adiferencid vektorur (z).

Uvazaujmehodnotuparametru avypodéme k nremu prislugy r'(t)
vektorr(t). Zmé&me hodnotur o prirlistek Ar a vypodéme
vektorr(t + At).

Utvorme prirtistekvektoove funkceAr () pro prirlistek
parametruAt (viz obr. 2.4), tj. r ()

Ar(t) =r(t + At) —r(t).

Sméa vektoruAr(r) odpovdasmeu seay kiivky K procha
zejici koncoviymi body oboupolohovich vektoru Obr.2.4

s . - o Ar(t
Vyddime-li vektor Ar(¢) prirustkemAt, dostanemeektor @)

, ktery je svek-

toremAr(¢) kolineani. Derivacivektorovefunkcepodleparametru definujemena
sledovne
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Definice2.5. Derivacivektoovefunkcer (1) podleparametru nazvemdimitu (pokud
existuje)
. Ar(t) dr(r) ,
I = = :
A;rﬂo At dr r)
Jestlizinterval J je uzaveny; tj. J = («, 8), pakpodderivacifunkcer (¢) v krajnich

bodechintervaluJ rozumime jednostranhéerivacezpravav bodex azlevav bodeg.

Derivacevektorovefunkcer () podler v souiadnicch bude:
F)y=x'0i+y0)j+70)k. (2.5)
Odtudpro diferencid vektorur (1) dostaneme
dr(t) =dxi +dyj+dzk =[x"(t)i +y(t)j+ 7 () k]dr. (2.6)
Velikostvektorudr (r) oznaéme |dr(z)].

Definice2.6. NechtK : r(z),t € J, jekfivka.

1. Nechtbod P kfivky K odpovdahodnoteparametrug. Jestliz prozg € J existuje
r'(tp) ar'(tg) # 0, nazwame bod P regulanim bodemkfivky K. V opamém
pfipadese bod P nazya singulanimbodenkfivky K .

2. Kfivku K nazvemeegulani, jestlize existujespojitar’(r),t € J, ar'(t) # 0 pro
véechna € J.

3. Kfivka K senazwapocastechregulani, je-li spojenm konemeé mnoharegulanich
kfivek.

Mame-li dvé rlizne parametrizaceéze trajektorie, miize se sta, ze néktery bod
je regulani v jedneparametrizaca singulani v druhe Pakmluvime o nepodstathe
singulanim bodu trajektorie. Je-li bod singulani ve vSech parametrizach kfivky,
mluvime o podstatiiesingulanimbodutrajektorie

Jestliz je kfivka K vyjadfenarovnicir(t) = x(¢t)i + y(t)j + z(t) k, t € J, pak
podminkuregularitykfivky K Ize zformulovattakto:

Funkcex = x(¢), y = y(r), z = z(t) maji naintervaluJ spojiteprvniderivacea
prokazdér € J plat:

[x' (1% + [y ())? + [Z(1)]1? > 0,

cozznag, ze prvniderivacefunkCix = x(r), y = y(t), z = z(t) nejsouzaovenrovny
nuleprozaédner € J.

Z definiceregulani kfivky vyplyva, ze v kazdem boderegulani kfivky existuje
tetha k této kfivce a funkcer’(r) seméni spojite Ve fyzikalni interpretacikfivky to
znada, ze bodopisujki kfivku sepohybujespojitea ma neustée nenulovouokamitou
rychlost,tudiz nemani nahle sma. Geometrickyto znag, ze kfivka neobsahujeadne
hroty. Protosenamiston&vuregulani kfivka pouzvanazevhladkakiivka. Po Castech
regulani kfivka sepak nazyva po ¢astechhladkakrivka.
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Napt. elipsaz prikladu 2.2 je regulani, zatmco obvod ¢tverceje (pfi rozumne
parametrizacipo Castechregulani kfivka.

Uvazaujmedvekfivky

K: ri@t)=ti+tj, te(=11),

L: ras)=si+s%, se(=11), @1
Podobrigako v (2.3) jde o dvé otevieneUseky, kteretentokrd vzhledemke zméné
intervaluz (0, 1) na(—1, 1) spojujibody[—1, —1] a[1, 1].

Prokfivku K plafiry(t) =i+ j # 0,t € (=1, 1), takze je to regulani kiivka
(stejngjako prvnikfivka v (2.3)).

Prokfivku L plafir,(s) = 3s2i +3s2j,s € (—=1,1). Tedyr,(0) = 0,0 € (-1, 1)
atatokfivka neriiregufani (narozdi od druhekfivky v (2.3), kdeO ¢ (0, 1)).

KFivky K a L nejsouekvivalentni(narozdi od kfivek z (2.3)). Plipustme totiz, ze
by existovalatransformaceparametrup(s) splfujici (2.4). Derivovanim této rovnosti
dostanemés pouztim pravidlapro derivovani slozenefunkceaplikovardo raslozy)
r’l(go(s)) - @'(s) = r5(s), s € (=1, 1). Protoz ri(¢(0) =i+ j # 0ar,0) =0,
musibyt ¢’ (0) = 0, cozneriipfipustrie

Poznamka. Lze dokazat, Zze prosteregulani kfivky jsou ekvivalentnipravé tehdy
kdyz maji stejnetrajektorie— viz napr. [6].

Priklad 2.3. Zjistéte, zdakfivka danaparametricky
rovnicemi

x=acoSt, y=asin’t, 1e(0,2x), (2.8)
je regulani.

Re&ril Uvederikfivka senazvaastepidaa je ma
zornaanaobr. 2.5, Asteroiduopisujebod P, ktery
se nachai na obvodukruznice s polomaem a/4,
ktera se kotdi zevnitr po kruznici o polomeau a.
Predpoklalame-li, ze vétsi kruzniceje ve stredu kar
tezskeho souladnéno systenu, vyjadiuje parametr
Uhel,kterysviraprivoditstredumalekruznicesklad-
nym smaemosyx, orientovariyproti smeau hodinovich rucicek.

Derivovanim dostaneme’(r) = —3a cos’ ¢ sint i + 3a Sirn? ¢ cost j. Prohodnoty
t =0,n/2, t,3n/2a2xn jevektorr’(r) = 0, tedykfivkanerihladKa Lzeji alerozddit
nactyfi krivky, kazda z nichzje hladka(po transformacparametrukteraovéem neda
ekvivalentnikfivku, ale pouzekfivku sestejnoutrajektorii— viz pfirozenyparametr
nize apriklad 2.4). Zfejméasteroidge jednoduchaizavienakfivka. A

Obr. 2.5: Asteroida
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2.1. Délka krivky

Vsimnemesi nyni, jak je definovana délka kfivky. Budemepredpoklalat, ze jde o ob-
louk K srovnici

K: r)=x®)i+y®)j+zt)k, telap). (2.9)

Pomocilibovolnych Cisela =19 <11 < -+ < t,_1 < t, = B,n € N, rozddime
interval («, B) nan dilk(l. D&lici bodypfeneseme n& aoznaémeje A; = r(z;), kde
i =0,...,n—viz obr. 2.6, kden = 4. Krivku K aproximujemdomenoucarou L
tvorenoultsekami AgA1, ..., A,_1A,. Jejidélka my(L) (m jako mira, index 1 jako
jednoozmend) je

My(L) = |AoAx| +--- + |Ay—1A4].

Definice 2.7. Jestliz existujecislo M takove ze
As my (L) < M prolibovolnouvyse zkonstruovanou
Al lomenoucéru L, fekneme,ze kiivka K ma ko-
nemoudédku nebolije rektifikovatelhaNejmen$
A, Cislo M stouto vlastnosti(lze ukazat, ze takove
vzdy existuje) nazvemedédka kfivky K a ozna-
¢imemy(K).
Obr, 2.6: Aproximacekfivky V opaaém pfipao_"e?eknem_e_ie kfivka nema
konemoudd&ku nebolinenirektifikovatelna

Ag

Na prikladechlze ukazat, ze dokoncei jednoduchyoblouk nemusimit koneamou
ddku — viz napr [3, str. 405]. Platiale nasledujci véta.

Véta 2.1. Nechitv (2.9) majifunkcex(t), y(t) az(t) spojitouprvniderivacina («, ).
PakkFivka K makonemoudédku a plati

B
my(K) = / \/[X’(t)]2 + Y017 + [/ ()] dr . (2.10)

DikazIze nalezt v [5]. VSimnéme si, Ze kiivka nemusibyt regulani (r/(r) miize byt
v nékterem bodenulovg).

Uvazaujme nyni regulani kfivku s rovnici (2.9). Oznaene s(¢) déku kFivky, ktera
odpovdaoboruparametiue, ¢). Z (2.10) plyne,ze

s(1) = / V@R 4+ [y )1 + [/ du (2.11)

Pro ,velmi male prirlistky dz agumentur pokladame velikost diferencidu |dr| za
pribliZnérovnouddce As Castikfivky, kteraprislu§ hodnotedr (nazvemei elementem
kfivky), tedy |dr| = As.
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K elementukfivky odpovdajicimu prirlistku dr pak pfiradme vektor ds, jehoz
vyjadreniv kartezskych souadnicch bude:

ds =dxi+dyj+dek=[x'(t)i+y @) j+7 @) k]dt. (2.12)

Proddku ds elementikfivky K pakmame (pro kladnedr) vzorec

ds = [ds| = /[d]2 + [dy]2 + [dz12 = |/ [/ ()12 + [y ()2 + [2/(0) 2, (2.13)

cozje ve shodes diferencidem ds vypodenym z (2.11). Vzorec(2.12) budemevy-
uzivat pri vypodech Kivkového integrdu Il. druhu,vzorec(2.13 pakpfi vypocdech
kfivkovéhointegrdu |. druhu.

2.2. Pfirozenaparametrizacekrivky

V pFipadekfivky konemé délky je mozé najit parametrizacikde parametivyjadiuje
deku oblouku. Ptesng, jsou-li s1 < s2 libovolne hodnoty parametrupak oblouk
kfivky odpovdajici intervalu (s1, s2) ma déku s» — s1. Ukazuje se, Ze pfi takove
parametrizacsebodkfivky pohybujerychlosti jejiz velikostje neustée jednotkova

NechtK:r = r(t),t € {(a, B) je regulani kfivka. Uvazujme funkci s(¢) danou
vzorcem(2.1]). Ta je definovanana intervalu («, 8) a ma obor hodnot(0, m;(K)).
Protozmapodle(2.13 spojitounenulovowderivaci,je prosta atudiz existujeinverzrii
funkce, kterouoznaéme ¢(s). Lze ukazat (viz napr. [10, str. 18]), Ze parametrizace
r =r(p(s)), s € (0, m(K)), mavyse uvedenowlastnost.Takovaparametrizacee
nazywaprirozenaProtoz ¢'(s) # 0, jde ve smysludefinice2.3 o ekvivalentrikfivku
s kfivkou r(1).

Priklad 2.4. Najdée pfirozenouparametrizacjednohooblouku L asteroidypopsane
v prikladu2.3.

Re®ril. Dosazefm z (2.8) do (2.11) dostanemerot € (0, %)

! 2 2
s(t)=/ \/[Saco§u(—sinu)] + [3a sir?u cosu]”du =
0

t 1
- Ba/ V/sirtuco u(coRu + sirfu) du = Sa/ sinu cosu du =
0 0

3a (! . 3a ; 3a 3a .
= 7/0 sin2u du = " [— cos2u], = " (1 — cos2t) = ?smzt.
. . 3a . . .
Protozt € (0, 1/2), jemy(L) = s(nt/2) = > Inverzriifunkce(s) je tedydefino-
vananaintervalu(0, 3a/2) aplafi

<p:t=arcsin\/g, s€<0,ga>.
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Podosazehdo (2.8) vyjde
3 3

2 2

x=acoSt=a(vV1l- sin2t)3 = a(l — sinzarcsim/%) = a(l — é)2

y =asirt =asin3arcsin\/§=a(%)%, s e(o, ga>,
(2.14)

Vsimnée si, Ze kfivky (2.8) a (2.14) jsou parametrizactéze trajektorie,ale nejsou
ekvivalentni Kfivka (2.8) nenitotiz regulani (jeji parametrizacenav krajnich bodech
nulovouderivaci— viz pfiklad 2.3), kdezo kfivka (2.14) regulani je. Transformace
parametrup(s) mav krajnich bodechnevlasthiderivaci+oo, tj. tatoderivace

1
/ —_—
i) = 25(3a — 2s)
nerilv krajrich bodechs = 0 as = 3 a spojita A

2.3. Orientacekrivky

Pii definici integrdu z vektorovefunkce budemepotrebovatu kfivky jeji orientaci
Orientovatkfivku znamenarhodneuspoéadatmnoznu bodujeji trajektorie Fyzikané
znad zadani orientacekfivky urter smeu, ve kteran se bod vytvéarejici trajektorii
kfivky pohybuje Uspaoiadani je pakdano pofadm, ve kterem jsoubodyprochaeny

Nechtr(t), t € J, je parametrizac&fivky K. Jestliz parametr interpretujeme
jako €as,vyjadiuje tatoparametrizaceohyb bodu paéto kfivce.Kdyz 11 ar, jsoudva
libovolne Casoveokamiky z intervaluJ takove Zzet1 < o, pakpohybujci se bodse
dostanenejdiive do boduP (¢1), uréeného polohovym vektoremr(¢1), a potedo bodu
P (12), urcenehopolohovym vektoremr (z2). Nakfivce K je tedybod P (¢1) predbodem
P(12), cozoznadme P (t1) < P(12).

Bod ale miize opisovattutez kfivku tak, ze se po ni pohybujeopasym smaem.
V tomtopfipadeby bod P (¢1) byl zabodemP (z2), tj. P(t1) > P(z2).

Jetedy vida, ze danagparametrizackrivky urcuje dvenavZgemopagauspoadani
jejich bodu

Definice 2.8. Kdyz prolibovolnar; < t; plati P(t1) < P(t2), pakifeknemegze kiivka
je souhlasnieorientovariase svym parametrickyn vyjadienm. Kdyz pro libovolna
1 < tp plati P(11) = P(t2), pakfekneme ze kfivka je nesouhlash@rientovariase
svym parametrickyn vyjadienm.

KFivku K spolus jedrim z téchto dvou uspdédani jejich bodubudemenazyat
orientovanouwkfivkoua oznaéme K. Tutez kfivku s opamouorienta¢ioznaéme — K.

Uvazaujeme-litrajektoriijednoduchdfivky, pakztejmepfi libovolneparametrizaci
tétotrajektoriedostavametata dvéuspdédani bodu Pokudov&m trajektorieodpovda
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kfivce, kterasamasebeprofing, miizeme z tiznich (neekvivalentioh) parametrizaci
dostatvicetakovich uspoédani — viz obr. 2.2,

Pii vySe uvedenedefinici orientacekiivky se miize sta, ze néktery bod kfivky je
v tomto uspoidani sam pred sebou,coz nedava prilis smysl. To nastandehdy kdyz
kfivka samasebeprotina. Matematickypresnadefiniceorientacespogvav tom, ze se
nakfivce zadaspojite nenulovepole tetmych vektoru Pro nas (cely ale s predchozi
definicivystadme.Na obrazcich budemeorientacikfivky znagt Sipkou.

Je-liorientovan&fivka K spojenm kiivek K1 a K, pfeneseme n&; a Ko uspo-
fadani boduz K. Pakfeknemeze kiivky (nyni orientovang K, a K, jsousouhlasrie
orientovanes K .

Pfiklad 2.5. Parametrizujteplikruznici x? + y?> = 9, y > 0, kteraje orientovana od ]
bodu P1[—3, 0] do boduP,[3, 0], aznaornde jeji polohovyatetny vektor.

y & y

A A
P

r(l‘) P(t) r(s) (Sr)/(s)

Py t P, Py P,

-3 0 3 x -3 O s 3 «x
a) b)

4
\

Obr. 2.7: Parametrizacplikruznice

Regril. Uvedemedva zpsobyparametrizaceto kfivky.

Prvrii zpisob parametrizacge ten, Zze zaparametrs zvolime Uhel, ktery svira
polohovyvektorr(r) bodukfivky s kladnym smeemosy x, orientovanyproti smeau
pohybuhodinovich rucicek.

Parametrickeovniceplikruznicejsou

x = 3cost, y=3sint, e (0, m).

Odtudprotetny vektormame:r’(t) = —3sint i + 3Ccost j.

Pii druhem zplsobuparametrizacevolime zaparametrx-ovou souiadnici bodu
plikruznice.ProodliSeniod predchozino parametrijej oznagémes.

V tomto pfipadejsou parametrickeovniceplikruznice

x=s, y=+v9—s2, kde se (-3, 3).

Protetny vektorv této parametrizacmame:r’(s) =i — \/ﬁ Jj,s €(=3,3).

Prvrizplsobparametrizacge znazorna naobr. 2.7 a). Zvolili jsmehodnotupara-

2 emiTadnical 3 3 3., 3 .
metrur = %. Pak bodP (1) masouadnlce[ﬁ, ﬁ] ar'(3) = — it 5
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KFivky

Druhy zplsob parametrizacge znazorna na obr. 2.7b). Zvolili jsme hodnotu
parametrus = 1,5v/2 (dava tentyz bod). Souadnicebodu P(s) jsou [% %] a
r(1,5V2) =i —j.

PTii prvnim zplsobuparametrizacge kfivka orientovana nesouhlasheparametric-
kym vyjadrenim, pfi druhem zpisobuparametrizacge orientovana souhlasiies para-
metrickym vyjadfenm.

Poznamenejmeze pii prvnim zpisobuparametrizacexistuji v krajnich bodech
kfivky tetné vektorya kfivka je regulani, zatmcopfi druhem zplsobuparametrizace
tetné vektoryv krajnich bodechnejsoudefinovany. A

Pojmy k zapamatovani

— parametrickeovnicekfivky,

— uzavenajednoduch&fivka,

— regulani apo Castechregulani kfivka,

— vzorecpro déku parametrickyzadanekfivky,
— pfirozenaparametrizacé&fivky,

— orientacg(ne)souhlashaorientaCikrivky.

Kontr olni otazky

1. Jakvyjadfit v parametricken tvarukfivku, kteraje grafemfunkcey = f(x)?

2. Udejtepriklad parametrickyzadanekfivky, kteranerigrafemfunkcetvaruy =
J ().

3. Jakyjevztahmeziddkou tetného vektoruke kfivce aelementenddky kFivky?

4. Kruznicex = cost, y = sint, t € (0, 2xt) je orientovana proti smeau pohybu
hodinovich ruticek. Je tato orientacesouhlashanebo nesouhlasha danym
parametrickyn vyjadierim?

5. Vysvélete pojemekvivalenthkfivky.
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Kapitola 3

Krivkovy integral I. druhu

Prdvodcestudiem

V této kapitole uvedeme definici a zakladni vlastnosti kfivkového integralu
I. druhu. Dale ukdzeme metody vypocCtu tohoto integralu a na zaveér kapitoly
popiSeme geometrické a fyzikalni aplikace kiivkového integralu I. druhu. Po-
znamenejme, Ze tento integral byva v nékteré literatufe nazyvan jako kfivkovy
integral ze skalarni funkce.

Cile |:|
Poprostudovai této kapitoly budeteumé

e zavest avysvdlit definicikfivkovéhointegrdul. druhu,poukazatnapodob-
nosts konstruk¢iRiemannovantegrdu ze Z&ladriho kursuintegrdniho
podu,

e ukazat, Ze za&kladni vlastnostikfivkového integrdu I. druhujsou velmi
podobrievlastnostenRiemannovantegrdu,

e popsatmetoduvypodu kiivkového integrdu I. druhupodd parametricky
zadanekrivky,

¢ vysvélit zakladniaplikace Kivkovéhointegrdu I. druhu.

3.1. Definicekrivkového integralu I. druhu

V této Casti popBemekonstrukcikfivkového integrdu ze skalani funkce.
Uvaaujmekfivku K, jejiz souadnicelx, y, z] jsou popsay Vv kartezskesouiadne

soustaveparametrickyni rovnicemi

K: x=x@), y=y@t), z=2z@0), tel=(ap),

majicimi spojitederivacepficemz[x’(1)1%+ [y'(1)1° + [Z'(t)]? = 0 nejviBev konemé
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mnohabodechafunkci
fru=f(x,y,2),

definovanow bodechkfivky K. O ni budemepredpoklalat,Zze f(x(t), y(1), z(t)) je
po Castechspojitana («, B) (cozje splneo napt kdyz f je spojita.

Pomocilibovolné zvolenych hodnotae = 1o < 11 < --- < t, = B, n € N,
rozddime interval (o, 8) nan dilk{. Tyto ddici body pfeneseme n& a oznaéme je
Ay = [x(t), y(t), z(tx)]. Body Ao, . . ., A, rozddi kfivku nan iseKu(oblouk), ktere
nazvemeelementykfivky a oznaéme je si, k = 1, ..., n. Naobr. 3.1je k-ty element
vyznaen tutné. Délka k-tého elementibudems (sy).

V kazdém z elementus; zvolime libovolny bod, oznaene jej My, o souiadnicch
[xk, yk, zk] @ vypodemev ném funkéni hodnotu f (xx, vk, zx). Body Mj tvofi tzv.
vibér reprezentantypfislugjici déleni intervalu («, B) uréenamu body 14, ..., 1, 1.
Konstrukcge znazornaa naobr. 3.1

Utvorime tzv. integrani souet
J s yis 2i) g

Su =Y f (X e 2) Malsi).

k=1

Zvétsujeme-li potet délicich bodu na kfivce, tudiz
n — oo, pfiemz pozadujeme aby ddka nejdel$ho
elementlkonvegovalak nule,tj. max, my(sx) — O,
Ize ukazat, Ze posloupnostntegrdnich soutti ma za
vy3e uvederigh predpokladuimitu, kterouoznaéme
symbolem/, f(x, y, z) ds. Integrd pak definujemenasledovrie

Obr. 3.1

Definice 3.1. Za pfredchoZeh predpokladiexistujeneZavisle naposloupnostidéeni a
navybéru reprezentanitlimita

n

lim 8, = lim Z f (ks Yk 2k) M1(sy) = / f(x,y,z)ds. (3.1)

maxm 0 maxm 0
5 1(5%)— i 1(sk)— —1 K

Nazwame ji kfivkovym integrdem I. druhu nebokfivkovim integrdem ze skalani
funkce

V kfivkovém integrdu maji jednotlivesymbolynasledujci vyznam:

e pismenokK podznakemintegrdu oznawije, ze integrujemepo kfivce K (inte-
grami obor),

e f(x,y,z)oznawje, kterou funkciintegrujemgintegrand),

e ds oznawje ddku elementwkiivky (diferencid oblouku).
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3.2. Vlastnosti a vypocet krivkového integralu I. druhu

Ukazujese,ze prokfivkovy integrd I. druhuplatiobdobrievlastnostjako proobyejny
urdty integrd. Lze dokazatnasledujci véty.

Véta 3.1. Nechtexistujiintegray [, f(x,y,z)ds a [, g(x,y,2)ds aa € R. Pak
integrdy stojici v nasledujcich rovnostechnalevoexistujia plati:

/[f(x,y,z)+g(x,y,z)]ds=/ f(x,y,z)ds—l—/ g(x,y,z)ds,
K K K

[ erayos=a [ sy

K K

Prvnivlastnostsenazya aditivita vzhledenk integrandy drunahomogenita

Véta 3.2. Nechtexistujeintegrd [, f(x, y,z) ds aobloukK je spojefim svich &asfi
K1 a K». Pakintegrdy stojici v nasledujci rovnostinapravoexistujia plati:

/ fx,y,z2)ds = fx,y,2)ds+ [ f(x,y,z)ds. (3.2)
K

K1 K>
Tatovlastnossenazya aditivita vzhledenk integramimu oboru
Predchozivéta nam umoziuje roz§fit definici kfivkového integrdu na Srsi tfidu
kfivek.
Predpoklalejme,ze po Castechhladkyoblouk K je spojenm svich hladkych casfi
K1, ..., K,,n € N. Pakdefinujme

/f(X,y,z)ds: f(x,y,z)ds+--~+/ f(x,y,2)ds. (3.3)
K Kn

K1

Véta 3.2 zajiduje, ze tatodefiniceje korektrii(neZavisi na konkrgnim rozdden kfiv-
ky K nakonemy potet Castl).

Poznanka. Z definice2.2 vyplyva, ze kfivka se smi protinat pouzev izolovanych
bodech.Tedy napr. kruznice, kterou probéne bod dvakrd, neriikfivkou ve smyslu
zminéné definice.V nékterych aplikacch je to ovsem nepijemneomezeni Ukazuje
se, Zze pro konstrukcikFivkového integrdu neni tfefi vlastnostz definice 2.2 nutna
Totez plafii pro vétSinu vysledKutykajicich se kfivkového integrdu, kterebyly nebo
budouuvedeny

Princip vypodu kfivkového integrdu |. druhuspogva v tom, ze tento integrd
prevedemaaintegrd jednoduchyv némz promanoubudeparametr aintegracim
oboremoborparametru.

Uvaaujmehladkoukfivku K majici parametrickeovnice

K: x=x@), y=y@), z=z@), telJ=/ap).
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Z parametrickgh rovnic kfivky urcime diferencidy promennich:
dx =x'(t)dr, dy=y'(r)dr, dz=27(r)dr.

Pakpro ddku elementuds mame (viz vzorec(2.13)

ds = \/[dx 2 + [dy12 + [dz1? = /[¥' ()2 + [y' ()12 + [/ (1) P .

Integrandf (x, y, z) vyjadiime pomocisouiadnickfivky jako funkci promener, tedy
f(x,y,z) = flx(@), y(), z(¢)]. Mezeintegrdu budoukrajni body« a g oborupara-
metru.

Paklze ukazat,ze kfivkovy integrd Ize prevest najednoduchyurcity integrd takto:

p
/Kf(x,y,z)ds=/ f[x(t),y(t),z(t)]\/[x’(t)]2+[y’(t)]2+[z’(t)]2dt- (3.4)

Z tohotovyjadrenisnadnoryplyvaspouatimvéty o substitucdourétéhointegrdu
nasledujci tvrzeril

Véta 3.3. Nechtexistuje/, f(x, y, z) ds a kfivka L je ekvivalenths K. Pak

/f(x»y,Z)dS=/f(x,y,z)ds.
K L

Poznanka. Predchozivéta Zistanev platnosti,kdyz dovolime, aby derivacefunkce
popisujci zméeu parametribyla v konemé mnohabodechnulova(srv. priklad 2.4).
To plynez (3.4) aspojitezavislostiurttého integrdu na dolniahornimezi,

Priklad 3.1. Vypotéte hodnotu kfivkového integrdu
I = [,(x +y?—z)ds, kde kiivka K je Usetka AB,
pficemzsouiadnicebodujsouA[2, —1, 1], B[1, 3, 3].

Reeril Nejprveurcime parametrickeovnicepfimky, na
nizUseka AB ledl.

Smeaovy vektor AB masouiadnice(—1, 4, 2). Zvoli-
me-li bod A za urtujici bod pfimky, dostaneme vek-
Obr. 3.2 toroverovniceptimky r = r, + ABt jeji parametricke
rovnice:

x=2—t, y=-14+4, z=1+2t.

Hodnotaparametrur4 bodu A je rovnaO, hodnotaparametruz bodu B je rovnal,
tedyparametr budeprobihatinterval (O, 1).
Z parametrickgh rovnic kfivky urcime jejich diferencidy:

dx = —dr, dy=4d, dz=20d.
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Pomo¢inich uréime délku elementukfivky ds = /(—1)2 + 42 + 22dr = /21 ¢t.
Nyni dosadme do dando kiivkovéhointegrdu a prevedemegej najednoduchy

1
I:/(x—l—yz—z)ds:f [(2—1)+ (=1+41)% — (1+ 20)]vV/21 .
K 0

V ziskanen integrdu provedemaeipravyintegranduurcime primitivni funkci a dosa-
dime do primitivni funkcehornia dolni mezintegrdu:

! 11, 16 1% 11
I = / (2— 11 + 16:%)v/21 dk = \/21[2t — 72 + ?3]0 = g«/_21
0

3.3. Aplikace krivkovéhointegralu I. druhu

Pii odvozovai vzorcl pro aplikace Kivkového integrdu I. druhubudemepouzvat
symbolicKypristup ktery sestaverwzorcezjednoduigjeazprihlediuje. Tim seovdem
dopousime, co setyCe ryziho matematickbo postupujistych nepesnosti Presngsi
postupspodvav odvozeniprisludeho vzorcepodledefiniceuvedeners odstavci3. 1

Délka krivky

KFivku K rozddime na elementyjejichz délku oznaéme ds, a délky téchtoelementu
,SCitame*. Protoz téchtoelementiye nekonéoé mnohoajsounekonéoé malg stitani
seprovedepomociintegrdu.

Tedy pro ddku kfivky, kterouoznaéme m1(K ), dostanem&zorec

mu(K) = / ds. (3.5)
K

VSimné&e si, ze spravznostvzorceplynez (2.10 a (3.4).

Priklad 3.2. Mezi dvéma sloupy vzddenymi od sebe4 m, je napnutolano. Vlivem
vlastrithmotnostise lano prohnedo tvaru kfivky, kterase nazya retezovka Prihyb L]
lanaje schematicky zachycemaobr. 3.3 Zavedemekartezskousouiadnousoustavu
sosamix a y, kdeosax prochai patamisloupy osay je uprostedmezinimi. V této
souladriesoustavge fetezovkapopsaa funkci y = %(ex/“ +e /%) a > 0.Vy3ka
nejniziho bodukfivky nadrovinouje 1,5 m. JaKaje délka prohnutéolana?
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Re&ril Protoz ve zvoleresouiadriesoustavée nejnizi
bodv potatkua y(0) = a, jea = 1,5.

i Nyni sestaume parametrickeovnicefetezovky. Jako
+ parametr je vhodnevolit x-ovousouiadnici,tedyx = r.
Pakt € (-2, 2).

11 Proy-ovousouidnicivyjdey = 4 (e'/% +-e~'/%), kde
. . . . a=15.
-2 C 2x Daevypodemediferencidy promenich.Dostaneme
Obr. 3.3 dx =df, dy= % (e!/e — g~t/ay dr,

OdtudurCime délku elementwkfivky:

ds = /x2(¢) + y2(t) dt = \/1 - %(ef/“ —et/a)2dt =

— \/1_'_ %(eZt/a _ 2+ e—2t/a) dt — \/%(eZt/a + 2+e—2[/a) dt —

— \/%(et/a + e—z/a)Z dt — %(el/a + e—t/a) dt

Proddku kfivky tudiz dostaneme:

2

m]_(K):/ dS:/ %(e’/“—i-e_t/“)dt.

K -2

Pourteni primitivni funkcea dosazenmeZicelkovevyjde:

a t/a —1/a 2 2/a —2/a 2

ml(K):—[e —e ] =a(e“/* —e “%) = 2asinh—.

2 -2 a

Dosadme-lizaa hodnotul,5, budeddka prohnutéolanarovnapfibliZzné5,3 m. A

Hmotnost krivky

Pokudmakfivka specifickouhustotup konstanthypakjeji hmotnosje rovnasougnu
jeji délky atéto specifickehustoty

Pokudvsak nerii specifickahustotakonstanthl ale je zavisla na tom, v jakem
bodekfivky senachai, tedyp = p(x, y, z), pakhmotnoskfivky vypodemepomoci
integrdu takto.

Krivku opé rozddime na elementydélku elementwznaéme ds. V kazdém bode
elementye specifickahustotap (x, y, z). Hmotnosttohotoelementudm je pfibliZzné
rovnasougnu hustotyve zvolenen bodeelementwa délky tohotoelementutudiz plafi
dm = p(x, y, z)ds.

Celkovouhmotnoskfivky ziskametedytak,Zze sedemehmotnostiéchtoelementuy
cozvyjadiimevzorcem

m:/ dm:/ p(x,y,z)ds. (3.6)
K K
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Statické momenty krivky

Statickymomentbodu krovinév R® nebok pfimcev R? je definovan jako soutdn jeho
hmotnostia (orientovang vzddenostiod této roviny nebopfimky. (Ve fyzice setento
pojemneu4va.)

Nejprveodvodme statickemomentyrovinnekfivky 4y
k souiadnym osan. ds

UvazaujmerovinnoukFivku v kartezskesouiadnesou-
staves osamix a y. Mame-li stanovitstatickymoment
této kfivky k osex, pakposupujenetakto Kfivku rozde
lime na elementydélku elementuoznaéme ds. V kaz

y

|
|
|
|
]

\

dem z elementuzvolime libovolny bod a uréime jeho x
vzddenostod osy x. Tato vzddenostje rovnay — viz Obr. 3.4
obr. 3.4,

Pak staticky momenttohoto elementuk osex, ktery oznaéme dS,, buderoven
ds, = pyds, kdep = p(x, y) je specifickahustota.

Statickymomentelekfivky k osex ziskametedytak,ze setemestatickemomenty
téchtoelementycoz vyjadiime vzorcem

Sy =/ ds :/ py ds. (3.7
K K
Analogickyodvodme vzorecpro statickymomentkiivky k osey:
Sy =/ ds, :/ px ds. (3.8)
K K

StatickKemomentyvyuZivamek urtenisouiadnictéziste kfivek. Oznaéme-lisouladnice

v

souiadniceplati:
Sy Sx
xT = —, yT = —. (3.9)
m m

Vypotet statickdho momentua tézisté kiivky ukazemenaprikladu.

Priklad 3.3. Kostradrakasestaa z drau tenkeho prifezu a ma rozmey uvederie

Regril. Nejprve uréime statickemomentykfivky. Protoz je kostradrakasymetricka
vzhledemk osey, je statickymomentS, kostrydrakak osey rovennule.K vypodu
statickdho momentusS, kostrydrakak osex pouzjemevzorec(3.7).

KFivka, kteraje kostroudraka,sest&a ze tfi jednodusich kifivek. Ramenagjsou
Useky, ozndene je K1 a K3, jejich spojniceje oblouk kruznice, oznaene jej Ko.
Kostradrakaje tedy po ¢astechhladKakFivka. Integrd vyjadiujici staticky moment
bychomtedy mdi rozddit natfi integrdy. Vzhledemk tomu, ze statickemomenty
k osex jsouproramenafejmestejne stad podtat statickymomentroramenekfivky
jenprojednulseku a vysledekzapoGtat dvakra.
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A
y X, Tedy
Sy =/ py ds :2/ pyds-l—/ pyds.
K K1 K>
+b
Jednotlivektivky vyjadiime parametricky:.
Ks K, Kfivka K je Useka o rovnici y = Zx. Za parametrt
volime x-ovousouiadnici,takze parametrickeovnicekfivky
—p % jsou
Obr. 3.5

b
Ki:x=t, y=-—t, kde re€{0,a).
a

Odtudurime délku ds elementikiivky K1: ds = 1 Va2 + b2dr.

Krivka K> je kruznice,jejiz stredje v bode(0, b). Volime-li zaparametiihel, ktery
opisujeprivodit bodukruznice, majici pocatek v bode(0, b), orientovariyproti smeu
pohybuhodinowich ruticek, pak parametrickeovnicetéto kfivky budou:

K>: x =acost, y=b+asint, kde t e (0, m).
Odtuddostanemeldku ds elementikiivky Ko: ds = a dr.

Nyn1 pfevedemekfivkovy integrd najednoduchy

a

“b  a?+b? § :
SX:Z/ Ldt+/ (b+asint)padt =
0 a 0

2bp t27a n
=— Va? + 12 [5]0 +ap[bt —acost]; =
— p(bv/a? + b2 + wab + 24%).

Hmotnostn kfivky K urCime jako soucn specifickehustotydrau a delky Useek
akruznice,tedym = p(ma + 2va? + b?).
Souiadnicitézi&té na svisleoseoznaéme y7. Jejihodnotge rovnazlomku

S, bva?+ b2+ nab + 2a?
yT:—: .
m ta + 2v/a? + b2

A

Chceme-lsestavit/zorceprovypotet statickych momentuprostorovekfivky k sou-
fadnym rovinam, pak postupujemenalogickys tim rozdiem, Ze pro elementykfivky
uréujemejejich vzddenostiod souladnych rovin (viz obr. 3.6).

Oznagne statickemomentykfivky k rovinamz = 0, y = 0 ax = 0 symbolyS,,,
Sz aSy; ap = p(x, y, z) specifickouhustotukiivky v bode[x, y, z].
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Dostaneme: 4,
Sxy = / dSy, = f pzds, (3.10)
K K
Sxz = / ds,; = / py ds, (3.11)
K K
Sy; = / ds,, = / px ds. (3.12)
K K
Pro souiadnicexy, yr, zr t€Zisté prostorovekfivky K
plafi nasledujci vzorce: X
Obr. 3.6
S S S
Xr ===, yr=—, zr=—. (3.13)
m m m
Momenty setrvaosti ki'ivky k osam
Moment setrvamosti bodu k oseje fyzikalné definovan 1z
jakosou@n jehohmotnostia @vercevzddenostibodu odosy T
rotace. b ds
Pokudpodtame momensetrvanostikfivky k néktereose, = S

pakvzddenostibodukfivky od osyrotaceseméni, rovn& se
miize ménit mérna hustotabodu na kfivce. Protok vypodu
momentusetrvanostikiivky pouzjemekfivkovy integrd.
OdvodmevzoregprovypoGt momentusetrvanostipros-
torovekfivky k osex, kteraje osourotace.
Krivku rozddime naelementyjejichz delku oznaémeds. Obr. 3.7
V kazlém z elementuzvolime libovolny bod o souadniéch
[x, v, z] ajehovzddenostod osyrotaceoznaéme D, . PodlePythagorovyéty bude
Dy = +/y?+ z2 (viz obr. 3.7).

Pakmomentsetrvanostitohotoelementik osex, ktery oznaémed/,, buderoven
dl, = p(y? +z%) ds.

Moment setrvanosti cele kfivky k ose x, ktery oznaéme I,, ziskame tedy tak, ze
setememomentysetrvanostitéchtoelementycoz vyjadfime vzorcem

Ix:/ dr/ :/ p(y% + z%) ds. (3.14)
K K

Analogickyodvodmevzorcepromomentysetrvaaostikfivky k ostatrim osanrotace.
Bude:

I, =/ dr, =/ p(x%+z%) ds, (3.15)
K K

L. =/ d11=/ o(x? + y?) ds. (3.16)
K K



38

KFivkovyintegrd I. druhu

Priklad 3.4. UrCete momentsetrvaoosti k ose z draéné konstrukcena obr. 3.8,

sestrojene tenkého drau. Specifickahustotadrau je rovnakonstanteo. Geometricky
sestaa konstrukcez téchto krivek: Kruznice (kfivka K1) o polome&u a se stredem
v bode S, elipsy (kfivka K2) se stfedemv bode S’, jejiz vrcholy jsouv bodechA’,

B’, C' aD’. Kruzniceaelipsajsouspojenylisedami, rovnobenymi s osouz. Usedka
AA’ (kfivka K3) madélku b, Usetka CC’ (kfivka K5) madéku ¢, ¢ > b, Useky BB’

(kfivka K4) a DD’ (kfivka Kg) majidélku d = (b + ¢)/2.Konstrukcge Usekami D B

(kfivka K7) a D' B’ (kfivka Kg) pfipojenav bodechS a S’ k osez. Bod S je potatek
souladriesoustavy

Regril. Moment setrvaaosti kiivky K1 k osez oznaéme I k.- Nejprve vyjadiime
kfivku K1 parametrickyni rovnicemi.Protoz kfivka K1 je kruznice,jsounejvhodn¢si
parametrickeovnice:

x=acost, y=asint, z=0, te(0 2n),

kde parametr je Ghel, ktery svira privodit bodukruznice s kladnym smaemosy x,
orientovariyproti pohybuhodinovich ruccek.

bz (' Pakddka elementikfivky K, bude ds = a dt.
e Protoz vzddenostbodukfivky od osyrotaceje rov-
\ naa, dostaneme:
Ig, = f pa’ds = ,oazf ds = 2na®p.
K1 K1
D’ S’ B’
Momentsetrvamostielipsy(kfivky K2) k osez ozna-
Cime Ik,. K parametrizactéto elipsy vyuzjeme jednak
toho, Ze sejeji body promitaji do bodukruznice (kfivky
C K1) v roviné z = 0, jednaktoho, ze elipsaleZ v roviné
\ %\ orovniciz = % x +d, jak siCtend, kteryjeobezrianen
e sezzklady analytickegeometriev prostorumiize snadno
» Ovdit.
D S B Y pakizekfivku K » vyjadit témito parametrickyni rov-
nicemi:
x¥ A . b—c
Obr. 3.8 X =acost, y=asint, z= acost +d,

a
pricemzparametr je tyz jako u kfivky K.

Délka elementikfivky K> bude ds = a\/l + (1’2—_;)2 Siré ¢ dt.
Protoz vzddenostivéechboduelipsyod osyrotacejsourovny ¢islua, dostaneme
pro momentsetrvanosti:

27 b —c\2
I :/ pazds:asp/ \/l—i— —— ) sinfrdr.
2= Ik, 0 ( 24 )
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Primitivni funkcek integrandupfedchozino integrdu neritale v mnoané elemen-
tarnich funkci. Prokonkrénézadaneozmey a, b, c Izetentointegrd vypodst pomoci
nékterez numerickych metod.

Jinoumomostije prevodnatplny elipticky integrd, jehozhodnotuje mozé najit
ve specidnich tabulkach. Ten je definovan vztahemE(e) = fO“/Z V1 —g2sirérdr.
Z periodimostia symetriesinuplyne, ze

/Ozn \/az-l— (b—;C>25in2tdt = 4/(:[/2\/6124- (b—;C>Zsin2tdt.

Dale substitucr = % -5 sohledermavztahsin(% — s) = coss dostanemeze

/2 b —c\2 “/2\/ b—c\2
2 - _ 2
/0 \/a +( > >Sln2tdt—/0 a—l—( > >c0§sds.
S poudtim rovnosticos’ s = 1 — sirf s vyjde vzhledemnk rovnostiy/(b —c)2 =c —b
m/2 b —c\2
2 _
/0 \/a +< > ) cosds =
m/2 b—c\2 (b—c\2 .
=a/0 \/1+< > ) —( oy ) sitsds =
[ b—c\2 [™/? b—-02 .
=a 1—|—( o ) /0 \/1_4a2+(b—c)28m2Sds_

1 c—b
= —/4a?% + —b2E< )
oV (c—b) NI

Celkovedostaneme

—b
Ix, = 20a%/4a2 + —b2E( ¢ )
K, = 2pa’y/4a? + (c — b) NIRRT

Nyni1 urime momentysetrvanostikfivek rovnobanych s osouz.
Momentsetrvaaostikfivky K3 (Usetka AA’) k osez oznadéme Ig,. Protoz vzda
lenostivsechbodutéto kiivky odosyz jsourovny&islua, budesemomentsetrvanosti
kfivky K3 rovnatsouénu ¢tvercevzddenostibodukfivky od osy rotacea hmotnosti
kfivky, tj.
IK3 = asz.

Analogickypro ostatnikfivky rovnob&né s osouz bude:
Ig, = azdp, Ig. = ach, Iky = azdp.

Momentsetrvanostikiivky K7 k osez oznadéme Ig,.
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Krivku K7 (Useku D B) vyjadiime parametrickytakto. Za parametr: zvolime
y-ovousouiadnicijejiho bodu,prislusé parametrickeovnicebudou:

x=0, y=t, z=0, kde re(—a,a).

Odtudpro ddku elementikfivky K7 plafi: ds = dr.
Protoz vzddenostbodukfivky K7 od osyrotaceje rovnajeho y-ove souladnici,

dostaneme . )
IK7:p/ yzds=p/ ?dt =Zda%p.
K7 —a 3

Vypotet prokfivku Kg (Useku D’ B") budeobdobniy(pouzeplati z = d), takze
2
Igg = 3 a®p.
Seterim jednotlivich momentusetrvanostiobdrame
2 —b
IZ:2a2,o|:<rc+—>a+b+c+\/4a2+(c—b)2E< < )]
3 V4a? + (¢ — b)?

Jetfebauvédomit si, ze draéna konstrukceneritkfivkou ve smysludefinice2.2.
Vzhledemk aditivité momentusetrvanosti (viz pozranka na str. 44) je ale mozmé

rozddit tuto konstrukcipfi vypotu na wse uvedenekrivky. A
Obsahvalcovesteny
4, Na obr. 3.9 je schenaticky znazorna vypocet obsahu

f(x,y) vécoveplochy,jejiz zakladnaje vytvorenakfivkou K v ro-
viné z = 0 (tzv. fidici kfivka). Plochaje tvorenapfimkami
rovnob&nymi sosouz ashorge ohranienagrafemfunkce
z = f(x,y), pficemzpredpoklaame,ze f(x, y) > 0.

y Obsahvélcove stany se vypode takto.

Krivku K, kteratvofi zakladnustény, rozddime naele-
menty o @&lceds. V kazdem elementikfivky zvolimelibo-

K % ds volny boda uréime v rém hodnotufunkce £ (x, y). Sténu

Obr. 3.9 nahradme (prohnufymi) obdéniky. Zakladny obdénik

T budouelementykfivky K, vy3ky obdénikll budourovny

hodnofan 1 (x, y). Pakobsarkazdého z obdénikl je rovensoudnu déky zakladnyds

a wsky f(x, y).

Celkovyobsahm, plochy O pakziskame soutemobsaliuéchtoobdénikd, tedy

m2(0) :/Kf(x,y) ds . (3.17)

Priklad 3.5. Vypotéte obsahpredristeny klinu, ktery z trojbokeho hranolu,ohrani-
cenehorovinamix + y = 2,x = 0 ay = 0 odseknowplochyz = 0 az = 4 — y2.



3.3 Aplikacekfivkového integrdu I. druhu 41

Reeril Predriistenaklinuje na obr. 3.10vystinovana.
Jejiobsahvypottemepomodiintegrdu nasledovrie
Zakladnu plochytvori Gseka K, leZci na primce
s kartezskymi souiadnicemix 4+ y = 2. Tuto Useku
vyjadiime parametrickyni rovniceminasledovrie
Zvolime-li x-ovou soutadnicijejiho boduza para-
metrz, pak parametrickeovnicekfivky K budou

x=t, y=2—t, kde re(02).

Délka elementuéto kfivky budeds = /2 dr.

Protoz sténaje shoraohrani@naplochouo rovnici
z = 4 — y?, Ziskame po dosazehdo vyse uvederigo
vzorcepro obsahplochy

Obr. 3.10

2
m2(0)=/K(4—y2)dS=fo (4—(2—t)2)ﬁdt=Lef.

A

Poznamka. Provsechnyveliciny, jejichz vypodemjsmesev tomtooddiu zabyvali,
plafi nasledujci dllezta vlastnost:Rozdéime-li danoukfivku na disjunktrii &asti,
je velicina odpovdajici cele kfivce rovnasoutu veli¢in odpovdajicich jednotlivim
Castem.Tatovlastnossenazyaaditivita. Protoz i kfivkovy integrd |. druhumatuto
vlastnostje sjehopomocimozé podtat pouzeveliCiny majici tuto viastnost.

Pojmy k zapamatovani

— geometrickywyznamdefinicekfivkovéhointegrdu I. druhu,

— definiceintegrdnihosoutu odpovdajiciho kfivkovemuintegraul. druhu,
— aditivitaa homogenit&fivkovéhointegrdu I. druhu,

— vypocet kfivkovéhointegrdu I. druhuv konkrénich prikladech.

Kontr olni otazky o

1. Udejte pfiklad funkce a regulani kfivky C takove Ze kfivkovy integrdu I.
druhu /. f(x, y, z, )dz neexistujgvyuZijte pfiklad riemannovskyeintegrova-
telnefunkce).

2. Udejtepriklad kfivky sedvéma rtiznymi parametrizacempficemzjednaz nich
je regulani adruhanerit

3. Vysvédlete vztah mezi kiivkovym integrdem |. druhua vzorcempro vypocet
deky rovinnekfivky ze Z&ladnho kursudiferencidniho podu.
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' Priklady k procviceni

1. Pro zadanouovinnoukfivku K s konstanthispecifickouhustotoup = 1 vypotéte délku
L = my(K), statickemomentyM,, M, k osan x, y amomentysetrvanosti /,, I, K osan
X, y:

a) Pukruznicex? +y2=r2y >0, r > 0.

b) szet“ezovkay = %(ex/“ +e /%, x € (—a,a),a > 0.

c) Cykloidax = a (t — sint), y = a (1 —cost), a > 0, t € (0, 2m).
d) Ctvrtinaasteroidyx = acost, y = asirdz, a > 0, t € (0, 1/2).

2. Pro zadanouovinnou kfivku K s konstanthispecifickouhustotoup = 1 vypo@eéte délku
L = my(K), statickemomentyM,, M, k osan x, y amomentysetrvanosti I, I, k osan
x, y (vypoay je nutnoprovest numericky):

a) EIipsa\x—g2 + Lj =1, y>0.
b) Parabolay = 0,5x?, x € (=2, 2).
c) Parabolay? = 2(x — 1), x € (1, 3).
d) Sinusoiday = sinx, x € (0, ).
e) Logaritmusy = Inx, x € (1, 3).
3. Prozadanoprostorovouwkfivku K skonstanthspecifickothustotoup = 1 vypo@éte délku

L = my(K), statickemomentyM,,, M., M,, k rovinam z = 0,y = 0, x = 0 amomenty
setrvamosti/,, 1,, I, kosan x, y, z:

a) Sroubovicex = acost,y =asint,z =bt,t € (0,2n),a > 0,b > 0.

b) Pukruznice, kteraje prinikemplochx® + z?2 = r?,r > 0,z > 0 ay = 1, sparamet-
rickymi rovnicemix = rcost, y =1,z = rsint, t € (0, «).

¢) Trojuhelrk svrcholy A[2, 0, 0], B[O, 2, 4] aC|O0, —2, 4].
4. Prozadanouwrostorovolkfivku K skonstanthspecifickouhustotoup = 1 vypodéte délku

L = my(K), statickemomentyM,,, M., M,, k rovinam z = 0,y = 0, x = 0 amomenty
setrvamostil,, 1,, I, k osan x, y, z (vypody je nutnoprovest numericky):

a) Prinik valcove plochy x? + y? = 4 aparabolick&o vélce z = 0,5x°.

b) Prinik valcove plochy x? + y2 = 4aroviny x +z = 2.

c) Prinik valcove plochyx? + y? = 2x akulovéplochyx? + y? + z? = 4, kdez > 0.
5. UrCete obsahplasté, ktery na valcove plog, jejiz fidici kfivka [ leZ v roviné z = O,

povrchovepfimky jsourovnob&né s osouz, vytina plochaz = f(x, y). Vacovaplochaje
zdolaohrani@narovinouz = 0.
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a)
b)
c)
d)
e)

cx2 4 y2 =2,
cx2 4 y2 =2,
cx2+y? =rx,
:x2+y2=rx,
x4+ 2y =4,

2
cz=r+%, r>0.

tz=r—x, r>0.

X242+ 722=r% r>0.

rz=4—x —y.

R e

cx2+y2=27% >0, r>0.
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Kapitola 4

Krivkovy integral Il. druhu

Prdvodcestudiem

Primarni aplikaci kfivkového integralu Il. druhu je vypocet prace, kterou vykona
hmotny bod pfi pohybu v silovém poli podél dané krivky. Definice kfivkového
integralu 1. druhu je v principu stejna jako u integralu I. druhu, podobné je tomu
i s vypocCetnimi metodami a vlastnostmi kfivkového integralu Il. druhu (aditivita
a homogenita). Dilezitym rozdilem mezi integralem 1. a Il. druhu je, Ze integral
I. druhu nezavisi na orientaci integralni kfivky, zatimco u integralu Il. druhu je
tato orientace podstatna.

Cile
Poprostudovai této kapitoly budeteumé

e Ukazatnapodobnostarozdinosti konstrukcekfivkovéhointegrdu 1. all.
druhu,

e ukazatfyzikalni motivacipro definici kfivkovéhointegrdu Il. druhu,

e zdUraznit dlleZtost kfivkového integrdu Il. druhuve fyzikalnich aplika-
cich.

4.1. Definicekrivkového integralu ll. druhu

V tomtoodstavcipopBemekonstrukcikfivkovéeho integrdu z vektorovefunkce.
Uvazujmeorientovanolkfivku K, jejiz souiadnicex, y, z] jsoupopsay v kartez-
skesouadnesoustavearametrickyni rovnicemi

K: x=x@®, y=y@®), z=2z@@), telJ=/a,p),

majicimi spojitederivace pficemz[x’(t)]2 + [y’ (1)1% + [z'(1)]? = 0 nejviBev konemeé
mnohabodech avektorovoufunkci

a(x,y,2) =P, y,0i+ 0, y,2)j +R(x,y,2)k,
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definovanow bodechkfivky K. O ni pfedpoklalejme,ze slozxky a(x(t), y(1), z(t))
jsoupo Castechspojitena («, 8) (cozje splnaonapr kdyz a je spojita.

Podobrigako pfi konstrukcikfivkového integrdu |. druhupomocilibovolné zvo-
lenych hodnotae = 19 < 11 < --- < t, = B, n € N, rozddime interval («, 8) na
n dilkd. Tyto ddici bodypfeneseme n& aozndéme Ay = [x (%), y(t), z(1)]. Body
Ao, ..., A, rozddi kfivku nan UseKu(oblouki) orientovarigh souhlasies K, ktere
nazvemeorientovarieelementykfivky a oznaéme je sy, k = 1,...,n. Naobr. 4.1je
k-ty elementvyznaen tuctné. Délka k-tého elementibudem; (sy).

V kazdém z elementus; zvolime libovolny bod, oznaene jej My, o souadniéch
[xk, Yk, zk] avypodemev ném funkéni hodnotua (xx, yi, zx). Body M tvofi tzv. vy-
bér reprezentantyprislugjici déleniintervalu(a, B) uréenemu bodyzy, ..., t,_1. Dde
v kazdem bode M, sestrojme vektor ¢, ktery budekolineani s tetnym vektorem
r'(My) a jehoz velikost bude my(sy). Orientacivektoru ¢, zvolime tak, aby v pri-
padeorientacekfivky souhlashes parametrickyn vyjadienm to byl kladny nasobek
tetného vektorur’(M;) a v pfipadeorientacekfivky nesouhlasheparametrickyn vy-
jadrenimto byl zgpornynasobektohotovektoru.Pfitomr(t) = x(¢t) i + y(t) j +z(¢) k.
Konstrukcge znazornganaobr. 4.1

Utvofimetzv. integradni souet 4§, sestavehyeska-
larnich sougnu:;

a(xi, Yi, 2k)

n
8y = Za(xk, Vk» 2k) - Lk
k=1

Pokudinterpretujemer(x, y, z) jako silove pole, ktere
zplsobi prenisteni hmotndo bodu pokfivce K, pak
skalanisou@na(xy, yk, zx) - tx Vyjadiuje pribliZné me- Obr.4.1
chanickoupraci vykonanoupfi prenisténi bodu podd orientovaneo elementus
kfivky. Analogickyintegrdni sou@t vyjadiujetotez, alepri premisténi bodupodd cele
kfivky K.

Zvétsujeme-lipotet délicich boduna kfivce, tudiz n — oo, pficemzpozadujeme,
abyddka nejdel$ho elementikonvegovalak nule,tj. max, my(sx) — 0, Ize ukazat,
Ze posloupnosintegradnich soutll ma za vyse uvederigh predpokladuimitu, kterou
oznatme symbolem( a - dr. Integrd pakdefinujemenasledovrie

Definice4.1. Za predchoZzeh predpokladiexistujeneZavisle naposloupnostidéeni a
navybéru reprezentaritlimita

n
lim 8, = lim Za(xk,yk,zk) <ty :/ a(x,y,z)-dr. (4.1)
k=1 K

mkaxml(sk)—>0 mkaxml(sk)—>0

Nazyame ji kfivkovym integrdem l. druhunebokfivkovym integrdem z vektoove
funkce

V kfivkovém integrdu maji jednotlivesymbolynasledujci vyznam:
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e pismenoK podznakemintegrdu oznaaije, Ze integrujemepo orientovanekfiv-
ce K (integrami obor),

e a(x,y, z) oznawije, kterou funkciintegrujeme(integrand),
e dr oznawje diferencia polohovéno vektorubodukfivky.

Protoza = (P, Q, R) apodle(2.6) je dr = dxi + dyj + dz k, Ize kfivkovy
integrd Il. druhurozepsapo provedenskalaniho sougnu nasledovrie

fa-drz/ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, y, z) dz. (4.2)
K K

Jestliz orientovanfivka K je uzaviena pakseprokrivkovy integrd z vektorove
funkce(ktery se tastonazya cirkulace pouzvaoznaeni

ﬁ( a-dr. (4.3)

4.2. Vlastnostia vypocet krivkového integralu Il. druhu

| pro kfivkovy integrd Il. druhu plafi obdobrievlastnostijako pro oby@ejny urGty
integrd.

Véta 4.1. Nechtexistujiintegrdy [, a -dr a [ b - dr aGsloa € R. Pakintegray
stojici v nasledujcich rovnostechalevoexistujia plati:

/(a—i—b)-dr:/a-dr—l—/b-dr,
K K K
/aa-dr:a/a-dr,
K K
/ a~dr=—/a-dr.
-K K

Prvni vlastnostse nazwa aditivita vzhledenk integrandy druhahomogenita Trefi
vlastnostukazuje,ze se zméou orientacekfivky se méni znamako vysledku (na
rozdi odkfivkovéhointegrdu ze skalani funkce).

Véta 4.2. Nechtexistujeintegrd [, a - dr a orientovariyobloukK je spojerim svich
¢asti K1 a K », které jsousouhlasri@rientovanies K . Pakintegray stojici v nasledujci
rovnostinapravoexistujia plati:

/a-dr:/ a-dr+/ a-dr. (4.4)
K K4 K>
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Tatovlastnossenazya aditivita vzhledenk integramimu oboru

Predchozivéta nam umoziuje rozsfit definici kfivkového integrdu na SrSi tfidu
kfivek.

Predpoklalejme,Ze po Castechhladky orientovariyoblouk K je spojenm svich
hladkych¢astiK 4, ..., K,,n € N, ktergjsouorientovaneouhlasns K . Pakdefinujme

/a-dr:/ a-dr—|—~-~+/ a-dr. (4.5)
K K4 n

Véta 4.2 zajiduje, ze tatodefiniceje korektrii(neZavisi na konkrenim rozdden kfiv-
ky K nakoneay potet Castl). Plati rovn& obdobriapoznanka jako za vétou 3.2

Princip vypotu kfivkového integrdu z vektorovefunkce spodvav tom, Ze tento
integrd prevedemeaajednoduchyRiemanniv integrd.
Uvaaujmeorientovanolkiivku K majici parametrickeovnice

K: x=x@), y=y@), z=z@), telJ=(ap).
Z parametrickgh rovnic kfivky urcime diferenciay promennich:
dx =x'(r)dt, dy=y'(r)dt, dz=7()dr.
Integranda(x, y, z) vyjadfime pomocisoutadnickfivky jako funkci promanet, tedy
a(x,y,z) = a[x(t), y(t), z(¢t)]. Mezeintegrdu budoukrajni body« a 8 oborupara-

metru.
Paklze ukazat,ze kfivkovy integrd Ize pfevest najednoduchyurdity integrd takto:

B
fKa dr = j:f [P(x(@®), y(@),z(0)) X' () + Q(x (1), (1), z(1)) Y ()+
+ R(x (@), y(1), 2(0)) 2'(1)] dt.  (4.6)

Znameko + plafi, pokudje kfivka K orientovanaouhlasne parametrickyn vyjad-
fenm, aznamako — v opagém pripade

Z tohotovyjadreni snadnovyplyva uzitim substitucedo uréitého integrdu nasle-
dujici véta.

Véta 4.3. Necht existuje [, a dr, Kfivka L je ekvivalenthis K a obeé jsou stejne
orientovariePak
/a-dr:/a-dr.
K L

Krivky budoustejneorientovaneprave, kdyz transformaceparametruouderostouci
funkce.Platiobdobrigpoznankajako zavétou 3.3.
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4.3. Aplikace krivkového integralu Il. druhu

Za nejdueZtéjsi aplikaci kfivkového integrdu Il. druhulze povaovat vypotet me-
chanicKeprace, kteraje vykonana v silovem poli pfi premstovani hmotnéio bodu
po ngake draze. Definice kfivkového integrdu z vektorovefunkce byla motivovana
vypoemtéto prace.

V nasledujcich prikladechnékterez téchtoaplikaciukazeme.

Priklad 4.1. V kartezske souladnesoustavge zadano vektorovepole (22, F), kde
Q =R3avektorF = —xi — 5 j — 2zk.V tomtopoli sebodo jednotkovehmotnosti,
vzddenya = 2modosyz, otai kolemni konstanthihlovourychlostio = 3 rad- st
asou@snese pohybujeve smeu této osyrovnomenym pohybemnkonstanthrychlosti
b = 1,5m-s 1. Vypotéte preci, kteraje pii tomtopohybuvykonana zadobur = 4 s
jestlize bod byl napotatku d§e v bode P[a, 0, 0].

, Z“ Re&ril Kfivka, po niz se popsariypohyb realizuje, se
r'@) \ 2 nazywa oby@jna Sroubovice Jejl souiadnicovefunkce
jsou

r(2) ]
0 K: x=acoswt, y=asinwt, z=bt,

kdeparametr znad dobupohybuv sekundah, pficemz
t € (0, 4). Kfivka K je orientovanaod boduP do boduQ
» ato souhlasnee svouparametrizaci

- “ Diferencidy souiadnicovich funkcijsou
P dx = —awsSinwt dr ,
* F(2) dy = aw coswt dt ,
Obr 4.2 dz =bdr.

Prace A sily F pokfivce K bude:

A:/ F-dr:/ —xdx—Xdy—&dz.
K K 2

Podosazenvyse uvederigh souadnicovich funkcl a jejich diferencidll do integrdu
jej prevedemeanajednoduchiyDostaneméorientacge souhlasna parametrizagi

4
A= +/ [—a coswt - (—a) wsinot — $asinwt - aw coswt — 2bt - b dt =
0

4 5 ,
= / [5 a%w sinwt coswt — 2%t ] dr = [—a4 Sin? wr — bztz]o — _36
0

Vysledekznada, ze pfi popsane pohybusilapraci spotebovala.
Proilustraci jsou na obrazku znazornay pro hodnotuparametrwr = 2 vektory
r(2 =—-2i +3k,r' 2 =—-2j +1,5k aF(2) = 2i — 6k. A
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Ptiklad 4.2. V kartezskesouladriesoustavee zadano rovinnesilovepole (22, F), kde

— 2. _ —xi—yJ v s o . -
Q={x,y]eR?°:y>0}aF = JTTyﬁ Vlypotéte praci, kteraje vykonana pri
prenistani hmotridio bodu poparaboley = 1 + x? z bodu P[2, 5] do boduQ|[O0, 1]
v tomtosilovem poli.

RegrilL Nejprvekfivku K vyjadfime parametricky

Jestliz zvolime zaparametrr souadnicix boduparaboly 1
dostanem@arametrickeovnicekfivky P

K: x=t, y=1+1+% 1€/(0,2). 4 r'(R)

Krivka je nesouhlasherientovanas touto parametrizaci
Dale urCime diferencidy souiadnicovich funkct: N

dx =dr, dy=2rd:. 0

Pronazornoste naobr. 4.3nakreslerbod R kfivky K majici
souiadnice[l, 2] a @isluséevektoryr’(R) =i +2j aF(R) =
(—i — 2j)/~/5. Vykonarigprace A bude

—xdx — ydy

A:/F-dr: _ .
K K \/x2+y2

Dosadme-li nyni do integrdu za jednotlive vyrazy jejich parametrickevyjadren,
dostaneméorientacge nesouhlashaparametrizagi

4 2—tdt—(1+t2)2tdt_/2 (2% + 3r) dr
0 124+ (14 12)2 0o ViA+32+1

Posubstitucit® + 32 + 1 = z2 dostaneme

/29
A:/ dz = /29— 1.
1

Tedypfi pohybupo zadanekfivce silavykonalakladnoupraci. A

Pojmy k zapamatovani

— integrdni soutt prisluejici kfivkovemu integrdu Il. druhu,
— orientacekfivky ajeji vztahk hodnotekfivkovéhointegrdu Il. druhu,
— prace pfi pohybu hmotnko bodu vsilovem poli.
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® —=D

Kontr olni otazky

1. Vysvélete konstrukcikfivkového integrdu Il. druhuve vztahuke konstrukci
Riemannovantegrdu z funkcejednepromane

2. Jakyjevztahmeziorienta¢kfivky, podé niz seintegruje ahodnotoikfivkového
integrdu Il. druhu?

3. Jaksezm&i hodnotakFivkového integrdu Il. druhupfi zméné parametrizace
téze kiivky?
Priklady k procviceni

1. Vypotéte preaci A, kteraje vynaloznapfi premstéeni hmotndno bodu chmotnostim = 1 ve
vektoroven poli (R?, F)

a) F =3j,
b) F = 2i,
Cc)F=xi+yj,
d F=yi+xj,
po orientovanekfivce K:

A) Pukruznicex? + y2 = 4, y > 0, orientovariaod boduP;[—2, 0] k bodu P>[2, O].
2
B) P‘Uelipsaﬁ + % =1, y > 0, orientovanaod boduP,[—2, 0] k bodu P,[2, 0].
C) Parabolay = —x , orientovanaod boduP;[—2, 2] k bodu P[2, 2].
D) Parabolay? = 2(x — 1), kdex e (1, 3), orientovariaod boduP;[1, 0] k bodu P5[3, 2].

E) Retezovkay = €2 + e*/2, x € (-2, 2) orientovariaod boduP,[—2, e+ + e 1]
k bodu P,[2, e+ e 1].

F) Cykloida,zadangarametrickyx = 2 (r — sint), y = 2(1 — cost), jejiz parametr je
v intervalu (0, 2xt), orientovariaod boduP;[0, 0] k bodu P>[4m, O].

G) Asteroida,zadanaparametrickyni rovnicemi x = 2cost, y = 2sin’t, kde ¢ €
(0, t/2), orientovariaod boduPi[2, O] k bodu P[0, 2].

H) Sinusoiday = sinx, x € (0, =), orientovariaod boduP;[0, 0] k bodu P,[x, 0].

2. Vypottéte praci, kteraje vykonana pri p“rem’ sténi bodujednotkovehmotnostive vektorovenm
poli (2, F), 2 =R3~.{[0,0,0]}, F = m, po &asti prinikovekfivky plochx® +y? =
4, x + z = 2, orientovanepfi pohleduz kladnecasti osy z proti smau hodinovich ruticek
a) zboduU[2, 0, 0] do boduV[-2, 0, 4],
b) zboduV[-2, 0, 4] do boduU[2, O, O].

3. VypoQéte preci, kteraje vykonana pri p“rem’ sténi bodujednotkovehmotnostive vektorovenm
poli (2, F), @ =R3-.{[0,0,0]}, F = 2+‘2+22, po &asti prinikovekfivky plocha? + y?

4, x° + (z — 2)*> = 4, z < 2, orientovaniepii pohleduz kladne ¢asti osy z proti smeu
hodinovich rucicek
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a) zboduU[2, 0, 2] do boduT[0, 2, 0],
b) zboduT|[0, 2, 0] do boduV[-2,0, 2].
4. VypoQeéte preci, kterajevykonana pri premisténi bodujednotkovenmotnostive vektoroven
poli (2, F), 2 =R3~ {[0,y,0],y e R}, F = —, po obvodutrojihelrika ABC, kde

A[1,0, 0], B[O, 3, 2], C[0, —3, 2], orientovaribo pfi pohleduz kladnegasti osyz proti smau
hodinovich rucicek.

5. Vypottéte preci, kteraje vykonana pfi premistéeni bodujednotkovehmotnostive vektoroven
poli (R, F), F = yi+xj +xyzk,

a) po &roubovici C: r(t) = 2costi + 2sintj + tk, t € (0, 2r), orientovarieshodre
s parametrickyn vyjadrerim,

b) po isee AB, A[2, 0, 0], B[2, 0, 2x], orientovarieod A do B.
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Kapitola 5

Nezavislost ha integracni cestea vztah
meziintegraly

Prdvodcestudiem

Ze zakladniho kursu fyziky je znamo (viz napfiklad tzv. jednoduché stroje), Ze
.prace se neusetfi, pouze se usnadni“, coz v terminologii této kapitoly zna-
mena, ze vykonana (spotfebovand) prace v gravitacnim poli zavisi pouze na
pocateCnim a koncovém bodu kfivky, po niz se téleso pohybuje, nikoliv na
tvaru kfivky spojujici tato dva body. V této kapitole odvodime nutné a posta-
Cujici podminky pro obecné vektorové pole, v némz kfivkovy integral Il. druhu
nezavisi na integracni cesté mezi dvéma danymi body. Zaméfime se rovnéz
na souvislost mezi integralem I. a ll. druhu a na tzv. Greenovu integralni vétu.

Cile

Poprostudovai této kapitoly budeteumé

e odvodit nutnoua postacijici podninku pro neZaislost kfivkového inte-
grdu ll. druhunaintegraai ceste

e Ukazatvztahtéchtopodmineks pojmy z diferencidniho podu funkci vice
promeannich,
e odvoditvzorceukazuijci souvislosmezikfivkovymi integrdy I. all. druhu,

e odvodittzv. Greenovuntegradni vétu a ukazatjeji souvislost neZaislosfi
kfivkového integrdu naintegrami cesfe
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5.1. Nezavislost krivkového integralu Il. druhu na inte-
gracni ceste

Pii vypotech Kivkovych integrdll z nékterich vektorovich funkci po rliznich kfiv-
kach Ize pozorovat,ze tyto integrdy maji stejnouhodnotu,tedy na volbé kfivky
nezaisi.

V nasledujcim prikladuukazeme ze prace vykonariav silovem poli z predchozino
prikladuje stejnapo Use@e P Q jako pozadaneparabole.

Priklad 5.1. Uvazujme stejnesilove pole jakov pfedchozm prikladustim rozdiem,
Ze vypodemepreci pri pohybupo isece P Q (srv. obr. 4.3).

Regril Useka P Q le7 napfimcey = 1+2x. Budemgi parametrizovaZaparametr
volime soudiadnicix bodupfimky. Pak

L: x=t y=1+2t, te(0,2).

Orientacge opé nesouhlasna parametrickyn vyjadienm. Diferencidy souiadnico-
vych funkcibudou
dx =dr, dy=2d.

Nyni vypodemeintegrd:
—xdx — ydy

A:/F-dr: _—
L L \/x2+y2

Podosazehparametrickbo vyjadrenikfivky L a ipravedostanems vyuztim substi-
tuce5:2 + 4t + 1 = 72

2 (=5t —2)dt V29 2
A:—/ o ga dz=[\/5t2+4t+1] =+/29-1,
0 V5t2+4+1 N1 0

cozje stejnyvysledekjako v predchozm prikladu. Tedypo dvourliznich kiivkach K
a L majicich stejnepotatetni a stejnekoncovebody maintegrd stejnouhodnotu. A

Nize ukazeme zetentovysledeknenindhodny tj. ze zaurGtych podninekneZaisi
hodnotaintegrdu na volbé integraai kfivky. Nejprve presnenadefinujemegco tato
nezaislostznamenaapakzformulujemepodminky zaruaijici neZavislostkiivkového
integrdu z vektorovéno pole nakfivce.

Definice 5.1. Necht je dano vektorovepole (2, F). Rekneme Ze kfivkovy integrad
z vektorovéno pole F neZaisiv Q naintegrami ceste kdyz pro libovolne dveé orien-
tovariepo Castechregulani kfivky K1, K », ktereleZ v 2 amaji spolené potateti a

koncovebody; plafi
/ F~dr:f F -dr. (5.1)
K1 K->
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Protoz spojenm K1 a— K> vznikneuzavienakfivka K, plynez (5.1), ze

jﬁp-dr:o (5.2)
K

pro libovolnou uzavienou po Castechregulani orientovanoukiivku K leZici v €,
Uvahulze obrdit, takze (5.1) a (5.2) jsouekvivalentni

OtazkaneZaislostikfivkového integrdu naintegrami cestge dilezta predevsm
z fyzikalniho hlediska.Jestliz vektorovepole (2, F) interpretujemgako intenzitu
silového pole, pakintegrd [, F - dr urtuje praci tohotopole po kfivee K. Jestliz
tato prace neZaisi na tvaru krivky, ale jen najejich koncovych bodech paktoto pole
nazywame konzervativhi

V odstavcil.2jsmeuvedli, ze kdyz je skalani funkceU diferencovatelhaamno-
Ziné 2, pakskalanimu poli (2, U) je jednoznaneé pfifazenovektorovepole (2, F),
kde F = gradU. Vektorovepole majici takovevyjadieni nazywame potencidoviym
polemafunkci U jehokmenovoudunkcl Funkci—U nazywame potencidempole

Nez zformulujemenutnea postaaijici podnminky neZavislosti naintegrai ceste
musme zavest nékolik dlleZtych pojmi

Definice5.2. NechtQ je podmndimaR? neboR3. Paks2 senazywa

1. (obloukovitg souvisla jestlize libovolne dvabody v 2 Ize spojit obloukem ktery
leZi celyv Q;
2. oblast jestlize je otevienaa souvisla

3. jednodussouvisleoblast jestlizeje to oblasty niz libovolnoujednoduchowzavie-
noukfivku Ize spojite,stahnout“dobodu,pfiCemzpfi této deformacihneopusime 2.

Zjednodugnelze fici, ze souvislamnozna je ,z jednohokusu*, oblastje navic
otevieng tj. neobsahujgadne hranimi body, a jednodug souvislaoblastnesmimit
»otvory“. Naobr. 5.1jsouznazornay tfi oblasti— prvnidvejsoujednodus souvisle
tfefl ne (Carkovanacara znag, Ze hranicek mnozné nepatf).

Obr. 5.1: Priklady oblastiv R?

Nyni uz miizemezformulovatpfislusouvétu.
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Véta 5.1. NechtfunkceF je spojitav oblasti<2.

a) Kfivkovyintegrd [, F - dr neZaisiv Q naintegrami cestepravé tehdy kdyz
je vektoovepole (2, F) potencidove

b) Jestliz U je kmenovdunkcepotencidového pole (2, F), pak pro libovolnou
po Castechregulani orientovanouwkfivku K leZdci v 2 s potatetnim bodemA
a koncovyn bodemB (ve smysluorientace;u uzavienekrivky je pro tentoucel
A = B jeji libovolnybod) plati

/ F.dr =U(B) — U(A). (5.3)
K

Uvedenavéta je z fyzikalniho hlediskavelmi dlieZta. Jestliz je potencidové
vektorovepolesilovg, pakintegrd [, F - dr vyjadiuje préci tohotopolepokfivce K.
Podlevzorce(5.3) je tatopracerovnarozdiu hodnotkmenovefunkceU v koncoven
apocetim bodekFivky. Z pfedchozno rovné plyne:

i) Jestliz sebod pohybujepo kiivce, kteraleZi na ekvipotenciéni plose kmenove
funkceU, pakje prace poleurceného vektoremgradU rovnanule.

i) Phi prechoduhmotnédno boduz ekvipotenciéni plochyU (x, y, z) = C1 naekvi-
potenci#ni plochuU (x, y, z) = C2 vykonasilove polepraci C2 — C1 neZaisle
natom, pojakekfivce setamtentoboddostal.

Zapredpokladuze vektorovepole (2, F) je potencidové, odvodmevzorec(5.3).
Jestlizje (2, F) potencidovépole,pakexistujenas2 takovafunkceU, ze F = gradU .
Vyjadiime-li F agradU v souiadnicch, tj.

. . au ., U ., U
F=Pi+Qj+Rk a gradU =—i+—j+—k,
dx ay 0z
pak
aU aU aU
— =P, —=0, — =R. (5.4)
0x ay 0z

Podtejmeintegrd [ F - dr. Jestiz jer = x(1)i + y()j + z(D k, t € (o, B),
parametrickevyjadrenisouhlashe orientaCikiivky K, pak

B
fKF-dr:/ [P(x(t),y(t),z(t))x/(t)JrQ(x(t),y(t),z(t))y/(t)Jr
+R(x(0). y (1), z(t))z/(t)] dr.
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. . ; . oU dU U
V integrdu nahradme funkce P, Q, R derivacemi—, —, —.
ox dy 0z

Prou ) oU )
[P = [ 5050, 2000+ 0. 50, 20)' 0+
+ aa—lzj(x(t), Y0, z(t))z/(t)] dr .

Zavedmeslozenoufunkci® (1) = U (x (1), y(t), z(1)) proz € (a, B). Podlepravidel
pro derivacislozenefunkcebude

U aU
(1) = ﬁ(x(’)’ y(1), z(1))x' (1) + E(W)’ y(0),2(1))y' (1)+
U ,
+ E(x(t)’ y(),2(1))2' (1) .

Pakdostavame
B
/KF-dr=/ o' (1) dr = [0()]° = Ux(B). y(B). 2(B)) — U (x(@), y(@), z(@)).

Protoz [x(8), y(B). z(B)] jsou souiadnicebodu B a [x(«), y(«), z(«)] souiadnice
boduA, bude

/ F.dr =U(B) — U(A),
K

cozjsmechtdi dokazat.

V nasledujci vété uvedemekritérium udavajici, kdy je pole (2, F) potencidovée.

Véta 5.2. NechtfunkceF = P(x, y,z)i+ Q(x,y,z) j+ R(x, y, z) k mav oblastiQ
spojiteparcialni derivaceprvého radu podlepromaniych x,y,z.

a) Nutnoupodninkouk tomu,abyvektoovepole (2, F) bylo potencitovg, je, aby
v kazdlém bodes2 platilo
rotF = 0. (5.5)

b) Jestlizje oblast2 jednodus souvislg pakpodninka(5.5) je postawjici ktomu,
abyvektoovepole (22, F) bylo potencidove

ProtozrotF = (R, — Q;, P, — R, Qx — P,), je podninka(5.5) splnea pravé
tehdy kdyz
IR 00 P _OR 30 9P

— = , —_— =, =—. (5.6)
ay 0z 0z ox ox ay
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Poznamka. V pfipaderovinného vektorovéno pole nemarotacesmysl. Ale kazde
takovepole mizemepovaovat za zvIastni pripadprostorovéo pole,u nehoz P a Q

zavisi jennax ay a R = 0. Pakjsou prvni dvé podminky v (5.6) trivialné spinay.

Tedy v pfipaderovinneho vektorovéio pole F = P(x, y)i + Q(x, y)j plafianalogie
véty 5.2, kdepodminka(5.6) budenahrazen@odninkou

90 9P

ax Ay
Priklad 5.2. UkaZze, Ze pole (2, F) zadanev prikladu4.2 je potencidove, a urcete
jehokmenovouunkci.

(5.7)

RezrilL Nejprveov&ime, zdavektor F splfuje podninky véty 5.2 Vzhledemk pred-
choZipoznancestad ov&it (5.7). Je

Px. y) —X . oP 2xy
X,y) = ———— — =,
/x2 + y2 ay /(XZ + y2)3
-y 00 2xy
Q(x,y) = — =

—_— = = —
/x2+y2 ax /(x2+y2)3
Tim jsemukazali, Ze je splnena nutnapodninkapro to, aby pole bylo potencidqoveé.
Protoz oblastS2 je jednodus souvisla(je to horriipolorovina),je spinanai posta-
Cujici podninka,atudiz poleje potencidoveé.
Nyni vypodemekmenovouunkci U (x, y) tohotopole.Protoz

F=Pi+ LA a radU—(aU aU)
- l Qj_m g - ax98y 9

dostanemero urtenifunkceU diferencidni rovnice

ou —X v —y (5.8)

ax  Jx2t+y2 0y Jx2ty?

Z prvnirovnicedostaneme

Utx. y) —x dx x24y2 =12
X, = —_— = =
Y VX2 4 y2 xdx =rdt

= —/dt =—t+C>)=—/x2+y2+C(y),

kde C(y) je nezriana funkce.(Uvédommesi, Ze zkouku sprarnostibychomprovedli
derivovanim vzhledemk promanex a derivacepodlex libovolne funkce zavisejici
pouzenapromealney je nula.)FunkciC (y) urcimetak, ze ziskanydil€i tvarfunkceU
zderivujemepodley adosadme do druherovnicev (5.9):

U d

-y -y
= (Y22 C)) = e+ ) =
dy 8y< Vx2 4 y2 VxZ +y?
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Odtudplyne,ze C’'(y) = OatedyC(y) = K, kde K € R je integraai konstanta.
Hledariakmenovafunkceje tedyU = —/x2 + y2 + K.

Pomocriskarn&menovedunkcevypodemepomocivzorce(5.3) prokontrolupraci,
kteraje vykonanapii prenmisténi bodujednotkovenmotnostiz P do Q . Dostaneme

A=U(Q)—U(P) = [—w/x2 +y24 K][O Y LU

[2,5]
cozje stejnyvysledekjako v prikladu4.2 A

V nasledujcich prikladechukazeme,ze pfi nespln@i podmnky b) véty 5.2 (22 je
jednodus souvislg pole mize, ale nemusmit kmenovouunkci.

-
N

Priklad 5.3. V kartezske souiadnesoustavege dano vek-

> )C2

2 x prenistai bodujednotkovehmotnostipodd celekruznice
x2 4 y2 = 4, kteraje orientovana proti smeu hodinovich
rucicek.ZavychoZibodzvoltebod M[2, 0].

-2

A

y

x torovepole (2, F), kde @ = {[x, y] € R?: x* + y? > 0}
M aF = =XV \wpotdte praci, ktera je vykonaa pri

:/ R Nl p je vy pr

Obr. 5.2 Regril Nejprvezjistime,zdaintegrd, ktery chcemepotitat,

zavisi naintegrami ceste

V pfikladu5.2 jsmeovéili, Ze pro F plafi (5.7). Jetedy splnena nutnapodninka
k tomu,abypolebylo potencidové — viz véta 5.2 a).

Neril ale splnena postacijici podninkatéto vety, nebotoblast nenijednodus
souvisla JdetotiZ o rovinu R? s vyjmutym potatkem (funkce F neriiv tomto bode
definovana

Jsou vsk splnay podminky véty 5.1 — kmenovoufunkci U = —/x2 + y2 + K
jsmejiZz nalezliv prikladu5.2. Tedyhledangoraceje podle(5.2) rovnanule.

Priklad 5.4. V kartezske souiadne soustaveje dano vektorovepole (2, F), kde
Q={lx,yleR?:x*+y>>0}aF = _xyzl:;;] . Vypottéte praci, kteraje vykonana
phi prenistani bodujednotkovehmotnostipodd celekrumice x2 + y2 = 4, kteraje
orientovana proti smeu hodinoviych rucicek. ZavychoZibodzvoltebod M[2, O].

Reril Integrami cestge znazornaanaobr. 5.2. Ov&ime,zdajsousplneay podninky
vety 5.2 Protoz jde o rovinnepole,zajima nas vztah(5.7).

P(x.v) —y P y2 — x?
XY= = = s,
Yoy dy  (x2+y?)?

X a0 y2 —x?
Qx,y) =

x2 4 y? dx  (x%2+y?)?



5.1 NeZaislostkfivkovéhointegrau Il. druhunaintegrami ceste

Nutnapodninka neZavislosti na cesteje splnena, ale postaeijici ne, protoz zadana
oblast nerfljednodugsouvisla Stejrgakov pFikladu5.3jde o rovinuR? svyjmutym
potatkem.Vétu 5.2 nemizemeproto pouit.

Abychommohlipout vétu 5.1, pokusme senajit kmenovouunkci. Projeji uréeni
mame diferencidni rovnice

o -y o x
ax  x24y2’ dy  x24y2°

Z prvnirovnicedostanem@roy # 0

U(Xy):/de: x=1y —
’ x24+y2  |dx=ydt
dr X
= —/ i arctgr + C(y) = — arctg; + C(y),

kdeC(y) je neznanafunkce.Tuurcimetak,ze dilCi tvarfunkceU zderivujemepodley
adosadme do druherovnice:
U 9

i 5(— arctg% + C(y)) = —1+1x2 : (—%) +C'(y) =

+C'(y) =

T X242 x24y2°

Odtudplyne,ze C'(y) = 0,atedyC(y) = K, kdeK € R je integrami konstanta.
Hledanakmenovafunkce je tedy U = — arctgz + K, oveEm jen proy # 0.

Kdybychompouili diferencidni rovnicepro U v O{Ja“cném poradi, dostalibychom

analogickyU = arctgz + K, tentokra ale jen pro x # 0. To by nas mohlo privést

X
k my3encezvolit konstantukK odlisnéproy > 0Oaproy < Otak,abyU bylaspojita
v IR?,
Jestliz zvazime, ze

) s X
lim arctgr = + —, lim — =400, x>0,
t—+o00 2 y—)Oi y
. X . X
lim — =700, x <0, Im — =0, x=0,
y—>0ty y—>0t y
dostaneme

lim arctg: = F = sgnx
y—)oi gy - :F 2 g .
Skok pfi prechoduz doln1 do horni poloroviny je na kladnecasti osy x roven—mn a
nazgpornecasti osy x je rovent. Rozdl mezikonstantami'1 (proy > 0) a K2 (pro
y < 0)bymuselbyt sou@sner a—m, cozje pochopitelne@emoné. Kmenovouunkci
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nacelem Q senam tedy nepodaito najit (ale mohloby to byt zplsobenanevhodriyn
postupem).

Hledanoupraci vypodemepfimo integrdem

—yd d
A:%F.drzﬁw,
K K Xty

Kruznice K : x2 + y2 = 4 maparametrickgovnice
K: x=2cost, y=2sint, te€(0,2mn),

pricemzorientacge souhlasha touto parametrizaciDiferencidy téchto funkci jsou
dx = —2sint df, dy = 2cost dr. Podosazendo integrdu dostaneme

. = dr = 2.
4cogt + 4siret 0 T

N /Zn —2sint - (—2) sintdt + 2cost - 2costdr [T
0

Tedy integrd po uzaviene kfivce nerii roven nule a Zavisi proto na ceste Z véty
5.1a) vyplyva, Zze pole nehina 2 potencidqove a Zze nag predchozinetspané hledani
kmenovefunkcenebylozptsobenmevhodriyn postupem, alge v podstatevéci. A

Priklad 5.5. Ové&'te, Ze vektorovepole (2, F), kdeQ = {[x,y,z1 e R®: y > 0} a

L] F = (% +yz)i+ (xz— %)] + (xy + 27) k je potencidové, anajdde jehokmenovou
funkci U, pronizplatiU (2,1, —1) = 5.

Regril. Mnozina Q je otevieny poloprostor a proto je to jednoduie souvislaoblast.
FunkceF maspojiteparcidni derivace Ov&ime (5.5). Je

i J k
9 9 9 0 ad X .
rotF =| % dy oz = (@ (xy +22) — 52 (xz = F))’_

%—i—yz xz—% xy+2z
= (Fr Gy +20 = (G459)7 + (3 (0= 3) = 56 +39) o =

=x—-x)i—(Q—yJ

_I_
—
[

N|H =
+
<R
[
A\
~
b
I
o

Podlevéty 5.2 b) je tudiz pole potencidove.
ProtozgradU = (Uy, Uy, U;), mame prourcentkmenovefunkcetri diferencidni
rovnice(viz (5.4))

ou 1 oU X oU
—==+4yz, —=xz-—, —=xy+2.
ox y y 0z

Z prvnirovnicedostaneme

1
U(x,y,z)=/<;+yz>dX=§+xyz+C(y,z)-
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Dosazefm dil¢iho vysledkudodruherovnicedostanemeronezrnanoufunkci C(y, z)

X et 0C(y, 2) X N
—_——F XZ = ——F XZ.
y2 dy y2

Tedy

aC
§=0 - C(y,z)=/0dy=K(z) — U(x,y,z)=§+xyz+K(z)-

Dosazeim dal§ho dilCiho vysledkudo tfeti rovnicevyjde pro nezrianoufunkci K (z)
xy+K@=xy+22 = K@=2 = K/(z):/&dz=Z2+L.
Celkove .
U(x,y,z)=;+xyz+z2+L, LeR.
Zbyvaurdt hodnotuL. Dosadme bod[2, 1, —1]. Dostaneme
5=U2,1,-1)=2-24+1+L = L=4.
Kmenovafunkceje tudiz

X
U(X,y,z)=;+xyz+z2+4.

5.2. Vztah mezikrivkovym integralem . all. druhu

Uvaaujmehladkouorientovanokfivku
K: rt)=x@)i+yt)j+zit)k, e p),

a vektorovoufunkci a definovanowa K. Predpoklalejme,ze [, a - dr existuje.Pak
vztah(4.6) Ize pfepsaia upravitdo podoby

P / r'()N,
a-dr=+ [ alr@)]-r'()di =+ (a[ )] - )|r 0 dt.  (5.9)
K o o | /( )|

Oznaéme-li jednotkovytetny vektor ’,ggl jako r (1), je mozné s ohledemna (3.4)
chgpatposledniintegrd v (5.9) jako integrad ze skalani funkcea - r; preskfivku K,

kderj je polejednotkovich tetnych vektoruna K , .

/a~dr:j:fa-r6ds, (5.10)
K K

pricemz znam&ko + plafl v pfipadeorientaceshodries danouparametrizaca zna-
ménko — plati v pfipadeorientaceneshodhe danouparametrizaci

Jetedy mozé prevest kfivkovy integrd z vektorovefunkce nakfivkovy integrd
z vhodneskalani funkce,jehozvypotet miize byt nékdy jednodusi.
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PFiklad 5.6. Vypotéte kfivkovy integrd [, 2 dv — 3 dy +dz, kde K je Usetkaurtena
body A[1, O, 2] a B[2, 1, 1] orientovanaod A do B.

Regril. Pomoéivzorce(5.10) prevedemeadariyintegrd nakfivkovy integrd ze ska-
. >

larn1 funkce.Mame a = 2i — 3 + k. Smeovy vektoriseky je AB = B — A =

= (1, 1, —1), takze jeji parametrickeovnicejsou

K: rt)=A+t)i+tj+@2—-1t)k, te(01).

Tedy r’(t) —i+j—kal|r@®) = 12+ 124 (—1)2 = /3. Odtud dostaneme

ro(t) = o Egl = \/_(1 1, —1). Obefunkcea i r{ jsou konstantfy takze i skafani

funkcea - ry = 7 (2 3—-1) = 3—% je konstanthiProtoz orientacek je souhlasha
s parametrickyn vyjadfenm, vyjde s pouitim (3.5

2 2
2dc —3dy +dz =+ —ds:——/ds:
/K Y Kk V3 V3 Jk

2 — 2
I Py TR S
V3 W ==Z =5

A

Pfiklad 5.7. Vypotéte [, x dx + y dy pfeshorrii plilkruznici sestfedemv potatku a
polomaemc > 0, kteraje orientovangroti smeau hodinovich rucicek.

Re&ril. Opé pouzjemeprevod(5.10). Parametricke@ovniceplikruznicejsou
K: r(t)=ccosti+csintj, te(0,mn).

Tedy r/(r) = —csinri + ccostj. Vektorovafunkceje a = xi + yj = ccosti +
+csintj,takzea - r' = 0 na K. Nemusme tedy urovatanir, protoz

/xdx—l—ydy:/Ods:O.
K K

5.3. Integralni véta Greenova

Integrdni v&tu Greenovd formulujemetakto.

1GeorgeGreen(1793-1841)¢&ti grin) — anglicky matematika fyzik. Zabjval se matematickou
fyzikou, rozvinul teorii elekfiny amagnetismu.
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Véta 5.3. NechitQ ¢ R? je oblasta D C Q2 je jednodus souvislaregulani oblast,
jejiz hranici je po Castechregulani kladn“eorientovariakfivka K. Nechtvektoova
funkceF = Pi + Qj je definovanana Q a funkceP, Q, 2 % jsou zdespojite

] 8y
Pakplati

% P(x,y)dx + Q(x, y)dy = / Y —y) dxdy. (5.11)

K

Véta dava do souvislosticirkulaci rovinného vektorupo uzavienerovinnekfivce
s dvojnym integrdem z jisté funkcepresvnitfek této kFivky.

PFiklad 5.8. VypotétecirkulacivektoruF = —x?y i +xy?j podd kladneorientovarie
kruznice K sestredemv pocatku a polomaema > 0.

Iv?e“@en'lfroto“za vSechnypredpokladypfedchozwvéty jsousplneny, podle(5.11) dosta-
neme(D je uzavienykruh):

y{ —x2y dx + xy?dy = //(y2 +x?) dxdy = / (u?cof v + u? sinf v)u dudv =

K D L
2m a 1
://usdudvz/ dv/ wddu = = ma®
g 0 0 2

kde nadvojny integrd jsmepouili transformacto polarnich souiadnicx = u cosv,
y = u Sinv, J = u, (kruh D setransformujenaobdénik L = (0, a) x (0, 2)) apote
Fubiniovuvétu. A

Pojmy k zapamatovani

— potencidvektorovéno pole,

— vztah neZaislosti kfivkového integrdu Il. druhunaintegraai cestea
kfivkového integrdu pfesuzavienoukfivku,

— Greenovantegrdni véta ajeji aplikace.

Kontr olni otazky
1. JaKyje vztahmezikmenovoufunkci z teoriediferencidu funkcevice promen-
nych a potencidem potencidového vektorovéno pole?

2. Pomociskalaniho sougénu tetného vektoruk integrani kfivce s vektoremvek-
toroveho polevysvéletevztahmeziintegrdem . all. druhu.

3. Jegravitami polevytvorenebodovym gravitamim zdrojempotencidqove?
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' Priklady k procviceni

1. UkaZe, Ze kfivkovy integrd z vektorovéo pole (2, F) je neZaisly naintegraai cesfe a

stanovtgeho hodnotupreskfivku z bodu A do boduB.
a) F=xi+yj,Q=R? A[0,1], B[3, —4].
b) F=yi+xj, Q=R? A[-1,2], B[2,3].
C)F=(x+y)i+(x—yj Q=R?A[0, 1], B2 3].
d) F=2%i—-21j,Q={[x yleR?: x>0}, A2 1], B[1, 2].
e) F = (x*+ 4xy®) i + (6x%y?> — 5y j, @ = R?, A[-2, —1], B[3,0].
N F=Fmit i Q= R2 . {[0, 01}, A[1, 01, B[6, 8].

9) F=-12%0+ = {lx,y] e R?: x > —1}, A[0, 0], B[1, 1].

(1+x) (1fo)2j’ Q2
h) F=(x2+y2)i+ (2 +x2)j+ @ +xy)k, Q=RS3 A1, -2, 3], B[2,3,4].
) F=(x+y2)i+(+x2)j+@+xy)k, Q=R3 A[0,0,0] B[1,2,3].

j) F =itk g - R3<{[0,0,01}, A[L, 1, 1], B[2, 2, 2].

k)F=§i—‘”‘y+b>J+bkabeRQ {[x,y,21 € R®:y >0, z> 0}, A[0, 1, 1],
B[-1,1,3].

2. UkaZe, Ze vektorovepole (2, F) je potencidove, anajddée jehokmenovoufunkci.
a)F=zi+(?+2j+x+yk Q=R
b) F =3i —4j +k, Q =R3.
c) F = (3x%y? - 2% i + 2%y j — 8xz%k, Q@ = R®,
d) F = [3x — ]i—l—ij k, Q= {[x,y,z]eRg:x+z>O}.

(x+z)2

(X+ )?

3. Uzitim Greenovyvéty odvode, Ze pro obsahvnittku D jednoducheuzaviene po €astech
regulani kladneorientovaneovinnekfivky K plafi vzorec

1
mz(D):Eﬁxdy—ydx.

K

Pomociného pakvypotéte obsahvnittku eIipsyz—i + i—z =1,a>0,b>0.
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Kapitola 1. Skalarni a vektorovepole
1.Aa) Pfimky2x + 3y =4—c, C €R,
b) UR)=0, UW®)=0 UT)=
c) gradU(R) = —2i — —_] = gradU(S) gradU(T),
d) U,(R)y=2, UyS)=3, UL = ¢81—3
Ba) Kruznicex?+4 y?>=25-C? 0<C <5,
b) UR =21 U©®)=4, UT) =12

c) gradU(R) = —\/%11', gradu () = —3j, gradu(T) =

d) ULR) = ﬂ Up(S) =3, UNT) = —\/;.
Ca) KruZnicex?+ y?> = (16— C)? 0< C < 16,

b) U(R)=14, U(S)=13, U(T)=16—+/13,

c) gradU(R) = —i, gradU(S)=—j, gradU(T) =

d U,R=1 U, SH=1 UAT)=-

Da) Elipsys +% =C, € >0,
b) UR)=1 U®GS)=1 UT)=2,

J_B

il Y

l_—

Ny

c) gradU(R) =i, gradUu(S)=%j, gfadU(T)=i+§f’

d) U,(R)=-1, UyS)=-5, UNT)=

\/—3
Ea) Pfimkyy2=16—C2 0<C <4,
b) U(R) =4, U(S)=«/7, U(T) = /3,
c) gradU(R) =0, gradU(S) = —%j, gradU(T) = —
/ _ / —__9
d) UpR)=0, Uys)=3, UUT)=-=.

Fa) Hyperbolyx? —y2=4—C, C >0,
b) UR)=0, U(S)=13, U(T)=09,

3 =
v

c) gradU(R) = —4i, gradU(S)=6j, gradU(T) = —4i+6j,

d) U,R) =4, U,S)=-6 UAT)= ﬁ
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2. Aa) U(R) = 14,

Ab) (x—71)2 + ()1‘2/2%2 + i_z = 1 (elipsoid),
c) gradU(R) = 4i + 6j + 6k,
d) Ul/(R) = 9,38,

e) U.(R) = 3,49.

Ba) U(R)=—8,
b) i — iDL D _ 1 (jednodiny hyperboloid),
c) gradU(R) = —4(i + k),
d) UJ(R) = 5.66,
e) U,(R) =087

Ca) U(R) =52,
b) 3y?+ 572 = —4(x — 14) (elipticky paraboloid),
c) gradU(R) = 4i — 6j + 30k,
d) Uj(R) = 30,85,
e) U,(R) = —1746.

Da) U(R) =9,
b) z =27+ 12xy (hyperbolickyparaboloid),
c) gradU(R) = 4i — 8j + 5k,
d) U/(R)=8,94,
e) U,(R) = —6,26.

3.a) —gradU(A) = —4j + 2k, | gradU (A)| = +/20,
b) —gradU(A) =i+ 3k, |gradU (A)| = 2+/5,

c) —gradU(A) = —2i +2j —2k, |gradU(A)| =2+/3.

4. B[O, 1, O].

5.a) dvE=3, rotE=0, b) divF =0, rotF =0,

c) divG=0, rotG=0, d) divH =0, rotH =0,

e) divK =4xy, rotK =xi—yj+ (y2—x?k,

f) divL=0, rotL=-2[(y+z2)i+x+2)j+&+y) k]
g) divM =0, rotM =—-2(i + j + k),

; 2
h) d|VN - \/ﬁ, I‘OtN == 0

6.a) xy=c, z=kx, kdec=1, k=2,

b) x°+y%2=c, z2—2y=k, kdec=1, k=0,
c) x2—y2=c, x+y=kz, kdec=1, k =—1,
d) x2—y2=c,xy:kz, kde ¢ =3, k = —-2.
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Kapitola 3. Krivkovy integral I. druhu

l.a) L=rn, Mc=22 My=0, I,=3m5 I,=

b) L=a(e—1/6), M, =% (€ +4a?—1/€?),
I, = 9(6® + 9e— 9/e — 1/e3),

TEI"3

NI

b

M, =0,

Iy = a®(e - 5/e),

I, = 32181,
I, = 9,701
I, = 10,929
I, = 12,889
I, = 9,598
M,. =0,

I, = 2a°7n\/a? + b2,

c) L=8a, M,= %Zaz, M, = 8ma?,

I, = 8248 I, = a®(16n2 — 2048/45),
d) nga, Mx:%az, My:%az,

Ingas, Iy:gas.

2.a) L=7933 M,=10770 M, =0, I, = 17,428,
b) L=50916 M,= 4,851 M, =0, I, = 6,241,
c) L=2958 M,= 3393 M,=5383 I,= 4851
d L=3820 M,= 2296 M,=6,001 I,= 1748
e) L=2302 M,= 1436 M,=4505 I, = 1123

3.a8) L=2nva?+b% M, = 212bN a2 + b2, M,.. =0,

I, = 3 Ba? + 8?1 Va2 + b2, I, =1,
b) L=mnr, My=22 My,=mr, M, =0,

I :Tfr(1+§), Iy =Tl7r3, IZZ%TU”S-FTU‘,

c) L=401+6),
I, = 2 (V6 +13),

5.5a) 3mr?,

4.a) L =15281
b) L = 15281
c) L= 7,640

5

M., = 15281 M,, =
I, = 52,835 I,
M., = 30562 M,
I, = 122246, I,
M., = 9182 M,
I,= 17818 I,
b) 2712, 5¢c) 2r2,

Mxy = 8(2 + \/é)’
I, =2 (5/6+12),

M,

— 0,

Myz = 4\/67

L =2@2V6+1.

0, My, =
52,835 I, =
0, My, =
117,060, I, =
0, My, =
26,728 I, =
5d) 22, 5

= 0
=61,123

0

=61,123

8,289,
16,577.

e) 2./5.



Kli¢ k pfikladimk procvicer

Kapitola 4. Krivkovy integral Il. druhu

1.Aa) 0 Ab) 8 Ac) 0 Ad) 0

Ba) 0 Bb) 8 Bc) O Bd) O

Ca) O Ch) 8 Cc) 0 Cd) 8

Da) 3 Db) 3 Dc) 6 Dd) 6

Ea) O Eb) 8 Ec) O Ed) 4(e+1/e
Fa) 0 Fb) 8n Fc) 8n? Fd) 0

Ga) 6 Gb) —4 Gc) 0O Gd) 0

Ha) 0 Hb) 2x Hc) 372 Hd) O

2.a) zarctg2,  b) —3arctg2.
3.a) —3In2, b) 3In2.

4. 0.

5.a) —21, b) 0.

Kapitola 5. Nezavislost na integracni cesfea vztah meziintegraly

l.a) 12 b) 8, c) 4, d -15, e) 62
f) In10, g) 1/2, h) 1693, i) 13, ) V3
k) —a+blIn3.

2.a) U=xz+y%3+yz+C, b) U=3x—-4y+z+C,

c) U=x%2—-2xz*+C, d U=2-+x*+C.
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derivace
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