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Predmluva

Kdyz jsmev roce 1999 vydavali prvni CD-ROM Matematicka analyza s pro-
gramem Maple, uvedli jsme, Ze v pri&tich letech planujeme pokraCovat v edici
dal&imi partiemi matematické analyzy. Jsme radi, Ze diky finanéni podpore FRVS
muzZzeme tento zamér realizovat a studentlim nabidnout dal$i dil, tentokrat véno-
vany tématu NekoneCné fady.

Tento CD-ROM je ucebnim textem nového typu vyuzivajici moznosti sou-
Casné vypocetni techniky. Ukazuje moderni zplisob vyuky matematické analyzy,
kdy prostfednictvim pocitatovych technologii se student u¢i matematickou ana-
[yzu a naopak.

Pouzivana symboalika je shodna se symbolikou uzivanou v [13, 14]; zeména
symbol N oznaCuje mnozinu vech prirozenych Cisal, symbol Z oznaCuje mnozinu
v&ech celych Cisel, symbol R mnoZinu vsech reanych ¢isd alR* znaCi rozsifenou
mnozinu realnych Cisdl, tj. R* = R U {—o0, 00}.

Stejnéjako Diferencialni pocet funkci vice proménnych jsou i Nekonetné fady
tématem vhodnym pro poc€itacoveé podporovanou vyuku. Zejmeéna rozvoje funkci
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do mocninnych a Fourierovych fad se programem Maple velmi pékné graficky
ilustruji.

Pfi vykladu probirané problematiky pomoci Maplu jsme se snazili o dodrzo-
vani nasledujiciho postupu: Nejdfive je problém feSen , krok za krokem* tak, jak
bychom postupovali pfi feSeni pomoci , tuzky a papiru”, Maple je pouzivan pouze
k dil€im vypoctlim. Pokud je to dale mozné, nasleduje zobecnéni a automatizace
FeSeni problému pomoci Mapleovského programovaciho jazyka. Tyto Casti jsou
v textu oznaCeny pomaci \v, dadi priklady je pak mozno nalézt v odpovidgjicich
zapisnicich v adresali Maple. Pi tvorbé novych procedur byl diiraz kladen prede-
v38im najejich jednoduchost —tak, aby jebyli studenti schopni psat v ramci cviceni
z Maplu. Casto je tedy potlatovano testovani koreknosti zadavani vstupnich pa-
rametrll, dliraz je predevdim kladen na vlastni agoritmus vypoctu. Komentare
v zapisnicich jsou psany bez diakritiky, protoze Maple zatim neni lokalizovan
v Ceském jazyce. Mapleovské zapisniky jsou ureny pro verzi Maple 7, v&tSinou
jsou v&ak pouzitelné i ve verzi Maple V 5.1.

Ve srovnani s prvnim CD-ROMem pfinaSime dvé novinky v poCitatovém
zpracovani. Prvni novinkou jsou animace, pomoci nichz Ize pohyblivéznazoriiovat
rozvoje funkci do nekonetnych fad. V&fime, Ze tyto animace pomohou studenttim
pochopit vyyznam mocninnych a Fourierovych fad arozdil mezi nimi.

Druhou novinkou je videozaznam prednasky, slouzici k repetitoriu daného
tématu. Obsahuje tfi sekvence, prehled zékladni teorie o nekonecnych Ciselnych
fadach, ukazku FeSeni nékolika typickych prikladll a prehled zakladni teorie o fa-
dach funkci.

Zakladem pro vznik CD-ROMu se stal ucebni text DodaZ., Novak V.: Neko-
necné fady, MU 1999 a 2002 a M apleovské zapisniky s ukazkami FeSeni prikladl
anovymi procedurami. Pro Ctenare, ktefi licenci Maplu nevlastni pfinaSime i roz-
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Sifené HTML verze nékterych zapisnikd, které je mozno &ist libovolnym z webo-
vych prohlizecl. Pomoci téchto prohlizetl je mozno prehravat i vSechny uvedené
animace.

Vlastni text je opét ulozen ve formatu PDF (Portable Document Format), ktery
je standardem pro elektronickou publikatni €innost a je nezavidly na platformé.
Kromé jiného umoziuje prostrednictvim kizovych odkazll rychle vyhledavat
souvislosti napfic celym textem. Text se nachéazi na CD ve dvou variantach; design
prvni (kterou Ctete) je optimalizovan pro Cteni na obrazovce obvyklého barevného
monitoru, design druhé verze je vhodny pro tisk naformét A4. Noveé pfidavame
odkazy navideosekvence (jsou naCD-ROM v adreséfi vi deo) anaPDF soubory
sanimacemi (vyZaduji viak Acrobat Reader verze alespon 5).

Videonahravka byla pofizena s pomoci |aboratore LEMMA Fakulty informa-
tiky MU v Brné. | kdyZ jde o simulovanou pfednasku, byla natatena naostro bez
opakovani zabérll. Nese proto prvky autenticnosti, véetné nékolika nepresnosti od-
bornych ajazykovych. Uvadime toto video s presvédtenim, Ze ucebni text oZivi a
posune vyvoj podobnych uéebnich textt opét o kriicek dopredu. Pro lepsi Citelnost
textu napsaného béhem prednasky natabuli jsou tyto texty uvedeny v kapitole 9
na strané 239.

CD-ROM je urcen pro poduchate bakaarského studia matematiky, fyziky,
informatiky, a dale v&em zgemclim o vyuku matematické analyzy s vyuzitim
pocitale a uzivatellim CAS systemu Maple. Spojeni textu, grafiky, pocitatovych
vstupll, vystupll, animaci a videonahravky se shrnutim zakladnich pojmd pro-
biraného tématu by méo vytvofit prostfedi slouZici k maximané efektivnimu
zvladnuti probirané problematiky.
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CD-ROM dale obsahuje inovovanou verzi textu Diferenciani pocet vice pro-
mennych, ato zasevedvou verzich: verzi optimalizovanou pro ¢teni na obrazovce
averzi optimalizovanou pro tisk

Nékteré materidly z CD-ROMu jsou ulozeny také na weboveé strance projektu
http://www.math.muni.cz/"plch/nkpm/.

Zavérem bychom radi podékovali studentlim Prirodovédecke fakulty P. KFi-
7ovi aK. Srotovi za Mapleovské zapisniky k mocninnym a Fourierovym fadam,
studentlim Fakulty informatiky P. Kyn¢lovée za animace k ¢asti Diferencialni po-
Cet funkci vice proménnych, M. Liskovi, V. Holerovi, P. Hromkovi a kolegovi
R. Haklovi za pomoc pfi natéCeni a M. Rollerovi a T. Zavodnému za pomoc pfi
stfihu a zpracovani videa. Déle dékujeme kolegyni L. Langerové za U€inkovani
pri nat&Ceni prednadky a panu A. Kalinovi za vytvoreni instalatniho programu a
grafickou Upravu instalatni brozurky CD-ROMu.

Tento CD-ROM vznikl za podpory Fondu rozvoje VSv ramci feSeni projektu
¢. 801/2002.

Brno, prosinec 2002 Autori
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Kapitolal

Vd

Nekonecné Ciselné rady — zakladni pojmy

Teorie nekonecnych Ciselnych fad vznikla ve druhé poloviné 17. stoleti spolu
s utvarenim infinitezimalniho poctu. Mnohé mySenky zraly fadu stoleti, nez se
priblizily dnedni podobé. V pribéhu vyvoje se néktefi matematikove dopustili
pri poCitani s fadami omyll, zefména v dobg, kdy nebyl pojem konvergence
fady konstituovan, ataké v dobg, kdy panovalajakas hrliza z nekonetna. Timto
problémem se od pocatku zabyvali nejenom matematikové, alei filozofove.

Napriklad Zenon z Elge (490430 pr.n.l.) povazoval za nemozng, ze by ne-
konetny soucet kladnych Eisel mohl byt koneéné ¢ido; pfipomeime jeho aporiit
Achilles a Zelva: ,,Rychlonohy Achilles nikdy nedozene Zelvu, jestlize se zelva
nachézi v ngaké vzdaenosti pred nim.“ Se soucty nekoneCnych geometrickych
fad jiz pracoval (aniZ pouzival dnedni symboliku) Archimedes (287-212 pf.n.1.),

Laporie — slepa ulitka rozumu
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kdyz ur€oval kvadraturu paraboly; prvni nekonecnou fadu, ktera nebyla geome-
tricka, seCetl na zékladé fyzikanich Gvah az ve stfedovéku (kolem roku 1350)
R. Swineshead.

V celé historii matematiky byla snaha zodpovédét dvé zékladni otézky pro
pocitani s nekoneCnymi Ciselnymi Fadami:

Jak setist nekone€nou (presngji spotetnou) mnozinu Cisel?
Plati pro nekonetné soucty podobné zakony jako pro konetné soucty,
zejména zakon distributivni, asociativni a komutativni?

Odpovéd na obé otazky ukazeme v prlibéhu prvnich &tyf kapitol, které jsou
vénovany nekonetnym Ciselnym fadam. Cilem prvni kapitoly je zavést pojem
soucet fady a ukazat nékteré zakladni operace s Ciselnymi fadami.

1.1. SoucCet rady

Ze stfedni 3koly je dobfe znama nekoneCna geometricka fada. Postup pouzity
pri uréeni jejiho souttu, tj. utvoreni tzv. Castetnych souctl a provedeni limitniho
prechodu, je navodem pro obecnou definici.
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Definice 1.1. Necht {a,}22; je posloupnost redlnych Cisel. Symbol

Zan nebo a;+a,+ag+---+ag+--- (1.1)

n=1
nazyvame nekonecnou ciselnou fadou. Podoupnost {s,}32,, kde
S=q, S=atay,..., Tyt t---+ay, ...,

nazyvame posoupnost castecnych souttll této Fady.
Existuje-li vliastni IimitanILngo S =S, fFekneme, Zefada ) 2, a, konverguje ama

soutet s. Neexistuje-li vlastni limitalims,, fekneme, Zefada ) 2, a, diverguje.

Nekonetna fada je tedy symbol > o2 @, nebo ag +a, +--- +a, +---, kde
{an} je dana posloupnost. K tomuto symbolu je pfifazena posloupnost ¢asteCnych
souctll {s,}. Prvky posloupnosti {a,} nazgvame Cleny fady 3%, an, kde a, jen-ty
Clen. Cido s, nazyvame n-tym CasteCnym souctem této fady.

V pripadé, kdy fada diverguje, rozliSujeme tfi pfipady:
> Je-li lims, = oo, Fikame, Ze fada urcité diverguje k +oo;
> Je-li lims, = —oo, fikame, Ze fada urcité diverguje k —oo;
> Jestlize lim s, neexistuje, fikame, ze fada osciluje.

Mé&li konvergentni fada ) a, soucet s, piSeme > 2, a, = s. Je-li fada diver-
gentni k o0, piSeme Y 12, an = oo, pfipadné ) 2, a, = —oo.
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Priklad 1.1. Vy&etfete, kdy konverguje nekonetna geometricka fada

a+aq+...+aqn_1+...:Zaqn_l, kdea #0,q 70,

n=1
aurcete jgi soucet.

Regeni. Postupujeme podle Definice 1.1: uréime s, a provedeme limitni prechod.
a) Necht g = 1. Pak s, = na aplati lims, = limna = oo, tj. fada ) 2, aje
divergentni.
b) Necht q = —1. Radamatvar a+(—a) +- - - +(—1)"ta+- - -, takze Castetny
soucet je

_ | 0 prosudén,
571 a pro liché n.

Posloupnost {0, a, 0, a, ... } nemalimitu, proto je tato fada oscilujici.
c) Necht |q| # 1. Plati s, =a+aq +--- +aq"*. UZitim vztahu

L-q@+q+g®+---+q"H=1-¢q"
dostaneme
1-q"

= 24, n—1y —
s=alrgrgteerq' ) za—r-

Uvazujme nasledujici pripady:
pro|g| < 1jelimqg™ =0, proto lims, = ﬁ;
proq > 1jelimqg" = oo, proto lims, = +o0;
prog < —1limitalimq" neexistuje.
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Proto je geometricka fada pro |gq| > 1 divergentni a pro |q| < 1 konvergentni.
V tomto pripadé je j€ji souCet

ind a
dlag"t=—— g<1
n=1 1-q9 -

Priklad 1.2. Urcete soucCet fady:

=1

3 Z n(n+1) Nekonecné Ciselné fady —
n=t zékladni pojmy

1

1 1 > 1
b) + + +...:Z
1.4 4.7 7-10 (3n — 2)(3n + 1)

n=1

0

n=1 2"

o
Z(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ)

n=1

€ arct 1+arct 1+ + arct 1+
g 2 g 8 g 2n?

Reeni. Ve véech pripadech postupujeme podie Definice 1.1: ur&ime n-ty &asteény

soucet s, dané fady a provedenim limitniho pfechodu uréime jeji soucet.
a) Vyraz pro ¢len a, rozlozime v soutet parcidnich zZlomkd —+— =1 — 1

n(n+tl) — n  n+l°
Pak
1 1 1 1 1 1 1 1
sn:]___+___+... -_— - — =1-— ,
2 2 3 n-1 n n n+1 n+1
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aproto

1
s=lims,=lim{l1— —— ) =1
s =tm(1- )

b) Postupujeme obdobné& provedeme rozklad €lenu a, v soucet parcianich

zlomkd, tj.
1 A B

= + .
(Bn—2)(3n+1) 3n—2 3n+1
Zrovnicel=(3n—2)B+@n+1)AplyneB=—3, A=1, .

1 1/ 1 1
@Bn—2)3n+1) 3\3n-2 3n+1)

1 1 1 1 1 1 1
S = =-[1—-=-4+-—=+--- %+ — + — =
3 4 4 7 3h—5 3n—-2 3n—2 3n+1

1 1
= —|1- ,
3( 3n+1)

aproto
. o1 1 1
s=lims, =lim={1— =—.
3 3n+1 3
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\Js UkéZzeme si nyni FeSeni s vyuZitim programu Maple.
> rada:=Sum(1/ ((3*n-2)*(3*n+1)), n=1..infinity);

o]

1
rada'_nz:;(sn—z)(snn) =
Rozklad ¢lenu a, v souCet parcidnich zlomkl provedeme pomoci prikazu
convert:
> convert(op(1l,rada), parfrac’,n);
11 11 Nekonecné Ciselné fady —
33n—-2 33n+1 zakladni pojmy

Pro zjednoduSeni urovani n-tého €astetného souctu zadané fady vytvorime pro-
ceduru posl| cass( expr, down, k) ,kdeexpr jevyraz odpovidgici a,, down
je dolni mez fady ak je prirozené ¢islo, udavajici kolik ¢lenti posloupnosti ¢as-
teCnych souctll S pfejeme vypsat. Procedura vypiSe prvnich k &lenli posloupnosti
¢astecnych souttd, jeji n-ty ¢len a pokud je to mozné vréati soutet zadané fadly.

> poslcass := proc (a, b, d) local i, j, s, e; _
> s :=0; ) :=0;

~ for i fromb to d+b-1 do --
> j :=j+1; s := s+eval (subs(n =i,a));

- lprint(evaln(s[j]) = s) ||
> od;

ez suMan=b. n): o ma |
> lprint(evaln(s[n]) = e); --
> Sum(a,n =Db .. infinity) =

> limt(e,n=infinity) --
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Pouziti této procedury pfi FeSeni uvedeného prikladu dava tento vystup:

> posl cass(op(1,rada), 1,5);

s[ 1]
s[2]
s[ 3]
s[4]
s[ 5]

s[n]

1/ 4
217
3/ 10
4/ 13
5/ 16

1/ 3- 1/ 3/ (3*n+1)

o]

3n—2)(3n+1) 3

n=1

Pro kontrolu vypo¢tu miizeme pouZzit i prikaz sum

> Sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),
> sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),

Pro vykresleni grafu posloupnosti ¢astetnych souctli miizeme pouZit proceduru
sunpl ot s( Sunm(r ada,

o]

> e e
£~ (3n—2)(3n+1) "3

<4

Nekonecné Ciselné fady —
zakladni pojmy

n=1l..infinity)=
n=1..infinity);

n=a..hb)),vizObr. 1.1


http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

vV V.V V. V V. V V. V V V V V V V V V V VvV VvV V

\%

sunpl ots : = proc (rada)

local term n, a, b, psum m points,
i, ¢, sn, pl, p2;

if nargs = 2 then ¢ := args[ 2]

elsec :=0 fi;
if typematch(rada, (' Sunm ) (term:al gebraic,
n::nane = a::integer .. b::integer))

then psum: =" @ (evalf,
unappl y(Sun{termn =a .. atml),m);
points := [seq([[i, psun(i)+c],

[i+1, psun(i)+c]], i =1 .. b-a+l)];

poi nts : = map(op, points);

pl : = PLOT( CURVES(points), AXESLABELS(n, "s[n]”));
sn := evalf(c+sum(termn =a .. infinity))

el se

ERROR( " expecting a Sum structure as input”) fi;
if sn <infinity then

p2 := plot(sn,n =a .. b,linestyle = 4);

di splay({p2, p1})

el se pl fi

end:

sunpl ot s(Sum op(1, rada), n=1..20));

¢) Plati

1 2 3 n
St —t— e —,
2 22 28 n
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n

Obr. 1.1: Posloupnost Eastetnych souttl fady Y- i ey
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odkud po vydéeni dvéma plyne
ss 1 2 3 n

==t =+ =+ -+ —
2 22 B 22
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

1 1 1 1 n
S+ — 4.+
2 22 28 2n

Sn
2

g,

Jelikoz

je soucet fady

Jiny zplsob uréeni souttu této Fady ukazeme v Prikladu 6.3

pomoci souctu

mocninné fady. Z historického hlediska je tato fada prvni negeometrickou fadou,
u které byl urcen jgji soucet. UrCil ho stfedovéky matematik Richard Swineshead

N RPRT]

v knize Liber calculationum napsané kolem roku 1350, kdyz feS

| tuto fyzikani

Ulohu: Jaka je primérna rychlost v hmotného bodu s potatecni rychlosti v, v Easo-
vémintervalu t € [0, 1], ktery se pohybuje takto: béhem prvni poloviny Casového
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intervalu konstantni rychlosti, béhem dal&i Ctvrtiny intervalu rychlosti, ktera je

dvojnasobkem pocatetni rychlosti, béhem nasledujici osminy intervalu se pohy-

buje rychlosti, ktera je trojnasobkem pocatetni rychlosti atd. az do nekonetna.
Vyuzijeme-li vySe odvozeny souCet fady, dostaneme

S +S, + 1+2 1+ 1+ 2 + + N + 2
n S+ 0-5 07 o\5%% on 0
tj. primérnarychlost béhem celého Casovéehointerval u se bude rovnat dvojnasobku
pocatetni rychlosti.
d) Plati
a =+/3-2v2+1

& =v4—2v/3+/2
a3:\/§—2\/2+\/§

an2=v/N—2/n—1+n-2
a1=vn+1—-2/n+v/n—1
a,=vn+2—2/n+1+.n
Z uvedeného schématu je ZFgmé, Ze s, =1 — +/2 — /n+ 1+ 4/n + 2, aproto

lim s, =1—+2+ lim(vVn+2—+/n+1) =

n—oo n—oo
1—+/2+ lim =1-+2.

1
n—oc\/n+2++/n+1

S
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e) Pro |x| < 1, |y|] < 1 plati vztah

arctgX + arctgy = arctg ——
9 gy =adg
Uzitim tohoto vztahu postupné dostavame
1 1 1+1 2
S, = + @ = arctg - +arctg — = arctg T = arctg -
2 8 1-4 3
1 241
— - - 3 18 _ °
S =S +az= arctg arctg = arctg = arctg
1- 35
n—1 1 s
Sn = Sy + 8y = arctg taclg o =g
n3
n2n? —2n +1) n2n? —2n+1)
—actg——— = arctg = arctg ——
2nf—n+1 @2nZ—-2n+1)(n+1)
Soucet fady je

s= lim lim arct n _r
_n—>oosq_n—> acty +1_4'
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Priklad 1.3. Vyjadrete ve tvaru zlomku v zakladnim tvaru &islo 0,215.

Reseni. Plati
oo = 2.(X.15, _2, 50,1, _ =
’ © 10 \10% 10 T 10 108\7 102 -
2 15 1 1 15 1 1 71
= =t —" ==+ =4+ — = —,
10 10° 1—-55 5 1099 5 66 330
Nadedujici véta udava nutnou podminku konvergence fady. Nekonecné Ciselné fady —

) ) zakladni pojmy
Véta 1.1. Jestlizetada "2, a, konverguje, pak plati nIim a, =0.

Dikaz. Necht " 2, a, konvergujea ) 2, a, = s. Tedy lims, = s € R, aprotoze
ah =S — S1, plyneodtud lima, = lim(s, — $,_1) =s—s=0. O

Je tfeba s uvédomit, Ze opak této véty neplati. Je-li totiZz pro fadu spinéna
podminka lima, = 0, pak z ni konvergence fady je&té neplyne. Tuto skuteCnost
ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 1.4. Rada 2321% se nazyva harmonicka. V téo fadé je kazdy Clen
harmonickym prlimérem dvou sousednich ¢lent, tj. plati

1
an+1

1 a5t
a, 2
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Rada splfiuje nutnou podminku konvergence, nebot lim = 0. Ukazme, Ze je tato
fada divergentni. K tomuto (celu provedeme nasledujici odhady:

s =1
s = 1+
+ +1 +1+ 1+21
= — - > — - = L=
& S 2 S 2 5
1 1 2 1 1 1 1 3
§ = 4t=—Ft—-F—F=->1l+t-—F—-F+-—F+-—+-—=1+-—
5 7 8 2 8 8 8 8 2
1 1 1 1 1 1 1 1 3 1
Sg = St—t+t—+—+—+— —t—>1+-+—+
9 10 11 12 13 14 15 16 2 16
1 1 1 1 1 1 1 4
+—+—+—+—+—+—+—=1+ -
16 16 16 16 16 16 16 2
| 1+n
n > —
% 2

Posloupnost {s,} je rostouci, proto mabud vlastni limitu nebo nevlastni limitu occ.
Tutéz limitu mai vybrana posloupnost {s;}; avsak z nalezen'eho odhadu plyne
S;n — 0o, aprototakelims, = co. Proto harmonickafada 2, = L yreité diverguje.

Jak ukézeme pozd§ji, divergenci této fady |ze dokazat velmi jednodue pomoci
integraniho kritéria.

Harmonicka fada byla prvni fadou, u niz byla poprvé ukazana divergence
fady. UCinil to pravé uvedenym zplisobem francouzsky matematik Nicole Oresme
(1323-1382).

Bezprostfedné z Definice 1.1 plyne tato véta:
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Véta 1.2. Necht p € N. Rady Y%°, ay, > nep+1 8 SOUCasNE bud konverguji nebo
diverguji. Jestlize konverguiji, pak plati

Zan:a1+---+ap+ Zan.
n=1

n=p+1

Poznamka 1.1. Z predchazejici véty plyne, Zze na konvergenci, resp. divergenci
fady nema vliv chovani konetného pottu jejich ¢lenll. Proto budeme uZivat tuto
amluvu:

> pokud ngjaky predpoklad nemusi platit pro konecny potet ¢lentl, budeme Fikat,
Ze plati pro skoro viechna n, tj. plati az od jistého indexu poCinge;

> pokud budeme vy&etfovat konvergenci (divergenci) fady, budeme misto > "2, an
psat jen ) an.

Nutnou a postacujici podminkou konvergence fady je nasledujici véta, kterou
budeme pouZzivat v dalSich diikazech; k praktickym vypottlim neni pfilis vhodna.

Lemma 1.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konver gence).

Rada > o2 an je konvergentni préavé tehdy, kdyz posloupnost jejich Eastetnych
souttll je cauchyovska, tj. pro libovolné ¢ > 0 existuje ny € N takove, Ze pro
n e N, n > ngalibovolné m € N plati

[Shim — Shl = |anss + @nez + -+ + Qqum| < &

Dikaz. Plyne z Definice 1.1 a z Uplnosti prostoru R, coz znamen3, ze kazda
posloupnost v R je konvergentni prave tehdy, kdyz je cauchyovska (viz napr. [3]).
]

S
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1.2. Operacesciselnymi Fadami

Zdrojem omyltl mnoha matematikll byla skutetnost, Ze s nekonetnymi soucty
nelze zachéazet jako s konetnymi soutty. Uvedme priklad z historie: ital sky mate-
matik Guido Grandi (1671-1742) uvazoval fadu

1T+ (-D)+1+ (=D +-- = Y (-D";
n=0

dnes se tato fada nazyva Grandiho fada. Tato fada diverguje, protoze s, = 1,
$=0,5=1,...,t.limitas, neexistuje.

Danou fadu |ze uzavorkovat dvojim zplisobem a dostaneme tyto Fady:
>Tfadal+[(—1)+1]+[(—1)+1]+--- konverguje, nebot' s, = 1 provdechnan e N
as=lims, =1;
>Fada[l+ (—1)]+[1+(—1)]+--- konverguje, nebot s, = 0 pro véechnan € N a
s=1lims, =0.

Jedna se o tfi rlizné fady, kde prvni diverguje a druhé dvé konverguji, neboli
uzavorkovanim se porusila divergence fady.

Grandiho vypocet byl nasledujici:

0 = 0+0+0+0+---=1-DH+(Q1-DD+1-DH+21-D+...-=
1-¢a-y-1-1)-1-1)—---=1-0-0—-0—"---=
= 1,

coz s Grandi vyloZil jako symbol stvoreni svétabohem z niceho. To vyvolal o bouf-
livou polemiku, které se kromé Grandiho zU€astnil Leibniz, Nicolaus Bernoulli
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ajini. V téchto diskusich se upfesiiovaly pojmy soucet nekonecné Ciselné fady,
konvergence a divergence téchto fad. Grandi se dopustil dvou omyll: zkoumana
fada je divergentni, proto nema konecny soucet a kromé toho pfi svém vypoctu
pouzil asociativni z&kon, ktery obecné pro nekonetné fady neplati.

Zakladni operaci s nekoneCnymi fadami je soucCet dvou konvergentnich fad:

Véta 1.3. Budte ) an, > b, konvergentni fady anecht’Y " a, =s, Y b, =t. Pak
je konvergentni i fada Y (a, +b,) aplati > (a, +by) =s+t.

Dlkaz. Oznatme {s,} posloupnost ¢astetnych souctli fady > a,, {tn} posloupnost
castetnych souctl fady > by, {wn} posloupnost Eastecnych souctl fady > (a, +
+bp). Pakjelims, = s, limt, =taw, = (ag+by) + (@ +by) +-- -+ (a, +by) = (ag +
+apt---+an)+ (b +hy+- - +by) = 5, +t,. Odtud plynelimwy = lim(s, +t,) = s+t,
tj.> (anh +bp) =s+t. O

Poznamka 1.2. Necht ) a, = s, ) _ by =t jsou konvergentni fady anecht a, < b,
pro véechnan. Pak s < t. Vskutku, pro posloupnosti &asteénych souttll {s,} a{t,}
téchto fad plati s, < t, provdechnan, aprotoi limitas < t.

Nasledujici vétu mlizeme chapat jako analogii distributivniho zakona pro ko-
necné soucty.

Véta 1.4. Jestlize fada ) -, a, konverguje, pak pro libovolné k € R konverguje
tezfada ) - k- a, aplati
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Naopak, konverguje-li fada )., kan, kde k € R, k # 0, konverguje i fada
2 e 8-

Dlkaz. Necht > a, konverguje, > a, = s. Oznatime-li {s,} posloupnost ¢as-
teénych souttt fady > a,, {tn} podoupnost Eastetnych souttl fady > kay, je
lims, =saprolibovolnén € N plati t, = ka; +ka, +- - - +ka, = k(a; + a, +
+an) = ks,. Odtud plynelimt, = ks, tj. > ka, =ks.

Necht naopak konverguje > " ka, ak # 0. Podle jiz dokézané prvni Casti véty
pak konverguje fada " i (ka,) = Y_ an. O

Poznéamka 1.3. Tvrzeni Véty 1.3 Ize zfggmé Uplnou indukci rozsifit na libovolny
konetny pocet stitancll. Navic Ize podle Véty 1.4 nahradit soucet uvazovanych
fad jejich libovolnymi linearnimi kombinacemi.

Z konvergence fady > (a, + by) vSak naopak neplyne konvergencefad > _ a,,
3" by, jak ukazuje priklad fad Y (=11, Y (—1)".
Priklad 1.5. Dokazte konvergenci a najdéte soucet Fady

3n+1

Z (1.2)
n=0
Regeni. ObgTady 3" & = (3", 3 2 = 3 (3)" konverguji ajejich soutet je

>(3) == 2(3) -2

1
n=0 3 n=0 2

Podle Véty 1.3 a 1.4 je konvergentni i fada (1.2) ajeji soucet jerovens=5-3 —
—-3-2=0.
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Z prikladu Grandiho fady je zfegimé, ze mezi Cleny nekonetné Ciselné fady
nelze libovolné rozmistit zavorky. Pouze v pripadé konvergentni fady mizeme
sdruzovat jgji Cleny, aniz se zmeéni jgi soucet. Tato skuteCnost je zformulovana
v nasledujici veté, ktera byva nazyvana asociativnim zakonem pro konvergentni
fady.

Vétal5. Necht' 2, a, jekonvergentni fada anecht’ {ny} jerostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Polozme ng = 0 apro k € N oznatme

bk = ank,1+1 + ank,1+2 +oot ank-
Pak fada )2, bk konverguje a plati

[e¢]

Z bk = Z dy.
k=1 n=1

Dlkaz. Oznatime-li {s,} posloupnost astecnych souttl fady > ay, {t«} posloup-
nost castecnych souttl fady > by, pak plati ty = s,,, takZe posloupnost {t} je vy-
bréna z posloupnosti {s,}. Podle véty o vybranych posloupnostech (viz napr. [13])
posloupnost {tx} konverguje aplati limty =lims,, tj. > by =) an. O

Poznamka 1.4. Asociativni zakon znamena zakon o sdruzeni — v fadé miizeme
jednotlivé ¢leny sdruzovat (uzavorkovat), aniz se zmeéni jeji soucet. Tedy Vétu 1.5
Ize vydovit takto: Konverguje-li fadaa; + a, +--- + a, + - - -, pak konverguje i
fada(ag +ag+ - +an) + @y +ans+  +an) + -+ (@ g tan et +
+an,) +--- amatyz souCet. Obracené tvrzeni vsak neplati. Z konvergence fady
(g +ap+---+an) +(an+1+8n+2+ - +8,,) +- - obecné neplyne konvergence
fady a; +a, + - - -, jak ukazuje Gvodni prFiklad o Grandiho fadé.
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Analogie tfetiho, komutativniho zakona o zaméng, resp. o prerovnavani ¢lendi
fady, obecné pro konvergentni fady neplati. Jak ukazeme v Kapitole 3, k jeho
platnosti je tfeba silngjSi viastnost fady, tzv. absolutni konvergence.

Cviceni

1.1. Urcete soucet téchto fad:

i n n
a) Z n21+n e) 3512
n=1 n=1
o _ 1 o 2n-1
b) Z n-(n+3) f) = on
1 [ 1 2
0 X (2n—1)(2n+5) 9) nZ; ( 1t 3n71)
o1 o (3 2
d) X;- an2—1 h) X;- (42n—1 + 42n)
n= n=

1.2. Vyjadrete vetvaru zZlomku v zékladnim tvaru:
a-012 b 0539

1.3. Rozhodnéte, zda konverguji tyto Fady:
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o0 o0 1 o0 nz
a Y Inn b) 3 zagn ©) 2z
n=1 n=1 n=1

1.4. Svyuzitim nekonetné geometrické fady feste rovnice v R:

a) logx +logy/X +log /X +log&/X + - - =2

tg 2X
b) 1—tgx +tg?X —tg®x +--- =
) g g g 1+tg2x

1.5. Do Ctverce o délce strany 2 je vepsan Ctverec, jehoz strany jsou spojnicemi
stredll stran daného Ctverce. Do vepsaného Gtverce je stejnym zplisobem vepsan
dalsi Gtverec atd. Vypotitejte soucet obvodl a soucet obsahll vsech takovychto
Ctvercll.

1.6. Vypottéte obsah obrazce utvoreného z nekoneéné mnoha obdé nikd, jestlize
se délky jejich vodorovnych stran zmen3uji v poméru 4 : 1 adélky jejich svislych
stran se zvétduji v poméru 1 : 2., pfitemz obsah vychoziho obdelnika je 48 cm?.
(Tuto Ulohu FeSil N. Oresme ve svém traktatu O konfiguraci kvalit, kde naznacil
konstrukce (tvarll, které maji nekonetné rozméry, ale konetny obsah).
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Obr. 1.2: Sierpifiského koberecpron=2an =3

1.7. Urcete obsah nasledujiciho obrazce (tzv. Serpihského koberec): Jednotkovy
Ctverec rozdélime na devét shodnych Ctvercli a odstranime vnitfek prostfedniho
tverce. Kazdy ze zbyvajicich Gtvercli rozd&lime znovu na devét shodnych ctve-
reckl aznovu odstranime v kazdém z nich jeho stiedni Etveretek. Po tretim kroku
takové operace dostaneme (tvar zobrazeny naObrazku 1.2. KdyZ tuto operaci pro-
dlouZime do nekonetna, dostaneme Gtvar, ktery se nazyva Sierpihského koberec.
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\J/ Sierpifiského koberec 1ze v Maplu vykreslit pomoci procedury si er pkob(n),

kde parametr n udava troven iterace.

vV V. V.V V V. V V V VvV V. VvV V VvV V V V V V

si er pkob: =proc(n)
local x,y,d,i,j;
gl obal s, kr, sez, pons, kre, sq;

s: =[x, y], [x+d, y], [x+2*d,y], [x, y+d], [ x+2*d, y+d],

[ x, y+2*d], [ x+d, y+2*d], [ x+2*d, y+2*d] ;
kr: =POLYGONS([s[5],s[8],s[7],[x+d,y+d]]);
x: =0;y:=0;d: =1/ 3;

kre: =kr; sez: =s; pons: =sez;

sg: =POLYGONS([[0,0],[2,0],[2,1],[0,1]]7,
COLOR(RGB, 0,1,0));

for i ton-1 do

d: =d/ 3;

for j to nops([sez]) do
x:=sez[j,1];y:=sez[j,2];

pons: =pons, s; kre: =kre, kr;

od; sez:=poms; od;

PLOT(kr e, sq, AXESSTYLE( NONE) ,

SCALI NG CONSTRAI NED) ) ;

end;

o:=array(1..2):

o[ 1] : =si er pkob( 2):
o[ 2] : =si er pkob( 3):
di spl ay(o);

<4

Nekonecné Ciselné fady —
zakladni pojmy



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Obsah jednotkového Etvercejeroven jednéaod tohoto obsahu budeme odecitat
obsah odstranénych ¢tvercll. Oznatme a,, obsah odstranénych ¢tvercliv n-téiteraci
a P hledany obsah Sierpinského koberce. V n-té iteraci odstrarujeme Ctverce
ostrané (1)" ajejich poget v n-té iteraci je 8", Pak tedy

1 n 8n—1
= 8n_1 | = = i
- (9) 7

Cekovy obsah Sierpifiského koberce je pak

o]

0 > gn-1 1 g\"* 1
-

n=1 n=1

=0.

©olr|

Ukazme nyni vypocet v Maplu: ngjdrfive primym vypoctem s vyuzitim pFikazu
suma poté pomoci novych procedur pro uréovani souctu geometrické fady.
> a[n]:=8"(n-1)/9"n;
g(h-1)

an ! o
> P:=1-Sum(a[n], n=1..infinity);

> gh-1)
P:=1-— (Z F )
n=1

0

Nyni vytvofme vlastni procedury pro ur€ovani souctu geometrické fady —
kvocgeomageom

> value(P);
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a:=simlify(b/(kvoc™(n-1)));
I print(("kvoc’) = kvoc); lprint(('a) = a) fi
end:
Pouziti téchto procedur na vySetfovanou fadu dava nasledujici vystup:
> kvocgeon(a[n]);

> kvocgeom : = proc (rada)

> local i; global operat, kvoc, b, a;

> b := expand(rada);

> if type(b,‘+") then operat := nops(b);

> for i to operat do =

> kvoc[i] := sinmplify(subs(n = n+1

> op(i,b))/op(i,b));

> a[i] :=simplify(op(i,b)/(kvoc[i] (n-1)));

> |lprint(evaln(kvoc[i]) = kvoc[i]);

g IFrint(evaIn(a[i]) = a[i]) od Nekonecné ¢iselné fady —
> el se . .

_ operat := 1: zakladni pojmy
> kvoc := sinplify(subs(n = n+1,b)/b);

kvoc = 8/9

a=19

> geom:= proc (k, fclen)
local s, i; s :=0;

if 1 < operat then for i
to operat

do s := s+fclen[i]/(1-k[i]) od
else s := fclen/(1-k) fi
end:
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> geom kvoc, a);
1

Dostali jsme tedy "2, %1 = 1. Obsah Sierpinského kaberce je proto P = 1 —
—1=0.

1.8. Dokazte: Jestlize ) _ a, konverguje, > b, urCité diverguje k +oo, pak > (a, +
+bp) urCité diverguje k +oo. Jestlize ) a, konverguje, > _ by, osciluje, pak " (a, +
+by) osciluje.

— 2 15 15 7l
0,215_E+{ﬁ +F+"' =

Spetka praxe vyda za tunu teorie.
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Kapitola 2

Ciselnéfady s nezapornymi &eny

Stanoveni souctu fad byvav jednatlivych pripadech obtizny Gkol. Proto se pfi
vySetfovani fad Casto orientujeme na zjisténi, zda fada konverguje Ci diverguije,
aniz bychom urcovali jgji soucet. Pfedmétem této kapitoly jsou praveé tyto tlohy
pro fady s nezapornymi Cleny. Odvodime tzv. kritéria konvergence, udavajici
postaCujici podminky pro konvergenci, resp. divergenci fady.

2.1. Kriteriakonvergence

Rada Y oo, @ Se nazyvartada s nezapornymi (kladnymi) Eleny, je-li a, > 0 (a, >
> 0) provSechnan e N. Tyto fady maji nékteré specifické vlastnosti: posloupnost
jejich castetnych souttll {s,} je neklesgjici, nebot Sy.1 = @ns1 + Sy > Sh. Je-li navic
tato posloupnost shora ohraniCend, pak existuje vlastni lims,, tj. fada ) a, je
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konvergentni. Proto fady s nezapornymi €leny jsou bud konvergentni nebo urcité
divergentni k co.

Véta 2.1 (Srovnavaci kritérium). Budte Y a,, > b, Fady s nezapornymi cleny
anecht a, < b, pro skoro vsechna n € N. Potom plati: konverguje-li fada ) by,
konvergujei fada > an; diverguje-li fada ) _ a,, divergujei fada ) b,.

Dlkaz. Dllkaz provedeme pro pripad, kdy plati a, < b, pro véechnan € N.
Plati-li a, < b, az od jistého indexu poCinge, je dilkaz analogicky. Bud {s,}
posloupnost &asteénych soutttl fady > a,, {t,} posloupnost Castetnych souctl
fady > by; zZfggméplati s, < t, provéechnan € N.

Konverguje-li > by, pak je {t,} konvergentni, a proto shora ohranicend, tj.
existujek € R tak, Zzet, < k provdechnan € N. Pak jevsak i s, < k pro véechna
n e N, tj. {s,} je shora chraniend. Navic je neklesgjici, a proto mavlastni limitu,
tudiz > a, konverguje.

Diverguje-li ) a,, pak diverguje i ) by, nebot kdyby > b, konvergovala,
pak podle prvni ¢asti tvrzeni by konvergovaa ) a,, coz je spor. O

Priklad 2.1. Rozhodnéte o konvergenci fady

=1 =1
a) E F b) E E, kdea>0, a¢(1,2)
n=1 n=1

Regeni. a) Danou fadu porovname s fadou > Wlﬂ) Plati

1 1

2 < —
n (n—1n

pron > 2.
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Rada Y0, mm = Yones gy 1© 18K jsme ukézali v Prikladu 1.2-8), konver-
gentni, aproto je podle Véty 2.1 konvergentni i fada )" .

b) Necht a > 2. Plati

1 1
- < ;e pron e N,
aproto je v tomto pfipadé fada > n—la konvergentni.
Je-li a = 1, jde o harmonickou fadu Y 2, ktera je, jak jsme ukazali v PFi-
kladu 1.4, divergentni. Je-li a € (0, 1), plati

1 1
— > — ro neN,
nd n P

aproto je podle Véty 2.1 divergentni i fada ) | n—la

Celkem dostavame, ze fada ) = je konvergentni pro a > 2 a divergentni
pro a € (0, 1]. Jiny zplsob feSeni, kdy vyfesime i zbyvajici pfipad a € (1, 2),
uvedeme pozd§ji (viz Priklad 2.6).

Véta 2.2 (Limitni srovnavaci kritérium). Budte ) a,, > b, Fady snezapornymi
Cleny a necht’ existuje a

lim —=L.

n—oo by,

Je-li L < oo akonverguje-li Fada Y by, pak konvergujei fada > ay.
Je-li L > Oadiverguje-li fada > by, pak divergujei fada > an.

Dlkaz. Necht L < oo a)_ b, konverguje. K Cidu ¢ > 0 existuje ny € N tak, ze
pron € N, n > ng plati

L—s<ﬁ<L+s,
n
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odkud a, < (L +¢)by. Protoze Y (L + ¢)b, konverguje, konverguje podle srov-
navaciho kritéria (V&ta 2.1) i fada ) _ ay.

Necht L > 0a) b, diverguje Jeli 0 < L < oo, pak existuie ¢ > 0 a
N e Ntak, Ze0 < L —e < & provsechnan > ng. Odtud (L — g)by < a, a
podle srovnavaciho krlterla(VetaZ 1) jefada ) a, divergentni. V pfipadé L = oo
existuie K > 0ang € N tak, ze > K pro vsechnan > n,. Podobné pak ze
vztahu a, > Kb, plyne dlvergence rady > an. O

Poznamka 2.1. Jsou-li )" ay, > by, fady snezdpornymi Cleny aplati-li a,< b, pro
skoro vSechna neN, nazyva se ) b, majorantni fadou k fadé ) a, afada ) an
minorantni Fadou k fadé ) by,.

Priklad 2.2. Rozhodnéte o konvergenci fady:

8) Yoy sni b) Y In(i+ ).

Regeni. a) Danou Fadu porovname s harmonickou fadou > % kteraje divergentni
(Priklad 1.4). Podle I" Hospitalova pravidla ur€ime limitu

n (1Y
2% W) () = lim 7 cos— =
n—oo = n— o0 (%) n— o0 n

ProtozeL > Oafada )’ % diverguje, je podle Vety 2.2 divergentni i fada ) sin 7.
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b) Danou fadu porovname s fadou ) n—12 ktera je, jak jsme ukazali v Pri-
kladu 2.1, konvergentni. Plati

1 1Y
na+d)  wg ()
]

»

lim =1
n— 00 n— 00 (iz

n
Podle Véty 2.2 konverguje také fada ) In(1 + ).

gj( K vypoCtu limit v limitnim srovnavacim kritériu |ze s vyhodou vyuZit Maplu.
ReSeni prikladu 2.2a) pak vypada takto:
> rada:=Sun(sin(Pi/n), n=1..infinity);

ad L
rada := sin(—)
> Limt(op(l,rada)/(1/n), n=infinity): %val ue(%;
lim sn(C)n =
n—o00 n
atedy vySetfovanatada ) sin T diverguje.
Pomérné jednoduchym cvicenim je také naprogramovani (napsani pro-

cedury) limitniho srovnavaciho kritéria v Maplu. Jedno z moznych feSeni
vypada napr. takto:
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vV V.V V. V V V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

limsrovk := proc (a) local b, L;

if nargs = 1 then b := 1/n"2;
L:=1limt(a/b, n=infinity);

if evalf(L) <infinity

then print(Sum(a,n =1 ..infinity));
print(konverguje) else b := 1/n;
L:=limt(a/b,n=infinity);

if O <evalf(L) then

print(Sun(a,n =1 .. infinity));
print(diverguje) el se

print(‘tinmo kriteriemnelze rozhodnout‘) fi
fi

elif nargs <> 3 then

ERROR(” chybny pocet paranetru”)

elif args[3] = (k') then b := args[2];

L —Ilmt(a/bnzlnflnlty)
if evalf(L) < infinity then
print(Sun(a,n =1 .. infinity));

print (konverguje) el se

print(‘tinto kriteriemnelze rozhodnout') fi
elifargs[3] = ('d ) then b := args[2];
L:=limt(a/b,n=1infinity); if 0 < evalf(L)
then print(Sum(a,n =1 .. infinity));
print(diverguje) el se

print(‘tinmo kriteriemnelze rozhodnout‘) fi
el se

ERROR("treti parametr nmusi byt 'k’ nebo 'd ")
fi end:
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Syntaxe pfikazu jel i msr ovk(rada, por, konv),parametr por jene-
povinny audava, s jakou fadou budeme porovnavat fadu r ada. Pouzijeme-li
parametr por , musime také pouzit parametr konv, kterym urcujeme, zda pa
rametr por reprezentuje konvergentni €i divergentni fadu. Za parametr konv
dosazujeme d pro divergentni fadu, resp. k pro Fadu konvergentni. Pri volani
procedury bez volitelnych parametrll porovnavame s implicitné nastavenou
divergentni fadou Y- 2 akonvergentni fadou Y- .
> limsrovk(op(1,rada));

S sn)
n=1 n
diverguje
Tuto novou proceduru nyni vyuZzijeme pri feSeni pfikladu 2.2b):
> limsrovk(In(1+1/n"2), 1/n"2,’k’);

o0

1
Z In(1+ ﬁ)
n=1

konverguje
K urCovani konvergence, resp. divergence Ciselnych fad je mozno pouZzit i
proceduru csumRoberta Isragla z Maple Advisor Database. Procedura je urCena

N

pro Maple 6 avySSi angjdete ji i naCD-ROMU v adresafi mapl e.
Ové&me nyni predchazejici vysledky pomoci této procedury:
> read ‘csund.txt’:
> csumop(1, rada), n);
false
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> csum(In(1+1/n"2),n);
true
Procedura vraci hodnotu t r ue —fadakonverguje, nebo f al se —fadadiverguje.

Véta 2.3 (Odmocninovékritérium — Cauchyovo). Necht' ) a, jefada s neza-
pornymi Cleny.

(i) Plati-li pro vSechna n € N nerovnost J/a, < q < 1, pak fada konverguje.
Plati-li pro nekonetné mnoho n € N nerovnost J/a, > 1, fada diverguje.

(i) Existuje-li

nIim Jan =q, kdeq € R*, (2.1)

pakvpripadéq < 1fada ) a, konvergujeavpripadéq > 1fada )  a, diverguje.
Poznamka 2.2. Tvrzeni (ii) se nazyva limitni odmocninové kritérium. Pozname-
negme, zeje-li v (2.1) g = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.

Dlkaz. Dlkaz provedeme pro tvrzeni (ii); diikaz tvrzeni (i) probiha analogicky.

Jelig < 1, zvolme ¢ > Otak, aby platilo g + & < 1. Pak existuje ng € N tak,
Zepron e N,n > ngje J/a, < q+¢ < 1,odkud a, < (q+¢)". RadaY (q+¢)"je
konvergentni geometricka fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta 2.1) také
> a, konverguje.

Jeli g > 1, pak existuie ng € N tak, zepron € N, n > ng je J/a, > 1,
tj. a, > 1 a neni spinéna nutna podminka konvergence (Véa 1.1). Proto ) a,
diverguje. O

Priklad 2.3. Vy&etfete konvergenci, resp. divergenci nasledujicich fad:

> n © /2 n\" o on
a) Z—(3+%)n b) Z(;arccosﬁ> ) Z—[5+(_1)n]n.

n=1 n=1 n=1
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Regeni. a) Uzijeme limitni odmocninové kritérium (Vé&ta 2.3(ii)). Plati

R L L
nILn;Io an_nllfgo (3+%)n_n|l>n;lo3+%_f_3<l’

nebot podle I'Hospitalova pravidla je lim J/n = 1. Proto dana fada konverguje.

3@ Maplu opét nejdiive vyuzijeme k vypoCtu lim J/a,, poté napiSeme proceduru,
ktera cely vypoCet automatizuije.
> a[n]:=n/(3+1/n) " n:Sun(a[n],n=1..infinity);

e¢]

n

1
n=1 (3+ﬁ)n
> Limt((a[n])"(1/n),n=infinity): %val ue(%;
)
_ n
lim =
n—o0 3

@+

| =
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odnock : = proc (a) local q;

g :=evalf(limt(convert(surd(a,n), powner),

n=infinity));

if g<1thenprint(Sumla,n=1.. infinity));

print (konver guj e) o
elif 1 < q then

print(Sum(ia,n =1 .. infinity));

print(diverguje) el se

print(‘tinmo kriteriemnelze rozhodnout"*)
fi end:

vV V. V. V. V. V V V V V

Ciselné fady
odnock(a[n]); s nezapornymi €leny
> n

%

n=1 (3+ 1)n
n
konverguje
b) K vySetfeni opét pouzijeme limitni odmocninové kritérium (Véta 2.3 (ii)).
Plati
(2 1\" 2 1\"
lim Ja, = lim — arccos — = lim | —arccos— | .
n—>c>o\/a n— oo (n n) n—>oo<n n)

Jedna se o neurcity vyraz typu 1°°, proto ho upravime tak, abychom mohli pouzit
I’ Hospitalovo pravidlo. Plati

. 2 1\" lim nin(Z arccos 1)
lim|{ —arccos— | =e—x
n—oo \ TU n
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apro limitu v exponentu jiz miizeme pouZit I’ Hospitalovo pravidlo

i n(Gacosd) -~ (Garccosh) T2 (1-2) () 2
n—o00 % n—oo (%)/ - .

Hledanalimitaje eF <1, tj. danafada konverguje.
C) Zde mame

prolichén,
pro sudé n.

Wl Nl

T 5+ (—1)n

2
Limitni odmocninové kritérium neni pouzitelné. Protoze vSak J/a, < % pro
vSechnan € N, z Véty 2.3 (i) plyne konvergence této fady.

Véta 2.4 (Podilové kritérium — d’ Alembertovo). Bud > a, Ffada s kladnymi
Cleny.

(i) Plati-li pro vdechna n € N nerovnost % < q < 1, pak fada }_a,
konverguje. Plati-li pro vsechna n € N nerovnost % > 1, pak fada 3 an
diverguje.

(ii) Existuje-li

im& —q,  kdeq e R, 2.2)

pakvpfipadéq < 1fada ) a, konvergujeavpfipadéq > 1fada ) a, diverguje.

Poznamka 2.3. Tvrzeni (ii) se nazyva limitni podilové kritérium. Poznameneime,
Zzeje-liv (2.2) q = 1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.
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Dlkaz. Opét provedeme diikaz tvrzeni (ii); diikaz tvrzeni (i) probiha analogicky.
Je-liq < 1, zvolme ¢ > 0tak, aby platilo g + ¢ < 1. Pak existuje ng € N tak,

Zeprone N,n>ngje

q—s<%<q+s, . (q—8&)ay <an < (q+e)an.

Odtud indukci pro libovolné k e N plati an.« < (q+¢)¥a,,. Rada Yoo (g+e)je
konvergentni geometricka fada, proto podle srovnavaciho kritéria (Véta 2.1) také

> neny+1 @n Konverguje, aproto podle Vety 1.2 také ) 2, a, konverguje.

Je-li g > 1, pak existuie ng € Ntak, Zepron € N, n > nojelim% > 1,
tj. posloupnost {a,} je pro n > ng neklesgjici, a proto nemiize platit lima, = 0 a

> a diverguje podle Véty 1.1.

Priklad 2.4. Rozhodnéte o konvergenci fady:

o an X 5n
n 2"n!
9 D b D
n=1 n=1
Regeni. a) Podle limitniho podilovéeho kritéria (Véta 2.4 (i) ) dostavame
n!(n+1)™Y n+1)" 1\"
lim 20 iy O O DT (16 d) et
n—oco @ n—co (N+1)IN" n—o0 nn n— 00

proto fada ) T diverguje.

O
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\J/ Postupujeme stejné jako v predchazejicim prikladé:
> a:=n->(n"n)/nl:Sum(a(n), n=1..infinity);

o nn

n! -
n=1

> Limt(a(n+tl)/a(n), n=infinity): %val ue(%;

. (n+1)™n
im ——————— =
nsoo (N+1)INN

podilk := proc (a) local q; Ciselné fady

g :=evalf(limt(subs(n = n+l,a)/a, s nezapornymi €leny
n=infinity));

if gq<1then print(Sumia,n=1.. infinity));

print (konver guj e)

elif 1 < g then

print(Sun(a,n =1 .. infinity));
print(diverguje)

else print(‘timo kriteriemnel ze rozhodnout*)
fi end:

podi | k(a(n));

vV V. V. V. V V V V V V

\%

o0

nn

n
~— n!

diverguje
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an . n"2"(n + 1)! _ n\" 2

= =2 lim =- <1,
n—oo @, Nh-oo(N+1)M™D.2n.nl  “nsoco\n+1 e

a proto dana fada konverguje podle Véty 2.4.

Pro porovnani limitniho podilového a limitniho odmocninového kritéria po-
uzijeme nadeduijici tvrzeni:

Lemma?2.l. Necht' {a,} je posloupnost kladnych Cisel. Pak plati

Iiminf% < liminf /&y < limsup Y/, < Iimsup%.

o . e
Zegiména, je-li lim32 =aeR ,jetakélim y/a, = a.

Dlkaz. Dokazeme nerovnost limsup /a, < limsup %; analogicky by se provedl
diikaz vztahu Iiminf% < liminf y/a,. Oznaéme limsup 22 = a. Je-li a = oo,
je tvrzeni trividni; necht tedy a € R. Bud b € R, b > a libovolng existuje
Ny e Ntak, Zepron e N,n > np je % < b. NapiSeme-li tuto nerovnost pro ny,
N+1....,n—1(n > ng) avsechny tyto nerovnosti vynasobime, obdrzime
an < b a,,, aproto

Jan < b7 Yan,.

n—ng

Ze spojitosti exponenciani funkce b* plynelimb ™~ = b; déle plati lim v/a,, = 1.
Celkem limb" =" n/an, = b. To znamen4, Zeje-li ¢ > Olibovolng, existujen; € N,
ni > nptak, zZepron > ny je

b Yan, <b+e, t. JYay<b+e,
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takze limsup /a, < b+ ¢. Protoze ¢ > 0 bylo libovolng, plati i limsup /a, < b;
protoze b > a bylo libovolng, plyne odtud limsup J/a, < a. O

Z uvedeného lemmatu plyne, Ze je-li Iim% =1, jetaké lim y/a, = 1. Proto
mUzeme-li o konvergenci nebo divergenci n&aké fady s nezapornymi ¢leny roz-
hodnout podilovym kritériem, pak miizeme rozhodnout i odmocninovym krité-
riem — fikame, Ze odmocninové kritérium je silngSi nez podilové kritérium.

Nasledujici kritérium uvadime bez diikazu; ten |ze nalézt napr. v [8, 15, 18].

Véta 2.5 (Limitni Raabeovo kritérium). Necht' > a, jefada skladnymi Cleny a
necht’ existuje

n—o0

. An+1
limn{1-— =q, kde q € R*.
(1520w
Je-liq > 1, pakfada ) a, konverguje; je-li q < 1, pak fada ) a, diverguje.
Poznamka 2.4. Nékdy se Raabeovo kritérium uvadi ve tvaru
. an
lim n —-1)=q.
n—o00 (an+1 ) q
L ze ukézat, Ze Raabeovo kritérium je silngsi nez podilové kritérium —jestlize

o konvergenci fady lze rozhodnout podilovym kritériem, pak 1ze rozhodnout i

Raabeovym. Takto Ize postupovat dale a odvozovat silngsi kritéria. Naznalme,
jak zjemnovani kritérii probiha

Obecng &im kritériem je Kummerovo kritérium. Necht {c;, C,, ..., Cn, ... } €
posloupnost realnych &isel takova, Zetada y o2, é je divergentni. Necht
an
Kn=Cn- — Cn+1

An+1

S
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anecht existuje limK, = K. Jestlizeje K > 0, fada ) .-, a, konverguje, jestlize
K <0, fada) 2, an diverguje.
Ukazme, jak |ze z tohoto obecngsiho kritéria odvodit podilové a Raabeovo
kritérium.
a) PoloZimelicy = 1, pak Ky = 22— 1. Jerli K = lim(2- —1) < 0,j.lim % >
> 1, pak feda diverguje. Je-li K =lim(z% — 1) > 0 tj lim &t < 1, pak fada
konverguje.

b) Necht ¢, = n. Plathn—n (n+1)—n( -1 —1 Jeli limK, =
=limn(;e — 1) —1>0,tj. I|mn(i -1 > 1 pak fada konverguje. Je-li
limK, = I|mn( -1 <1 radadlvergu1e

Existuje celatada dalSich kritérii pro ovéfeni konvergence Ciselnych fad s ne-
zapornymi &leny, podrobnosti Ize nalézt napf. v [5]. Zadné z nich véak neni
univerzani v tom smyslu, ze bychom podle n§ mohli rozhodnout o konvergenci
(divergenci) libovolné fady s nezdpornymi Cleny. Takovym kritériem je pouze
Cauchyovo-Bolzanovo kritérium (Lemma 1.1).

Priklad 2.5. Necht a € R, a > 0. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci
fady

Z(a+1)(a+2) -(a+n)

n=1

Reeni. Poznamenejme, Ze podilovym kritériem nelze o konvergenci rozhodnout,
nebot lim % = 1. Raabeovo kritérium dava

. . an
lim n 1—an+1 = lim -a
n— oo an n—-ococ@+NnN+1
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Je-li tedy a > 1, fada konverguje, je-li a < 1, fada diverguje. Pro a = 1 obdr-
Zimefadu (n:‘—'l), = " . tedy Fadu harmonickou (bez prvniho Elenu), ktera
diverguje.

Dulezitym kritériem je kritérium jiného typu nez dosavadni, které nam take
ukazuje souvislost mezi nekoneCnymi fadami a nevlastnimi integraly:

Véta 2.6 (Integralni kritérium). Necht' f je funkce definovana na intervalu
[1, 00), ktera je na tomto intervalu nezaporna a nerostouci. Necht' f (n) = a, pro
n € N. Pakfada ) a, konverguje prave tehdy, kdyz konverguje neviastni integrél
[ (0 dx.

Dikaz. PredevSim poznamengime, Ze funkce f je integrovatelna na kazdem in-
tervalu [1, b], kdeb € R, b > 1, nebot je monotonni. Oznatime-li dale F(t) =
= [} f(x) dx,jeF Zigméneklesgici na[1, co). Protoze f jenerostouci nakazdéem
intervalu [k, k + 1], kde k € N, plati natomto intervalu ax.; < f(X) < ay, tedy i
k+1 k+1 k+1
Asy = ak+1dX§/ f(x)dx < a dx = ay.
k k k

Sectenim téchto nerovnosti prok =1, 2,..., n — 1 obdrzZime

n
az+a3+---+an5/ fOOdXx <ay+ap+---+an1,
1

neboli s, —a; < F(n) < s_1.
Necht nyni fada ) a, konverguje. Pak existuje h € R tak, Ze s, < h pro
vSechnan € N, aprototaké F (n) < h provsechnan € N. ProtoZe F jeneklesgjici,

<4
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plyne odtud F(t) < h prot € [1, c0). Podle véty o limité monotonnich funkci
existuje vlastni Jim F (), 4. konverguje nevlastni integrél [, f (x) dx.

Necht' naopak f1°° f (x) dx konverguje. Pak je funkce F shora ohraniena na
[1, 00), takZe existujeq € R tak, Ze F(t) < qprot € [1,00). Jetedy i F(n) <q
aodtud s, < a; +q pro vsechnan € N. Posdoupnost {s,} je shora ohrani¢ena a
neklesgjici, proto mavlastni limitu, tj. fada > a, konverguje. O

Priklad 2.6. Rozhodnéte, zda konverguje fada:

8 Yo fivn

b) Yoy  proa>0.

Regeni. a) UZijeme integralniho kritéria. Nejprve ovéfime, zda je funkce f (x) =

= s naintervalu [2, co) nerostouci. Plati f/'(x) = — 5% < 0, a proto je

f (xX) naintervalu [2, co) klesgjici. Zbyvavysetfit, zda konverguje, resp. diverguje
nevlastni integrél [,° == dt. Pfimym vypottem dostaneme

. X 1 . Inx .
XILngo/Z mdtlel)rgoﬁz )—/dy:XILn;lo(In(lnx)—In(In2)):oo,

aproto danafada diverguije.
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\Js Maple dava nadedujici vysledky:
> a:=n->1/(n*In(n)):Sum(a(n), n=2..infinity);

o]

1
Z nin(n)

n=2

Interval, kde je funkce kladna:
> sol ve(a(x)>=0, x);
RealRange(Open(1), oo)
Interval, kde je funkce klesgjici:
> sinplify(diff(a(x),x));
In(x) +1
 x2In(x)2
> sol ve(%=0);
RealRange(e'~Y, Open(1)), RealRange(Open(1), co)
Ze ziskaného vysledku je vidét, ze na intervalu [2, co) jsou spinény predpo-
klady integralniho kritéria. Vypottem integrdu dostavame
> Int(a(x),x=2..infinity): %val ue(%;

*° 1
/ dx =0
5 XIn(x)

aproto danafadadiverguje. Vydedek jesté ovéfime pomoci procedury csum
> csum(a(n),n);

false
Natomto prikladé ilustrujme integralni kritérium. Ke grafickému znazor-
néni pouzijeme nasledujici prikazy:
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> plot([a(n),a(floor(n+l))], n=2..12,
> col or=[ bl ack, red]);

> plot([a(n),a(floor(n))], n=2..12,

> col or=[ bl ack, green]);

n n

Obr. 2.1: Doalni odhadintegralupomoci  Obr. 2.2: Horni odhad integrdu po-
souctu fady moci souctu Fady

Na Obrazku 2.1 je uvedena funkce y = T%'nx aschodovita funkce y = a(n + 1) pro
X € [n,n+1). Tento obrazek predstavuje dolni odhad integrdu pomoci souctu

fady
a3+---+an5/ f (x) dx.
2
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Na Obrazku 2.2 je uvedena funkce y = i a schodovita funkce y = a(n) pro

X € [n, n+1), coz predstavuje horni odhad integralu

f fX)dx <a+---+an1. s
2

Protoze [, f (x) dx diverguje, z horniho odhadu plyne divergence fady " a,

(viz Obr. 2.2). Naopak, protoze fada ) " a, je divergentni, z dolniho odhadu plyne ‘Jl
divergence [, f (x) dx (viz Obr. 2.1).

b) UZijeme integraniho kritéria. Polozme f (x) = X—la pro x € [1, co); coZ je
pro a > 0 klesgjici funkce. VySetfujme konvergenci, resp. divergenci nevlastniho
integrélu této funkce naintervalu [1, co). Plati

Ciselné fady
s nezapornymi cleny

© dx _ t 1
— lim —dx=—— proa>1,
1 Xa t—o0 1 Xa a— 1
* dx , tdx
— lim — = lim (Int) = o0,
1 X t—o0 1 X t—o0

% dx 1 . 1
/ —<I|m _1>=oo proa e (0, 1).
1

xa 1—a \x—oox37!

Proto dana fada konverguje pro a > 1 adiverguje proa € (0, 1].
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Cviceni

2.1. Pomoci vhodného kritéria rozhodnéte o konvergenci fad:

& 1

a) nizi (n+1)(n+4)
< 1

b) nizi n(n+1)(n+2)

[e¢]

0y

n=1
d) Z n2+1
€) ;% (a>0,acR)
f) r12=::L In(r%+1)
s) nZle“ (a>0,a€cR)
h) Y&

n=1

) 3

13.-2n-3  _1
j) 224 (2n—2) " 2n—1

0) Z(ac‘j‘gn)n (a>0acR)

<4

Ciselné fady
s nezapornymi cleny



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

\J» Pomoci Maplu rozhodn&te o konvergenci nebo divergenci Fady z Cvi-
Ceni 2.1b).
> a:=n->1/(n*(n+l)*(n+2)):
> Sum(a(n),n=1l..infinity);

00 w
_r
—~nn+1)(n+2)
Podilovym kritériem nelze o konvergenci rozhodnouit:
> podilk(a(n)); -
P (a(m) Ciselné fady

timto kriteriem nelze rozhodnout

Raabeovo kritérium dava
> Limt(n*(1l-(a(n+l)/a(n))),n=infinity):

s nezapornymi cleny

> Oval ue( % ;

=g =3 D
afadatedy konverguje.

Cely postup ted opét zautomatizujeme pomoci procedury | i nt aabk. _
> limaabk := proc (a) local q;
> q:=evalf(limt(n*(1l-subs(n = n+l,a)/a), --
> n=infinity));
> if 1 <qthen print(Sum(a,n =1 .. infinity)); --
> print(konverguje) _
> elif q <1 then
> print(Sum(a,n =1 .. infinity)); --
> print(diverguje)
> else print(‘tinto kriteriemnelze rozhodnout ‘) --
- fi end: _ swanacozzor |
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> |inmraabk(a(n));

nZn(n+1)(n+2)

-
konverguje

W

2.2. Nagjdéte priklad fady > a, s kladnymi ¢leny, pro niz Iimsup% > 1, de . o
ktera konverguje. Ciselne fady

s nezapornymi cleny
2.3. Existuje konvergentni fada ) a, snezdpornymi ¢leny, proniz limsup J/a, >

> 1?

2.4. Naleznéte priklad fady ) a, s kladnymi cleny, o jejiz konvergenci nebo
divergenci

a) lze rozhodnout odmocninovym kritériem a nelze rozhodnout podilovym kri-
tériem,

b) Ize rozhodnout Raabeovym kritériem a nelze rozhodnout odmocninovym kri-
tériem,

¢) Izerozhodnout Raabeovym kritériem anel ze rozhodnout podilovym kritériem,

d) Ize rozhodnout odmocninovym kritériem a nelze rozhodnout Raabeovym kri-
tériem.
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Ciselné fady
s nezapornymi Cleny

Zakon pro pedagogy: Nikdo vas neposloucha, dokud se nespletete.
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Kapitola 3

Rady absolutné a neabsolutné konver gentni

Predmétem této kapitoly budou Ciselné fady Y a,, kde a, € R. Nejprve s
vamneme specialniho pfipadu, kterymi jsou fady se stfidavymi znaménky, tzv.
aternujici fady. Dale zavedeme dileZity pojem pro fady s libovolnymi ¢leny,
kterym je absolutni, resp. neabsolutni konvergence. Také se vréatime k otézce
z Kapitaly 1, zda pro nekonetné fady plati anal ogie komutativniho zakona, tj. zda
Ize pferovnavat Cleny Ciselné fady, aniz se porusi jei soucet. Ukazeme, ze pro
prerovnavani fad je rozhodujici pravé skutetnost, zda jsou tyto Fady absolutné
konvergentni.

<4
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3.1. Alternujici rady

Definice 3.1. Nekonetnatada ) -, a, se nazyva alternujici, pravé kdyz plati

sgnan:, = —sgna, pro véechnan € N.

Vyloucime-li pripad fady, jejiz vSechny ¢leny jsou nulové, |ze kazdou alternu-
jici fadu psat ve tvaru Y o2, (—1)"*a, nebo tvaru Y 2, (—1)"a,, kde a, > 0 pro
vSechnan € N.

Pro aternujici fady plati nasledujici Leibnizovo kritérium konvergence.

Véta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Necht' a, je nerostouci posloupnost kladnych
Cisel. Pak alternujici fada Y oo, (—1)"'a, konverguje pravé tehdy, kdyz plati
lim a, =0.

n—oo

Dlkaz. Nutnost uvedené podminky plyneihned z Véty 1.1, nebot vztah lima, = 0
jeekvivalentni sevztahem lim[(—1)"'a,] = 0. DokaZemejeji dostatecnost. Necht
jsou predpoklady véty spinény auvazme posioupnost {s,} &astecnych souttll fady
> (—=1)"a,. Prolibovolnén € N je

Sn=(a1—a) +(@g—ay) +---+(Qn-1— an).

ProtoZe je zde kazdy sCitanec nezgporny, plati s, < 54 < -+ < S, tj. vybrana
posloupnost {sn} je neklesgjici. Analogicky je

St =1 — (@2 —a3) — (4 — @) — - -+ — (Qn — A1),

<4
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aprotoze opét Cida v zavorkach jsou nezaporng, je s, > S > -+ > Sy, takze
{Sn+1} j€ nerostouci. Obé posloupnosti {Sxn}, {Sn+1} jSou tedy monotonni a obé
jsou ohraniCené, nebot pro libovolné n € N plati

Y — = =5 < St i =Sk =S = .

Podle véty o monotonnich posloupnostech jsou tedy obé konvergentni a pfitom
maji stejnou limitu, nebot lim Syneg — liM Sy, = lim(Syne1 — Son) = limagner = 0. Je-li
limsy, = limSpsg = S, pak ZFgméi lims, = s, takze > (—1)"1a, je konvergentni
amasoucet s. O

Priklad 3.1. Rozhodnéte o konvergenci fady:

8 Y (=D
b) Y oea (D"
C) Zﬁzl(_l)nn—}nn‘

ReZeni. Vdechny uvedené Fady jsou alternujici; ovéfime, zda jsou spinény pod-
minky Leibnizova kritéria (Véta 3.1).
a) Tato alternujici fadase nazyva Leibnizova fada. Posloupnost {} je klesgjici

aplati, ze I|m a, = I|m % = 0. Proto podle Leibnizova kritéria Le|bn|zova fada

konvergu1e POZdejI ukazeme Ze jgi soucet je In2 (viz Priklad 6.4).

b) Plati lima, = 5, a proto je dana fada divergentni (nespliuje nutnou pod-
minku konvergence, tj. lima, # 0).

<4
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()] Nejprve ové&fme, zda je posloupnost {
Y= Inx Plati, Zze

/= ! - 1 1 1 0 prox>1
Y =\xTinx) ~ (X — Inx)?2 x) <0 pox=4

tj. tato funkce je klesgjici na intervalu (1, oo), odkud plyne, Ze také posloupnost
{1 jeklesgici. Daejelim(n — Inn) = limin& = L_=0.
Podle Leibnizova kritéria dana fada konverguje.

—1_1 Kklesgjici. Uvazujme funkci

\J» Ukazme si nyni FeSeni tohoto prikladu s vyuzitim Maplu. Radu nejdfive zade-
finujeme
> a:=n->1/(n-1n(n)):
> Sum((-1)"n*a(n), n=1..infinity);
i (="
—~n-— In(n)
Ovéfime, Ze je posloupnost {n_}nn} je klesgjici.
> sol ve(diff(a(x), x)<=0);
RealRange(1, oco)
> pl ot(a(x) x=1..50);
Tedy funkce y = - Inx je naintervalu intervalu [1 o0) klesgjici (coz je dobre
vidét i z Obrazku 3.1), a odtud plyne, Ze také posloupnost {n_,nn} jeklesgjici.
Déle
> Limt(a(n), n=infinity): %val ue(%;

lim ———
n—oo N — IN(N)

S
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1
0.8 =
0.6
0.4 5

] Rady absolutné a
0.2 neabsolutné konvergentni
10 20 ) 30 40 50
. — 1
Obr. 3.1: Funkce f (x) = g Prox = 1
aproto podle Leibnizova kritéria dana fada konverguje. \J!
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3.2. Absolutni konvergence Ciselnych rfad

Véta 3.2. Konverguje-li fada ) |an| , konvergujei fada ) an .

Dlikaz. Necht > |a,| konverguje a bud ¢ € R,¢ > 0 libovolné. Pak podle
Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergence (Lemma1.1) existuje ng € N takove,
Zepron € N,n > ng alibovolné m € N plati: |an:1| + [@ns2] + - -+ + |@nem| < €.
Potom téZ plati, Ze [an« + anrz + - -+ + @nem| < [8nsaa| + [@ns2| + - + [8m| <
<epron e N,n > ng, m e N, tj. podle Cauchy-Bolzanova kritéria fada > _ an
konverguje. O

Opagnaimplikace neplati, jak ukazuje priklad Leibnizovy fady > (—1)" ¢
tato fadaje konvergentni, aviak fada}" |a,| = Y_ 2 jedivergentni. Proto masmysl

s

zavést u fad slibovolnymi Eleny silngsi vlastnost nez je konvergence:

Definice 3.2. Rekneme, Zefada > an konverguje absolutng, jestlize konverguje
fada ) |a,| . Jestlize fada ) a, konverguje a ) _ |ay| diverguje, fikame, Ze fada
> a, konverguje neabsolutné.

Priklad 3.2. Leibnizovafada Z(—l)””% je neabsolutné konvergentni, naopak
fada )~ (—1)"* je absolutné konvergentni, nebot fada )~ 3 konverguje (viz
Priklad 2.1).

Lemma 3.1. Necht' ) a, = s je absolutné konvergentni fada. Pak plati |s| <
<2 lanl.
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Dllkaz. Oznatme {s,} posloupnost n-tych castetnych souctll fady > a, a {t,}
posloupnost n-tych Castetnych souttli fady > |ay|. Protoze |s,| < |t,| pro viechna
n € N, plati lim|s,] = |s] < limt, = ) |an|. (Tvrzeni také okamzité plyne
z Poznamky 1.2, uvédomime-li s, Ze a, < |aq|). O

Rada > |ay| jefadas nezapornymi €leny, a proto miizeme pro uréovani abso-
lutni konvergence fad pouZzit vSechna kritéria z Kapitoly 2.

Véta 3.3 (Srovnavaci kritérium). Necht' ) b, je konvergentni fada s nezapor-
nymi Cleny a ) a, je Ffada s libovolnymi Cleny. Jestlize pro vechna n € N plati
lan| < by, pak fada ) a, konverguje absolutné.

Dlkaz. Plynez Véty 2.1. O

Véta 3.4 (Odmocninove kritérium). Jestlize pro véechna n € N plati J/]a,| <
< q < 1, pak fada ) a, konverguje absolutné. Plati-li pro nekonetné mnoho
n € N nerovnost J/]a,| > 1, pak tato fada diverguje.

Existuje-li limy/]a,| = q € R*, pak v pfipadé q < 1 fada ) a, konverguje
absolutné a v pripadé g > 1 fada diverguje.

Dlkaz. Prvni a tfeti tvrzeni plyne z odmocninového kritéria pro Fadu
> lan| (Véta 2.3). Je-li &/]an] > 1 pro nekonetné mnoho n € N, jei |ay| >
> 1 pro nekonetné mnoho n € N, takZe neplati lima, =0a)_ a, diverguje podie
Véty 1.1. O

Véta 3.5 (Podilové kritérium). Bud ) a, fada s nenulovymi leny.
Jestlize pro vsechna n € N plati || < g < 1, pak fada )_ an konverguje

absolutné. Plati-li pro vSechna n € N nerovnost |% > 1, fada diverguje.

S
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Existuje-li lim ‘% ‘ =g, pakvpripadéq < 1Ffada ) a, konverguje absolutné
av pripadé q > 1 tato fada diverguje.

Dlkaz. Prvni atfeti tvrzeni plynez podilového kritériaprotadu Y |a,| (Véta2.4).
Je-li ‘% > 1,1j. |an+1] > |an] pro vdechnan e N, je posloupnost {|a,|} neklesa
jici, takZe neplati lima, =0a)_ a, diverguje podle Véty 1.1. O

<4

Priklad 3.3. Zjistéte, zda jsou nasledujici fady absolutné konvergentni:

Rady absolutné a
—1 n+1 .
8 >(-1 (2n+1)3 neabsolutné konvergentni

n+1 1 — 1 1 1
b) XD ramm T st

C) Z( 1)ﬂ+1( )
-1 /!
) XD A Es e

Regeni. Ve véech pripadech budeme ov&ovat konvergenci fady ) |a,|
a) Provdechnan e N plati s < 4. Rada )" 7 je konvergentni, proto je
podle Véty 3.3 danafada absol utne konvergentn'l.

b) Plati:

1 1 1
I|mw/ —I| ——— = |lim ——= lim —— =
In (n+1) n—oo J/IN"(n+1) n—ocoln(n+1)

Podle Véty 3.4 je dana Fada absolutné konvergentni.
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¢) Plati:

Podle Véty 3.4 je danaFada absolutné konvergentni.

gﬁ( Pro feSeni prikladu vyuzijeme dvé z procedur uvedenych v predchazejici kapitole.

> a:=n->(-1)"(n+tl)*((n+l)/n)"(n"2)/ 3" n:
> Sum(a(n), n=1. infinity)'

 (~ 1><“+1>( "2y

n
n=1 3

> odnock(abs(a(n)));
o |(=1)™D ( )(nz)
> 7

n=1

konverguje
> csum(a(n),n);
true
Obdobné mtizeme postupovat i pri feSeni ostatnich Gloh.
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d) V tomto pfipadé se ukazuje vyhodné pouzit Raabeovo kritérium pro fadu
> |an| . Plati

im vn! (2+«/I)...(2+«/n+1)_1 ~
n—oo \ (2+4/1) ... (2+/M) JO+D! -

jim n (22 ) < i 2
= _—— = =00,
n— o0 /n+1 n—oo ./n+1

proto je vy3etfovana fada absolutné konvergentni.

Priklad 3.4. UrCete, pro kterax € R jefada

Cox" ox x2 X3
=+
n 1 2 3

n=1
absolutné konvergentni, pro ktera neabsolutné a pro ktera diverguije.

ReZeni. Prox #0je

Xn+1 n

= lim [X| = |X].
n—ooN+1

. An+1
lim
n—o0 an
Podle Véty 3.5 fada absolutné konverguje pro |x| < 1, pro [X| > 1TFadadiverguje.
Pro x = 1 dostavame harmonickou fadu )" 3, ktera je divergentni, apro x = —1
Leibnizovu fadu )° (—1)™¥ L, ktera je neabsolutné konvergentni.
Na zavér tohoto odstavce uvedme dvé kritéria k uréeni konvergence fady
slibovolnymi ¢leny. Jgjich dikaz |ze nalézt napr. v [8, 18].

- Iim‘ a
n—ooln+1 X"
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Véta 3.6 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {b,} je monotonni posloup-
nost a plati jedna z nasledujicich podminek:

1. (Dirichlet) Posloupnost ¢astetnych souttll fady > a, je ohraniena a
limb, =0;

2. (Abel) Rada > a, konverguje a posloupnost {by,} je ohraniCena.

Pak Fada ) _ a,by konverguje.

PF’lkIagio 3.5. Dokatzte, zefada

a) Y 2™ konverguje pro libovolné x € R;
n=1

& Ynsnn . .
b) >~ ~=— jekonvergentni.
n=1

Reeni. a) Pripad kdy x = kxt, k € Z jetrivialni, nebot sejedna o nulovou fadu.
Necht tedy x # kr. Polozme b, = % aa, = sinnx. Ukazeme, ze jsou splnény
podminky Dirichletova kritéria (Véta 3.6). Zfejme je posloupnost {b,} monotonni
a nILngo bn = 0. Zbyva dokazat, Ze posloupnost ¢astetnych souctl fady > a, je
ohrani¢ena. Oznatme
S, =SnX+sSn2x +---+snnx,
ln = COSX + COS2X + - - - + COSNX,

g =CcosX +i sinX.
Z Moivreovy véty plyne

g" = (cosx +i sinx)" = cosnx +i sinnx,
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odkud
g" — g " =cosnx +i sinnx — (cos(—nXx) +i sin(—nx)) = 2i sinnx.
UZitim téchto vzorcli dostaneme
M +iS, =cosx +isinX +cos2X +1 sin2X +---+cosnxX +i snnx =

Q"1  q%(Q? —q3) _ wm2isindx
q—l_q - 1

—ad+0%+4...+q9" = _— 2 =
a+q a q%(q%_q—%) g 2isin§X
n+1 \ singx

x) ng

n+1 . .
= | cos X +isin
2 2
Nyni porovname redlnou aimaginarni cast

cos 2Ex sin 2x
n = COSX + COS2X + - - - + COSNX = —
sin EX
_ _ _ sin&x singx
Sy =sSnNX+s8Sn2X+---+snnx = —
sin3Xx
Odtud plyne |s,| < ——, a proto je posloupnost {s,} ¢astetnych souttll Fady

|sin 3x]”

Y_sinnx ohranitena. Tim jsme dokézali, Ze fada )~ ST je konvergentni pro

véechna x € R.

b) PouZijeme Abelovo kritérium (Véta3.6) pri volbéb, = J/n, a, = % Podle
predchoziho prikladu > a, konverguje. Protoze lim J/n = 1, je {b,} ohranieng;
ukazeme jedté, Zze pro n > 3 je klesgjici. Vskutku, &/n > "V/n+1 pravé kdyz
n"™l > (n+1)", cozjeekvivaentni n > (1+ %)” atato nerovnost plati pron > 3,

1 . s . .
nebot {(1+ 7)"} je rostouci posloupnost slimitou e < 3.

<4
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3.3. Prerovnavanirad

Jiz v prvni kapitole jsme ukazai, Ze s nekonetnymi souty nemlizeme zachazet
steiné jako se soucty konecnymi. V tomto odstavci se budeme zabyvat analogii
komutativniho z&kona — pferovnavanim nekonetnych fad.

Zavedme nasledujici definici:

Definice 3.3. Necht ) a, jefada, {k,} permutace mnoZiny N (4. {kn} je prosta
posloupnost prirozenych €isdl, v niz se kazdé prirozené ¢ido vyskytuje). Pak
fikame, ze ) a, vznikla prerovnanimfady > a, .

Véta 3.7. Necht'fada ) _ a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné také
kazda Fada ) ay, vznikla pferovnanimfady > a, aplati > ag, =) _a, .

Dlikaz. Bud ¢ > 0 libovolné. Protoze fada }_ a, je absolutné konvergentni, exis-
tuie ng € N takové, Ze pron > ng alibovolné m € N plati |apq| + -+ +
+ |ansm| < €. Déle protoze {k,}o2, je permutace mnoziny N, existuje p € N
tak, Zze {1,2,...,ng} € {Ki, ko, ..., Kkp}. Bud nynin > pam € N libovolné.
Oznaime-li t = max{kns1, ... ... , Knem}, plati |ag,, | + -+ + [8um| < |8ngea] +
+.--+|&| < e. Podle Cauchy-Bolzanovakritériafada ) _ |ay, | konverguje, tj. fada
> &, konverguje absolutné.

Zbyva dokéazat, Ze obé fady maji stejny soutet. OznaCme s, Castecné soucty
fady ) a, , t, CasteCné soutty fady ) ay,. Pron > max{no, kp} plati

|Sh—tal = [@n+ - +8ng FBngur + o By — (At G| <

5 |an0+1| + |an0+2| R |an0+q| <ég,

S
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kdeng+q = max{n, ky, ..., kn}.Jetedanim (sh—th) =0, 1. nIim S = nIim t,, O

Pravé jsme dokéazali, ze pro absolutné konvergentni fady plati komutativni
zékon. Vyvstava otazka, jak se chovaji pfi pferovnavani neabsolutné konvergentni
fady.

Zavedme nasledujici oznateni: pro a € R polozme

a"=max{a, 0}, a =max{—a,0}.

Potomjeziggméa®™ > 0,a- > 0,a=a*—a ,|laj=a*+a .
Protoje-li ) an nekonecna fada, mlizeme uvaZovat dvé nekonetné fady s ne-
zapornymi Cleny Z aa Z a, . Tyto fady maji nasledujici vlastnost:
n=1

Lemma 3.2. Necht Ffada ) a, konverguje neabsolutné. Pak obé fady ) a!l a
> a; diverguji k +oo.

Dlkaz. Protoze Y a} a_ a; jsou fady s nezapornymi Eleny, kazda z nich bud
konverguje nebo diverguje k +oo. Kdyby obé konvergovaly, pak by podlie Véty 1.3
konvergovalai fada ) "(a; +a;) = >_laal, tj. Y_ a, by konvergovala absolutné.
Kdyby napf. > a’ divergovala k +oo, > a; konvergovala, pak by podle Cvi-
Ceni 1.8Fada ) (a; —a;) = > _ a, divergovalak +oo. Tedy obéfady ) a’, > aﬂ
diverguji.

Nyni mUizeme dokazat vétu o neabsolutné konvergentnich fadach, ktera fika,
jak ,1abilni* jsou tyto fady vzhledem k pferovnavani.
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Véta 3.8 (Riemannova). Necht'fada ) _ a, konverguje neabsolutné anecht's € R
je libovolné. Pak existuje takové pierovnani > ay, fady ) a,, Ze Y a, =S,
existuje takove prerovnani ) a,, fady > an , ze ) a,, urcité diverguje a takovée
prerovnani ) ag,, 28 ) aq, osciluje.

Dlkaz Dfive nez provedeme presny diikaz, naznatme velmi zjednodudeng, ja-
kym zplisobem bude diikaz veden. My3enkou diikazu tvrzeni, ze >~ ay, = s, je
prerovnat danou fadu nasledujicim zplisobem: nejdiive ponechame kladné ¢leny,
dokud ,, nepfekrotime” pfedepsany soucet. Poté zatneme odCitat zaporné Cleny az
bude Castetny soucet fady mendi nez soucet predepsany a stejnym zplisobem po-
kraCujeme dal. Nakonec dokazeme, Ze takto preskladana fada opravdu konverguje
k predem urenému cislu.

(i) Ukazme, ze |ze Fadu pferovnat tak, Zze pferovnana fada konverguje a ma
soucet s. Predpokladejme pro urcitost, Zes > 0. Necht n; € N je ngimensi takové,
Zea"y +---+ay > s; vzhledem k divergenci ) a; takové n; existuje. Necht
m; € N jengimensi takovg, zea™; +---+a",, — (@ 1 +---+a ) < S, existence
takového m; plyne z divergence fady ) a;. Necht dden, € N,n, > n; je
ngmensi takove, zea™; +---+a’, —(@ 1 +---+a ) ta gt +ay, >
> s. Takové n, opét existuje ze stejnych divodi jako n;. V této konstrukci 1ze
pokratovat indukci; jejim vysledkem jejistatada, kteravznikla pferovnanim fady
> @

Dokazme, ze soucet takto pferovnané fady je s. Z konstrukce je patrné, ze
castetny souCet Sy, +m,+..+n, Prerovnané fady se od pozadovaného souCtu s liSi
maximalné o a*y, , Castetny soucet Sy, +my+..+n,+m, S 118 od S maximalné o a™
acasteCny soucet s, kdeny +mg+---+ng < N < Ny + My +--- + N + My, resp.
N+My+---+N+Mg <N < Ng+Mg+-- -+ N+ My + Nyq Se1iS od s nangivys
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0 max{an,, &m,} resp. 0 max{am, , a,.,}- Protoze > a, konverguje, jelima, = 0,
tedy i lima*, =lima—, =0; odtud lims, = s.

(ii) Ukazme, Ze lze Ffadu prerovnat tak, ze prerovnana fada diverguje k oc.
Necht n; € N je ngmensi takovg, zea™y +--- +a*y, > 1; n; > Ny ngmensi

takové, zea™ +---+a ", —a ;+a‘nt- - +ah, > 2,N3 > Ny ngimens takove, -
Zzea*; +---+a'y, —a+apato-ta, —a at+anu teo-+aty, > 3atd
V znikla pferovnana fada urcité diverguje k oo.
(iii) Obdobné ur¢ime negimensi n; € Ntek, zZea™; +--- +a*y, > 1, ngmensi
m, € Ntak, zea*; +---+a", — (@ 1+---+a m) < 0, ngmensi n, > n, tak, Rady absolutn& a
zea’y+---+ah —(@ - tam) tanatoo-+tah, > lad Vznikla  peabsolutné konvergentni

prerovnana fada osciluje. O

W

Priklad 3.6. Pferovnejte Leibnizovu fadu ) (—1)™Y3 tak, aby soucet prerov-
n=1

nané fady byl:
a) 1,8 b) 0,7 c) —0,6.

Regeni. Podle prikladu 3.2 je Leibnizova Fada neabsol utné konvergentni, tedy spl-
fuje podminky véty 3.8 aexistuji jgji pferovnani takova, Zze konverguje k zadanym
¢isttim.
V prikladu 6.4 jsme ukézali, ze " (—1)™P1 =In2 = 0,693
n=1
> a:=n->(-1)"(n+l)/n: Sum(a(n), n=1..infinity):
> Oval ue( % ;
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)(n+1)

i - =1n(2)

n=1

> evalf(lhs(%);

0.6931471806
V zadani mame tedy tfi rlizné typove priklady.

P¥i feSeni tohoto prikladu budeme postupovat podle dikazu Riemannovy véty.
Maplu vyuzijeme k znazorhovani preskladanych fad a posoupnosti jegich Cas
tetnych souttll. Viyuzijeme novych procedur ri eman a preskl . Procedura
ri eman(ps, n, f ce, prom preskladazadanou neabsolutné konvergentni Fadu
tak, aby konvergovala k predepsanému souctu a zobrazi jeji Castetné soucty. Pro-
ceduramactyfi argumenty: ps soucet, k némuz makonvergovat preskladana fada,
n poCet zobrazenych Gastetnych souctll preskladané fady, f ce predpis pro n-ty
¢len fady a pr ompromeénna pouzita ve vyrazu f ce.

> cast_s := proc (ps, f)

> local s; global old_s, nk, nz;

> s :=olds; if s <= ps

> then s := s+f(nk); nk := nk+2 el se
> s := s+f(nz);

> Nz .= nz+2

> fi ;

> old_s:=s;

>  RETURN(S)

> end;

S
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vV V.V V. V V. V V VvV VvV V

rieman := proc (ps, n, fce, prom
local f, s, I; global old_s, nk, nz;
f := unapply(fce, prom;

if 0 <f(l) thennk :=1;, nz :=2

elsenk :=2; nz :=1fi;
s :=0; old s := 0;
I :=[seq([i, cast_s(ps,f,nk,nz)],i =1 n)j;

RETURN( di spl ay( {poi ntpl ot (|, synbol = CI RCLE,
synbol si ze=4),

plot(ps,x =0 ..n,labels ="', ““1)D)

end;

Procedurapr eskl ( ps, n, f ce, pr om) mastegjnéparametry jako procedura
ri eman adouZi ke znazornéni prvnich n ¢lenli preskladané Fady.

>

vV V. V. VvV V VvV V

clen := proc (ps, f) local s, h;
global old_s, nk, nz; s := old_s;

if s <= ps

then h := f(nk); s := s+h; nk := nk+2
else h :=1f(nz); s :=s+h; nz := nz+2

fi:
old_s :=s; RETURN(h)
end;
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RETURN( poi nt pl ot (I, synbol = CI RCLE,
synbol si ze=4))
end;
Nyni aplikujeme tyto procedury najednotlivé pripady.

V pripadé @) je predepsany soucet dostatetné vétsi nez soucet In2, proto
v preskladané fadé prevazuji kladné ¢leny, viz Obr. 3.2.

> preskl (1.8, 150, a(n),n);
Jevidét, Ze nejdrive stitame jen kladné ¢leny, &imz posloupnost ¢astecnych soucti
roste dokud nepfekroCi predepsany soucet, tj. s, > 1,8. Poté nasleduje Clen z&
porny, ktery zplisobi, Ze s,.1 < 1,8. Opé nasleduji Eleny kladng, az s, > 1,8, poté
Clen zaporny atd. (viz Obr. 3.3).

> rieman(1. 8, 150,a(n),n);
Obréazky 3.4 a3.5 ukazuji pfipad b), kdy pfedepsany soucet je velmi blizko hodnoté
In2. Poradi ¢lent fady (Obr. 3.4) se proto méni az u Clentl s vySimi indexy a
preskladani neni z grafu temé&f patrné. U ¢asteénych soutttl (Obr. 3.5) to ma za
nasledek, Ze osciluji okolo predepsaného souctu bez vétSich skokdl.

> preskl (0.7,150,a(n),n);

> rieman(0.7, 150, a(n),n);

> preskl := proc (ps, n, fce, prom

> local f, s, |I; global old_s, nk, nz;

> f = unappl y(fce, pron;

> if 0<f(1l) thennk :=1;, nz :=2

> elsenk :=2; nz:=1fi;

> s :=0; old_s := 0;

> | :=[seq([i, clen(ps,f,nk,nz)],i =1.. n)];
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Obr. 3.2: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.3: Podoupnost ¢astecnych

preskladané fady souttlti konvergujici k 1,8
konverguijici k 1,8

Posledni pFipad (znazornény naobrazcich 3.6 a3.7), kdy predepsany soucet
je zaporny a dostatené mensi nez In2, je v podstaté ,,inverzni“ k pfipadu a).

> preskl(-0.6,150,a(n),n);

> rieman(-0.6,150,a(n),n);

Rady absolutné a
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Obr. 3.4: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.5: Podoupnost ¢astecnych
preskladané fady souttli konvergujici k 0,7
konverguijici k 0,7
Cviceni

3.1. Rozhodnéte o konvergenci aternujicich fad:

1)n— 1 1H".n

Z (3n) 1 C) Z (5n) 2
(D" o (=1"

b) Z n+100 d) ;W
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Obr. 3.6: Prvnich 150 ¢lenl Obr. 3.7: Podoupnost ¢astecnych
preskladané fady souttli konvergujici k —0,6

konvergujici k —0,6

o0
_ 1 1n 1
e) nZ;(—l)” 1n—|nn f) Z (In(n)+1)

3.2. Vy&etfete, které fady konverguji absolutng, které konverguji neabsolutné a
které diverguji:

3 i(—l)“'”?" 0 il(—l)“n_}nn

b) il(—lr‘;—i d) il(—lr‘-l%
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ke 9 LA
- _q\n—1liy_1 - _q\n+1_1
N LDty h 0™ ~
3.3. Urcete, pro ktera redlna Cida x nasledujici fady absolutné konverguji, pro
ktera neabsolutné a pro ktera diverguji:
a) f "X b) io: In" X C) 23;} d) io: > Rady absolutné a
n=1 n=1 n=1 neabsolutné konvergentni

Citite-li se skvéle, budte bez obav. To prejde.
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Kapitola4

Soucin fad a numericka sumacerad

V této kapitole ukazeme, za jakych predpokladll a jakym zplisobem Ize néa-
sobit dvé nekonetné fady. Dale ukézeme nékteré odhady zbytku pfi numerické
sumaci Cisalné fady, coz pozdgji budeme pouzivat pri pfiblizném vypoctu funke-
nich hodnot.

4.1. Soucdinfad

Soutin dvou konetnych souttd Y1 &, >y, by reAlnych Eisel |ze podle distribu-
tivniho zaékona vypocitat tak, Zze utvorime vdechny souiny ajby (1 <i <m,1<
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< k < n) atyto souciny setteme:

m n m n
RN HILE
i=1 k=1 i=1 k=1

= aiby +auby + -+ agby + gy + -+ By + - +anby + - + Anbn.

Chceme-li analogicky postupovati v pripadé dvou (konvergentnich) fad ) an,
> bn, je tfeba utvorit viechny souCiny abg (i,k € N) a tyto souciny seCist.
Systém {a;jby; i, k € N} je v&ak spocetnou mnozinou redlnych Cisel opatfenych
dvémaindexy, kterou mlizeme napsat ve tvaru ,, nekonetné matice

atby ab, aby ... ab,
b ab, aby; ... ab,
ag bl ag b2 ag b3 ... adg bn
o . 4.1)
ambi apby ambs ... anbn

Prvky takovéto mnoziny |ze stitat (ve smyslu pfedchozi teorie), pokud je ngakym
zplisobem srovname do obycejné posloupnosti, tj. utvofime posloupnost {c,}, jez
je permutaci mnoziny {aby; i, k € N}. Kazdou fadu > c,, ktera vznikne timto
zplisobem, nazyvame soucinemiad 3" a, > b,. Obecné tedy existuje nekonetné
mnoho rliznych soutindl fad 3" a,, >_ by, pfi ¢emz jeden z druhého vznikne pre-
fazenim. V Kapitole 3 jsme viddi, ze v obecném pripadé se u konvergentnich
fad hodnota souttu pfi prefazeni nezachovava. Proto rlizné souciny dvou kon-
vergentnich fad mohou mit rlizné hodnoty; dokonce uvidime, Ze sou¢in dvou
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konvergentnich fad mUize byt divergentni. Jednoducha situace je viak v pripadg,
kdy obéfady > a,, > by konverguji absolutné:

Véta 4.1. Necht' fady > a, = a, Y_b, = b konverguji absolutné. Je-li {c,} li-
bovoln& posloupnost, jez je permutaci mnozny {ab; i, k € N}, pak fada > c,
konverguje absolutné aplati ¢, =a- b.

Dllkaz. Necht > |an| =s, Y |by| = t, takZe || + |@| + - - - + |a| < S pro kazdé
i € Najby| +|by|+---+ b <t prokazdé k € N. Zvolme libovolné n € N
anecht ¢; = a by, ¢, = a,by,,....Cch = &, bx,. Jeliiop = max{is, iz ..., 00},
Ko = max{ky, ko, . .., Kk}, pak zZigimeé

[Cal +Col + -+ +{Cal = 1@y, | [big | + [@, | b | +- -+ + 1@y, | [y | <
< (|ag| +[@g] +--- +18ig]) - (Iby] + 0] +--- + D)) <s-t.

Tedy fada ) | |c,| maohraniCené Castetné soutty, takze Y |c,| konverguje, tj. > ¢y
konverguje absolutné. Podle Véty 3.7 plati > c, = > c,, kde {k} je libovolna
permutace mnoZziny N. Specidné plati

Z Cn = by + (ashy + @y, + ayby) + (arhs + apbs + aghs + aghy+

+aghy) -+ (@uDy + @by +- -+ Bnbn + oDy -+ agby) -
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Oznime-li s, Castetné soutty Ffady na pravé strané této rovnosti, t, castetné
soutty fady ) a, awp Castetné soutty fady > by, plati

St = aby =t
S = aby +ab, +ab, +ahy = (ag + ay) (b + ) = Lw,
S = by +aby + &b, + aby + agbs + axbs + aghs + agh, + aghy

= (ap+ap+ag)(by+by+bs) =taws

S = thwn.
Odtud plynes, — a-b, . Y cp=a-b. O

Predpoklad absolutni konvergence obou fad ) a,, > _ by je vSak znatné silny
ada se oCekavat, ze pri specidlni volbé permutace (c,) mnoziny {a;by; i, k € N}
Ize dokézat konvergenci soucinu ) ¢, za slabSich podminek. Zavedme dva typy
souinli konvergentnich fad:

Dirichletovym souCinemfad » " a,, > b, rozumimefadu > c,, kde

Ch = aybp +aghy +- - - +aby +abn_y +- - - +aby;
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tato fada odpovida postupu ve schematu (4.1) ,,po Ctvercich”:

aiby b, a1bs aib,
\: A \:

b <« ab ay b3 ab,
\ s

az b, <« az b, <« ag b3 az b,
s

by <« ab, <« ab; <« ab,

Cauchyovym sou€inemfad ) a,, Y _ b, rozumimefadu ) c,, kde
Ch = &by +@by_q +- - - +ap_10, +ayby;
tato fada odpovida postupu ve schématu (4.1) ,, po diagona ach®:

ayb, b, aybs aiby
v v e

ah, axh, axbys ahy
v v

agh, agh, aghs aghy
v v i

aub; aub, aubs ab,

Véta 4.2. Necht'  a, = a, )_b, = b jsou konvergentni Fady a necht’ ) c, je
jelich Dirichletliv soutin. Pak Y ¢, je konvergentni aplati > c, =a-b.

S
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Dllkaz. Oznatime-li t, Castetné soutty fady > a,, wy, Castetné soutty fady Y by
as, Castetné souctty jejich Dirichletova souinu ) | c,, potom —jak jsme odvodili
v dilkaze véty 4.1 —plati s, = t,, - w, pro kazdén € N. Avéak t, — a, w, — ba
tedy s, > a-b,tj. > c,=a-b. O

Pro Cauchyliv soucin takové tvrzeni neplati:

Priklad 4.1. Necht > a, =) b, = Z(—l)”%. Podle Leibnizova kritéria fady
> an, Y by konverguji. Ukazeme, Ze jgjich Cauchylv soutin > ¢, diverguje.
V skutku,

o (1 11 1 1 11 1)
Cch=(—-1) It —+ ot — —+— . — ],
Vi Jn V2 Jn-1 vn-1 2 Jn 1
takze
1 1 1
cnl = + s >
Ji-Jn 2 Jn-1 NGV
> 1 + 1 +...+;:
BRYCRCRN EIC RNGEN.
1 1 1
= —+—+...+—- =1
n n n

Neplati tedy limc, =0a)_ ¢, diverguje podie Véty 1.1.

Véta 4.3 (Mertensova). Necht' fady ) a, = a, ) _ b, = b konverguji a alespon
jedna z nich absolutné. Necht' Y ¢, je Cauchylv soucin téchto fad. Pak > c,
konverguje aplati Y "c,=a-b.

S
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Dlkaz. Predpokladejme pro urcitost, ze Y a, konverguje absolutné. Oznatme t,
¢astetné soutty fady ) a,, w, Castetné soutty fady ) b, a s, ¢astetné soucty
jgjich Cauchyova soucinu ) c,. Je tedy

S CL+C+---+Cy =

by + (A, + aby) + (agbs + @b, +ashy) +...

coe+ (by +agby g+ +anby) =

by +bp+-- +by) b+ +- - +bp )+ +agby =

qwn +wp_q t+---+aqws.

Oznatme wy, — b = vy; pak je w, = b+ v, aprotoze w, — b, plati v, — 0. Odtud
Sy =ai(b+vy) +a(b+vy_g) +---+a(b+vy) =

=(atagt---+an) -bragun+aungt+av =th-b+up,

kde u, = ajvp + @un_1 +- -+ +ayvy. ProtoZzet, — a, plati t, - b — a- b, takze
ukézeme-li , ze plati limup, = 0, bude tim dokézéno lims, =a- b, tj. > ¢, =a-b.

Protoze ) |an| konverguje, je posloupnost jejich Eastetnych souttti shora
ohraniCend, tj. existujie h € R, h > 0tak, ze plati |a,| + |a,| +--- +|an| < h pro
v&chnan € N.

Protoze limwvy, = 0, je posloupnost {v,} ohraniCena, tj. existujek € R, k > 0
tak, ze plati |vh| < k provdechnan € N. Bud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Protoze
limv, =0,k Cislu 5= > Oexistujen; € Ntak,zepron > nyplati |vn| < 5. Protoze
> lan| konverguje, k Cislu 5 > 0 existuje podle Cauchy-Bolzanova kritérian, e
€ Ntak, zepron > nyaprovsechnam e N plati [ag1| + [@ne2| +- - -+ [nem| < 5.
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PoloZzme ny = max{ny, n,}. Pak pro vsechnan € N, n > 2n, plati

lUnl = [aqvn+@un_1+ -+ +8nUn_ng+1 + Ang+1ln_ny + -+ + AuV1| =<
< lail - lvnl +@2| - [vn_al + -+ +]a@ng|  [Un_no+1l +
Hlangsa + [Un-nol + -+ +an| - 1] <
< (@l * Jaal + -+ +1angl) - 5+ (Bl -+ Flnl) -k <
h.-Z 4% k=g
2h 2k
Je tedy vskutku limu, =0a)_c,=a-b. O

4.2. Numericka sumace

Necht Y2, @, je konvergentni fada Jeji soucet s |ze psét ve tvaru
S=s+ Ry,

kdes, = a +--- +a, je n-ty CasteCny souCet fady a R, = apsp + @pep + -+ - S€
nazyvazbytek po n-tém ¢lenu. To znamena, zecido R, udavavelikost chyby, jiz se
dopustime, jestlize pfesnou hodnotu souctu dané konvergentni Fady aproximujeme
Castetnym souctem. Pritom plati lim R, = lim(s—s,) = s—s = 0.V tomto odstavci
odvodime nékteré odhady pro velikost zbytku |R,|. Aplikace téchto odhadli pri
priblizném vyjadfovani funk&nich hodnot aintegralli budou ukazany v K apitole 7.

Lemmad4.1l. Necht')" a,jefada, ) b, jekonvergentni fada s nezapornymi cleny
anecht’ plati |a,| < b, pro vdechna n € N. Znaci-li r,, zZbytek po n-tém lenu Fady
> a, a R, zbytek po n-tém Clenu fady > by, pak plati [r,| < R,.
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Dlkaz. Z predpokladll véty plyne, Ze > a, konverguje absolutné. Tedy také kon-
verguje absolutné fada > 2 an.« a podle Poznamky 1.2 a Lemmatu 3.1 plati
IFnl = |2 ores @nek| < Dkt lansk] < Doy Prok = R O

Véta 4.4. Necht' {a,}2, je nerostouci posloupnost kladnych Cisel takova, ze

limay, = 0. Pak pro zbytek po n-tém €lenu R, alternujici fady > (—1)"*a, plati
|Rn| < Qn+1-

Dlkaz. Z Leibnizova kritéria (Véta 3.1) plyne, Ze fada > (—1)"!a, je konver-

gentni. Déle plati

Ri = (=D ams + (=)™ + -+ (=)™ aguc+... =

(—D)"(@ns1 — Bz +8nvs — Bnea + -+ (=1 laguc+ ).
Opakovanim Gvah z diikazu Leibnizova kritéria zjistime, Ze pro soucet o TFady
v zavorce platl apsy — @ns2 < 0 < ans1. Je tedy zegména o > 0 a protoze
Ry =(=D" o, plati [Ry| =0 < anu1. U

Pokud danafada neni aternujici, miizeme pro uréovani chyby pouZit nasledu-
jici dvé tvrzeni.

Véta4.5. Necht' ) a, je Ciselna Fada, pro kterou plati

‘% < <1 provéechnan e N.

Pak pro zbytek R, této Fady plati

q
Rol = lonl
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Dlkaz. Uvedeny predpoklad zaruCuje absolutni konvergenci fady > a, podle
Véty 3.5. ProtoZe pro véechnan € N plati |an+] < |an] - 9, jei |an2] < |ans] -

-0 < |anl - 0% |amal < lanszl - g < |an] - g° @ obecn@ indukci [an«| < |an| - g
Proto podle Poznamky 1.2 aLemmatu 3.1 plati

Zamk < Z|an+k| < Zlanl-qk:

ENRCE Zq |an| -

|Rn|

O

Véta4.6. Necht' ) a, jekonvergentni Fada s nezapornymi ¢leny. Necht'a, = f (n),
kde f je nezaporna a nerostouci funkce na intervalu [1, co). Pak pro zbytek R,
fady > a, plati R, < /.° f(x) dx.

Dlkaz. Z konvergence fady ) a, plyne konvergence nevlastniho integralu
[1° f(x) dx (podle Véty 2.6) atedy i nevlastniho integralu [° f (x) dx pro libo-
volnén e N.V dilkazu Véty 2.6 jsmedae odvodili nerovnost ap.; < an f (x) dx
platnouprovsechnan € N. Dosadime-li doni zan postupnén+1, n+2, ..., n+k—1
asettemetakto vznikl& nerovnosti, obarzime ans +anz+ - - +anu < [ K £ (x) dX,
kde k € N jelibovolné. Protoze funkce f je nezaporna naintervalu [n, co), plati
f”+k fOOdx < [ f(x)dX. Jetedy @nit + 8nz + -+ + 8nek < [0 T(X) dx pro
vSechnak € N aodtud jiz plyne Y 22 @nk = Ry < f f (x) dx. O
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Priklad 4.2. @) Naleznéte odhad zbytku fady

1
Zﬁ’ kdepeR, p> 1
b) Kolik &lenti Yady

1
Z n(n+1)(n+2)
jetfeba setist, aby Castetny soucet aproximoval presnou hodnotu souctu s chybou
mensi nez 0,0017?
c) Kolik Elenti fady
2n
n!
je tfeba seCist, abychom jeji soucet aproximovali s chybou mensi nez 0,01?
d) Najdéte odhad zbytku pro Leibnizovu fadu

> =™ 112,

Redeni. a) Dana fada konverguje; podle Véty 4.6 plati

Rn</°°d_x_ 1 [ 11° 1
~Jo xP 1—p|xPl] ~ (p—1nP-L’

Napriklad pro fadu Z mame pro jeji zbytek odhad R, < 3, t]. jeji konvergence
je,pomald’.

b) Protoze m %, plyne z Lemmatu 4.1 a z predchoziho prikladu
odhad zbytku R, < T Nerovnost > L < 0,001, tj. n> > 500, je spinéna pro
n > 23. Staci tedy seCist 23 Cleny Fady.
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¢) Protoze
aw 2™ n! 2

a, (+D! 20 n+1

podilové kritérium (v limitnim tvaru) ukazuje, Zefadakonverguje. Daleje % < %
pron > 3. Tedy pro n > 3 plati podle Véty 4.5

1 n

5 2

2 _ 4 —
1-1 n!’

Ry < an-

Nerovnost f]—”, < 0,01, tj. n! > 100- 2" je, jak se snadno presvédcime, splnéna pro

n > 8. Stati tedy setist 8 Elenll fady.
d) Podle V&ty 4.4 je |R,| < ==. Abychom tedy urcili &slo In2 napf. s chybou

n+l*
mensi nez 0,01, je tfeba setist alespoii 100 &lend Fady Z(—l)”‘lﬁ. Toukazuje, ze
tato fada je nevyhodna pro pocitani logaritmu, jeji konvergence je prilis,, pomal&".

Jiny zplisob vypottu logaritmi ukazeme v Prikladu 7.4.
Cviceni

4.1. Urtete Cauchylv soutin fad
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4.2. Necht g € R, g > 1. UrCete Cauchylv soutin fady > 2, q—ln se sebou samou.
Pomoci ziskaného vysledku urete soucet fady Y 22, T

4.3. Kolik ¢lenli nasledujicich fad je tfeba seist, abychom jejich soutet aproxi-
movali s chybou mensi nez 0,01:

3 Y, L b) Y, 4 0) Y (-1

4.4. Kolik ¢lenli fady je tieba se€ist, aby zbytek byl menSi nez 0,0001:

00 1 o . N i
a>§ﬂ<n+1)<n+z)(n+3) b)ngz:nlnzn C)ngl:ﬁ'

- Soucin fad -

aiby ah;
'L W

ajb arh;
ashy +~ ash:

ash;

auéhyﬁvr
soufin |

Clovik sjednémi hodinkami vi presné, kolik je hodin.
Clovék sdvojimi si neni nikdy jisty.
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Kapitola 5

Posloupnosti a rady funkci

Dilezitou roli v matematice hraji nekonetné Fady, jejichz Cleny jsou
funkce fn(x). V tomto pfipadé mluvime o fadé funkci Y f,(x) ajejim souctem
je ngaka funkce f(x). K bouflivému rozvoji fad funkci dodlo v druhé poloviné
17. stoleti azeiménapak v 18. stoleti, kdy byly funkce vyjadfovany ve tvaru neko-
necnych fad. Stfedem pozornosti matematikli byly nasledujici otazky pro pocitani
s nekonecnymi fadami funkci:

Jsou-li funkce fn(x) spojité naintervalu |, jetakéfunkece f(x) = > fr(x)

spojitana | ?

Kdy |zeintegrovat nekonecnou fadu funkci ¢len po ¢lenu, tj. zameénit pofadi

integrace a sumace?

Kdy |ze derivovat nekonecnou Fadu funkci €len po €lenu, tj. zameénit poradi
derivace a sumace?
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Odpovédi natyto otazky budou obsahem této kapitoly. V nadedujicich dvou
kapitolach pak budeme podrobné studovat dva nejdllezit&si pripady fad funkci,
kterymi jsou
> mocninné fady, kdy funkce f,(x) jsou mocninné funkce, tj. f,(x) = a,x"; tyto
fady jsou vhodné pro aproximaci (pfiblizné vyjadreni) funkce v okoli bodu x = 0;
> Fourierovy fady, kdy funkce f,(x) jsou tvaru f,(x) = a, sinnx + b, cosnx; tyto
Fady jsou vhodné pro aproximaci periodickych funkci.

Ukéazeme, Zeklitovou lohu v téchto problémech hraje velmi dlileZitavlastnost
Fad funkci, kterou je stejnomeérna konvergence.

5.1. Pojmy posloupnost a fada funkci

Nejprve zavedme pojem bodové konvergence pro posloupnost funkci.

Definice 5.1. Necht { f,(x)}2; je posloupnost funkci na intervalu | a xo €
€ | jelibovolné. Je-li Ciselna posloupnost { f,(Xo)}ne, konvergentni, fikame, ze
posloupnost { f,(x)}52, je konvergentni v bodé xo.

Rekneme, Ze posl oupnost funkci bodové konverguje k funkci f (x) naintervalu |,
jestlize konverguje v kazdém bodé x € |, tj. kekazdému x € | akazdémue > 0
existuje ng € N tak, Zeprovsechnan € N, n > ng, plati | fo(x) — f(X)| < &.
Pisemelim f,(xX) = f(x) prox € | nebo f, — f nal.

V&mnéme g, Ze €ido ng € N zavis jak na volbé €ida ¢, tak na volbé bodu
x € |, takze pfi témze ¢ arliznych x € | mlize byt prisiudné n, rtizné.
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Priklad 5.1. Znazornéte prvnich n ¢lenti posloupnosti funkci { f,(x)}52, aurcete
jgi limitu:

a) f,(x)=x", xe]l0,1] b) fn(x) =arctgnx, x € R.

-
Redeni. Plati
I x>0
2 9
lim x" :{ 0 xelod), lim arctgnx={ 0 x=0,
n— o0 1 x=1, n— o0 -
) X <0

Posloupnosti a fady funkci

Va&mnéme g, ze limitni funkce obou posloupnosti jsou nespgjité funkce, tfebaze
funkce x" i arctgnx jsou spojité naR.

3}( Obrazek 5.1 byl vygenerovan pomoci nasledujici posloupnosti prikazl.
> display(seq(plot(x n,x=0..1,y=0..1, styl e=line,
> col or=bl ack), n=1..15));
> display(seq(plot(arctan((n)*x),x=-10..10,
> style=line,] col or=black),n=1..5));

W

Nekonecné fady funkci definujeme anaogicky jako Ciselné fady a bodovou
konvergenci fad funkci definujeme pomoci bodové konvergence posloupnosti
n-tych Castetnych souttul.
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0 X 1 Posloupnosti a fady funkci
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Obr. 5.1: Posloupnosti funkci {x"} a{arctgnx}

Definice 5.2. Necht { f,(x)}72, je posloupnost funkci definovanych na inter-
valu | . Symbol

Y (0 nebo f() + F200 + e+ fr () +- - (5.1)

n=1

nazyvame nekonetnou fadou funkci. Posloupnost {s,(X)}22;, kdes,(x) = fi(x)+
+.--+ f,(x), nazyvame posloupnosti Eastetnych souttl fady > "2, fr(X).
JestliZe posloupnost ¢astecnych souttl {s,(x)}52, konverguje provsechnax € I,
Fekneme, Zefada (5.1) bodove konverguje naintervalu | afunkci s(x) = lims,(x)
nazyvame souctem fady > fo(X) .
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Baodova konvergence posioupnosti funkci, resp. fady funkci, zavisi na inter-
valu, nakterém konvergenci vy3etfujeme. Ngjvétsi mnozinu (vzhledem k mnozi-
nové inkluzi), na niz posloupnost funkci bodové konverguje, nazyvame oborem
konvergence podoupnosti funkci { f,(x)}. Stejné definujeme obor konvergence
fady funkci ) fr(X).

Priklad 5.2. Urcete obor konvergence fady:

a) Zn(n+1) b) Ze—nx

n= n=1

ReSeni. Postupujeme tak, Ze proménnou X povazujeme za parametr a pro toto X
vySetfujeme absolutni konvergenci, prip. konvergenci, Ciselné fady.
a) Podle podilového kritéria pro Ciselné fady plati

X"+t nn+1)| _ m n x| = Ix|
(n+1(n+2) X" o n+2 '

lim
n—o0o n—>c>o

Proto fada konverguje pro |x| < 1. Jestlize |x| = 1, nelze podilovym kritériem
o konvergenci rozhodnout, proto jetFeba vy&etfit body x = +1 zvI&st.

Je-li x = 1, dostavame fadu > —— n(n+1) a tato fada je konvergentni (viz Pfi-
klad 1.2). Je-li x = —1, dostavamertadu ) (— 1)”n(n+l) , kterakonverguje absol utné.
Pro |x] > 1 neni splnéna nutna podminka konvergence.

Oborem konvergence dané fady je interval [—1, 1], pfi¢emZ konvergence je
absolutni.
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b) V tomto pfipadé se jedna pro vSechna x € R o fadu s kladnymi Cleny;
pouzijeme odmaocninové kritérium a dostaneme

lim ve ™= lime™=0<1 prox > 0.

n—oo n—oo
Pro x = 0 dostavame fadu Y 1, ktera diverguje, apro x < 0Fadu Y e”1¥ ktera
je také divergentni. Oborem konvergence dané fady je interval (0, co).

5.2. Stgjnomérna konvergence

Jednou ze z&kladnich otazek v teorii posloupnosti afad funkci je, nakolik sevlast-
nosti ¢lendi posloupnosti prenasgji nalimitni funkci, resp. soucet fady. U nékterych
vlastnosti nevyvstavaji vetsi obtize.Napriklad limita posloupnosti (soucet fady)
nezapornych funkci je zfgimé také nezdporna funkce; z vlastnosti posloupnosti
realnych Cisel rovnéz plyne, ze limita posloupnosti (soucet fady) neklesgjicich
funkci je rovnéz neklesgjici funkce. Oproti tomu, jak ukazuje Priklad 5.1, se na
limitni funkci obecné nepfendsi velmi dillezita vliastnost, kterou je spojitost.

Tim je motivovana nasledujici definice,, silngSiho typu“ konvergence, kterou
je stejnomeérné konvergence podoupnosti funkci:

Definice 5.3. Rekneme, Ze posloupnost funkci {fn(X)}22, konverguje stejno-
mérné k funkci f (x) naintervalu |, jestlize ke kazdemu ¢ > 0 existuje ng € N
tak, Zzepro vdechnan € N, n > ng, avdechnax e | plati | f,(x) — f(X)| < &.
Piseme f, = f nal.
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Poznamka 5.1. Se stejnomérnou konvergenci spojitych funkci naintervalu [a, b]
jsme se setkali jiz v teorii metrickych prostortl, kde jsme vy3etfovali metricky
prostor (Cla, b], pc) (viz [3], str. 8,22). Pfipomehme, Zze C[a, b] je mnozina
realnych spojitych funkci na intervalu [a, b] a p; je metrika tzv. stejnomérné
konvergence
pe(f. @) = max |f(x) — g(x)|.
xe[a,b]

Ukazme, ze tato definice je ekvivaentni s Definici 5.3. V metrickém prostoru
(Cla, b], pc) posloupnost funkei { f,}¢, konvergujek funkci f,1j. f,(x) & f(x),
jestlize
nILn(;‘o pc(fr, ) =0 n|l>ngo MaXxea,by | fn(X) — F(X)| =0 <=
<= Ve >03ng € NVn > ng plati maxxepap | fn(X) — F(X)| < ¢ =
<= Ve>03dnge NVn=>ngaVvx e [a,b] plati |f,(x) — f(X)| < ¢,

coz je Definice 5.3. Obecné Ize v terminologii metrickych prostorli definovat
stejnomérnou konvergenci jako konvergenci v prostoru ohranicenych funkci na
intervalu | se suprémovou metrikou (viz [3, strana 15]).

Geometricky vyznam stejnomérné konvergence f, = f spocivav tom, Zze od
urciteho indexu ng vdechny daldi ¢leny posloupnosti ,1€Zi v epsilonovém okoli*
limitni funkce f, tj. mezi grafy funkci f —ca f +¢.

Srovnegime definici bodové a stejnomérné konvergence posloupnosti funkci.

> Bodova konvergence (f, — f):

(Vxel)(Vee R,e >0)(Ang e N)(Yn e N, n > np)(| fn(X) — FTX)| < ¢&).
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> Stejnomérna konvergence (f, = f):
Ve e Rye > 0)(Ang e N)(Vx € 1) (Vn e N, n > ng)(| fa(X) — F(X)| < &).

Vidime, Ze se oba pojmy od sebe li&i pouze v , poradi kvantifikatorti“ — zatimco
v definici stefnomérné konvergence zavisi €islong € N pouze navolbécidaes > 0,
v definici bodové konvergence je ng zaviséi nabodé x € | . Proto ze stenomérné
konvergence posloupnosti { f,} k funkci f na | plyne bodova konvergence k f
na | . Opak obecné neplati, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 5.3. Rozhodnéte, zda podoupnost funkci

2nx

stejnomérné konverguje naintervalu [0, 1].

Reeni. Pro kazdé x € [0, 1] plati

. . 2nx
am, fa00 = lim e =0
Limitni funkci posloupnosti jetedy f(x) = 0. Zjistéme, zda sejedna o stejnomeér-
nou konvergenci. Bud s pfimo vSmneme, ze fn(%) = 1 nebo postupujeme jako
pri hledani absolutniho extrému funkce 'y = I f:}xz na [0, 1]: ur€ime prvni derivace
azjistime, v kterych bodech je rovnanule. Plati

( 2nx )’ _2n(1—n*x?)

1+n2x2 (1+n2x2)2
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prox = & ax = —2, pfitemz hodnota —2 neleZi ve vySetfovaném intervalu. Pro
X = % dostaneme uvedenou hodnotu fn(%) =1.

Je-linyni 0 < e < 1, pak prokazden e Nax = ¢ € [0, 1) plati, Ze

2nx _ (1)
Tz 0= hlg)=t>e

Proto neni dan& posloupnost stejnomérné konvergentni naintervalu [0, 1].

[ () — £(0)] =

Stejnomérnou konvergenci Fady funkci definujemejiz snadno pomoci posloup-
nosti jejich n-tych castetnych souttu.

Definice 5.4. Rekneme, Ze fada funkci > fn(X) konverguje stejnomérné na
intervalu | ke svému souctu s(x), jestlize podoupnost {s,(x)} jeich CasteCnych
souttll stejnomérné konverguje na | k funkci s(x).

5.3. Kritéria steggnomérné konvergence

V tomto odstavci uvedeme kritéria pro vySetfovani stejnomérné konvergence po-
sloupnosti funkci azefménafady funkci. Nasledujici dve tvrzeni maji spise teore-
ticky vyznam a uZivaji se zeménav dilkazech dalSich kritérii a vét.

Lemma 5.1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stefnomérné konver gence).
Posdoupnost funkci { f,(x)} konverguje stejnomérné na intervalu | préaveé tehdy,
kdyz ke kazdemu ¢ € R, ¢ > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vdechnam,n ¢
e N,m>ng,n>ngaprovdechnax € | plati | f(xX) — fo(X)| < .

<4

Posloupnosti a fady funkci



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Dikaz. Necht f, = f nal abud & > Olibovolné. K €islu § > O existujen, € N
tak, zepron > npax € | plati [f,(x) — f(x)| < 5. Tedy prom > no, n > ng
ax e | plati | fn(X) — fa()] = [fn(x) — FX) = [fa() = FOOI] < [ fm(X) —
— fOOI+1fa(X) = f(X)| < 5+5=¢.

Necht je splnéna podminka véty. Volime-li libovolng, ale pevné, bod x, € I,
vidime, Ze Ciselna podoupnost { f(Xg)} je cauchyovska atedy konvergentni. Je
tedy { f,(x)} bodové konvergentni na | . Oznatme nli)ngo fn(X) = f(X); nyni doka

zeme, ze f, = f nal.Budtedy ¢ € R, ¢ > Olibovolné. K Cisu § > 0 existuje
No € N tak, Zeprom > ng,n > ng avéechnax e | plati | f,(x) — fn(X)| < 3.
Limitnim pfechodem pro m — oo odtud plyne | fo(x) — f(X)| < 5 < &. Tedy
opravdu f, = f nal. O

Lemma 5.2 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro fady funkci).

Rada funkci > fa(X) jenaintervalu | stejnomérné konvergentni préave tehdy, kdyz
kekazdému ¢ > Oexistujeny € N takové, Ze provdechnan € N, n > n,, libovolné
m e Naakazdéx € | plati

[fra1(X) + fra(X) + -+ fram(X)| < €.

Dlkaz. Podle definice fada >~ fn(x) steinomérné konverguje na | k s(x) pravé
tehdy, kdyZ podloupnost ¢asteénych souttll s,(x) fady > f,(x) stejnomérné kon-
verguje k s(x). Podle predchoziho lemmatu je tato podminka splnéna pravé tehdy,
kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro véechnan € N,
n > no, libovolné m € N apro véechnax € | plati

[Sh+m(X) — Sh(X) | = | fraa(X) + Fraa(X) + -+ + frum(X)| < €.
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Véta 5.1 (Weierstrassovo kritérium). Necht' { f,(x)} je posloupnost funkci na | .
Necht’ existuje posloupnost nezapornych Cisel {a,} takova, ze fada ) a, konver-
guje a plati

[fa(X)| <a, provdechnax el aneN.

Pak fada ) fn(x) konverguje stejnomérné naintervalu | .

Dikaz. Necht jsou splnény podminky véty. Zvolme e > 0 libovolné. Podle Lem-
matu 1.1 existuje ny € N tak, ze pron > ng alibovolné m € N plati ay+1 + an+ +
+...+aum < &. Pakpron > ng, libovolnem € N akazdé x € | plati

[frea(X) + -+ Fum QO] < [Frar OO+ - + [ Fram ()] < @nea + -+ + 8nem < &

Tvrzeni nyni plyne z Lemmatu 5.2. O

Priklad 5.4. Rozhodnéte, zdaje fada Z SnX otejnomérné konvergentni naR.

ReZeni. Pro véechnax € R, n € N plati |sinnx| < 1, aproto

1

_n2'

sinnx
n2

Ciselna fada Z je konvergentni (viz Priklad 2.1), proto podle Véty 5.1 fada
> sinnx konvergUJe stefnomérné naR.

Welerstrassovo kritérium je dobre prakticky pouzitelng, dava vsak pouze po-
stacujici podminku stejnomérné konvergence. K formulaci dalSich kritérii, jejichz
diikaz |ze nalézt napr. v [8, 18], zavedme nasledujici pojmy:
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O posloupnosti funkci { f,(x)} Fekneme, Ze je naintervalu | neklesajici, resp.
nerostouci, jestlize je Ciselnd posloupnost { f,(Xq)} neklesgjici, resp. nerostouci
pro vdechna X, € |. Posloupnost funkci, ktera je bud neklesgjici, nebo nerostouci
na |, se nazyva monotonni na l .

O posloupnosti funkci {f,(x)} fekneme, ze je na intervalu | stejnomérné
ohraniCend, jestlize existuje k € R, k > 0tak, Ze pro véechnan € N avsechna
x € | plati | f,(x)| < k.

Véta 5.2 (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht' { f,(x)}, {gn(X)} jsou po-
sloupnosti funkci na I, {g,(x)} je monotonni na |. Necht' je spinéna néktera
znadedujicich podminek:

1. (Dirichlet) Rada > fa(x) ma steginomérné ohrani¢enou posloupnost Castet-
nych souétli a g,(x) = 0nal;

2. (Abel) Rada > fn(X) stejnomérné konverguje na | a posloupnost {g,(X)} je
stejnomérné ohraniCena na | .

Potomfada ) fn(X)gn(X) stenomérné konverguje na | .
Z Dirichletova kritéria plyne nasledujici kritérium:

DUsledek 5.1. Necht’ posloupnost Easteénych souctli fady > f,(x) je stejnomérné
ohrani¢ena na intervalu | a necht {a,} je monotonni Ciselna podoupnost takova,
Zelima, = 0. Pakfada ) a, f(x) konverguje stenomérné na | .

Priklad 5.5. Dokazte, ze fada ) &n”" konverguje stejnomé&mné na intervalu
[8,21 — 8], kdes e R, 0 < § < m (viz Obr. 5.2, 5.3).

S
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Reeni. V Pfikladu 3.5-a) jsme dokazali, ze danafadakonverguje naR. Vyetieme
nyni stejnomeérnou konvergenci. PoloZzme f,(x) = sinnx, a, = =~ pron € N. Podle

Prikladu 35 je
. . , sin 2x sin3x =
Si(X) =sinX+sin2X +--- +snNnx = —
sin EX
takze 1
ISi(X)| < —5 prox €[4, 2n — 3]
N3 Posloupnosti a fady funkci

Posloupnost {a,} je zZiggmé nerostouci alima, = 0, a proto podie Diisledku 5.1
konverguje fada &n”" stejnomérné naintervalu [8, 2 — §].

Z obrézku 5.3 je vidét, Ze v bodech x = kx, kde k € N, se funkce bude
»trhat" a soucet fady neni v téchto bodech spojitou funkci. Poznamengime, ze
uvedena fada se nazyva Fourierovou Fadou ajeji soutet je Y po; 8™ = (5 — x)
pro x € (0, 27) (viz cvieni 8.12).

\J» Obrézky 5.2 a 5.3 byly vygenerovany pomoci procedury CSsoucet R

> CSoucetR := proc (fce, p, i, rp, ri)

> RETURN(di spl ay(seq(pl ot (unappl y(sun(fce,i
> =1 .. 0),p(p),p=rp,labels =", “'],
> discont=true), o =ri)))

> end:

> wth(plots):

> s1:=CSoucet R(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi,1):
> s§2:=CSoucet R(sin(n*x)/n,x,n,0..2*Pi, 4):
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1. 51

0. 51 -

-0.57

-1 Posloupnosti a fady funkci

-1.5¢

Obr. 5.2: n-ty Castetny soudet fady Y po; S5 pron = 1, 4, 35, x € [0, 2]

> s3:=CSoucet R(si n(n*x)/n, x,n,0..2*Pi , 35):

> display(sl, s2,s3);

> CSoucetR(sin(n*x)/n,x,n,-3*Pi..3*Pi, 45);
K vytvareni animovanych obrazk{l miizeme pouZit proceduru Ani nRR:

> AninmR := proc (fce, p, i, rp, poc)

> RETURN( ani mat e(unappl y(sum(fce,i=1 .. 0),p)(p),
> p=rp,0 =1 .. poc, franes = poc))

> end;
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Obr. 5.3: n-ty astetny soutet fady > o, S5 pron = 45

Radu péknych prikladil na stejnomérnou konvergenci &iselnych fad je mozno najit
na adrese http://adel a.karlin.mff.cuni.cz/kam/ pyrih/animace/k0061/kapitola.htm. ‘JI

Nejjednodussim kritériem pro stenomérnou konvergenci posloupnosti je pa-
trné nasledujici upraveny , prepis definice":
Véta 5.3. Necht' { f,(x)} je posloupnost funkci na | a
an = sup{| fn(¥) = F OO x € 1}
Plati f, = f nal, pravé kdyz je posloupnost {a,} nulova, tj. lima, = 0.
Priklad 5.6. Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci nasledujicich podoupnosti:

a f,x)=x", xe[0,1) b) f.(x)=arctgnx, xeR.
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Reeni. a) Pro kazdé x € [0, 1) plati nIim x" = 0. Limitni funkci posloupnosti {x"}
jetedy f(x) = 0. AvdK a, = sup{|x"|; x € [0, 1)} = 1, a proto podle Véty 5.3
neni posloupnost {x"} stejnomérné konvergentni na [0, 1).
b) Podle Prikladu 5.1 b) plati =

Y
lim arctgnx:Esgnx, X eR.

n—o00

Avsak pro n € N libovolné plati

T T Posloupnosti a fady funkci
@ = supfjarctgnx — — sgn(X)|; x € R} = e

a proto podle Vé&ty 5.3 neni dana posloupnost stejnomérné konvergentni na R.
Jiné zdlivodnéni, Ze tato posloupnost neni stejnomérné konvergentni, ukazeme
v nadledujicim odstavci pomoci spojitosti.

5.4. Vlastnosti stefnomérnékonvergentnich posloupnosti
arad funkci

Stejnomérna konvergence je v teorii funkénich fad a posoupnosti velmi dillezita
NaPrikladu 5.1 jsme ukazali, Ze bodovakonvergence neni dostatetnou podminkou
k tomu, aby se nékteré dlllezité vlastnosti, jako je spojitost funkce, prenasely na
limitni funkci. V tomto odstavci ukazeme nékolik nejdulezitgSich viastnosti stej-
nomeérné konvergentnich posloupnosti afad. Negjprve se budeme zabyvat otéazkou
spojitosti, integrace a derivace pro posloupnosti funkci a poté stejnym problémem
pro Ffadu funkci.
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Véta5.4. Necht' posoupnost funkci { f,(x)} stejnomérné konverguje naintervalu |
k funkci f. Jsou-li vSechny funkce f,,(x) spojitena l, jei f(x) spojitanal.

Dikaz. Necht xo € |.Bud ¢ € R, ¢ > Olibovolné. K €islu £ > Oexistujen, € N
tak, zepron € N, n > ngaprovdechnax € | plati | f,(x) — f(X)| < £; speciané
tedy plati | fn,(x) — f(X)| < 5 pro véechna x € |. Funkce fy, je spojitanal,
tedy i v bodeé X,; proto k Cislu 7 existuje okoli @ (xo) bodu X, tak, ze | fny(X) —
— fre(Xo)| < § pro viechna x € O(%p) N 1. Odtud plyne pro x € O (xp) N |
vztah | f(X) — f(Xo)| = [F(X) — fry(X) + fry(X) — frg(X0) + fry(Xo) — F(X0)| <
S TE) = fp OO+ [ Trg(X) — Trg(Xo)| + [ frg(X0) — F(Xo)| < 5+ 5+ 5 =&, CO0Z
dokazuje spojitost funkce f v bodé x,. Bod X, byl v&ak libovolny, a proto je f

spojitanal. O
Priklad 5.7. Uvazujme posloupnosti funkci z Prikladu 5.1:
a) f,(x)=x", xel[0,1] b) fo(x) =arctgnx, x € R.

Funkce x" jsou spojité, avsak jegich limitaneni spojitana [0, 1]. Proto posloupnost
{x"} nemUize byt natomto intervalu stejnomérné konvergentni.
Podobné plyne, Ze posloupnost {arctg nx} neni stejnomeérné konvergentni nalR.

Véta 5.4 fika, ze stejnomérna konvergence je dostatetnou podminkou pro to,
aby limita posloupnosti spojitych funkci byla spojita. Nasledujici véta ukéze, ze
v pripadé monotonni posloupnosti je pfedpoklad stejnomérné konvergence nutny.
Dlkaz Ize nalézt v [8, 15].

Véta 5.5 (Diniho). Bud'{ f,,(x)} monotonni posloupnost spojitych funkci na inter-
valu [a, b] anecht' f, — f nal.Jeli funkce f spojitda na[a, b], pak f, = f na
[a, b].
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Véta 5.6. Necht posloupnost funkci { fn(x)} stejnomérné konverguje na intervalu
[a, b] k funkci f. Jsou-li vsechny funkce f,(Xx) mtegrovatelne nala, b], jei f(x)
integrovatelna na [a, b] a plati f f(x)dx = Ilmf fa(x) dx, tj.

b b
/(nlirgo fn(x)> dx:nli)rgo/ fn(X) dXx.

Dikaz. Bud ¢ > 0 libovolné. K ¢&islu 4(b 5 >0 existuje np € N tak, Ze pro
vi&chnane N, n > ng avdchna x € [a,b] plati |f,(X) — f(X)| <
Vybermetakovén > no pevné; tedy pro vechnax € [a, b] plati f(X) — m <

< f(X) < fa(X) + 5= Odtud mj. plyne, ze f je ohranicena na [a, b], nebot
fn je ohraniCena. Protoze f, je integrovatelna na [a, b], k Cislu § > 0 existuje
déleni D = {Xo, Xy, ..., X} intervalu [a, b] takove, ze S(D, f,) —s(D, fn) < 3,
kde S(D, f,), s(D, f,) je dolni a horni souCet f, pfi d&leni D (viz napf. [14]).
Oznatime-li m; = inf{f(X); X € [Xi_1, X1}, Mi = sup{f(X); X € [Xi_1, X{]}, nj =
=inf{ fa,(X); X € [xI 1, X1}, Ni = sup{ f,(X); X € [Xi_1, X1}, plyne z pfedchozich

_e
4(b-a)"

nerovnosti n; — m < mI <M <N+ 4(b’3_a) provsechnai =1, ...,k atedy i
Mi—m; <N; — Z(b_a). Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym Cislem (x; —
— Xj_1) aseéterneli vSechny takto vzniklé nerovnosti proi =1, ..., k, obdrZzime

k
S(Dv f) - S(Dv f) = S(Dv fn) - S(D’ fn) + m : Z(XI - Xi—l) =
i=1

S(D, fn) —s(D, fn)+%<%+§:g‘

Jetedy f integrovatelnana[a, bl.
Bud nyni opét ¢ > 0 libovolné. K ¢idu —=— o = > 0 existuje ng € N tak, ze pro

v&chnan € N, n > ngavdechnax € [a, b] plati | f,(X) — f(X)| < m Tedy
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pro vsechnan € N, n > ng plati

b b
/ fn(x)dx—/ f(x)dx| <

/ a0 — F0] dx <

—2(b )(b a)—— g,

. 1im 2 fa0 dx = 2 f(x) dx. O

Lemmab5.3. Bud | interval, xo € | a{f,(x)} posloupnost funkci, ktera stejno-
meérné konverguje na | ~ {xo} k funkci f(x)!. Necht pro kazdé n € N existuje
XIinQO fn(X) = a,. Pak existuje lima, a plati lima, = XIin; f(x), tj.

— —> X0

lim (Iim fn(x)> = lim ( lim fn(x)>.
Nn—00 \ X—Xo X—Xg \ h—00

Dilkaz. Bud ¢ > 0 libovolné. Podle Cauchyova-Bolzanova kritériak €islu § > 0
existuje ng € Ntak, Zeprom > ng, n > ngavdechnax € | ~ {Xo} plati | fm(X) —
= fa(0l < 5. Tedy i Iim [fn() — fa()] = |am — @l < 5 < e prom = no,
— X0
n > no, takze Ciselna posloupnost {a} je cauchyovska, a proto také konvergentni.
Oznatmelima, = a aukazme, 2eXIirr)3 f(x)=a
—Xo

Bud opét ¢ > 0libovolné. K Cidu § > O existuje n; € N tak, Zepron > n;
avsechnax € |~ {xo} plati | fo(x) — f(X)| < 3. ProtoZe lima, = a, existuje

1stejnomérnou konvergenci namnozingé | ~ {xg} rozumime stejnomérnou konvergenci nainter-
valech ur€enych touto mnozinou
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n, € Ntak, zepron > n, plati |a, — a| < 3. Polozme n3 = max{n,, n,} azvolme
libovolng, alepevnén > ns. Protoze lim fq(x) = a,, k Cidu § existujeokoli O (Xo)
X—Xo

tak, Zeprox € O(xo) N 1, X #Zxo plati | fr(X) —an| < 5. Tedy prox € O(xo) N1,

x 7 xoplati | f(x) —al < [f(x) = fa(0|+ | fa(x) —an|+|ag—a] < §+5+5 = ¢,

coz dokazuje vztah XlirT)'(I f(x) =a. O
—Xo

Véta 5.7. Bud { f,(x)} posloupnost funkci, které maji na otevieném intervalu |
derivaci. Necht' { f,(x)} konverguje na | a{f/(x)} konverguje stenomérné na I .
Pak funkce f (x) = lim fo(x) mana | derivaci aplati f'(x) =lim f/(x), tj.

(sim, t00) = Jim, ;00

Dlkaz. Bud x, € | libovolny, ae pevny bod. Chceme dokéazat, ze f'(xy) =
= n|l>ngo fr;(Xo), tj

i fx)—fx) . fa(X) = fa(Xo)
im ——=[|im lim ——.
X—>Xo X — Xp N—00 X—Xo X — Xp
Ukazeme, Ze posl oupnost f”(xx):—;g(x")} stejnomérné konverguje na | ~. {Xo}. Bud
¢ > 0 libovolng; protoze { f/(x)} konverguje stenomé&né na |, k Cidu ¢ > 0
existuje ng € N tak, zZe prom > ng, N > ny avechnax € | plati | f; (x) —
— fr(X)] < e. Volme pro okamzik m > ng, n > ng pevnéax € |, X # Xo. Podle
Lagrangeovy Vé&ty existuje Cislo ¢ mezi X, a x tak, ze plati (fn(x) — fr(X)) —
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— (fm(X0) — fn(%0)) = (f(0) — f(C)) (X — Xo). Ocitud plyne

fn(X) — fm(Xo) . fa(X) — fr(Xo)
X — Xo X — Xo

(fn() = 0 (X)) = (fm(X0) — fn(Xo)))‘ =|frn© — fr©] <e.

X — Xp

Proto je posloupnost {“1(2:7;0"(’(0)} podle Cauchyova-Bolzanova kritéria
(Lemma5.1) stejnomérné konvergentni na | ~ {Xo}.
Nyni zfgme
lim ) — X0 _ T0) — (%)
nooo X — X X — Xo

v 4 L . () — f _
apro kazde n e N existuje lim 200=0C9 = f/(xy).

X—Xo

Podle Lemmatu 5.3 existuje lim LX=109 = /(x;) aplati
X—Xo

fa(X) — fa(Xo) _ fa(X) — fn(Xo) _

O = "R L L g
. Fx) = (%)
= | — = .
KL —a—. (Xo)
Bod X € | byl libovolny, tedy pro kazdé x € | plati f'(x) = lim f/(x). O

Nyni uvedeme véty o spojitosti, integraci aderivaci fady funkci, které budeme
pozdgji pouZivat u mocninnych fad. Tyto véty davaji velmi mocny nastroj pro préaci
s nekoneCnymi fadami tim, ze umoznuji integrovat, resp. derivovat, stejnomérné
konvergentni fady ,,¢len po clenu”.

Posloupnosti a fady funkci
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Véta5.8. Necht'Fada funkci > f(x) konverguje stegnomérné naintervalu | améa
soucet s(x). Jsou-li vSechny funkce fn(X) spojité na |, pak jei s(x) spojitanal.

Dlikaz. Necht {s,} je posloupnost ¢astetnych souttl fady Y f,(x). Podle pred-
pokladu je s, = s na | . AvSak kazda funkce s,, jakozto soucet konecného poctu
funkci spojitych nal , je spojita naintervalu | . Tvrzeni nyni plynez Véty 5.4. [

Vé&ta 5.9. Necht fada funkci ) f,(x) stenomérné konverguje na intervalu [a, b]
a ma soucet s(x). Jsou-li vsechny funkce f,(x) integrovateiné na [a, b], jei s(x)
integrovatelna na [a, b] a plati

b 00 b b, 00 b
/ s(x) dx = Z/ faO) dx, . / (Z fn(x)) dx = Z/ fr(x) dx.
a n=1 V& & \p=1 n=1 v@

Dlkaz. Je-li {sn(x)} posloupnost Eastetnych souttli fady > f,(x), pak s, = sna
[a, b]. Kazdafunkce s, (x) v5ak, jakozto souCet konetného poctu integrovatel nych
funkci, jeintegrovatelna na[a, b]. Podle Véty 5.6 je s(x) integrovatelna na[a, b].
Dae podle téhoz tvrzeni je

b b b
/s(x)dx:nlim/ sq(x)dx:nlim/[fl(x)+...+fn(x)]dx:

b b % b
= nlLTo[/ fL(X) dX + - - - +/ fr(X) dx} = Z fr(x) dx.

n=1 va

O
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Priklad 5.8. Jedanaftadafunkci Y r"cosnx = s(x), kde0 < r < 1. Ukazte, ze

n=0
jefunkce s(x) spojitanaR, aurcete f02“ s(x) dx.

Regeni. UkaZme nejprve, Ze je dana Fada stejnomérné konvergentni naR. K tomu
pouZijme Welerstrassovo kritérium: plati [r" cosnx| < r" pro vSechna x € R,
pricemz fada ) " r" je geometricka fada s kvocientem |r| < 1, tj. je konvergentni
naR.

Protoze danafada je stejnomérné konvergentni afunkcer" cosnx jsou spojité
naRR, je spojitai funkce s(x). K integraci pouzijeme Vétu 5.9 a dostavame

2n ©© 00 21 27
/ Zr”cosnxdx:Z/ r" cosnx dx = dx+
0 =0 n=0 V0 0
00 27 o8] . 27
sinnx
+ r" cosnxdx = 2w + r" = 2m.
> Al

n=1 0

Véta 5.10. Bud {f,(x)} posloupnost funkci majicich na otevieném intervalu |
derivaci. Necht' ) f,(x) konverguje na | a ) f/(x) konverguje stejnomérné
na | . Pak funkce s(x) = )" f,(x) mana | derivaci a plati

S(x) = (Z fn(x)> =) .
n=1

n=1

Dlkaz. Necht {s,} je posloupnost €astecnych souctlti fady 3 f,(x). Pak {s,} kon-
verguje na | a {s,} stgnomérné konverguje na |. Podle Vé&ty 5.7 ma funkce
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s(x) = f,(x) derivaci nal aplati
$(x) = lim 5,00 = lim (00 +- -+ £100) = > £100.
n=1

O

Poznamka 5.2. Za silngjsiho predpokladu nez je uveden ve VE&eé 5.10 — maji-li
funkce f,(x) spojitou derivaci na otevieném intervalu | — |ze dokézat uvedené
tvrzeni bez pouziti Lemmatu 5.3 a Véty 5.7 takto:

Necht s(x) = > fa(x), S(x) = > f/(x). Pak funkce S(x) je podle Véty 5.8
spojita na |. Zvalme xo, X1 € |, X3 > Xq, libovolné. Podle Véty 5.9 je S(x)
integrovatelna na [Xo, X;] a plati

S 8o dx = [ 3 faegdx =3 [ fa00 dx =
=2 (Falxa) = Fa(x0)) = 2 fa(xa) — 32 Fa(Xo) = S(Xa) — S(Xo)-

Jelikoz je S(x) spojita, mafunkee f; S(t) dt = s(x) — S(Xo) podie véty ointegralu
jako funkci horni meze (viz [13]) derivaci nal aplati S(x) = s'(x), §j. >_ f(X) =
=5/ (X).

Cviceni

5.1. UrCete limitu f (x) nasledujicich posloupnosti { f,(x)} arozhodnéte, zda se
jedna o stegnomérnou konvergenci naintervalu | :

S
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a fa(x)=x"—x2, | =[0,1] ¢ fux)=e™, | =R.
b) fn(x) 1+nx’ I = [17 OO)
5.2. Urcete obor konvergence nasledujicich fad > f(x):

a) frn(x) = (Inx)" 0 fa(x) = %m

b) fn(x) =x"tg %

5.3. Pomoci Weierstrassova kritéria dokazte stejnomérnou konvergenci nasledu-

jicichfad ) fr(x):

d f0=%, I =[-1,1] d) f00) = T, 1 =R

b) fa(x)=X%,s€R, | =[-1,1] e fn(x):m, | =0, 00)
) fa(x) = 222 1 =[-1,1] f) fa(X) = 52, | =[0, 00).
5.4. Dokazte stejnomérnou konvergenci nasledujicich fad ) fn(x):

a) fn(X) — smnx | = R C) fn(X — sinxsinnx | = [07 OO)

b) fn(X)-|n<1+n|n2n), x| <a ae B )= Jn(% | = [0, 00).
eR
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5.5. UrCete soutet fady funkci > o2 r" cosnx = s(x), kde0 < r < 1, aovéite, ze
funkce s(x) je spojitanaR (viz Priklad 5.8). 4
Néavod: Settéte fadu > 2o(r" cosnx +ir"sinnx) = > 2 (re*)".

5.6. Jedanatada ) .-, ne ™. Rozhodnéte, zda je tato Fada stejnomérné konver- =
gentni na[é, co), 8 > 0, aurCete

In3 ©
/ Z ne ™ dx .
In2

n=1
Posloupnosti a fady funkci
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Kapitola 6

Mocninnérady

V predchéazejici kapitole jsme vySetfovali fady funkci ) f,(x), jgjiz Cleny
jsou funkce f,(x) definované na intervalu |. Jestlize za funkce f,(x) zvolime
mocninné funkce f(X) = a,(x — Xo)", pak takto vzniklou fadu budeme nazy-
vat mocninnou Fadou. V této kapitole uvidime, Ze obor konvergence mocninné
fady je jednobodova mnozina nebo interval. Ukazeme, ze mocninné fady jsou
stejnomérné konvergentni na kazdem kompaktnim podintervalu tohoto intervalu.
Jak plyne z predchazejici kapitoly, tato vlastnost umozhuje integrovat a derivo-
vat mocninné fady €len po ¢lenu. V oddile 6.3 ukazeme, jak |ze funkce vyjadrit
pomoci mocninnych Fad.
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6.1. Obor konvergence

Definice 6.1. Bud {an}2, posloupnost reélnych Eisel, xq libovolné reélné cislo.
Mocninnou Fadou se stfedem v bodé xq a koeficienty a, rozumime fadu funkci
tvaru

89 +83(X — Xo) +8(X — Xo)> -+ +8n(X — Xo)" - = Y an(X — Xo)".
n=0

Poznamka 6.1. Bez (jmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze stfedem mocninné
fady je €isdo xo = 0. Jinak pomoci substituce x — Xy = Yy lze prevést fadu o stfedu
v bodé x, namocninnou fadu o stfedu v pocatku.

Véta 6.1. Necht' )" a,x" je mocninna fada a necht’

a=limsup+y/|an] .

Je-li a = 0, pak Fada absolutné konverguje pro véechna x € R — Fikame, ze
Fada vzdy konverguje.

Je-li a = oo, pak fada diverguje pro viechna x # 0 — fikame, ze fada vzdy
diverguje.

Jeli 0 < a < oo, pak Fada absolutné konverguje pro |x| < + a diverguje pro

1 a
|X| > -
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Je-li 0 < a < oo, pak seislor = 3 nazyva polomer konvergence ainterval
(—r, r) senazyva konvergencni interval. Chovani fady v krajnich bodech konver-
gencniho intervalu je tfeba vySetfit zvlast, protoze zavisi natvaru mocninné fady.
Oborem konvergence mocninné fady, ktera vzdy nediverguje, je proto konver-
gencni interval s pripadnymi jeho krajnimi body, pokud v nich fada konverguje.

Jestlize fada ) a,x" vzdy konverguje, tj. a = 0, definujeme jeji polomér
konvergence jakor = oo aj€gji konvergentni interval jako (—oo, 00).

Jestlize fada ) a,x" vzdy diverguje, tj. a = oo, definujeme jeji polomér
konvergence jakor = 0.

Dlkaz \Ety 6.1. Nejprve poznamenejme, Ze kazda mocninna fada »_ a,x" kon-
verguje ve svém stfedu, tj. v bodé x = 0. Pro lepSi srozumitelnost provedeme
diikaz za silngjsiho predpokladu, kdy existuje lim J/]a,[. Obecny pripad |ze doka-
zat obdobné; podrobny diikaz viz napr. [5].

Necht x # 0 je libovolné pevné Cido. Polozme ¢, = a,x" a vySetfujme
absolutni konvergenci Ciselnéfady ) c,. Podle odmocninového kritéria tato fada
absolutné konverguje, jestlize plati

lim /)cal = lim /]anx"| = limJJan| X" = |x] lim /|an] = [X|a < 1.

Rozlisme tfi pripady:

(i) Jelia=0, pak limy/c,] =0afada ¢, = Y a,x" konverguje absolutné
v kazdém bodé x € R.

(i) Je-li @ = oo, jelim J/]ca| = oo pro véechna x # 0, tj. fada diverguje pro
v&echnax # 0.
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(iii) Necht 0 < a < oco. Pak
. 1
limylc,=Xla<1l < |[X]< 3 =r,

odkud plyne, Zefada ) _ ¢, = > a,x" konverguje absolutné pro |x| < r adiverguje
pro |X| >r. O

Poznamka 6.2. Existuje-li lim J/Ta,| = a, pak mamocninnafada ) | a,x" polomér

konvergence
1

T Srw!
(pfitom klademer = oo, jelia=0,ar =0, je-li a = 00).
Podle Poznamky 2.1 plati, Ze existuje-li lim |%|, pak existuje také lim J/[an|
a obé jsou s rovny. Proto pokud existuje tato limita, 1ze polomér konvergence
urcit jako

r:Iim‘

n—o00

an
An+1
Priklad 6.1. Urcete polomér aobor konvergence nasledujicich mocninnych fad:

2 x" 2, on 2. nx"
? 2w AP 9 1w
n=1 n=1 n=1 '
d) i M B i (1 . E>n2 " f) i 2Ny2n
n=1 n+yn n=1 L n=1

<4

Mocninné fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Regeni. a) Plati a, = % aproto polomér konvergence je

r=Iim ‘ al = lim n—+1:1,
N—00 | A1 n—oo N
Sd
tj. pro x € (—1, 1) fada absolutné konverguje. Je-li x = —1, dosazenim do dané
fady dostaneme Leibnizovu fadu )" (—1)""*4, ktera je konvergentni (viz Pfi-
klad 3.1). Je-li x = 1, pak dostaneme harmonickou fadu " &, ktera je divergentni
(Priklad 1.4). Obor konvergence jeinterval [—1, 1).
\l/ ReBme nyni tento priklad s vyuzitim Maplu, nejdfive op& metodou , krok za Mocninné fady

krokem®.

> a:=n->1/n: rada: =Sum(a(n)*x"n, n=1..infinity);

T
rada := nX:; —
Pro polomér konvergence dostavame:
> Limt(abs(a(n)/a(n+l)), n=infinity): %val ue(%;
n+1
n
VySetfime nyni krajni body intervalu (—1, 1). Dosazenim krajnich bodl do
dané fady dostavame Ciselné fady — o jgich konvergenci, resp. divergenci
rozhodneme pomoci procedury csum Procedura vraci hodnotu t r ue (fada
konverguje) nebo f al se (fadadivirguje).
> read ‘csund.txt’:
> k1l:=subs(x=-1, rada);csumop(1,kl), n);

lim

n—o00
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>

o]

)"

kl:= Z )
n=1 n
true

k2: =subs(x=1, rada); csumop(1, k2), n);
=1
kz._Zﬁ
n=1

false

Tedy oborem konvergence jeinterval [—1, 1).

Nyni se pokusime vypocet poloméru konvergence zautomatizovat pomoci
novych procedur. Uvadime nejdfive procedury pomocné (pouzivaji se v pri-
padé, ze stfed mocninné fady neni v bodé 0), vlastni vypocet pak provadi
procedura Pol omer (r ada) . Parametr r ada zadavame ve tvaru apx", pri-
padné ve tvaru a, (X — Xp)".

>

vV V. V. V. V V V V V

Nal ezni Stred : = proc (rada)

| ocal pocet, i, poradi, stred;

pocet := nops(rada);

for i to pocet do if subs(x = 0,op(i,rada)) <>
subs(x = 1,o0p(i,rada)) then

poradi :=i fi

od;

stred: = -op(1, subs(x = 0, op(poradi,rada)));
stred

end:
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vV V. V. V. V. V V V V V V V V V

PrevedNaStred : = proc (rada)

| ocal stred, i, pocet, poradi, nocnina, vysledek;
pocet := nops(rada); for i to pocet do if

subs(x = 0,o0p(i,rada)) <> subs(x = 1,o0p(i,rada))

then poradi :=i

fi od;
stred : = Nal ezni Stred(rada);
nmocni na : = op(2, op(poradi,rada));

if type(rada,'™")

then vysl edek : = x"op(2,rada)

el se

vysl edek : = rada/ op(poradi,rada)*x” nocnina fi;
vysl edek

end:
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Pol oner := proc (a)

|l ocal r, nrada, i, pocet, poradi,

nocnina, y, f, g;

nrada : = PrevedNaStred(a); pocet := nops(nrada);

for i to pocet do if o
subs(x = 0,o0p(i,nrada))<>subs(x = 1, op(i, nrada))

then poradi :=1i fi od;

nocni na : = op(poradi, nrada);

if type(nrada,‘”‘) thenr := 1 el se
nrada : =nr ada/ nocni na; _
f:= solve({y = op(2, nocnina)}, {n}); Mocninné fady
g 1= subs(y = n,op(2,0p(f)));
nrada : = subs(n = g, nrada);

r :=limt(abs(nrada/subs(n = n+l,nrada)),
n =infinity)
fi;
end:
Rezeni prikladu 6.1. a) s vyuzitim téchto procedur vypada takto
> Pol omer (op(1,rada));

vV V.V V. V V V V V. V V V. V V VvV VvV V

1

tj. polomér konvergence jer = 1. K urovani poloméru konvergence je mozno
pouzit i proceduru PSconv z baliku mat h [19] .

> W th(math): #pouze, pokud je balik instal ovan
> PSconv(rada);

)é»
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b) Pro polomér konvergence plati

an (N + 1)2

An+1

n+2n+1 1

= lim

r:Inn‘

V krajnich bodech intervalu x = ﬂ:% dostavame fady

které konverguji. Proto je oborem konvergence interval [—3, 1].

\J/ K fegeni dale vyuZivame obé vyge uvedené procedury.
> rada:=Sum(2°n*x"n/(n"2), n=1..infinity);

o]

2nxn
da :=
rada n2=1: =
~  Pol oner (op(1,rada));
1

2
> k1:=subs(x=-1/2,rada); csumop(1, kl),n);
-1

o 20 (7)”
k1F=§Z——7;——
n=1
true

> k2:=subs(x=1/2, rada); csumop(1, k2),n);

1
—— =—lim ————— ==,
n—oo N22ntl 2 n—oo n2 2
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W

Znamena to, ze v krajnich bodech x = +1 fada konverguje, tj. oborem kon-

vergence jeinterval [—3, 1].

c) Protutofadu jea, = &, aproto

n!’

n(n + 1)!

m =limn = oo.
n!(n+1)

r=|im‘

an
An+1
Obor konvergence je interval (—oo, oo) —Fada vzdy konverguje.

> rada:=Sunm(n*x"n/(n!), x=1..infinity);

nx"
rada := Z -

x=1
Pouzijeme-li proceduru PSconv autoraA. F. Walze dostavame chybny vysle-
dek:

> PSconv(rada);

1
Nami uvedena procedura Pol oner dava
> Pol omer (op(1,rada));

coz je spravny vysledek.

W
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d) Stfed této fady je bod x, = —2 a polomér konvergence
n+l++/n+1

= lim ———— =1.

n— 00 n+ﬁ

Konvergencni interval je proto x € (—3, —1). V bodé x = —3 jefada

. an
r=I|m‘
+1

an

]

3 (=DN(=3+2" 1
n2=1: n+.n _;n+¢ﬁ

divergentni, napf. pouzijeme-li srovnavaciho kritéria s fadou )" =-. V bodé x =
=—ljefada )’ (‘% konvergentni podle Leibnizova kritéria (Véta 3.1). Proto je

n+

oborem konvergence interval (—3, —1].

g, Opét otestujeme obé procedury. V tomto pripadé procedura PSconv dava
spravny vysledek, naopak nade procedura vyzaduje asistenci:
> a:=n->1/(n+sqrt(n)):
rada: =Sun({(-1)"n*a(n)*(x+2)"n, n=1..infinity);

%

[e¢]

D" (x+2)"
rada := —_—
> PSconv(rada);
1
~ Nal ezni Stred(op(1,rada));
-2

> Pol oner (op(1,rada));
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lim (=D"(n+1+/n+1)
n>oo | (N+.4/N) (=1
Zde Maple neni schopen spotitat uvedenou limitu. Po Upravé (odstranéni
absolutni hodnoty) jiz dostavame spravny vysledek.
> limt(a(n)/a(n+l), n=infinity);
1
> kl:=sinmplify(subs(x=-3,rada));csumop(1,kl),n);

o (—DeY

kl::z Y

n=1
false
> k2:=subs(x=-1,rada); csun(op(l, k2),n);

e (D"
_;n+ﬁ

true

€) Pro polomér konvergence plati

r=lim—— —Iim =

V"' e )nZ (1+1>n e

<4

Mocninné fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

V krajnim bodé x = 3 neni splnéna nutna podminkakonvergence (Véta 1.1), nebot
uzitim I’Hospitalova pravidla | ze ukazat, ze

lim

v _, (<1+%>”)” 1
=lim =—.
e e Je
Proto také v bodé x = —% neni splnéna nutna podminka konvergence a oborem
konvergence jeinterval (—z, 2).

e

f) Zdeje
[ 2% pron =2k,
%10 pron=2k — 1.

Pak pron =2k je ¥/[a,] = ¥/2X=+/2apron =2k — 1je /Ja;] = 0, j.

2 =2k
| {2 on=a

0 pron=2k-—1

Proto limsup &/[a,] = +/2 a polomé&r konvergence jer = % V krajnich bodech
X = ﬂ:% neni splnéna nutna podminka konvergence, nebot Iim2"(%2 an =,

Oborem konvergence je tedy interval (—%, %).
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6.2. Vlastnosti a soucet mocninné fady

Jak vime z Kapitoly 5, klicovou roli u funkcionanich fad hraje stejnomérna kon-
vergence. Nasledujici vétafika, najakém intervalu je mocninna fada stejnomérné
konvergentni.

Véta 6.2. Necht'r > 0 je polomér konvergence mocninné fady ) anx". Pak
tato fada stejnomérné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu [—p, p]
intervalu (—r,r).

Dikaz. Necht X € [—p, p], kde0 < p <r. Pak
lanX"| = lan|IX"| < [anlp",

pricemz Ciselnafada ) |ay| p" konverguje podle V&ty 6.1. Z Weierstrassova kri-
téria (Vé&ta5.1) plyne, zefada )~ a,x" konverguje stejnomérné na[—p, p]. O

Tato vétamanasedujici tfi diisledky o souctu, integraci aderivaci mocninnych
fad.

Dlsledek 6.1. Necht' mocninna fada > a,x" ma polomér konvergence r > 0.
Pak soucet této Fady je spojita funkce na intervalu (—r, r).

Dlkaz. Bud xo € (—r,r) libovolny, ale pevny bod. Pak existuje p (0 < p <)
tak, Xo € [—p, p]. Z V&t 5.8, 6.2 a ze skutenosti, ze vSechny funkce a,x" jsou
spojité naR, plyne, Ze soucet mocninnéfady je spojitafunkcena[—p, p]. Zeména
je tato funkce spojita v bodeé xq, a protoze x, je libovolny bod z (—r, ), je tato
funkce spojitanaintervalu (—r, r). O
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DUsledek 6.2. Necht' mocninna fada > a,x" ma polomér konvergence r > 0.
Pak pro véechna x € (—r,r) plati

/(Zant)dt—Z/ant dt-Zan

pricemz mocninna Ffada na pravé strané ma stejny polomér konvergencer.

Xn+1

(6.1)

Dlkaz. Vztah 6.1 plyne z Véty 6.2 a’5.10. Dokazme, ze mocninna fada na pravée

strané vztahu 6.1 mastejny polomér konvergence. Dlikaz provedeme zasilnggiho

predpokladu, kdy existuje lim J/]a,|. Obecny pfipad |ze nalézt v 8, 15].
PouZijeme-li Vétu 6.1 pro Fadu na pravé strané rovnosti (6.1), dostaneme

lan] _ lim "Vlan| _ 1

lim " = ==

nN+1 Jim"Yn+1 r’

nebot' lim "¥a,| = Iim|an|n_11 = lim(YTaq]) 1 = = auzitimI’ Hospitalovapravidia
jelim "Vn+1=1. O

Z Dusledku 6.2 okam?zité plyne tvrzeni o integraci mocninné fady v konstant-
nich mezich:

Dldedek 6.3. Necht mocninna fada Y a,x" ma polomér konvergencer > 0.
Pak pro libovolny interval [a, b] C (—r,r) plati

]

f(ZanX>dX Zf anx" dx = +1bn+1 X_;%a”“. (6.2)

S
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Priklad 6.2. Urcete soutet mocninné fady Y -, X" a pomoci integrace této fady
oo

urete soucet Cisdnéfady > -k
n=1

n2n

Redeni. Danou mocninnou fadu 1ze sekist jako geometrickou Fadu s kvocientem x,
kde |X| < 1. Dostaneme
o
n 2 n 1
Zx =1+X+X+- o+ X+ —— X < L
p— 1-X

Poznamengime, ze Y ooy X" = Y r2, X"t a [ x"Ldx = X Odtud plyne, ze

1

2 1
/ X" ldx = —,
o non

apodle Dlisledku 6.3 je soucet Ciselné fady
S R L /“’ B}
ZHZ”_;/OX dx-o(;x dx =

n=1
1
2 1 1
:/ dx=—In=-=1In2.
0 2

1-Xx

Dilsledek 6.4. Necht' mocninna fada Y a,x" ma polomér konvergence r > 0.
Pak pro vdechna x € (—r,r) plati

(Z anxn) =) (@x") = nax"?, (6.3)
n=1 n=1 n=1

pricemz mocninna Fada na pravé strané ma opét polomeér konvergencer.
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Dlkaz. Tvrzeni oexistenci derivaces’ (x) arovnost vevztahu (6.3) vyplynouihned
z Véty 6.2 aVéty 5.9, jakmile dokazeme tvrzeni o rovnosti polomérli konvergence
fad v (6.3). UkaZme, ze mocninna fada na pravé strané vztahu (6.3) ma stejny
polomér konvergence. Dilkaz opét provedeme za silngsiho predpokladu, kdy
existuje lim ¥]an].

Pouzijeme-li V&tu 6.1 pro fadu na pravé strané rovnosti (6.3), dostaneme

1
lim "V/nlaa| = lim "V/n lim "Va| = =,

n

1
-1 H n— —
=Lalim"yn=1 0

1

nebot lim "YTan] = lim [ay| ™1 = Iim(«"/_|an|)

o
Priklad 6.3. Urcete polomér konvergence asoucet mocninnéfady >~ nx". Pomoci
n=1

Ziskaného vysledku sectéte Ciselnou fadu ) 5.
n=1

Redeni. Poznamenejme, Ze soutet &iselneé fady > 5 jsmeurCili v Prikladu 1.2¢),
ato pfimo z definice souctu fady. Ukazme nyni jiny postup stitani Ciselnych fad —
pomoci mocninnych fad.

Uvazujme mocninnou fadu ) nx". Jeji polomér konvergence je r =

— i an — i n _ At ¥ p< H ny/ — n—1 A
= lim pod B lim—= =1 Soucet fady ur€ime z rovnosti (x")" = nx azvety

o derivaci fady (Dlsledek 6.4). Dostavame

0]

n = n— = ny/ = n / X / X

n=1 n=1
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pro véechna x € (—1, 1). Odtud dosazenim za x = $ dostaneme

Zname-li soucet mocninné fady, miizeme uréovat soucty ciselnych fad pro
v&echna x leZici uvnitf konvergentniho intervalu. Chceme-li urcit soucet Ciselné
Fady v krajnim bodé konvergencniho intervalu, je tfeba pouZit nasledujici Abelovu
VEtU;

Véta 6.3 (Abelova). Necht' mocninna fada ) | a,x" mé polomér konvergencer,
kde0 < r < oo anecht jev bodé x =r tato fada konvergentni. Pak soucet s(x)
této fady je funkce Zleva spojita v bodér, tj. plati XIirp S(X) =) anr".

Dlkaz. Stati ukazat, ze za uvedenych predpokladli je konvergence fady 3 anx"
stejnomérnanaintervalu [0, r]. Prox € [0,r]jea,x" = anr" (%)n; protoze > a,r"
je konvergentni Ciselna fada, konverguje stejnomérné na [0, r]. D& e posloupnost
{(%)"} jena[o, r] nerostouci a stejnomérme ohranitena posloupnost funkci. Tvr-
zeni nyni plyne z Abelova kritéria (Vé&ta 5.2). O

Priklad 6.4. Vyjadrete funkci In(1 + X) mocninnou fadou a odtud urcete soucet
Leibnizovy fady Y (—1)"*4.
n=1

Regeni. Prox € (—1, 1) plati

=1—Xx+x2—x3+...

1+X
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Odtud podle Disledku 6.2 obdrZzime pro x € (-1, 1)

In(1+x)— /(1—t+t2 c)dt =

o]

x2 XN
:X——+——— 1n1
2 z |

Pro x = 1 dostaneme Leibnizovu fadu ) (—1)" 1 , COZ je konvergentni fada, a
proto podle Abelovy véty (Véta 6.3) jejei soucet

o0
-1 n-1
Z( )" = lim In(1+x) =In2.
n X—1—

n=1

Poznamengime, Ze pro x = —1 fada diverguje, a proto ziskany rozvoj funkce
In(1 + x) do mocninné fady plati naintervalu (—1, 1].

Priklad 6.5. Urcete polomér konvergence a soucet nasledujicich fad:

X4n 3

a)Z

b) io: n(n+2)x".
n=1

Regeni. a) Pro polomér konvergence plati r = limsup %/a, = lim = 1
Derivaci fady ¢len po ¢lenu dostaneme

(i X4n 3) Z 4an—4 _
X —
— an —
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pro x € (—1, 1). Odtud integraci arozkladem naparciani zlomky plyne

°°x4"3 X 1 1% dt 1 *d 1 [* dt
> a=i [ i) el e
an — 1-—t4 4)0 1—t 4 )y 1+t 2 ), 1+t?

n=1 <3

odkud dostavame

xS 1+X

= 1
—arctg x, -1,1).
n2=1:4n 1_X+2arch X € ( )
Mocninné fady
b) Nejdfive upravime n-ty €len fady tak, abychom jg vyjadFili pomoci deri-
vace:

(Xn+2)/ - (n + 2)Xn+1, pak (n + 2)Xn - % (Xn+2)/ ‘

Dalsim derivovanim dostavame

/

n(n + 2)Xn_1 - (% (Xn+2)/) ’ pak n(n + 2)Xn =X (; (Xn+2)/) .

Nyni dosadime do fady
(1 ( ] Xm) ) ]
X Z

3x — 2x2\’
X .
((1—X)2)

e @]

Z n(n + 2)x"

n=1 n=1

I
NE
X
A/
X |k
—~
X
=}

T
I\J
v
II

Il
X
R
X |
/N
[EEN
[
X
N~
S——"
Il
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Po Uprave je soucet fady

o0
> o n(n+2)x" =x 3-X pro x| < 1
n=1 1-x)? ‘

Odtud napf. pro x = % dostaneme soucet Ciselné fady

in(n+2) 3-3 8 27 _

3
n=1 (1 - %) 9 8
Poznamka 6.3. Maji-li dvé mocninné fady Y a,x" a }_ b,x" stejny polomér
konvergence a tyz soucet na konvergencnim intervalu, pak plati a, = b, pro
véechnan € N. Dlikaz |ze nalézt napr. v [8, 18].

6.3. TaylorovaaMaclaurinovarada

Na rozdil od predchazejiciho odstavce, kdy byla dana mocninna fada a urovali
jsme jgi soucet, budeme fesit opatnou Ulohu: danou funkci budeme rozvijet do
mocninnéfady, tzv. Taylorovy fady. Rozvoje funkci do mocninnych fad maji velké
aplikace, kterym je vénovana nasledujici Kapitola 7.

Pfipomenme Taylorovu vétu z diferencidlniho poctu, kdy je funkce vyjadfena
vetvaru polynomu azbytku: Necht' f jefunkce, ktera maderivace az dofadun+1
v uzavieném intervalu |, jehoZ krajni body jsou Cisla x axo. Pak plati

f’ fm
f(X) = f(XO) + i 0) (X — 0) +...+ (XO) (X _ Xo)n + Rn(X)
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kde R,(x) je Taylorliv zbytek, pro ktery plati

_ (X — XO)n+l (n+1)
Rn(X)— Wf (l}), kde ¢ € 1,9 7X, Xo- (64)

Je proto pfirozené zavést nasledujici definici:

<4

Definice 6.2. Necht funkce f ma v bodé x, derivace vech Fadl. Mocninnou
fadu
fm (Xo)

(X —%)"
n=0
nazyvame Taylorovou Fadou funkce f v bodé x,.
f ><0> XN

Je-li X = 0, mluvime 0 Maclaurinové fadé, ktera je tedy tvaru Z
n=0

Mocninné fady

Obecné nemusi platit, Ze soucet Taylorovy fady funkce; f jeroven této funkci.
Nasledujici dvé véty udavaji podminky, kdy tato rovnost plati.

Véta 6.4. Necht funkce f ma v négjakém bodg x, derivace vech rfadll. Pak plati

f M (x
f(x)-Z n( 0)(x—x) (6.5)

n=0

na intervalu | obsahujicim bod x, pravé tehdy, kdyz pro posloupnost {R,(X)}
Taylorovych zbytk plati nIim Ra(X) =0 provsechna x € I.
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Dlkaz. Rovnost (6.5) plati na | pravé tehdy, kdyZ lims,(x) = f(x) prox € I.
AVEK 5,(X) = Th(X) = f(X) — Ry(X), takze lims,(x) = f(x) pravé tehdy, kdyz
limR,(x) =0nal. O

Poznamka 6.4. Da se ukazat, ze Ize-li funkci f na ngakém intervalu |, jehoz
vnitfnim bodem je Xo, rozvést do mocninné fady o stfedu Xo, pak je takovy rozvoj
pouze jediny aje soutasné Taylorovym rozvojem funkce f. Dllkaz tohoto tvrzeni
Ize nalézt v [8].

Véta 6.5. Necht' funkce f ma na otevieném intervalu | derivace vech fadu a
necht’ posloupnost { f ™} je stejnomérné ohraniéena na |. Pak Taylorova fada
funkce f v libovolném bodé x, € | konverguje na | k f, tj. plati (6.5).

Dlkaz. Podle predpokladu existuje k € R, k > 0 tak, ze |f™W(x)| < k pro
véechnan € N avéechnax € | . Podle (6.4) je R,(X) = f((:)lgf) (X — Xo)™1, odkud
IR,(X)| < ﬁ IX — Xo|™L. Protoze fada y ﬁ IX — Xo|™? konverguje pro kazde

x € |, jak se snadno presvédCime napr. podilovym kritériem, plati podie Véty 1.1

IX — %™ =0, proto limR,(x)=0, xel.

m
(n+1)!
Tvrzeni nyni plyne z Véty 6.4. O
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Priklad 6.6 (Maclaurinovy Fady elementérnich funkci).

X X2 n %N
=1+ —+ —+... 4+ —+...= _
1) €=1
1 2 n! < nl
n= S
X3 X2n+1 S X2n+1
(2) SNX=X——+---+ (=" +...=Z(_1)n
3! 2n+1)! e (2n+1)!
x? X" > X2
(©) COSX:l——'+...+(—1)n '+...:Z(_1)n '
2 (@n)’ n=0 @n)! Mocninné fady

X2 n+1Xn - n+1xn
4 Inl+X)=X——+---+(-1)'"""—+... = - —
(4)  In(1+Xx) 2 (=D . E )

a — a a n —_ - a n
(5) (1+Xx) —1+(1)x+---+<n>x +---_Z n)x

n=0
kdea € R acido
a\ a@—-1@—-2)...(a—n+1)
(n) - n!
je binomicky koeficient.

Rozvoje (1), (2) a(3) plati prox € R, (4) prox € (—1,1]a(5) prox € (-1, 1).

Regeni. Rozvoj (4) byl jiz odvozen v Prikladu 6.4 aje znazornén na Obr. 6.1.
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-

Obr. 6.1: Funkce In(1 + x) a n-ty castetny soucet Maclaurinovy Fady této
funkcepron=1,2,3

g& Ukazme nyni narozvoji funkce In(1 + x) nékteré moznosti, které nam Maple
poskytuje pro podporu tématu Taylorova fada.
> fi:=x->In(1+x);

f=x—=InA+x)

Ur&ime Taylorliv polynom 3. stupné se stiedem v bodgé 0. Spottéme potiebné
derivace funkce f:

> derivacel: =(D)(f);

<4
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. 1
derivacel .= x - ——

1+X
> derivace2: =(D@®) (f);
derivace2 i =x - ————
(1+x)?
> derivace3: =(D@®) (f);
derivace3 . =x - 2 —
(1+x)3

Podle véty 6.4 plati:
> Tayl oruvPol ynoni 3] : =f (0) +deri vacel(0) *x+
> derivace2(0)*x" 2/ 2+derivace3(0)*x" 3/6;

1 1
TayloruvPolynom := x — = X2 + 3 x3

Tento postup Ize zobecnit pro libovolnou funkci (splfujici pfedpoklady definice).

> Tayl orPol : =
> (f,x0,n)->sum( (D@ ) (f)(x0)/i!*(x-x0)"i,i=0..n);

" (DO i
TaylorPol := (f, x0, n) — Z (D )(f)(>?(‘)) (X — x0)

i=0

> Tayl oruvPol ynom =Tayl or Pol (f, 0, 3);

<4
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1 1
TayloruvPolynom := x — > X2+ 3 x3

Ke kontrole vypottu miizeme pouZit preddefinovanou proceduru t ayl or . Pro-
ceduru volame prikazemt ayl or (f, eqgn, n) , kde eqn jerovnice tvaru x = c,
c je stfed Taylorova polynomu. Zapis x = ¢ |ze zkrétit pouhym c. Pro takto zadané
n plati, Zeje-li T(x) Taylorliv polynom stupnén —1aR(x) = | f (x) — T (x)|, pak
lim 8% < o0,
x—0

> taylor(f(x),x=0,4);

1 1
X — = X%+ =x3+0(xh
2 3

Vydedkem je datova struktura typu ser i es. Pfevod na datovy typ poly-
nom provedeme prikazem:

> Tayl oruvPol ynom =convert (% pol ynom ;
1 1
TayloruvPolynom := x — > x2 + 3 x3

Nyni vytvofime procedury pro animaci Taylorovych polynomu:

> wth(plots):
Vyznam parametrll procedury TRada je shodny s funkci Tay! or Pol .
ProceduraTPI ot s vytvori n-¢lennou posloupnost, kdei -ty Clenjegraf Taylorova
polynomu i -tého stupné.

> TPlots := proc(f,x0,n,int_x,int_y, degree)

> |ocal p,text,tplot,j, bar:

<4
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> option renmenber:
- pr=[]:
> bar:=1/n:

for j from1l to n do
t pl ot : =pl ot (TRada(f, x0,j), x=i nt _x, y=int_y,
t hi ckness=2, col or =COLOR( RGB, 0+j *bar, 0, 1-j *bar));
> if degree then
text:=textplot([op(l,int_x)+op(2,int_x)/10,
op(2,int_y),cat(*Stupen‘,j)],align=BELOW ;
> p:=p,[display(tplot,text)] else

> p:=p,tplot;
> fi;

> od:

> end:

Pfikezem Tplots(f, x0, n, intx, int_.y, degree); proceduru
pro vykresleni volame. x0 je stfed Taylorova polynomu, n jeho stupen, i nt _x
ai nt _y rozsahy zobrazovanych hodnot na osach x a 'y a konetné degr ee je
promeénna, jez nabyvalogickych hodnot t r ue nebof al se. Pokudjejeji hodnota
t r ue, vypisuje sev grafu i stupef Taylorova polynomu.
> TaylorAnimat := proc(f,x0,n,int_x,int_y)
> local p,fplot,tplots:
p: =TPl ot s(f,x0,n,int_x,int_y,true):
fpl ot : =di spl ay(pl ot (f(x),x=int_x,y=int_y,
col or=aquamari ne, t hi ckness=3)):
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> tplots:=display(fplot,p):

> display(tplots,fplot);

> end:

> TaylorAnimat2 := proc(f,x0,n,int_x,int_y)

> Jlocal d,j,fplot,tplots:

> option renmenber:

> di=[]:

> for j from1l to n do

> d:=d,[display(TPlots(f,x0,j,int_x,int_y,false))]

> ?Si ot:=plot(f(x), x=int_x, y=int_y,
col or=aquamari ne, thickness=3):

> tplots:=display(fplot,d):

> display(fplot,tplots);

> end:

Vyznam parametrll u procedur Tay!l or Ani mat aTayl or Ani mat 2 je shodny
s procedurou Tpl ot s. Procedury se i&i ve zplisobu zobrazovani animace, pro-
cedura Tayl or Ani mat zobrazuje spolu s plivodni funkci vzdy pouze jeden
z Taylorovych polynomdl, procedura Tay| or Ani mat 2 do grafu Taylorovy po-
lynomy postupné pridava. Animace s je mozno prohlédnout zde.

Ve v&ech ostatnich pripadech byl tvar Maclaurinovy fady nalezen v diferen-
cialnim poctu, viz napf. [13]. Zbyvéa ovéfit, Ze soutet Maclaurinovy fady dané
funkce f je pravé tato funkce f.

W
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(1) Jeli f(x)=¢, pak fM™M(x) =€ proviechnan e N, takze je-lir € R,
r > 0,je|f™(x)| <€ na[-r,r]. Podle Véty 6.5 konverguje fada (1) k € na
[—r,r]. Protozer € R,r > 0 bylo libovolng, plati tvrzeni.

(2) Protoze sin™ x = sin(x +n%), pro f(x) = sinx plati | f™(x)| < 1 pro
vSechnan € N avSechnax € R. Z V&y 6.5 pak plyne tvrzeni.

(3) Dlikaz tvrzeni pro funkci cosx je analogické jako pro sinx.

(4) Pro funkci f (x) = (1+ x)2 vyjadfime Taylorliv zbytek v Cauchyové tvaru
(viz [13]):

Ry(X) = anﬂ(l— o), kde0 < ® < 1.
Pak plati
R = 28D — G20 1+ o0 - o) =
- a@-y - @ o (11+_®®X)n 1+ ex)* %

Je-lli x = 0, je tvrzeni véty zigmé. Jelli x € (—-1,1), x # 0, pak fada
- ae-be@-nyn+ ghsolutné konverguje, jak se snadno presvédtime podilovym
kritériem. Z Vety 1.1 dostavame lim @@=y = o Dgeplati 0 < £ <1,
tedy;i 0 < (£2)" < 1prokazden e N.

Konetngje (1—|x|)3 ! < (1+0x)3! < (1+|x])@ L. Odtud tedy lim R,(x) = 0
naintervalu (—1, 1) atvrzeni plyne z Véty 6.4.

S
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-1 0 X 1

_2 4
Obr. 6.2: Funkce (1+x)° ajeji Maclaurinovy polynomy 1, 1+3x, 1+3x+3x2
Poznamka 6.5. Rada Y~ (%)x" se nazgva binomicka fada. Dva jeji specialni pfi-
pady jsou dobfe znamé ze stfedni 3koly:

a) Necht a = n, kden € N. Pro k < n je binomicky koeficient () znamé
kombinagni &islo, prok > n +1je (}) = 0. Plati proto

@+x)"=1+ <n>x+ <n)x2+---+ <n>xn,
1 2 n

coZ je binomicka véta.

<4
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b) Necht a = —1. Plati (") = G221k = 1)k aproto
A+x)P=1—x+x2—...,
coZ je geometricka Fada.

Priklad 6.7. Rozvinte nasledujici funkce do Maclaurinovy Fady a urCete jgich
obor konvergence:

a) f(X):ﬁ o f)=In(sX)
b) f(x) = arctgx d) f(x)=e>.
Reeni. @) PoloZime-li —x2 = t, dostaneme funkci —1— = -~ = (1+t)~2. Jdii

; AR Vied TVt
rozvoj do binomické fady je "

1 _1 _1 _1 _1
@A+t) 2 =1+ 2)t+( 22+ 2)3+.. | 2)t"+...=
1 2 3 n

s PO ) o JE T

= +
1! 2! n!
1 1 -5...2n—-1
:1__t+it2__5t3+...+(_1)n35 ( )tn+...
2 222 233! 2"n!

naintervalu (—1, 1). Dosazenim zat = —x? dostaneme pozadovanou Maclauri-
novu fadu
1 1 .5... —
Y Y, 3 e, 35 @ D
1—x2 2 2221 2"n!

-, X< L

<4
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b) Derivace dané funkce je (arctgx)’ =
skvocientem —x2, tj. plati

1+X2, CoZ je soucet geometrické fady

=1—-x2+x*—... pro|x| <1

1+x2
Podle véty o integraci fady dostaneme pro x € (—1, 1)

3 X2n+1

X
X
= ]_—2 4_ =X — — 4+ — — ... = —1\"
arctgx/o( t2+t -)dt =x 3+ E()

n+1°

Vy“setfeme krajni body konvergenéniho intervalu x = =+£1. Protoze fady
(=) 2n+1 ay (—pmiL ey Konverguii afunkcearctgx jespojitanaRR, plyne
z Abelovy vety (V&tab.3), ze uvedeny Maclaurinliv rozvoj funkce arctg x plati pro
X e [—1,1].

c) Plati In (£%) = In(1+ x) — In(1 — x). Podle Pfikladu 6.6 je

o0 n
X
InL+x) =Y (-1)"'=—, X € (=1, 1],
n=1 n
n

_ = n— (_X)n _ - X
In(1—x) = § :(—1) 1T =— n§:1:? X € [-1,1).
Proto

1+X x2 X8 x2 X8
In ={X—-—4+——... _ XX — - — — ... =
1—x 2 3 2 3

x3 x5 >
=2X+2— +2—+...=2
3+2% 2

<4
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tl’]

~ . o . 2
d) Pouzijeme Maclaurinllv rozvoj funkce € = 1+ £ + 5+ + L+ ...

n!

t € R. Dosazenim zat = —x? dostavame (viz Obr. 6.3)

e—XZ_l_X2+X_4+ (_ )n 2 i(_ )n
2! @y e 2!’
1
y
0.5 1
-1 0 1

X

Obr. 6.3: Funkce e a n-ty &asteény soutet Maclaurinovy fady této
funkcepron=0,1,2

pro

S
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Priklad 6.8. Rozlozte v Taylorovu fadu néasledujici funkce:

Q) f(X):% v bodé xg = —2 b) f(X):sinXT" v bod@ x, = 2.
ReZeni. a) Plati >
1 2 n!
P00 ==55 1700 =G 1700 = (D' 5

Dosazenim do Taylorovy fady dostaneme
f(x) = ! 1+ 1(x+2)+ 1(x+2)2+ e (X+2)" + Hoene ey
) 2 4 2n

naintervalu (—4, 0).
b) Postupujeme obdobné jako v pfedchazejicim pFipadé: pro derivace plati

f'(x) = ncosxn
T4 4°

Y _ TT\2 . XT

oo = = (g) sng

" — E 3 XTE

f7x) = —(4) cos—4,

apo dosazeni do Taylorovy fady

(L, (m\ =2 n (T (X =27
f(X)—l—(z) Q(X_Z)Jr(Z) a o reED <Z) T

naintervalu (—oo, 00).
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Priklad 6.9. Urcete Maclaurinovu fadu funkce tg x.
Reeni. Reme nejprve obecnou Glohu: Necht h(x) = 50
zname Maclaurinovy rozvoje funkci f (x), g(x) vetvaru

FO0 =) ax", g =) byx"
n=0 n=0

anecht by # 0. Rozvoj funkce h(x) hledame ve tvaru mocninné fady s neurcitymi
koeficienty, tj. h(x) = chx” Zevztahu h(x) = f(()’(‘)) pak plyne g(x) -h(x) = f (x)
atedy

a predpokladeime, ze

i b, x" i X" = i ax".
n=0 n=0 n=0

Takto obdrzime rovnost mocninnych fad a z Poznamky 6.3 plyne, Ze tyto fady
musi mit stejné koeficienty.
Oznatme

o0
tgx:ZCan:Co+01X+C2X2+---+Can+---

adosadme do vztahu cosx - tgx = sinx Maclaurinovy fady téchto funkci.
Dostaneme

x? x* x® ) . 3 x5 X7
I— =t ——— 4 ) (X + X+ X+ ) =X — —+— — — +
2 4 6! 3 5 7

Po roznasobeni levé strany obdrzime rovnost dvou mocninnych fad, které musi
mit stejné koeficienty. Porovngime koeficienty u odpovidgjicich si mocnin:

S

Mocninné fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

X0 : co:O

xt: =

X2 —Eco+cz=0:>cz=0

X3 —2Ci+C=—3 =>C=5— 3 =3

x*: ECo—2C+C=0=0,=0

X°: AC— 2CtCs=a > Cs=a — 3 toe = .

Po dosazeni koeficientli do vyrazu tgx = Y ¢,x" dostavame hledany rozvoj
n=0

5

1, 2
tgX =X+ =X+ —=x>+---  prox € R.
3 15

Priklad 6.10. Urcete soucet nasledujicich mocninnych fad:

2n 2
9 3 ) 3 G

ReZeni. @) S vyuZitim véty o zaméné derivace a sumace mocninné fady (Diisle-

dek 6.4) miizeme danou Fadu napsat ve tvaru

@en+px? & 2, x2mIN =2
Fa gty (£ (52

n=0 n= n=0 n=0

<4

Mocninné fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Plati

proto =

S 2n
Z (n+ 1)X =xe) =e’(1+2x?) prox e R.

n=1

b) Podle Maclaurinova rozvoje funkce €* je

i & 1(X>n—e§ Mocninné fady
= >) =€

Nyni uréime soucet rady Canr - K tomu upravime n-ty Clen fady takto:

n=0

nx" X"\ n2x" X"\
=X , =x( x .
2nn! (2”n!) on! ( (2”n!>)

i
S
o
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. . X g2 & I .
Protoze obéTady - X", Y- i Konverguji, je soutet fady
n=0 " n=0

o 2 2
n?+1 x (X X
E x”=e7(§+z+1) prox € R.

v\

Historicka poznamka. NejjednodusSim prikladem mocninné fady je geometricka

fada
L4x+xX2 453 = 2
1-X
Historicky prvni mocninnou fadu, které neni geometrickd, objevili indicti mate-
matici jiz v 15. stoleti, ato Fadu
x2 x> X’

ACGX =X — — + — — — +
3 5 7

sjejim dulezitym speciadlnim pfipadem

Bohuzel, tento objev nebyl dlouho znam, a tim neovlivnil rozvoj teorie mocnin-
nychfad. Teoriemocninnych fad bylazapoCatav dobé, kdy N. Mercator publikoval
(1668) fadu
x2 x3 x4
IN1l+X)=X— —+—— —+
2 3 4

<4
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Racionalni funkce, napf. 1/(1 + x?), |ze rozvést pomoci geometrické fady; rozho-
dujici objev ucinil 1. Newton (1665), kdyZ objevil obecnou binomickou fadu. Poté

Newton odvodil fadu

i 13,35, 5.7
acsInX =X+ =X"+ —X"+ —X"+--- |
6 40 112

odkud pomoci inverze odvodil mocninnou fadu pro sinx. Podrobnosti z historie
nekonetnych fad Ize nalézt napr. v [4, 18].

Cviceni

6.1. UrCete polomér a obor konvergence nasledujicich fad:

o0
9 3t
n=1

b) 3 2n@

n=1
) n

) > (=ML
n=1

Xn—l

d > 5=
n=1

v 2'n! ,2n
€) Xi @i X
n=

R (nH2.n
) > GaniX
n=1

WX 2
D a™x" pro0<a<1
n=1

S
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o
k) > Lx" proa>1
n=1 @

6.2. Urcete soutet mocninnych fad a polomér konvergence:

<3
0 O (—1nx2n+l
a) n21n(n +1)x" f) nZO AT
0 n+l X an—1
b) nZ;(_l)mln)((ml) 9) ;h
- h Mocninné fady
= n—1x21 (="
C) r;(—l) =1 h) Z nzn—1)
o0 oo n
d) Y (=DH"@n+1)x* )X
n=0 n=1
x2" 1 H & 2yn—1
955 i 3 nx
n=

6.3. Urcete soucet Ciselnych fad pomoci souttu mocninné fady:

I L 9 §<—1>“<2n+1> ®”
) S 9 5
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6.4. Rozvifite nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu:

a e

b) cosx
C) cosx?
d) sinx?
€) arcsinX
f) (1+—1X)2

1

g) 3—-2x

h) V1+x
i) In(1+¢€)
j) e

k) cos"x

) x%e

m) e€‘sinXx

n) —Incosx

6.5. Rozlozte v Taylorovu fadu nasledujici funkce:

a) v/x3 vbodéx,=1
b) X vbodéx, =3

c) € vbodéxg=-2
d) Inx vbodéx,=1

<4
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Macninné i"ady'

E“" ¢ ::]z

JestliZe fakta neodpovidaji teorii, je nutno je zavrhnout.

S
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Kapitola 7

Uziti mocninnych rad

V této kapitole ukazeme néktera pouziti mocninnych fad. Kromeé pribliznych
vypottt funkénich hodnot elementarnich funkci se mocninné fady pouZivaji pri
vypoCtu limit aintegralli a pri feSeni diferencianich rovnic.

7.1. Priblizny vypocet funkcnich hodnot

Pri ur€ovani funkénich hodnot je vétSinou pozadovana velikost chyby, sjakou ma
byt tato hodnota pribliZzné urena; pro jeji odhad pouZzijeme VE&tu 4.4 a 4.5.

Poznamenejme, Ze v prikladech, ve kterych pribliznou hodnotu funkce f (x)
budeme uréovat pomoci prvnich n &lendi prisludného rozvoje dané funkce, budeme
mit namysli prvnich n nenulovych ¢lenli tohoto rozvoje.

<4
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Priklad 7.1. Pomoci prvnich n &lenli urcete pribliznou hodnotu vyrazl:
a) /e (n=5) b) (1, D}? (n=3) C) /245 (n=2).

Regeni. a) Pouzijeme M aclaurinovu Fadu funkce e (viz Priklad 6.6), kam dosadime
zax = 1 an=5,aobdrzime

RN ACHEE AR AN
\/é=62=1+—+_ ) t=lz) t=1z3 =165
2 21\2 3\2 41\ 2

b) PouZijeme Maclaurinovu fadu mocninné funkce (1 + x)2 (viz Pfiklad 6.6),
kam dosadime x =0, 1, a = 1, 2, n = 3, adostaneme

1,2.0,2
2

(1,12 =21+1,2-0,1+ 0,1)%2 =1, 12.

¢) Protoze Maclaurinova fada mocninné funkce (1 + x)2 konverguje pouze na
intervalu (—1, 1), je tfeba nejprve danou odmocninu upravit:

1
2 2 \5
V245 =9243+2=3F+2= 9B (1+—= | =3(1+— ) .
3 243
2

- [ ~ s - - 7. - -1 -
Nyni muzeme pouzit rozvoj mocninné funkce a po dosazeni zaa = z, X = 5z @
n = 2 dostavame

1
5 2 \% . 1 2.
V245=3(1+—) =3(1+=.--) =3005
( 243) ( 5 243)

<4
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Poznamka 7.1. Vypocet odmocnin pomoci prvnich dvou ¢lenli binomické fady
neni nic jineho nez vypocet pomoci diferencidlu funkce (1+x)2 abyl jiZ pouzivan
ve staroindické matematice.

Priklad 7.2. Urcete pribliznou funkéni hodnotu:
a) sin18° schybou mendi nez 10~*  b) arcsin0,45 s chybou mensi nez 102,

Regeni. a) Pouzijeme Maclaurinovu fadu funkce sinx (viz Priklad 6.6) a po dosa-
zeni x = {; dostaneme

3 5
gn£=£_i<1) +E<£) —— (7.1)
10 10 3'\10 51 \10
coz je dternujici Ciselna fada. Podle Véty 4.4 je |R,| < an+1. Proto vezmeme-li

v rozvoji (7.1) prvni dva nenulové cleny, bude chyba mensi nez tfeti (nenulovy)

Clenrozvoje, tj.
5

Ro| < (“) T 107
<—=(=) = < .
2~ 5 \10/ 12010
Hledana hodnota je

. LT 1/ /m\3,
sm18°:———<—) = 0,309,
10 31 \10

b) OdvodmengjprveMaclaurinovutfadu funkcearcsin x. Jgji derivacejefunkce
(arcsinx)’ = (1 — x?)~ 2, jgiZ rozvoj jsme urcili v Prikladu 6.7-a). Proto

1 -5...(2n—-1
:1+—x2+ix4+---+35 ( )X2n+_”

arcsinx)’ =
( ) 1—x2 2 222! 2"n!

<4
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pro |x| < 1. Odtud integraci dostaneme

@n— 1! xa+

_ 1., 3
acanXx =X+ ——X c+ =X+
73 " ® Z

pro |X| < 1, kde(2n—1!!'=(2n—1)(2n—3)---3- 1. Lze ovéfit podle Raabeova
kritéria (Vé&ta 2.5), Ze v krajnich bodech x = 41 fada na pravé strané této rovnosti
konverguje. Protoze funkce arcsinx je spojitana[—1, 1], plati podle Abelovy véty

(Véta 6.3) uvedeny rozvoj i pro x = £1. Proto plati

1)” X2n+1
-n! 2n +1

2n —
arcsinx = X+Z ( pro x € [—1, 1].

Pro odhad zbytku této fady pouzijeme Vétu 4.5, podle které plati

<g<1l

q an+
|Rn|5|an|m, kde ‘—

UrCeme nejprve obecné gy v zavidosti na hodnoté x. Plati

a1 (@n+DIl x2S 2".nl 2n+1

O a, 2™l.(n+1)! 2n+3 (2n— 1! x21
2n +1)2
2 (@n+D7 <x? provdechnan e N.
2(n+1)(2n+3)

Proto pro x = 0,45 dostavame q = (0,45)? = 0,2025 a odhad chyby je

0,2025
< |ap|——— <1072,
[Ral < Ianll_Q2025 <

n.n 2n+1

<4
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Snadno se ové¥i, Ze tato nerovnost je spinénapron = 2, j.
. . 1 3, 3 5 -
arcsin0,45=0,45+ 6(0’45) + 4—0(0,45) = 0,466.

Priklad 7.3. Urcete pribliznou hodnotu ¢isla m pomoci tfi nenulovych &lent
rozvoje funkce:

a) arctg X b) arcsinx.
Regeni. a) V Prikladu 6.7-b) jsme odvodili Maclaurinliv rozvoj funkce arctg x:
3 X5 X7
actgx =X — —+—— —+--- prox € [—1, 1].
g 37577 p [ 1

Jedna moznost vypoctu Cisla = je dosadit vnitfni bod konvergencniho intervalu,
v némz jeho hodnotu zname

ml:n

e B

3 3

3 5
odkud 7 = 6( 2 — g(ﬁ) + g(ﬁ) ) = 3,156. Dosadime-li pravy krajni bod

x-1,dostaneme

T 1 1 1
actgl=—=1—~—4+=-—=+...
4 3 5 7

odkud plyne it = 4( — 1+ %) = 3,46.

S
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Jina moznost vypottu je vyuZit souctového vzorce pro arctgx (viz FeSeni
Prikladu 1.2-d)), podle kterého je

arct 1+arct 1-arctl—jT
93 93— 9l=7

Z rozvoje arctg x urcime pribliznou hodnotu

1.1 1/1\° 1/1\° 1.1 1/1\° 1/1\°
actg==-—=(=) +=(=), acg-==-—=(=) +=(=),
2 2 3\2) s5\2 3 3 3\3) 5\3

odkud dostaneme wt = 4<arctg% + arctg %) = 1,858 + 1,287 = 3,145.

b) Postupujeme obdobné: dosadime znamé hodnoty do Maclaurinova rozvoje
funkce arcsin x odvozeného v Prikladu 7.2-b), nap. x = 1 nebo x = 5 adostaneme

40
1. /1 1/1\% 3/1\% .
m=6acin—-=6(-+-|=-) +—|( = = 3,139.
2 2 6\2 40\ 2
Porovnanim s hodnotou na kalkulétoru rt = 3,1415927. .. vidime, Ze vypocet
pomoaci obou cyklometrickych funkci arctg x, arcsin x je zhruba stejné presny. Nej-
VEtS presnosti v obou pripadech budeme dosahovat tehdy, jestlize bude hodnota

argumentu blizko nuly. Pokud je hodnota argumentu na okraji konvergencniho
intervalu [—1, 1], je ur€ena hodnota t velice nepresna.

1 3 _
n:2arcsin1i2<1+g+—> = 2,483,

<4
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7.2. Urcovani funkénich hodnot logaritm

K vypottu logaritmil je nékdy vyhodné pouZit rozvoj funkce In fj—’j( ktery jsme
odvodili v Pfikladu 6.7-c)

1+X x3 X3 x2nt
In :2(x+€+—+---+ +) IX| < 1. (7.2)

1-—Xx 5 2n+1

Srovname-li tento rozvoj s rozvojem funkce In(1 + x), liSi se oba rozvoje nejen
rychlosti konvergence, alei oborem hodnot vnitfnich slozek obou logaritmickych
funkci. Oznatme

1+X

, Xe(—11).
1 x ( )

0i(¥) =1+X, Qo(X) =
Oborem hodnot funkce g;(x) je interval (0, 2), zatimco oborem hodnot druhé
funkce interval (0, co). Napf. In3,In5 nelze vypotitat pomoci rozvoje funkce
In(1+x). Rozdil v rychlosti konvergence, tj. v pottu &lenli rozvoje pi dané chybg,
bude dobre vidét v nadedujicich prikladech.

Priklad 7.4. Kolik ¢lenl rozvoje nasledujicich funkci je tfeba vzit, abychom
urcili &islo In2 s chybou mendi nez 107°:

a) In(1+x) b) In 1+X
1—-x°
Regeni. a) Podle Prikladu 6.4 je
1 1 1
In2=1——-+-——-+-..
2 3 4

<4
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apode Véty 4.4 je chyba |R,| < ==. Mame-li proto urcit €iso In2 s chybou

n+1
mensi nez 10~°, musi byt |R,| < -1 < 1075, t]. je tfeba seCist 100000 &lenil této
fady.

n+
b) Nejprve urcime hodnotu x, pro kterou je ; 1*" = 2. Pfimym vypottem
dostaneme x = 3z apo dosazeni do (7.2) dostaneme

(3+36)36) )

In2=2 +=1=] +--).

3 3\3 5\3

Pro odhad chyby R, v fadé napravé strané rovnosti pouzijeme Vétu 4.5, podle niz

An+1

|Rn|s|an|1f—q <1075, kde <q<1

UrCeme gy v zavidosti na hodnoté x:

2x"3 2n+1 n+1
= : = X2 <x2 proneN.
a, 2n+3 2x2+l 2n+3

Pro x = ; dostavame q = (%)2 Numerickym vypottem ov&fime, zepron = 4 je
splnéno
1\"19

2
<Z(Z) £2z141.10°%< 107>
|R5|—9(3) 98 =

Proto v tomto pripadé stati vzit k vypottu In2 prvnich pét nenulovych &lent, tj.

113115117119,
In2=2 +—|=) +=({=) +-| - = 0,6931.
3733 5\3 7\3 9\3
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Z uvedeného prikladu je vidét, Ze v pripadé, kdy se hodnota x v rozvoji funkce
In(1+ x) bliZi k hranici konvergencniho intervalu (—1, 1], je mnohem vyhodn&Si
pouzit rozvoje funkce In % u kterého dostaneme stejné presny vysledek pri
souttu mnohem méné ¢lendl. Tento rozvoj je tfeba pouzit take tehdy, kdy hodnota
X presahne konvergencni interval, napf. x = 4.

7.3. Vypocet limit
Prfi urovani limit jsme zatim pouZivali elementarni zplisoby vypottu (Uprava

limitni funkce) nebo I’ Hospitalovo pravidlo. K vypoctu nékterych limit 1ze nékdy
velmi vyhodné pouzit mocninnych Fad.

Priklad 7.5. UrCete nasledujici limity:
[e— 3 —
a) lim 1+ ~ vi-X b) lim [x—len(1+%>]
X— — 00

2(tgX — sinx) — x8 e sinx — X(1+Xx
o lim 24 ) d lim Chady
X—0 X5 X—0 X3

<4
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ReZeni. a) K vyjadfeni odmocnin pouzijeme binomicky rozvoj funkci +/1+X a
71— x. Dostaneme

A IEx—J1—x
lim = <8
X—0 X
1 101, 101,
=lim=[{1+=X—=X+--- |=[1—=X—=xX"+--- || =
Xx—0 X 2 8 3 9
. 1, . 5
=lim—|=X—=x+--- ) =lim[=— =x+--- |==.
x>0X\6 72 x~0\6 72 6 UZiti mocninnych fad

b) Pouzijeme Maclaurinliv rozvoj In(1 + x) a dostaneme

1
lim [x —X%In (1+ —)} =
X— 00 X

: ,(1 1 1 1
= lim|X—-x{—-— - —+ —— —— +... =
X—00 X  2X2  3x3  4x4

x
|
3
N
NI
|
L
X
N
X
N
N——
|
NI -
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¢) Pouzijeme Maclaurinovy rozvoje funkci tgx, sinx (viz Pfiklad 6.9 a6.6) a
dostaneme

. 2(tgX —sinx) — x3
lim (tg ) -
X—0 X5

2[(X+%X3+1—25X5+272

2T+ ) = (x = 3x3+ 25— X7+ )] = X3

= lim - SR =

x—0 x5

d) Nejprve uréime Maclaurinliv rozvoj funkce e sinx. Protoze Maclaurinovy
fady obou funkci €, sinx jsou absolutné konvergentni pro vSechna x € R, plati

podle Véty 4.1
1 1
e‘snx = (1+X+—x2+--->(x__x3+...>:
2! 3!
= (X+X2+£X3—Ex3+...),
2! 3!
Odtud dostaneme
_€sinx — X(1+X) 2 E — oxP ) = X(1+X)
lim = lim =
x—0 x3 X—0 X3

<4
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7.4. PYiblizny vypocet integralli

Dosud umime integrovat funkce, jejichz primitivni funkce jsou tzv. elementarni
funkce neboli konetného tvaru, tj. 1ze je vyjéadfit pomoci zékladnich elementéar-
nich funkci (napf. racionalni, exponenciani, goniometrické nebo cyklometrické),
pomoci algebraickych operaci a skladani v konetném poctu.

V tomto odstavci ukazeme, jak Izeintegrovat nékteré funkce, jgjichz primitivni
funkce nelze vyjéadrfit pomoci elementarnich funkci; takové funkce se nazyvaji
VySSi transcendentni funkce alze je vyjadfit pravé mocninnymi fadami.

Uvedme priklad: chceme ur€it primitivni funkci k funkci % ae X, Obé
funkce _

o | 5 prox #0,

foo=e™. go=) pro x =0,
jsou spajité na R, tudiz k nim existuji funkce primitivni. Avsak tyto primitivni
funkcenelze nalézt Zadnou znamou integracni metodou, nebot jdeo vySsi transcen-
dentni funkce. Uvedené funkce f, g |ze vyjadfit mocninnou fadou aj€ji integraci
pak urcit jejich primitivni funkce ve tvaru mocninnych fad.

Priklad 7.6. @) Pomoci prvnich tfi nenulovych &enli priblizné vypottéte
/" dx a odhadnéte chybu.

b) S chybou mensi nez 10~ priblizné vypottéte fo% .

¢) Pomoci prvnich &tyf Slenll priblizné vyjadiete fo% 29X dx a odhadnéte
chybu.

Vi1 g

d) Vyjadete mocninnou fadou funkci f* *215

<4
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ReZeni. a) Maclaurintiv rozvoj funkce e jsme uréili v Prikladu 6.7-d)
e =1-x%+

Odtud integraci, pficemz fadu na pravé strané integrujeme Clen po €lenu, dosta-
neme

X 2 X3 X5 " X2n+1
e dt:x__+_+...+(_1)7+...’
0 3 5.2 2n+1)-n!

kde x € R. Urcity integré |ze pak vyjédFit Fadou

1 1 1 1 1
/e_XZdX:1——+———+...+(_1)“—+___,
o 3 5.2 7.3 2n+1)-n!

coz je dternujici Ciselna fada s klesgjicimi Cleny. Pro ni plati, ze velikost chyby
pri souctu prvnich tfi ¢lenll je mendi nez absolutni hodnota &tvrtého Elenu (viz
Véta4.4), ij.

1 1
|R3| < —7 3l = 4—2 < 0,024

PYiblizna hodnota integralu fol eXdx =1— $+ 35 = 0,77 je urCena s chybou
mensi nez 0,03.

b) Integrovanou funkci -1 vyjadfime mocninnou fadou

=1—x* x84+ (=D XM+ X < 1,

1+ x4

<4
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odkud integraci plyne

:odx
/ =/1x+x—x+ ) dx =
o 1+x4 0

X13 X4n+1
= |x— M +(=D" =
13 an + 1

1 1/1\° 1/1\° 1 /1\®
———(=) +=|=) —= = +
2 5\2 9\2 13\ 2

s o

Jedna se o aternujici C|sel nou radu apodle zadani ma byt chyba mensi nez 10~4.
Pron = 3 plati |Rs| < & (—) =9,39.10°% < 1074, proto stai sefist prvni tFi
Cleny. Hledana hodnota Je

2odx .1 1/1\° 1/1\%.
= =—_Z(Z) +=(=) =o0.4940.
s 1+x¢ 2 5\2) "9l\2

actg X

Nl

¢) Ngprve poznamengjme, Ze integrovana funkce je spojitana (0, %) a
ohranitenana [0, 1], nebot Iing @ =1. Protoje urcovany integrél vlastni Rie-
Xx—0"
mannlv integral. UZitim rozvoje funkce arctg X, ktery jsme odvodili v Prikladu 6.7,
je
arctg x x? x4 x2n

= 1——+—+- —
X 3 5 * )2n+1

, X < 1.

<4
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Dosazenim do integralu dostavame

1
/zarctgxdx =[X—X—3+X—5 o (epn 2 2L +...]%i
0

(@n+1)2 0

. 3 5
=1-50)°+%(3) - % (3) 204872
Jedna se o] alternu1|C| Ciselnou fadu, a proto pro odhad chyby plati |R4| < ag =
= 811( ) =2,4-107% < 10~*. Hledana hodnota integralu je uréenas chybou mengi
nez 1074,

d) UZitim binomického rozvoje funkce (1 +t)2, kdea = %1 t = x* dostaneme

prov&echnax 70, x € (—1,1)
Jxo (5 )05 )05 ) 1] -

Ji+x4-1 1 [( (
g 21

X2 T x2
1/1
= — —X4— X+_X12_... =
x2 \ 4 32 384
_le S, 20
4 32 384

V1+X -1 _

N I
(SN

1
4
1
3

Odtud pIyne I|m
naceéR

=0, aproto Ize integrovanou funkci spojité dodefinovat

YA
f(x) = 1x);4 : x70
0 X =0.

<4
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K této funkci existuje primitivni funkce, kterou lze pro x € (—1,1) vyjadfit
Maclaurinovou Fadou tvaru

/X (‘/1+t4—1dt_ X M

0 t2 4.3 32.7 384-11 '

7.5. ReSeni diferencialnich rovnic pomoci mocninnych
rad

V tomto odstavci ukazeme, jak |ze fesit diferencialni rovnice pomoci mocninnych

fad. Tato metoda spocivav tom, ze feSeni definované v okoli bodu x = x, hledame

ve tvaru mocninné fady y = ) an(X — Xo)". Otézkami konvergence mocninnych

n=0
fad, kteréjsou feSenimi diferencianich rovnic, se zabyvat nebudeme. Rovnéz zde
nebudeme fesSit obecngsi tlohu, kdy rovnice mav bodé x = xq tzv. singularni bod

o0
afeseni je tieba hledat ve tvaru zobecné&né mocninné fady y = 3 an (X — X0)*",

n=0
k € R (napf. Besselova rovnice a jeji feSeni Besselovy funkce). Podrobnosti 1ze
nalézt napr. v [9].

Priklad 7.7. Redte diferencialni rovnice pomoci mocninné fady:
ay'+y=0 b))y’ +kxy=0.

Regeni. Obecné fegeni obou rovnic hledame vetvaru y=agtaX+---+apX"+- .-,
Pak pro derivace této funkce plati

y

/!

y' = 2a,+3-2agX+---+n(n— a,x

/

= @ +2aX+3agX2+ -+ na X"+

n-2,. ..

<4
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a) Dosazenim za 'y, y” do diferenciéni rovnice dostavame

n—2+...+ao+a_1)(+...+an)(n+...:0’

2a,+3- 283X + - - - +n(N — 1)aX
tj. seCtenim koeficientll u stgjnych ¢lenl

(28, + @) + (3- 283+ @)X + - - + (N(N — D)@y +ay_p)X" 2 +--- = 0.

Odtud plynen(n —1)a,+an_» = 0,tj. a, = — n 1), kde a,_, jerekurentné urceno
z predchozich krokU. Z uvedenych vztahti jewdet Ze presné urceni koeficientd a,
zavisi navolbeé ay, a;. Uvazujme dva pripady:
1. Jeli ag = 0, pak ay, = 0, tj. v fadé se vyskytuji pouze liché Cleny. Proa; € R
libovolné dostaneme

don—1

Bont =~y T T Y (2n+1)'

afeSeni rovnice je

X3 x2n+1

n .

Vy=a | X— —+---+(=1) +... ) =a€nx.
3! 2n+1)!

2. Je-lia; =0, pak azne1 = 0, tj. v Fadé se vyskytuji pouze sudé Eleny. Pro ap € R
libovolné je a
L e
& = T onen—1) =D (2n)'

g,

_ X XL
y=a|1 5l +( )(2n)' = @, COSX.

<4
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Poznamengime, ze je-li ag = a; = 0, tj. @, = 0 pro vSechna n, pak feSeni
y = 0, coz je obsazeno v predchozich pfipadech. Dohromady je obecné FeSeni
Y =8,CosX +a;sinx, 8, a; € R.

b) Postupujeme obdobné. Po dosazeni do rovnice za 'y, y” dostavame

Z n(n — 1)ax"2 + kx Z a,x" =0,
n=2 n=0

po Upravé

n-2

2ap+ - +N(N — DagXx" 2+ .. +K(@X + agX> + - - +@y_gX"2+...) = 0.

Odtud a, = 0 a porovnanim koeficientli u mocniny x"~2 mlizeme urcit rekurentni
vztah pro a,:

nin—1a,+ka,_3=0=a, = —

_ ro n=34,---.
n(n—l)an 3 P

Protoa, =as =--- =0 aay, & volime libovolné. Dostaneme tyto prfipady:

Je-li a € R libovolng, pak as = —Xay , ag = —&as = &80 atd.

Jeli a; € R libovolng, pak ay = —5& . & = —Fau = ,=ay ad.
Dohromady obecné feSeni |ze vyjadrit ve tvaru

— k 3 k 6 k 4 K 7
y—ao<1—éx +E)X +--->+a1<x—1—2x +T42X +>
Priklad 7.8. UrCetefeSeni rovnic pri pocatecnich podminkach:
dy=1+x-y>,  y0O=1
b) xy® +4y” —xy—1=0, y)=-1y (1) =1Yy'(1)=-2Yy"(1) =6

<4
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ReZeni. Nejprve poznamenejme, Ze podle véty o existenci a jednoznatnosti Cau-
chyovy pocatecni Ulohy plati, Ze hledana feSeni obou Uloh existuji ajsou jedno-
Znacné urcena.

a) Partikularni feSeni hledamevetvaru M aclaurinovy fady, kde hodnoty y™ (0)
urcime takto:

Dosadime-li pocatetni podminku do rovnice, dostaneme y’(0) = 0. Postupné
pro derivace vySSich fadll plati

y' = 1-2yy, y' (0 =1,
y/// - _2y/y/ _ 2yy//’ y/// (O) - _2’
y(4) - _6y/y// _ zyy///’ y(4) (0) =4.

Partikularni feSeni spliujici predepsanou pocatecni podminku je

y:l+lx2_1'x3+1'x4+... .
2 3 6

b) ReZeni nyni hledame ve tvaru Taylorovy Fady se stfedem v bodé x = 1

y'(1) y'(1) ,, Y'()
TR TR S
PYi dosazovani do Taylorovy fady je tieba uréit y (1) a pfipadné vy&i derivace.
Pro uréeni y¥ (1) vyjadiime y® a dosadime pocatetni podminky, tj.

X—1)3+-.. .

y=y@®+

—4y" +Xxy+1

@ —
y X

y@P (1) = -24.

Hledangé partikularni fedeni jetvaruy = —1+ (X —1) — (X = D)2+ (X = 1)+ ... .

<4
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Cviceni

7.1. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu s chybou menSi nez je uvedeno:

S
a cosl®  [1079] ) sin10°  [1079] e actglS  [107]

b) sin1° [1078] d) cos10° [107°]

7.2. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n &lenl:
Uziti mocninnych fad
a) tgs° [n=2] C) cotg36° [n=3]

b) tg1°  [n=2] d) cotg20°  [n=3]

7.3. Urcete pribliznou hodnotu it s chybou mensi nez:
a) 1075 zevztahu ¥ = arcsin 3

—10 — 1 1
b) 107" zevztahu 7 = 4arctg £ — arctg 55

7.4. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢leni:

8 4 [n=4] d &€ [n=10] 9) (1L5)2 [n=3]
b) Y& [n=3] e < [n=8 h)y v129 [n=2]
e [n=9] f) (1,2% [n=4 i) J70 [n=2]
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j) /40 [n=3] ) /250
K) /1,005 [n=3] m) 7128

[n=2]
[n=3]

7.5. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lend:

a In2 [n=3] e) log5 [n=10] ) InZ [n=3]
b) In3 [n=16] f) logll [n=10] )] |ng [n=5]
c) In5 [n=9] g) logs2 [n=3] k) log [n=10]
d) In11 [n=10] h) log,3 [n=3]

7.6. UrCete ndsledujici limity:

lim
a) X—0

b) lim VI Vind Vi

X—0

JInS— Y%
X

/1+x3— I1_x4
C) lim 1+X Yine-yioxt 1-X
X—0 X

d) lim \/1 x2— «/1+x

Xx—0
e lim X—lz—len(1+x—12)

f) lim tg X—X cosX
) X—0 x3

2
g) ||m COSX e X2

h) )I(|_r31o§ (% — cotgx)

) lim (55 — cotg?x)

SI"IX X
) jim =5
k) 1'3},( = %)

<4
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: 2+c0sX 3
1) )I(I_rﬂ)(x?'sinx - F)

7.7. Vyjadrete mocninnou fadou:

¢
B fy gt D fo 7w
b) fox In(:.+t) dt e) /-OX %
0 [y V1+t3dt f) [y sint?dt

7.8. Urcete pribliznou hodnotu vyrazu pomoci prvnich n ¢lenti nebo se zadanou
presnosti:

a) [,,Sdx [n=6] d) [;° L. arctg% dx [nasetiny]
b) fiShXdyx [n=5] ® Jo~ 7 [natisiciny]
C) f24 exdx [n=4] f) fol cosx? dx [natisiciny]

<4
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7.9. Urcete partikularni feSeni diferencialnich rovnic:
ay -y —x(x+1)=0,y0) =1

b) y +xy?—2cosx =0,y(0) =1 =
0y —-€ey=0y0)=2 y(0-=1

d) y'—ycosx —x=0,y(0) =1, y(0) =0

7.10. Vyjéadrete fadou obecné FeSeni diferencidnich rovnic: UZiti mocninnych fad

a y' +xy+y=0 b) y’+ax?y =0, kdea € R.

Hezké chvile uteCou jako nic. O3Klivé trvaji vécnost.
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Kapitola 8

Fourierovy rady

Predmétem této kapitoly je vybudovani teorie pro aproximaci periodickych
funkci. NejjednodusSim netrividnim prikladem periodickych funkci jsou trigono-
metrické funkce cosnx, sinnx (n € N). Nabizi se proto my3enka obecnou 2r-
-periodickou funkci aproximovat bud linearni kombinaci konetného pottu téchto
funkci

n
Ta(X) =80+ Y _(acoskx + b sinkx), o, &, b € R, 8.1
k=1
nebo nekonetnou fadou

a + Z(an cosnX + b, sinnx). (8.2)

n=1

<4
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Funkce tvaru (8.1) se nazyva trigonometricky polynom (nazev polynom je odu-
vodnén tim, Ze uzitim elementarnich vztahti z trigonometrie Ize T, (x) vyjéadfrit jako
polynom v proménnych cosX, sin X), fada tvaru (8.2) se nazyva trigonometrickou
fadou.

Ukazuje se, Ze pfi Uvahach o aproximaci trigonometrickymi fadami je podstat-
nou vlastnosti ortogonalita systému funkci {cosnx, sinnx; n € N U {0}}. Kromé
systému {cosnx, sinnx} existuji dalsi systémy funkci {¢n(X)}, které splfuji ob-
dobné vlastnosti, napf. ortogonani polynomy a Besselovy funkce. VSechny tyto
systémy maji velké aplikace pfi feSeni parcidnich diferenci@nich rovnic, podrob-
nosti Ize nalézt napr. v [12, 17].

Tato kapitolajerozdéenanatfi odstavce: v prvnim vybudujeme obecnou teorii
Fourierovych fad vzhledem k libovolnému ortogond nimu systéemu funkci {¢n (X)}.
V druhém odstavci budeme obecné vysledky o Fourierovych fadach aplikovat na
trigonometrické funkce {cosnx, sinnx} a v tfetim odstavci uvedeme podminky
pro konvergenci téchto Fourierovych fad.

8.1. Fourierovy rady vzhledem k systému {¢,(x)}

Jak jsme naznacili v Gvodu, pfi budovani teorie Fourierovych fad hrgje podstatnou
vlastnost ortogonalita (kolmost) systému funkci {¢n(x)}. Zavedme nasledujici
definice:

<4
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Definice 8.1. Budte f, g integrovatelné funkce naintervalu [a, b]. Cido

b
(f.9) :f f()g(x) dx

nazyvame skalarnim soucinem funkci f, g. Funkce f, g se nazyvaji ortogonalni
(naintervalu [a, b]), pravé kdyz (f, g) = 0.

Snadno ovéfime tyto vlastnosti skalarniho soucinu:
@ f.g=@@"H
(@ (f+g,h)=(f,h)+(g h)
(3) (cf,g)=c(f,g)proce R
4 (f, f)y=o0.
Z (2) a(3) plyne indukci obecn§ji:

Cfi+-+efh, g =c (f, @ +---+ca(fh, Q)

<4

Fourierovy fady

Definice8.2. Bud f integrovatelna funkce naintervalu [a, b]. Normou funkce f
rozumime ¢ido || f|| = 4/(f, T). Funkce f se nazyva normovana, pravé kdyz
IfI=1
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Jetedy || f||? = f;‘ f2(x) dx. V&mnémesi jeité, Zejeli f funkce s vlastnosti

| f] > 0, pak funkce ﬁ - f je normovana.

Definice 8.3. Bud {¢,} konetna nebo spocetna posloupnost integrovatelnych
funkci na intervalu [a, b]. Tato posloupnost se nazyva ortogonalni, pravé kdyz
kazdé dvé funkce ¢m, ¢n (M # n) jsou ortogonalni akazdafunkce ¢, makladnou
normu.

Posloupnost {¢n} se nazyva se ortonormalni, pravé kdyz je ortogonani a kazda

<4

funkce ¢, je normovana

Posloupnost {¢,} je tedy ortonormalni, pravé kdyz plati:

_| 0 pom#n
((pm,<pn)—{ 1 prom=n

Poznamengime je&t&, Zeje-li {¢,} ortogonalni posloupnost, pak {W -gon} je

posloupnost ortonormalni.

Véta 8.1. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b], {c,} po-
sloupnost realnych Cisal. Necht' fada

D Cagn(X)
n=1

stejnomérné konverguje k funkci f naintervalu [a, b]. Pak pro konstanty ¢, (n €
€ N) plati:
_ (f’(pﬂ) _ (f»(/)n)

(@ en) llenll?

n

(8.3)

Fourierovy fady
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Dllkaz. Nasobme rovnost
F00 =" Ggn(x)
k=1

funkci ¢k (x), kdek € N je libovolné:

FOO@0 =Y Crgn ()i (X);

n=1

fada na pravé strané rovnice je opét stejnomérné konvergentni, proto ji lze inte-
grovat Clen po ¢lenu

b
f f 0@(x) dx / chfpn(x)(,”k(x)dx ch f on(X)gx(x) dX =

n=1
0

> calen, 9.

n=1

Protoze (¢, ¢x) = 0 pro n Z Kk, plyne odtud ( f, ¢x) = ckllekll?, tj. (8.3). d

<4
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Definice 8.4. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b], f
integrovatelna funkce na[a, b]. Pak ¢idac, vyjadfena vzorcem (8.3) nazyvame
Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k ortogonani posoupnosti {¢n} a

fadu
o0
> Cntn,
n=1

kde ¢, jsou Fourierovy koeficienty, Fourierovou fadou funkce f vzhledem k or-
togonalni posloupnosti {¢n}.

Poznamka 8.1. V pfipadé, kdy posloupnost {¢n} je ortonormalni, plati pro Fou-
rierovy koeficienty funkce f jednoduSsi vztah c, = (f, ¢p).

Prifazeni Fourierovy fady k dané funkci f je ovdem zatim pouze formani,
nebot nevime, zda tato fada viibec konverguje, a v pripadé jeji konvergence, zda
jeii soucet je f. Z Véty 8.1 pouze plyne, ze k libovolné integrovatelné funkci f
existuje ngjvyse jednafadatvaru > Ch¢n, ktera stejnomérné konverguje na[a, bl
k f. Castetné soutty Fourierovy Fady funkce f viak aproximuji v jistém smyslu
nejlépe tuto funkci mezi vSemi linearnimi kombinacemi funkci ¢,. Nazvéme Cislo

b 1/2
If—al= {/ [f(X) — g(x)]zdx}

kvadratickou odchylkou funkci f, g. Pak plati:

Véta 8.2. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci naintervalu [a, b], f integro-
vatelna funkce na [a, b], bud' n € N. Mez vemi linearnimi kombinacemi funkci
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®1, ..., on ma od funkce f ngimenSi kvadratickou odchylku ta, jejiZ koeficienty
jsou Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k posloupnosti {¢n}.

Dikaz. Budte ¢ (k = 1,...,n) Fourierovy koeficienty funkce f, d¢ (k =
=1,..., n) libovolnareanacisa. Pak je

n 2 b n 2
Hf — ) degx| = / (f(X)—Zde(X)) dx
k=1 a k=1
b

b n
=f f2(x) dx—Zde/ f ()@ (X) dx+

k=1 a

b, N 2
+ / (defpk(x)) dx

k=1

n n b
=||f||2—22dk<f,sok>+2d§f @z (xX) dx
k=1 k=1 a

n n
=117 =2 cdillgwl® + D dZllexll?
k=1 k=1

n
=[P+ ) llexllP(dZ — 26

k=1

n
=112+ ) llerdlPe — do® — 2.
k=1
Posledni vyraz vsak zigimé nabyva negmensi hodnoty prave tehdy, kdyz dyx = ¢k
prok=1,...,n,tj. kdyZ d¢ jsou Fourierovy koeficienty funkce f. O
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Poznamka 8.2. Z predchoziho dilkazu plyne, volime-li dy = cc prok = 1,...,n,
tzv. Besselova identita

n
” f— Z Ckk
k=1

Protoze || f — Y p_; ckexll? > 0, plyne odtud

2 n
=1F17 =)l
k=1

n

> Rl < 1117 (8.4)

k=1
pro libovolné n € N (tzv. Besselova nerovnost).

Dilsedek 8.1. Necht {¢,} je ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b],
f integrovatelna funkce na [a, b] a necht' ¢, (n € N) jsou Fourierovy koeficienty
funkce f vzhledem k posloupnosti {¢,}. Pak fada

> cllenll? (8.5)
n=1
konverguje a plati
> Rllgnll? < 11 F11% (8.6)
n=1

Zeiménaplati limcy|len|l = 0.

Dikaz. Z Besselovy nerovnosti (8.4) plyne, Ze posloupnost ¢astecnych souttl
Ciselné fady (8.5) je shora ohrani¢ena. ProtoZe jde o Fadu s nezapornymi cleny, je
tato fada konvergentni (viz Kapitola 3).
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Z Besselovy nerovnosti (8.4) také plyne, ze

o0 n
> Cllgnl® =1im > " Ellgel® < I f1I2.
n=1 k=1
Podle Véty 1.1 jepak limc2|l¢n|l? = 0 atedy i limcy|jgn|| = 0. d

Jestlize v nerovnosti (8.6) nastane rovnost, fikame, Ze pro funkci f plati
Parsevalova rovnost. Rekneme, Ze Fourierovafada ) | c,¢, funkce f konverguje
podle stfedu k funkci f, praveé kdyz plati

n
|t = k| - 0 pron — oo (8.7)
k=1
Pak plati:

Dasledek 8.2. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci na intervalu [a, b], f
integrovatelna funkcena[a, b]. Fourierovafadafunkce f vzhledemk posloupnosti
{¢n} konverguje podle stiedu k f prave tehdy, kdyz pro funkci f plati Parsevalova
rovnost, tj.

> Rlignl®= 11112 (838)
n=1

Dlkaz. Jelikoz

n
” f— chdpk
k=1

2 n
=1F12 =l
k=1

<4

Fourierovy fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

jevztah (8.7) ekvivalentni se vztahem

n
117 = cllell®> = 0,

k=1
{j. plati (8.8). 0

Poznamka 8.3. Predchozi vztahy se ponékud formané zjednodusi, je-li posloup-
nost {¢n} ortonormalni. Besselova identita ma pak tvar

n 2 n
”f = aex| = 1F1P=)
k=1 k=1

Parsevalova rovnost matvar

o

2 _ 2
D=1
n=1

apodle (8.6) plati

oo
d = Ifl’  limc =0
=1 n—oo

8.2. Fourierovyrady vzhledem k systému {cosnx, sinnx}

V tomto odstavci se budeme zabyvat vylucné Fourierovymi fadami vzhledem
k systému

{1, cosXx, SinX, cos2x, sin2X, ..., cosnx, sinnx, ... }. (8.9
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Protoze jsou tyto funkce 2m-periodické, plijde v tomto pfipadé o aproximaci 27-
-periodickych funkci.

Lemma 8.1. Bud f periodicka funkce s periodou 2x, jez je integrovatelna na
intervalu [0, 2t]. Pak pro libovolné a € R plati

at+2n 21
/ f(x)dx:/ f(x)dx.
a 0

a+2n 21 a+2n
/ f () dx =/ f(x)dx+/ f (x) dx.
a a 21

Substituci x =t + 27t ve druhém integralu vyjde

at+2mn 27 a
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(t+2m)dt =
a a 0

21 a 21
:/ f(x)dx+/ f(t)dt:/ f () dt.
a 0 0

O

Dlkaz. Plati

Lemma 8.2 (Ortogonalita trigonometrického systému). Posloupnost (8.9) je
ortogonalni na libovolném intervalu [c, ¢ + 2] d&8lky 2x.

Dlkaz. Podle predchazejiciho lemmatu stafi ukazat ortogonalitu na intervalu
[—7, t]. Prolibovolnén € N je

T T

cosnx dx =0, (1,sinnx):/ sinnxdx = 0;

T

(1, cosnx) = /

—T7
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pro libovolném, n € N je

T

(sinmx, cosnx) =f snmx cosnx dx =

—T7

1 [T e
= Ef [sn(m+n)x +sin(m—n)x]dx =0
—T
aprolibovolnam,ne N,m#n je
LY
(cosmx, cosnx) = / cosmx cosnx dx = Fourierovy fady
x .
= > [cos(m — n)X + cos(m + n)x]dx = 0,
-7
LY
(snmx, sinnx) = / snmxsinnxdx =
x -
= Ef [cos(m — n)X — cos(m+ n)x]dx = 0.
—T

Konetnéje||1)? = /" dx =2m, a

LY 1 LY
| cosnx||? = / cos? nx dx = > (1 + cos2nx) dx = T,

T —T

T 1 T
||sinnx||2=f sinznxdx=§ (1 — cos2nx) dx = .

T —T
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1 1 1 1 1
— COSX, C0S2X, sin2x, .

NN RN IV

1 1 .
. ﬁcosnx, ﬁsmnx,...}.
Pojmy ,,Fourierovy koeficienty funkce f“ a, Fourierova fada funkce f*“ budou
tedy v dal§im zasadné znamenat , Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem
k posloupnosti (8.9)" a,, Fourierovafadafunkce f vzhledem k této posloupnosti®.
Uvahy provedeme pro interval [—x, 1], Ize je v&ak beze zbytku prenést na libo-
volny interval [c, c+2n],c € R.

Véta8.3. Fourierovafada libovolnéintegrovatelné funkce f naintervalu [—t, =]
ma vzhledem k systému (8.9) tvar

B — .
>+ Z:(an cosnX + by, sinnx), (8.10)

n=1
kde a,, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pro néz plati

1 T
a, = —/ f(X)cosnxdx, neNU {0},
mJ_

T

1 T
b, = —/ f(x)snnxdx, neN.
mJ_

T

<4

Fourierovy fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Dlkaz. Podle Véty 8.1 je Fourierova fada funkce f tvaru

a + Xj(an cosnx + by, sinnx)

n=1
apro jei Fourierovy koeficienty plati
1 [" 1 /"
a0=—/ f (x) dx, an=—/ f(X)cosnxdx, neN.
2w J_, T J_

T

Aby byla odstranéna jista nesymetrie v téchto vztazich, je obvyklé , nulty* koefi-
cient psat vetvaru 2; tedy Fourierovafadafunkce f mauvedeny tvar (8.10). O

Disedek 8.3. Bud f integrovatelna funkce na intervalu [, m].
Je-li f suda funkce, ma jgji Fourierova fada tvar

@+Zancosnx, kdean:E/ f (x) cosnx dx (n € N U {0}).
2 T Jo

n=1
Je-li f licha, majeji Fourierova Fada tvar

ansinnx, kdebn:E/ f(x) sinnxdx (n € N).
n=1 T Jo

Dlkaz. Poznamengjme, ze obecné plati: Je-li g integrovatelna funkce naintervalu
[—h, h], ktera je sudé, resp. licha, pak

h h h
/ g(x)dx = 2/ gx)dx,  resp. / g(x)dx =0
—h 0 —h
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(toto tvrzeni snadno dokaZeme, vyjadfime-li integral pres interval [—h, h] na
soucet dvou integralli presintervaly [—h, 0] a[0, h] azavedeme-li v prvnim z nich
substituci x = —t).

Tvrzeni véty nyni plyne ztoho, Zeje-li f suda, je f (x) cosnx suda, f (x) sinnx
lichaajeli f lichg, je f (x) cosnx lichg, f(x)sinnx suda O

Necht f je integrovatelna funkce na intervalu [0, t]. PoloZime-li pro x €
€ [-xw, 0 f(X) = f(—x), zkonstruujeme sudé rozsifeni funkce f na interva
[—m, =t]; Fourierové fadé sudého rozSifeni funkce f fikame rozvoj funkce f
v kosinovou fadu naintervalu [0, rt].

Podobng, je-li f integrovatelna na (0, nt] a poloZzime-li f(0) = 0, f(x) =
= —f(—=x) pro x € [—m,0), sestrojime liché rozsifeni funkce f na interval
[—m, wt]. Fourierova fada lichého rozsifeni funkce f se nazyva rozvoj funkce f
v sinovou fadu naintervalu [0, =].

Poznamka 8.4. Necht f je integrovatelna funkce naintervalu [—7, ] aa, (n €
e NU{0}), b, (n € N) jsou jgi Fourierovy koeficienty. Podle Duisledku 8.1 Fada

konverguje aplati

Zgménaplati, zelima, =0, limb, = 0.

S
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Poznamka 8.5. Fourierovu fadu (8.10) Ize vyjadrit v oboru C uzitim vztahll (viz

napr. [£]) o o
elX+e—IX ) e|x_e—|x
COSX = ——, SnX = _
2 2
-
takto:
@ } = nx —|nx nx —|nx
515 ; (an(@ ) — bni (¢ ) =
=+ Z <an —an| einx + an +2bn| e—inx) - Z Cnei”X, Fourierovy rady
n=—oo

kde Fourierovy koeficienty ¢, jsou tvaru

1 T ;
Ch = —/ fx)e'"™dx, n=0,+1,+2 ---
2n J_;

Vskutku, ¢o = 2 =L [™ f(x)dx apron e N plati

=}(an—bni)=}(£/ f(x)cosnxdx—iif f(x)sinnxdx)=
2 2\ m J_ B

L —T
T L

- 1 .
=— f (X)(cosnx —i sinnx) dx = — f (x)e ™ dx
2n J_, o )

apodobné c_, = (@, +bni) = 5= /7 f(x)e™ dx.
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8.3. Konvergence Fourierovy rady

V tomto odstavci uvedeme postacujici podminky pro bodovou a stejnomérnou
konvergenci Fourierovy fady (8.10).

V&mnéme si ivodem, ze pokud Fourierova fada funkce f konverguje nain-
tervalu [—m, ], pak konverguje naintervalu (—oo, oo) ajei soucet je periodicka
funkce s periodou 2. Proto Ize rozumné vysledky o aproximacich Fourierovymi
Fadami oCekavat pouze pro periodické funkce speriodou 2rt anatakové sev dalsim
zésadné omezime. Poznamengime, Ze pro takovou funkci staci, aby byla defino-
vana naintervalu (—xt, m] (nebo [—m, 7)); pak je totiz jednoznatné urceno jgi
2n-periodické roz8ifeni nainterval (—oo, 00).

Zavedeme nadedujici oznaCeni: Symbolem f (xo+) budeme rozumét Cislo
XIir)p0+ f (x), pokud tato jednostranna limita existuje. Analogicky je f(Xo—) =

= lim f(x).
X—>Xo—

Nazvéme funkci f po Castech spojitou naintervalu [a, b], pravé kdyZz mana
tomto intervalu pouze konceny pocet bodl nespojitosti, pfitemz tyto body jsou
body nespojitosti prvniho druhu (tj. v téchto bodech existuji obé jednostranné
limity a jsou vlastni). Nazvéme funkci f po Castech monotonni na intervalu
[a, b], pravé kdyz existuje déleni tohoto intervalu (s koneénym poctem bod0) tak,
ze uvnitf kazdého déliciho intervalu je dana funkce monotonni.

Véta 8.4 (Dirichletova). Necht' funkce f je po Castech spojita a po Castech
monotonni na intervalu [—t, nt]. Pakjei Fourierova fada konverguje na[—m, 7]
ajeji soucet je roven:

(1) f(Xo) vkazdémbodé Xy € (—m, 1), vnémzje f spojita,
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2 %[f(xo—) + f (Xo+)] v kazdém bodé Xy € (—m, ), vnémzje f nespojita,
(3) 3[f(—m+) + f(n—)] vkrajnich bodech intervalu [, 7]

Dikaz. Dllkaz spoCiva na fadé dulezitych lemmat; jeho provedeni prekratuje
ramec téchto skript. Pfesny dilkaz |ze nalézt napf. v [15]. Naznatme pouze nékteré
klicové kroky diikazu:

> Oznatme symbolem S,(f) n-ty castetny soucet Fourierovy fady funkce f.
Funkci f Ize naintervalu [xg — &, Xo + ¢] vyjadfit jako f = g — h, kde g, h jsou
neklesgjici natomto intervalu. Z vlastnosti skalarniho soucinu plyne

Si() = &(©@) — St

mUizeme proto predpokladat pfimo, Ze f je neklesgjici na[xy — &, Xo + £].
> Bud f integrovatelna funkce naintervalu [—mt, nt], Xo € [—m, ], n € N. Pak
plati ]
SiH00 =2 [ TFoer20+ fo- 201 TE R
T Jo sint
Oznatme )
sin(2n + 1t
sint
pro n € N; tato funkce byva nékdy nazyvana n-tym Dirichletovym jadrem.
> Tzv. princip lokalizace: Bud f integrovatelna funkce na intervalu [—x, 7],

Xo € [-7,7],§ € R,0 < § < 7. Pak plati

Dn(t) =

8
Iim[Sh(f)(Xo) — %/ [f(Xo+2t) + f(Xo— 2t)]Dn(t) dti| =0.
0
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Princip lokalizace ukazuje, ze o tom, zda Fourierova fada funkce f konverguje
v bodé xg € [—m, ] a k jakému souttu, rozhoduji pouze vlastnosti funkce f
v (libovolné malém) okoli bodu X,.

>Bud h € R, h > 0anecht f je monotonni funkce naintervalu [0, h]. Pak plati
h .
Iim/ Fo 3™ g = T o).
0 t 2

> Pi%eme D, (t) ve tvaru

sn(2n+ 1Dt sn@n+ 1Dt 1 1
Dn(t) = (, ) = ( ) +sn@n+ Dt - [ — — -
sint t snt t

adokazeme, ze

[ 101\
I|m/[f(xo+2t)+f(xo—2t)]-<_———>-sm(2n+1)tdt:0.
0 snt t

> Dokazeme platnost vztahu

f(Xo+) + f(Xo—)
5 ,

§
Iim%/ [f(Xg+2t)+ f(Xo—2t)]Dn(t) dt =
0

odkud jiz lim S, (f)(Xo) = 5[ f (Xo+) + f (Xo—)]. O
Poznamka 8.6. Necht funkce f je po Castech spojita naintervalu [—mt, wt]. Funkci
f* nazveme 2n-periodickym rozSifenim funkce f, jestlize

f(x), Xe€(—m,n),
f*(x) = f(x —2kn), xe ((2k—-1m, (2k+1)n), ke Z,
I[f(—mH+ ()], x=(@k+Dm, keZ
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Jestlize Fourierovafadafunkce f konverguje naintervalu [—mx, t] k funkci uréené
v Dirichletové vété (Véta 8.4), pak konverguje na (—oo, co) k 2m-periodickému
rozSifeni této funkce.

Zegijména, je-li funkce f spojitanaintervalu [—, wt], Fourierovafada konver-
guje na (—oo, 0o) k 2r-periodickému rozsifeni f* funkce f.

Poznamka 8.7. Ukazme, jak |ze odvozenych vysledkl vyuZit k nalezeni Fourie-
rovych fad periodickych funkci s periodou p # 2r. Oznaéme kviili jednoduchosti
p = 2h apredpokladejme, Ze f jeintegrovatel na funkce naintervalu [—h, h]. Pak

funkce
t=f Dt
g B T

je periodicka s periodou 27t; je-li pfitom f po Castech spojita a po Castech mono-
tonni na[—h, h], zregméjetakéfunkce g po Castech spojitaapo castech monotonni
na[—m, nt]. Protolzefunkci g rozvinout do Fourierovy fady (8.10) na[—m, ], od-
kud zpétnou transformaci t = £ x obdrZime Fourierovu fadu funkce f na[—h, h]
ve tvaru

> n n
% +Z(an cosrnx +bnsinrnx),
n=1

kde Fourierovy koeficienty jsou dany vzorci

h
a, = %/ f(x)cosn%xdx (ne NU{0}),
h

1 h
by = —/ foosnZExdx  (n e N).
h/, h
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Priklad 8.1. Najdéte Fourierovu fadu funkce f (x) = x2 naintervalu [—m, ].

Regeni. Protoze f je po &astech monotonni aspojitanal—x, wt], pricemz f (—) =
= f(m), konverguje jgi Fourierovafadana[—=, ] k f. Dale je f sudg, takze
b,=0prone Na

2 [T 2 2 ("
ao=—/ xzdx=—-l=—n, an=—/ x? cosnx dx.
T Jo T 3 T Jo
Dvoji aplikaci metody per partes dostaneme
_ 4 — 4 n
an—ﬁcosnn-m-(—l) .

Tedy pro x € [—m, ] plati:

2 n
2 _ 1 (_1)
X = —3 +4 E n2 cosnx.

Polozime-li zde x = &, obdrZzime

2 1 1 2

2 _ _
rc——+4§ —, odkudE —=—.
3 oy n2 py n2 6

Polozime-li x = 0, obdrZzime

odkud Y (- S = =

n=1 n=1

<4

Fourierovy fady



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Poznamengjme jesté, Ze nalezena Fourierova fada konverguje na (—oo, o0) a
jgi soucet je funkce, jez je 2w-periodickym rozSifenim funkce f; jgi graf je na
Obr. 8.2.

\l/ Resme priklad 8.1 nejprve metodou , krok za krokem®. Spotitame koeficienty ao,
a, abp, kden e N.
> a[0]:=1/Pi*int(x 2, x=-Pi..Pi);
2
dg = é T[Z
> assune(n, integer);
> a[n]:=1/Pi*int(x"2*cos(n*x), x=-Pi..Pi);
(=™

a- =4 o~

Protoze funkce je suda, bude koeficient b, roven nule. Tuto skutetnost ovéfime
vypoctem.
> b[n]:=1/Pi*int(x 2*sin(n*x), x=-Pi..Pi);
b.,-:=0
Fourierova fada funkce f (x) = x> matedy tvar:

> x"2=a[ 0]/ 2+sun(a[ n] *cos(n*x)+b[ n] *si n(n*x),
> n=l..infinity);

1 (=)™ cos(n~
X2:§n2+<2(4( ) r::gs(n X))>
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Nyni znazornéme Fourierovy polynomy grafem. Nejdfivevytvofimefunkci f our ,

ktera pro zadané m vytvori funkci proménné x z prvnich m ¢lendi Fourierovy fady.
> four:=m>a[ 0]/ 2+suma[ n] *cos(n*x) +b[ n] *si n(n*x),
> n=l..m:

Napriklad Fourierliv polynom F(x) matvar:
>  F[3](x)=four(3);

1 4
Fs(x) = 3 72 — 400S(X) + COS(2X) — 5 cos(3X)

Natteme knihovnu pl ot s obsahujici funkce pro kresleni grafd.
> wth(plots):
Do proménné gr af 1 uloZime graf funkce x2.
> grafl:=plot(x~2, x=-Pi..Pi, color=aquanari ne,
> thickness=3):
Do proménné gr af 2 graf polynomu F3(x).
> graf2:=plot(four(3), x=-Pi..Pi,color=red):
Grafy zobrazime spolecné pomoci pfikazu di spl ay (Obr. 8.1).
> display(graf2, grafl);
Nyni vytvofme animaci znazoriujici aproximaci funkce x? Fourierovou fadou.
Pro animaci pouzijeme prvnich 10 ¢lendi Fourierovy Tady.
> ¢l enu: =10:

Do proménné ani mulozme animaci polynomu Fp,(X) pfi rostouci hodnoté m.
> anim=ani mate(four(m, x=-3*Pi..3*Pi,
> nr0..clenu, frames=cl enu+l, col or=red,
> nunpoi nt s=150) :
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10+

X

Obr. 8.1: Funkce x2, X € (—, m) ajeji Fourierliv polynom pron = 3

Pro spoletné zobrazeni spolu sgrafem funkce x? opét pouzijemepiikaz di spl ay.
> display(anim grafl);
Jak je naanimaci vidét, fada konverguje k periodickému rozsifeni funkce x2. Nyni
se pokusime tento postup zautomatizovat pomoci vhodnych procedur:
> restart:
> wth(plots):
Funkce Peri od(f, a, b) vytvori periodické rozsifeni funkce f zadané nain-
tervalu (a, b).

S
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Period: =proc(f, a::realcons, b::real cons)
| ocal f2, nodL, L;

> L:=abs(b-a):

> nmodL := x->x-floor((x-a)/L)*L:
> f2:=x->f (nodL(x)):

> eval (f2):

> end:

Funkce Cl enyFouri erRady(f, a, b, m wvytvofi seznam prvnich m
¢lenll Fourierovy fady funkce f naintervalu (a, b).

> C enyFourierRady: =proc(f, a::realcons,

> b::realcons, m:integer)

> local a0, L, N, i, rozvoj, pom

> rozvoj:=[]:
Zjistime délku intervalu.
> L:=abs(b-a):
Spocitame koeficient ay, koeficienty a, a b, budeme poCitat az pro konkrétni
hodnoty n.
> a0:=eval (1/L*int(f(x), x=a..b)):
Potitame postupné vechny Cleny a pfidavame je do seznamu.
> for i fromO to (m1l) do
> if i=0 then rozvoj: =a0:
> else

<4
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pom =2/ L*i nt (f(x)*cos(2*Pi /L*i *x),

x=a..b)*cos(2*Pi/L*i *x)+ 2/ L*int (f(x)

*sin(2*Pi/L*i *x), x=a..b)*sin(2*Pi / L*i *x) :
> rozvoj:=rozvoj, pom

> fi:

> od:

> eval ([rozvoj]):
> end:

FunkceVyt vor Pol (sezcl enu, m) vytvori pomoci seznamu ¢lenli Fourierovy
fady sezcl enu Fourierliv polynom Fp(X).

> VWytvorPol : =proc(sezcl enu::list, m:integer)
> local i, f, rada;
Setteme prvnich m + 1 ¢lenll rozvoje a ze souctu vytvorime funkci proménné x.
> rada: =sum(sezclenu[i+1], i=0..m:
> f:=unappl y(rada, x):
> f:
> end:

Animaci znazorfiujici konvergenci Fourierovy fady vytvori funkce

Ani mGr af Fouri erFce(f,rada,intl,int2,limt, pocclen,inc).

1. parametr —funkce.

2. parametr — seznam Clenll Fourierovy fady (ziskany vystupem procedury
Cl enyFouri er Rady).

<4
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3. parametr —horizontalni rozsah grafu.

4, parametr —vertikalni rozsah grafu.

5. parametr — celkovy potet Fourierovych polynomt pouzitych k animaci.
6. parametr —udava, kterym polynomem se zatne.

7. parametr — udava rozdil indexti dvou po sobé nasledujicich polynomtl. Na-
pfiklad, budeme-li chtit pouze polynomy F;(x), Fs(X) a Fs(x), bude roven
dvéma.

8. parametr — souradnice referentniho bodu pro vypis indexu Fourierova poly-
nomu. Udgj je vypisovan napravo od zadaného referentniho bodu. Parametr

jevolitelny.
> Ani m&r af Fouri er Fce: =proc() | ocal fce, rada,
intl, int2, pocclen, inc, Iimt, i, gl, g2, g3, f,

anim barva2, bod;

> fce:=args[1]:

> rada:=args[2]:

> intl:=args[3]:

> int2:=args[4]:

> limt:=args[5]:

> poccl en: =args[ 6] :

> inc:=args[7]:

> if (nargs>7) then bod:=args[8]: fi:

<4
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> anim=[]:
Zkontrolujeme, zda ma seznam ¢lenll dostatetny potet polozek.
> if ((nops(rada))<(pocclen+(limt-1)*inc)) then
> ERROR(cat (‘ Seznam cl enu obsahuj e pouze *,
> nops(rada), ‘* pol ozek, je pozadovano al espon *,
> ((limt-1)*inc+l), ' polozek."), NULL);
> fi:
Do g1 uloZime graf plivodni funkce nakresleny zelenomodre.
> gl:=plot(fce, intl, int2, color=aquamnarine,
> discont=true, thickness=3, nunpoi nts=100);

V cyklu budeme vytvaret grafy funkci odpovidajici Fourierovym polynomtim.

> for i fromO to (limt-1) do
> f:=WtvorPol (rada, pocclen+i*inc):
Vytvorime barevny prechod pro lepsi rozlieni jednotlivych polynomt.
> barva2: =COLOR(RGB, i/limt, 0, 0.9-i/limt):
> g2:=plot(f, intl, int2, color=barva2,
> thickness=1, nunpoints=200):
Pokud jsme zadali vice neZz sedm argumentll, budeme vypisovat i (dg o
hodnoté indexu m polynomu Fp,(X).
if (nargs>7) then
g3: =textplot([bod[ 1], bod[2],
convert (‘ m =poccl en+i *inc, string)],
col or=barva2, align=Rl GHT):

> anim=anim display(g3, 92, gl):

vV V. VvV V

V opatném pripadé vykreslime pouze prolozené grafy polynomialnich funkci.

<4
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> else
> anim=anim display(g2, gl):

> fi:
> od:
> end:

Redme nyni priklad 8.1 s pomoci téchto novych procedur. Spotitame prvnich
dvacet &lenli Fourierovy fady funkce x? naintervalu (—m, 7).

> rada: =Cl enyFourierRady(x->x"2, -Pi, Pi, 20):
Vytvorime periodické rozsifeni funkce x2.

> fce:=Period(x->x"2, -Pi, Pi):
Do proménné gr af 1 uloZime graf periodického rozsifeni (Obr. 8.2).

> grafl:=plot(fce, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,

> col or=aquanarine, thickness=3, discont=true):

> display(grafl);

Nyni spocitame polynom Fy(Xx) a vykresime jeho graf spolecné s periodickym

rozsifenim (Obr. 8.3).
> pol : =WytvorPol (rada, 0):
pol (x);

\%

1

3

graf2: =plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
col or=red, nunpoi nts=200):

di splay(graf2, grafl);

\%

\%

\%

S
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Obr. 8.2: Period. rozsifeni funkce x2 Obr. 8.3: Fourierliv pol. pron =0

Totéz pro Fourierliv polynom F,(x) (Obr. 8.4).
> pol : =WytvorPol (rada, 2):
> pol (x);

1
3 72 — 4¢0S(X) + COS(2 X)

> graf2:=plot(pol, -3*Pi..3*Pi, -1.5..11,
> col or=red, nunpoi nts=200):
> display(graf2, grafl);

Pomoci funkce Ani nGr af Four i er Fce znazornime prvni Ctyfi Fourierovy po-

lynomy do jednoho obrazku (8.5).

Fourierovy fady
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VAV,

2 4

Obr. 8.4: FourierQiv polynom pron =2  Obr. 8.5 Fourierovy polynomy pro
n=o0123

> ani m =Ani nr af Fouri er Fce(fce, rada,
-3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 4, 0, 1):

> display(anim insequence=fal se);
Pouzijeme-li v pfikazu di spl ay volbu i nsequence=t r ue, misto proklada-
ného grafu vytvorime animaci.

> ani m =Ani nr af Fouri er Fce(fce, rada,

> -3*Pi..3*Pi, -1.5..11, 10, 0, 1, [-7, 10]):

> display(anim insequence=true);

Priklad 8.2. Najdéte Fourierovu fadu funkce f (x) = € naintervalu [0, 2xt].

<4
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Reeni. Plati
1 (= 1 4o 1
a=— e“dx = =[€]7" = = (e — 1).
T Jo b b
Dale metodou per partes nalezneme primitivni funkci k funkci €* cosnx ve tvaru

e*(cosnx + nsinnx)
nZ+1

aprimitivni funkci k funkci € sinnx vetvaru

€“(sinnx — ncosnx)

n2+1 ’
jetedy
1 [e(coshx +nsinnx) ¥ 1e"—1
an == > ==,
b n-+1 0 T ne+1
1 [e*(sinnx — ncosnx 1 1 n
by == ( == (" -1 :
T n2+1 0 bl n2+1

Protoze f je monotonni a spojité na [0, 2x], je soucet jeji Fourierovy fady na
(0, 27) roven piimo f. V krajnich bodech tohoto intervalu je soucet roven (e +
+1)/2, viz Obr. 8.6.

Pro x € (0, 2n) tedy plati:

em_1l1 & 1 n
e = —+ —— coshX — —— sinnx
T 2 Z(n2+1 nZ+1 )

n=1

apro x =0, x = 27 je soudet fady na pravé strané roven (€™ + 1) /2.

S
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Odtud obdrzime

i 1 n(E+1)— (-1
cn2+1 2(e2" — 1) '

UL

Obr. 8.6: Periodické rozsifeni funkce €, x € (0, 27)

Priklad 8.3. Funkci f(x) = x rozvinte naintervalu [0, =] do kosinoveé fady.

272"

Regeni. Sudé periodické rozifeni této funkce je znazornéno na Obr. 8.7. Pfitom

plati
2/“ 2[x2]"
ag = — Xdx=—|[—| =m,
T Jo 2],
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2 [T 2 2 (T 2 N
a, = — xcosnx dx = —[xsinnx]g — — snnxdx = —[(-=D" — 1].
0 nm 0 nth

T nw

Tedy pro x € [0, =] plati

T2 (-)"—1 T 4 - cos(2n — 1)x
X=—=+— —————COSNX = — — — .
2 JTZ n2 2 T[Z (2n — 1)2

n=1

<4

—TT | T

v

Obr. 8.7: Sudé periodické rozsifeni funkce X, x € (0, )

Priklad 8.4. Najdéte Fourierliv rozvoj funkce f (x) = x naintervalu [—1, 1].

Regeni. Periodicke roz&ifeni této funkce je uvedeno na Obr. 8.8.
V tomto pripadé jeh = 1; ddleje f lichg aprotoa, =0pron € NU {0} a

bn

1
2[ Xxsinnmxdx =
0

2 ., 2
——[xcosnnx]g+ — | cosnmXxdx =
nm nw Jo

2 2 ne1
——cosnhmw + =— (D" .
nm T
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/ /
aan

Obr. 8.8: Periodickeé rozsifeni funkce x, x € (-1, 1)

v

Tedy

S (_1)n—1 .
> ——snnnx  prox & (—1,1).

X =

EREN

n=1

Na zavé&r se budeme zabyvat otézkou, kdy Fourierova fada dané funkce f
konverguje stejnomérné na [—, wt]. V této souvidosti je vhodné s vEmnout, Zze
pokud f je nespojité v alespon jednom bodeé xo € [—m, ], pak jei Fourierova
fada nemiize konvergovat stejnomérng, nebot soutet stejnomérné konvergentni
trigonometrické fady je podle Véty 5.8 spojita funkce na[—t, t]. Stenomérnou
konvergenci |ze proto ocekavat pouze u Fourierovych fad spojitych funkci. Dtlkaz
nésledujiciho tvrzeni neuvadime, |ze jg nalézt napr. v [8].

Véta 8.5. Necht' 2n-periodicka funkce f (x) je spojita naintervalu [—x, 7] aj€i
derivace f’(x) je na témze intervalu po Castech spojita. Pak jegji Fourierova Fada
konverguje k funkci f (x) stejnomérné na intervalu (—oo, 0o).
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Pomamka 8.8. Lze dokazat (viz napf. [8]) vétu o jednoznaCnosti pro soucet
trigonometrické fady (tzv. Heineho-Cantorova véta): JestliZe trigonometricka fada

o]

+ Z(an cosnx + by sin nx)

n=1

N[&

atrigonometricka fada

N |8

o
+ Z(a:; cosnx + b sinnx)
n=1

maji stejny soucet pro vdechnax € R ~\. M, kde M je ngjvySe spocetna mnoZzina,
pak plati a, =&}, (n=0,1,2,...),by,=b}, (n=1,2,...).

Cviceni

8.1. Nalezné&te Fourierovu fadu funkce f (x) = sgn(x) naintervalu [—, 7]

_1’ X e [_Ttv o)v
sgn(x) = 0, x=0,
1, xe(0,m].
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\J/ Postup je stejny jako v prikladg 8.1. Nejprve ukazeme FeSeni metodou , krok za

krokem".
> assune(n, integer);
V&mnéme si, ze funkce sgn(x) je lichg, proto budou cleny a a a, rovny nule. G

Ovéfime vypottem:
> a[0]:=1/Pi*(int(signum x), x=-Pi..Pi));

a =0
a[n]:=1/Pi *(int(signum x)*cos(n*x), Fourierovy fady
x=-Pi..Pi));
a,- =0
b[ n]: =1/ Pi *(int (si gnum(x)*sin(n*x),
x=-Pi..Pi));
— n~_
bn_~ = _2(1)71
7T N~

Je vidét, Ze pro n sudé je b, = 0; proto dal&i Upravy provadime pro n liché, tj.
n=2k—1
> assune(k, integer);
> b[n]:=sinmplify(subs(n=2*k-1,b[n]));
1
b, =4

nt (2k~-—1)
Fourierova fada funkce sgn(x):
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> ‘sgn(x)‘=Sum(b[n] *sin((2*k-1)*x),
> k=1l..infinity);

2, sn((2k~—1)x)
sgn(x) = k~2(4 @ =1
Fourierovy polynomy opét znazornime grafem (Obr. 8.9) a animaci.

> four:=m>sun(b[n]*sin((2*k-1)*x), k=1..m:
Prok = 2 (n = 3) dostavame:
> F[2] (x)=four(2);

)

sin(x) N 4_1 sin(3x)

Fa(x) = 4

3 =
> wth(plots):
> grafl:=plot(signumx), x=-Pi..Pi,
> col or=aquararine, di scont=true, thickness=3):
> graf2:=plot(four(2), x=-Pi..Pi,
> color=red):
> display(graf2, grafl);
> anim=ani mate(four(m, x=-6..6, nFl..10,
> frames=10, nunpoi nts=250, col or=red):

> display(anim grafl);
Nyni ukézeme feSeni s vyuzitim Mapleovskych procedur. Do proménnych a ab
ulozime krajni body intervalu.

> a:=-Pi:b:=Pi:
Definujeme funkci.

> fcel: =x->signumx):

S
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0.5+

Obr. 8.9: Funkce sgn(x), X € (—m, m) ajeji Fourierliv polynom pron = 3

Spocitame prvnich dvacet ¢lenll Fourierovy Fady.

> rada: =Cl enyFourierRady(fcel, a, b, 20):
Vytvorime periodické rozsifeni funkce sgn(x).

> fce:=Period(fcel, a, b):

Graf periodického rozsifeni ulozime do proménné gr af 1.
> grafl:=plot(fce, -8..8, -1.5..1.5,
> col or=aquamarine, thickness=3, discont=true):

Spocitame hodnotu polynomu F;(x) a vykreslime jeho graf spolu s periodickym

2%

rozsifenim funkce sgn(x) (Obr. 8.10).
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pol : =Wyt vor Pol (rada, 1):
pol (X);
sin(x)
T

4

graf2: =plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,
col or=red, nunpoi nt s=200):

di splay(grafl, graf?2);

154

S
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Obr. 8.10: Fourierliv pol. pron =1

- 2 0 2 2 6 8 -8 6 4
-051
]

Podobné Fourierfiv polynom Fs(x) jetvaru (Obr. 8.11):

>

>

pol : =Vytvor Pol (rada, 5):
pol (x);

Obr. 8.11: FourierQiv pol. pron =5
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sin(x) . 4_1 sin(3x) N il sin(5x)

4
b4 3 = 5 =
> graf2:=plot(pol, -8..8, -1.5..1.5,
col or=red, nunpoi nts=200): Fo

> display(graf2, grafl);
Podobné jako v pfedchazejicim prikladé pouzijeme pro vytvoreni prokladaného
grafu funkci Ani mGr af Four i er Fce (Obr. 8.12) a animace.

> ani m =Ani nr af Fouri er Fce(fce, rada, -8..8,
> -1.5..1. 5, 3, 2, 2) . Fourierovyfady
di spl ay(ani m i nsequence=fal se);

ani m =Ani nzr af Fouri er Fce(fce, rada, -8..8,
-1.5..1.5, 10, 1, 2, [-7.8, 1.3]):

> display(anim insequence=true);

8.2. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkci

0, X e [_Ttv O]a
snx, X € [0, «].

f(x)={
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1.59

0.5 <3
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-1.5-

Obr. 8.12: Fourierovy polynomy pron =1, 3,5

8.3. M&me zadanu funkci

cosX, X €[0,Z],
—cosx, X e (Z,n].

f(x):{

Rozlozte tuto funkci v kosinovou Fourierovu fadu.
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8.4. UrCeterozvoj periodické funkce speriodou 27, kteraje v zakladnim intervalu
periodicity definovana:

07 X € (_Tl:a 0]5
X, X e (,m].

f(x)={

8.5. Rozvinte ve Fourierovu fadu naintervalu [—xt, wt] funkci

_1 _
f(x):{ 12(n+x), X € (=, 0],
lm—x), xelo,m).

8.6. Rozvifte ve Fourierovu fadu funkci f (x) = sgn(cosx).
8.7. Rozvinte ve Fourierovu fadu funkci f (x) = arcsin(sinx).

8.8. Rozlozte funkci f(x) = x(m — X) v sinovou Fourierovu fadu na intervalu
(0, ). Najdéte soucet fady

1 1 1 (=1t
l—-—=+=—=+.. . +—
¥ 53 B (2n—1)3

S
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8.9. Funkci f(x) = n? — x2 rozlozte ve Fourierovu fadu naintervalu (—m, ).
Najdéte soutty Fad

oo (_1)k+1 0 1
Z k2 Z K2
k=1 k=1

8.10. Urcete Fourierliv rozvoj periodicke funkce f (x) = x se zakladnim interva-
lem periodicity (0, 2r). UrCete soucet fady

8.11. Rozlozte ve Fourierovu fadu funkci f (x) = |x| naintervalu (—I, I).

2%

8.12. Nakredeteliché periodické rozsifeni funkce %(n —X), X € [0, ] asrovnejte
sObr. 5.2, 5.3. Z Fourierovy Fady této funkce

o0

1 sinnx
—_ _X =
ST =X%) > .

n=1

integraci dokazte vztah

pro kazdé x € [0, 2xt].
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8.13. Pomoci Parseval ovy rovnosti dokazte, Ze pro sudou funkci f (x) naintervalu

(—7, ) plati vztah & +Zn “,@2=2 [7 f2(x) dx aodtud pro f(x) = x? odvodte

VZOorec
4

> 1 = =
2T e :

n=1

8.14. Udsgjte priklad trigonometrické fady, jez neni Fourierovou fadou zadné

funkce.

Navod: Uvazte Poznamku 8.4. . .
Fourierovy fady

8.15. Udejte priklad trigonometrické fady, jez bodoveé konverguje na[—t, =], ale

neni Fourierovou fadou zadné integrovatel né funkce.

Navod: Podle Dirichletova kritéria fada ) &J’%" konverguje pro kazdé x €
€ [—m, . Kdyby tato fada byla Fourierovou fadou funkce f, pak podle Po-
znamky 84 02 & < I [™ £2(x) dx, coz je spor.

8.16. Dokazte: Jestlize naintervalu [—mt, 7] trigonometricka fada stejnomérné
konverguje, pak je Fourierovou Fadou svého souctu.

\Js Dal§ priklady rozvojii funkci do Fourierovych Yad zpracované pomoci Maplu W
najdete zde.
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Clovék obtas narazi na pravdu, ale v&t&inou se otfepe a jde zase dal.

e
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Kapitola 9

Videoukazky

Tato kapitola obsahuje pomocné texty pro sledovani videonahravek. Dopo-
rucujeme v jednom okné sledovat videonahravku, a v druhém mit oteviené tyto
texty.

9.1. Klipl: prednaska —nekonecné Ciselnérady

Video spustte otevienim tohoto odkazu (pfedpokladem je instalace webového
prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

frtdpt---tapt--- = E an, (@ €R)
—_—
S n=1

<4
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Soucet rady:
Ur&ime jako limitu posloupnosti n-tych ¢astetnych souttl
Si=artat--+an

1. 3lims,=seR ... Y a, konverguje. Plati: Y 7" a, = s = lima, = 0 (nutna
podminka konvergence Fady)

2. 3lims, =to00 ... Y a, diverguje

3. #lims, ... Y a, diverguje

Kritéria konvergence

Na konvergenci & divergenci fady nema vliv chovani konetné mnoha ¢lent,
nemusime tedy striktné psat Y2, a,, budeme psat zkracené > a,.
Podle typu nekonetné fady rozliSujeme kritéria

1. fadasnezgpornymi ¢leny Y a,, a, > 0

e Srovnavaci kritérium — jestlize pro dostatecné velka n je a, < by, pak
plati
> by konverguie = > a, konverguje
> andivergue = > b, diverguje
o Podilové a odmocninové kritérium
lim & = g nebo lim /&, = q
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<1 konverguje
g {>1 dverguje
=1 nelzenicfici
e Limitni srovnavaci kritérium
L <oo, Y bykonv. = > a, konverguje

lim& =L . ) ”
bn L >0, Y bydiv. = Y apdiverguje

o Integrani kritérium )" a, konv. < [ f(x)dx konverguje, kde f je
1
klesgjici aplati f(n) = a,.

2. Alternujici fady > (-1)"™a,, a, > 0
1
Leibnizovo kritérium: fada konverguje, jestlize je posdoupnost a, klesgjici a
lima, =0.
3. Rady slibovolnymi &leny 3" a,, a, € R
e absolutni konvergence (3 |an| konverguje)
> an absolutné konverguje = > a, konverguje
e neabsolutni konvergence pro fady typu ) a,by
— Dirichletovo kritérium: > a,b, konverguje, jestlize lima, = 0,
|by +---+by| < c(fada_ b, maomezené Castetné soucty)
— Abelovo kritérium: )" a,b, konverguje, jestlize |by| < ca ) a,
konverguje.
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Operace s nekonetnymi fadami
1. Algebraické operace

(a) soudet

> an+Y by, => (a, +b,) zapredpokladu konvergence obou fad

(b) soutin—situace je mnohem komplikovangjsi, existuje nekonetné mnoho
zplisobl, jak definovat soucin fad — viz Kapitola 4.

2. Zakladni z&kony pro soutet nekonetnych fad

(8 Distributivni z&kon k(> an) = Y ka, zapredp. konvergence > an
1 1

(b) Asociativni z&kon (a;+a,) + (a3 +ay) +--- =ar+ (@, +a3) ... zapredp.
konvergence > an
(c) Komutativni zakona; +a, +ag+--- =ag+a, +a, +... plat pouze za

predp. absolutni konvergence ) a,
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9.2. Klip2: cviceni —feSené priklady na konvergenci fad

Video spustte otevienim tohoto odkazu (pfedpokladem je instalace webového
prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

Zjistéte konvergenci fad:

n2
1 —_—
Z 2+ % )n
Jedna se o fadu s nezapornymi €leny, pouzijeme odmocninové kritérium:

n

n2
1
2+

lim

1
>
Vydedek: fada konverguje.

1
2 annn

Opét se jedna o fadu s nezapornymi cleny, nyni ae pouZijeme
integralni kritérium

e

2

Pouzili jsme substituci Inx = t. Jellkoz integrd diverguje, i dana fada diver-
guje.

o
dt
t

n
3. arccos 1
Jedna se opét o Fadu s nezapornymi ¢leny, nevime, co Cekat — porovname tuto
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fadu s harmonickou fadou ) &. Limitni srovnavaci kritérium:

i arccos oz 0 L'Hosp. ’ arccos 1z
n— o0 1 0 n—oo 1
n n
_ 1 . n+l-n
1)2
() ™
lim = =
n— oo _1
n2
1 n 1 n 0
= lim = lim =00 >
e JEL (e V214

Rada }" 1 diverguje = danafada diverguie.

4.3

nn
6n
Nyni mame fadu s libovolnymi ¢leny, zkusime absolutni konvergenci:
snn 1
6" |~ 6

Rada }" & konverguje (napf. odmocninové kritérium: Iim\”/ﬁzn =1<1)=
podle srovnavaciho kritéria dané fada konverguje absolutné.

)
5, Z(—l)”sm n

n

Jedna se o fadu dternujici, ale nelze pouzit Leibnizovo kritérium, protoze

{

sin’n
n

} neni klesgjici. Musime tedy pouZit n&aky jiny zptisob — upravime die

S
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vzorce pro poloviéni thel vyraz sin? n = 1=%521 3 rozdéime plivodni fadu na

dvéfady:
(@ Y (—1)"+ —konverguje podie Leibnizova kritéria.
(b) Y- (—1)"=22 —Yada s libovolnymi Eleny. Upravime:

1
(—1)" cos2n = cosnm cos2n = é(cosn(n +2) +cos(m — 2)).

Rada Y" cosnx ma omezené tastetné soutty pro x # 2k, limi =0=
podle Dirichletova kritéria konverguji fady

Z cosn(m +2) Z cosn(w — 2)

n n

’

cos2n
on

Jelikoz obé tyto Fady konverguiji, konverguje i fada plivodni.

aproto konverguje i fada  (—1)"
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9.3. Klip3: pfednaska — nekonecné rady funkci
Video spustte otevienim tohoto odkazu (pfedpokladem je instalace webového

prohlizeCe a software pro prehravani videa ve formatu MPEG 1 a jeho asociace
s koncovkou .mpg).

E:fmm,xel
n=1

Stejnomeér na konver gence

e Posloupnost {s,(x)}, x € | konverguje k funkci s(x):
Vxel nango S$i(X) = s(X),
Vxel Ve=0TneVn=no * [Si(X) —S(X)| < ¢
e Posloupnost {s,(X)}, x € | stejnomérné konverguje k s(x):
Ve=0TnoVn=noVxel 1 [Si(X) —S(X)| < ¢

e Rada > fa(X) stejnomérné konverguje na intervalu |, jestlize stejnomérné
konverguje posoupnost n-tych ¢asteénych souttd.

Welerstrassovo kritéerium: Y fn(x) stejnomérné konverguje, jestlize

[faX)| <a,¥xela Zan konverguije.

<4

Videoukazky



http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

Vlastnosti stefnomeér né konver gentnich posloupnosti a rad
e {5, (X)} stejnomérné konverguje k s(x) afunkce s, jsou spojitenal = sje
spojitanal.

Pr. {e"™}, I =10, 00)
. 1 x=0
—_ —NX —
so0= Jim e ={ 5 X7
Proto posloupnost neni stejnomérné konvergentni.

o Derivace fady. Plati

(Z fn(x))/ =3 fx nal

za predpokladu, ze )" fn(x) konverguje na | a ) f/(x) konverguje stgjno-
mérnénal .

o Integrace fady. Plati

b b
fz fr(x) dx = Zf fr(x) dx

za predpokladu, Ze jsou funkce f,, integrace schopné na [a, b] a jedtlize je
> fn na[a, b] stgnomérné spojita
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Mocninné rady

o]

Zanx”, a, R

n=1

(—o0, —r)u(r, c0) | diverguje

Existuje ¢ido 0 < r < oo svlastnosti -
(=r,1) konverguje

O krajnich bodech intervalu (—r, r) nelze obecné nic Fici, je tfeba je vySetfit
zviag. Cislor se nazyva polomér konvergence.

Kazda mocninna fada je stenomérné konvergentni na kazdém uzavieném
podintervalu [—p, p] intervalu (—r,r), kde p < r. Pouziti: rozvoj funkci do
mocninnych Fad.

Priklad 9.1. Rozvinte do mocninné fady funkci arctg x.

ReZeni. Nejprve danou funkci zderivujeme a tuto derivaci snadno rozvineme do
mocninné fady:

1
(arctgx)’:1 =1—x*+x*—... platipro|x| <1.

+ X2

Nyni pravou stranu zintegrujeme €len po ¢lenu adostavame pozadovany vysledek

x3 x5
actgX =X — —+ — — ... ro|x| <1.
g 37 s pro |X|
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Vysledky cviceni

Kapitola 1

1181 b2 92 di 92 3 g5 ¥ 128 -2 hZ
1.3. @) diverguji 1.4.8) x =10 b) X = Z +kmn nebo x = 2 +kn. 15
Soutet obvodl 8(2 + +/2), soutet obsahli 8. 1.6. Uloha vede k ur&eni sougtu
nekonetné geometrické fady: 48 +24+12+6+--- , jegiZz souCet jes =96 1.7.

Obsah Sierpifského koberceje P =1— Y% & = 0.

Kapitola 2

2.1. ) konverguje  b) konverguje c) konverguje d) diverguje €) konver-
guiepro 0 < a < 1, divergujeproa > 1 f) diverguje @) konverguje pro
a > 1, divergujeproa € (0,1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje
k) konverguje 1) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro
a > 7, konverguiepro0 <a < 3 p) diverguie Q) diverguie. 2.2. ax 1 =
= zr1, 8n = 3. 2.3. Neexistuje [Navod: jeli limsup /2, > 1, pak existuje
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{nk}, Nk = oo tak, zelim ny/a, > 1. Oznafime-li by = a,,, je fada )_ by diver-
gentni. ProtoZze a, > 0, jedivergentni i fada ) "a,. 2.4.viz[5].

Kapitola 3

3.1. @) konverguje b) konverguje c) diverguje d) diverguje €) konverguje
f) konverguje. 3.2. @ konverguje neabsolutné b) konverguje absolutné c)
konverguje neabsolutné d) diverguje €) konverguje absolutné f) konverguje
absolutné g) konverguje absolutné h) konverguje neabsolutné. 3.3. @ Pro
X > 0 Ffada konverguje absolutné, pro x < 0 fada diverguje. b) Prox € (é, e)
fada konverguje absolutné, pro ostatni x fada diverguje. c¢) Pro x| < 2 fada
konverguje absolutng, pro |x| > 2 ax = 2 diverguje, pro X = —2 konverguje
neabsolutné. d) Pro x > 0 fada konverguje absolutng, pro x < 0 fada diverguje.

Kapitola 4

4.1 3 0% K0 = @Y 4.2, Cauchylv soutinje Yr%, oiix = o, odkud plyne
Yoot qﬂn = (qf‘—l)z 4.3.Q n=5[VWyuzijteV&u 4.5] b) n = 7[VyuZijte Vétu 4.6]
c)n=5[Wuzijte V&tu4.4] 4.4.a)3(n+1)(n+2)(n+3) > 10* b)Inn > 10*

5"n?5
C) nin5+1 > 104'
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Kapitola5

5.1. &) ne(nebot lim f,(x) = Oafn(%) = 1) b)ano(podledefinice) 5.2.8)x €
€(2.0 bxe(-22 c)xe(— oo —1) U (—3,00). 5.3. Majorantni fady:
s b Ox d e n(n+1> f) 5 5.4.a) — Weierstrassovo krité-
rium (%) b) — Weierstrassovo kritérium ( mfz ~)  ¢)—Dirichletovo kritérium

(I Xk snxsinkx| =2, {2} < 7= = 0. 55 58 56. 3

Kapitola 6

61 ar =1, (-1,1) b)r = i
=3, [-3,3) e)r=oof)r= gr=1(-11) hr =1,
[-11] i)r =4, (-4,4) )r-oo k)r-oo 62a)(1x)3, IX| <1 b)
X+ In(1l+x) —Xx, x € (=1,1] c)arctgx, x| <1 d) = (1+x2)2’ X| <1 €
TIniX x| <1 f)arctgx IXI<1 g)iiniZ, |x| <1 h)2xarctgx—In(1l+

53, X <1 i)Ingd,xel-1,1) J)(l“xx)s, x| <1. 63.8@In3 bH o

%) or =1 (-1,1 dr =

s

3
, (1,1

X4n X4n—2

%g . 64 a) Z( 1 v b) nX:(:)(_l)n (;nn)! C) nX:(:)(_l)n (2n)! d) Z(_l)nﬂ (2n—-1)!

D) Z (2r21nn1')u ;in: ) Z(_l)mlnxn—l ) %Z g_:xn h) Z( )Xn i) In2+ % +

2 4 _

+%—1"92+ iy j)e(l——+——---) k) 1— Dx?+ 3-2n 2nx4 S ) x2+x3+
4 1 5 2 4 6

+5 +(r)1(n1)'+ - m)X+X2+2X — G n)x"'x"'x"'"'- 6.5.8)
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3 1(x=1 ~13 3 1 3n1
1+:2 ((X 1)+ (X ') (;2.3? ) b)___+(X27) — (=DM (x=3"1 ) 4o

C) e? (1+ nZ:; (x;_?)") d) (X—l)—E(X—1)2+§(X—1)3+- . .+(_1)n+1(x—nl) ...

Kapitola 7

7.1. a) 0,99984 b) 0,0174524 c) 0,17364 d) 0,9848 €) 0,5235. 7.2. @) 0,0874 b)
0,017455¢) 1,37d) 2,74. 7.3.a) 3,1415b) 3,141592654. 7.4.a) 0,778 b) 1,39C)
2,71828 d) 7,389 €) 0,3678 f) 1,157 g) 2,25 h) 2,0022 ) 4,12 j) 2,09 k) 1,004975 )
3,017 m) 5,03968. 7.5. ) 0,693 b) 1,0986 C) 1,6094 d) 2,39 € 0,7 f) 1,04 g) 0,43
h) 1,581) —0,693j) —0,2k) —0,435. 7.6.8 :b) —1¢) 1 d) — e) ~1f) 2 g)

—sh) ) 2)—3K0l) 5. 7.7.8—x+In|x|+ +2X3,+ +—n(n+1),+---xe
3 4 (n+1)
€ (—00,0) U (0, 00) b)x—— Zowto (= 1)"(’:]+1)2 - X € (—00, )
4 7 10
Q) X + ’io ;‘7 1’glot-8--xe[—1,1] d)1+—+8—3+15g‘13+ -xe4§+:1,1)
x+igtigh A EG e xe[-LD) HE—IGrt(= D" G
+..- X € (—00,00). 7.8.a) 3,518b) 1,0573 ¢) 2,834 d) 0,12 €) 0,497 f) 0,905.
79.8y=1+x+3x2+ 23+ Dx+... b y=1+2x—3x2—2x3 - Ix*+
+oo0 Q) y=2+x+x2+ I3+ Ixd4. d)y:1+l,x2+3.x3 .. 7.10.

a)y—ao(1—1x2+1x4—ix6+ )+a1(x_lx3+ixs Lx7+...) b)

100

- 4 a? 8 5 a2 9
Y-ao<1——X T Xt >+a1<x——x + 505X+

S
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Kapitola 8

81 sgn0o) = £ 3, Sien-Dx 8o f(x) = L+ lsnx — 2% @ g3
f(X) -2 4 Zn 1( 1)n—1(2(;1822ni( 8.4. f(X) — % _ 2 ZOO co(sz(in 1)12)X Ziil(_

1)k 1S|nkX 85 f(X) — OO S|nkX 8.6. f(X) -4 Zn 0( 1)noos(2n+1)x.

2n+1

8.7. f(x) =43 (= 1)n9"<2”+1>X. 88. f(x)= 8y re Sn-dx = gg 52

(2n+1)? n=1 (2n-1)3 * 32
2 2

—x2= 2 +4ZE31( piriesx £ L 810X =m —2) o, I X811

— | (2n— 1)1'[X
x| =3— 7:2 Zk—l (2n— 1)2 cos
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odmocnin, 171

prikazy Maplu

Ani mG af Fouri er Fce, 218,
222,233

Ani nR, 114

Cl enyFouri er Rady, 217, 218

convert, 19

CSsoucet R, 113

csum 46, 58, 131

di spl ay, 223

four, 215

geom 37

kvocgeom 37

| i nTr aabk, 62

l'i msrovk, 46
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Pol oner , 132, 136

posl cass, 19

preskl , 81, 82

PSconv, 134, 136, 137
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tayl or, 153

Tayl or Ani mat , 155
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TRada, 153

Raabe, 54, 55

Riemann, 183

rozSifeni funkce
lichg, 207
periodické, 209
sudg, 207

fada
absolutné konvergentni, 70
aternujici, 66, 96
binomicka, 157
Cisdlng, 15
divergentni, 15
Fourierova, 113, 198, 205
funkci, 101, 104
geometricka, 16, 158, 165
Grandiho, 29
harmonicka, 26
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konvergentni, 15

kosinova, 207

Leibnizova, 67, 98

Maclaurinova, 148

mocninng, 128, 165
stejnomérna konvergence,

140

neabsol utné konvergentni, 70

oscilujici, 15

sinova, 207

Taylorova, 147, 148

trigonometrickd, 194

urcité divergentni, 15

vznikla prerovnanim, 77, 79

Taylorovy fady, 148
soucin fad, 89

absolutné konvergentnich, 90
Cauchytiv, 92-94, 99, 100

Dirichletliv, 91-93
spojitost

limitni funkce, 117

souctu fady funkci, 122
Swineshead, 14

Taylorlv
polynom, 147, 152, 153
Zbytek, 148
trigonometricky polynom, 194
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bodové konvergentni, 104 Abelova, 144
stejnomérné konvergentni, 109 Diniho, 117

Dirichletova, 209

Sierpifiského koberec, 35 Heineho-Cantorova, 228

Sierpifiski, 35 Mertensova, 93

skalarni soucin funkci, 195 Moivreova, 75

soué?f B Riemannova, 79
Ciselné fady, 15 Taylorova, 147
dvou fad, 30 videonahravky, 11
mocninné fady, 140 klip1, 239

fady funkci, 101, 104 klip2, 243


http://www.math.muni.cz/~plch/nkpm/

klip3, 246
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asociativni, 32

distributivni, 30, 88
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