M3121 Pravdépodobnost a statistika I
M4122 Pravdépodobnost a statistika I1

(prednésky)

1. Pravdepodobnostny priestor

M3121 je zékladny kurz tedrie pravdepodobnosti, na ktory nadvazuje M4122; v ktorom su zéklady mate-
matickej statistiky.
Skusat sa bude latka obidvoch semestrov naraz v lete. Cvicenia st velmi ddlezité.
Podmienky ziskania kreditov v ZS:
— maximalne 3 neospravedlnené neucasti na cviceniach a sticasne
— zisk minimdlne 10 bodov z pisomky (ohodnotend je maximélne 20 bodmi).
Podmienky ziskania kreditov v LS: upresni prednasajuci.
Historia (strucne) tedrie pravdepodobnosti sa néjde na
www.math.muni.cz/~budikova/prf/historie.pdf
Literatira:
Dupac, V., Huskova, M., Pravdépodobnost a matematickd statistika, Karolinum, Praha, 2001.

Zvéra, K., Stépén, J., Pravdépodobnost a matematicka statistika, Matfyzpress, Praha, 2001.

Teéria pravdepodobnosti je matematicka disciplina, ktorda modeluje a popisuje ndhodny pokus — pokus,
ktorého vysledok dopredu nepozname. Teda vysledok pokusu nie je jednoznacne ur¢eny podmienkami, za
ktorych je realizovany. Napr. hod kockou. Pokusy, ktorych vysledok je jednozna¢ne dany podmienkami sa
volaju deterministické. My budeme popisovat tzv. stochastické pokusy. Pritom presnejsie nds zaujimajui
také nahodné pokusy, pri ktorych je ndhoda akasi ”reguldrna”. Konkrétne ak A je Iubovolny sledovany
ndhodny jav, tak pozadujeme, aby vykazoval pri opakovanej nezavislej realizécii ndhodného pokusu tzv.

Statistickd stabilitu, t.j. aby relativna pocetnost

vyskytu javu A v postupnosti n nezavislych pokusov (pri¢om n 4 je pocet nastati javu A) sa prili§ nemenil a s
rastticim n mal ”tendenciu” drzat sa nejakej konstanty. Obrazne (nepresne) zapisané lim,,_, f,.(A4) = p(A).
Toto neplati (iplne) napr. o futbalovom zépase, o predpovedi pocasia, atd.

Budeme teda budovat matematickii teériu — model ndhodného (Statisticky stabilného) pokusu.

Znagcenie:

Q ... Mnozina vSetkych moznych ”najjemnejsich” vysledkov nahodného pokusu, ktoré este treba roz-
lisovat. Predpokladdme, ze vzdy €2 je neprazdna. € voldme priestor elementarnych javov.

w ... Elementédrny jav, prvok Q; Q méze byt koneénd, spoéitatelnd aj nespoéitatelnd; w je ”najjemnejsi”
vysledok ndhodného pokusu.

A, B, Ay, Ay, ..., A, ... ndhodné javy (udalosti)



0 ... nemoZny jav

Q ... isty jav

AU B ... jav, ktory nastane ak nastane alebo A alebo B
AN B ... jav, ktory nastane ak nastane aj A aj B

A — B ... jav, ktory nastane ak nastane A a nenastane B

A¢=Q — A ... opacny jav k javu A
1 4; ... nastane, ak nastane aspoil jeden z javov Ai,..., 4,

A;
1 4; ... nastane, ak nastane aspoi jeden z javov A, As, ...
A;

DCC |

guanens

_1 A; ... nastane, ak nastant vsetky javy Ai,..., A,

mizl

expQ = 29 ... systém vietkych podmnozin

A; ... nastane, ak nastani vsetky javy Ap, Ao, ...

A C B ... ak nastal jav A, tak nastane jav B (A implikuje B)

Pri ndhodnom pokuse okrem priestoru elementarnych javov € musfme mat zadany (popisany) aj systém
nahodnych javov.
Definicia 1.1. Nech Q je lubovolng neprézdna mnozina. Neprazdny systém A podmnozin mnoziny €

sa nazyva o—algebra, ak plati

(1.1) (i) Ac A= A°c A

(1.2) (ii) Ay Ay, e A= | JAic A (o—aditivita).

i=1

Ukazuje sa rozumné poziadavka odrazajica naSe skisenosti, aby systém nahodnych javov A v popisovanom
nahodnom pokuse bol o—algebrou podmnozin mnoziny elementarnych javov €.

Dvojicu (2,.A4) nazyvame javové pole a lubovolny prvok A € A nazyvame ndhodny jav (vzhladom k
(2, 4)).

Poznamka (92, A) s vold aj meratelny priestor.

Pozndmka w— elementdrny jav nie je ndhodnym javom, ale {w} ako podmnozina 2 je ndhodnym javom
ak patri do A.
Povieme, ze ndhodny jav A nastal, ak (elementdrny) vysledok pokusu bol w, pricom w € A. S ndhodnymi

javmi nardbame preto ako s mnozinami. Platia tu de Morganove vzorce

(1.3)

S

s

(1.4)

T/D |T/'C

pegm

(Dékaz (1.3): welUps Aie=wé¢ U Aie=Vi>lplatiw ¢ A; < Vi>1plati w €A = we
Niz1 4
Dékaz (1.4) si urobte sami.)

Veta 1.1. Nech (€2, A) je javové pole. Potom plati

(1.5) QcA De A,



a pre lubovolné prirodzené n a Ay, ..., An, A,B € A

(1.6) JAieA (NAieA A-BeA,
=1 =1
a tiez
(1.7) Ay Ay, e A= [ An €A
n=1

Dokaz: A je neprazdny systém, teda 3 A € A. Z (1.1) vyplyva, ze A € A. 7Z (1.2) vyplyva, ze ak
A=A e A, A=Ay e A, A3 =A1, Ay = Ay, ..., tak AAUA UA3U...=Q € A Z (1.1) tiez Q = 0 € A.

Dalej ak Ay, Ag, ..., A, € Aatiez ) = Apy1,0 = Apyo,... € A, takz (1.2) Ay UA U A, UDU ... =
UL, A e A

Ak Ay, Ag, ..y Ay € A, teda Ay, Ay, ..., A, € A a |, 4; € A, ale podla de Morganovho pravidla (1.4)
je Ur_, A; = N, A; a preto (i, A; € A, ale podia (1.1) (_, A; € A, pricom (_; A; = I, A;.

Teraz nech A, B € A. Z (1.1) B € A a z mnozinovej rovnosti A — B = AN B dostévame, ze A — B € A.

Nech Aj, Ao, ... € A. Preto aj Ay, As,... € A, teda | J;-; A, € A a pomocou (1.1) a de Morganovych
pravidiel aj (J;2 A, =2, 4, €A &

Definicia 1.2. Majme postupnost ndhodnych javov {A4,}5°;. Hornou limitou postupnosti javov
{A4,}22; nazyvame mnozinu vSetkych w € , ktoré patria do nekoneéne vela javov A,. Oznacujeme ju
limsup,, ,. A,. (Inak povedané limsup,, .., A, nastane prave vtedy ak nastane nekonecne vela javov A,,.)

Definicia 1.3. Majme postupnost ndhodnych javov {A,,}5 ;. Dolnou limitou postupnosti javov {4, }3 ;
nazyvame mnozinu vSetkych w € Q, ktoré patria do vsetkych A,, s vynimkou kone¢ného poctu tychto javov.
Oznacujeme ju liminf, . A,. (Inak povedané liminf, ., A, nastane prave vtedy ak nastanu vsetky javy
A,, s vynimkou konecne vela tychto javov.)

Lema 1.1. Ak {A4,}°°, je postupnost ndhodnych javov na (2, A), tak
liminf, ,o A, Climsup,,_, . An.

Dokaz: Zrejmy z definicii 1.2 a 1.3.

Veta 1.2. Ak {4,}°, je postupnost ndhodnych javov na (2,.4), tak plati

(1.8) lim sup A4, = ﬂ U Ag,
nreo n=1k=n

(1.9) hmnlgf;OAn = L_Jl kO Ay,

(1.10) lim sup A, =lim inf A,.
n—oo n—oo

Doékaz: w € limsup,,_,. A, <= w patri do nekonecne vela javov A, < pre Vn > 13 k > n, ze
weA,<=Vn>1 jewe U, A= we N U, Ak.

w € liminf, , A, <= w patri do kazdej A, s vynimkou koneéného poctu A; <= I n > 1, ze
w € Mhep Ak = w € U1 Nier Ak-

w € limsup,,_, ., A, <= neplati, ze w patri do nekonecne vela javov A, <= neplati, ze Vn > 13 k > n,
zew€Ay<=In>1Vk>nwg Ay <= 3In>1Vk>nwe A < 3In>1, zewe i, dr <=
welUr Mz, Ar =liminf, . A,. &



Definicia 1.3a. Majme postupnost ndhodnych javov {4,}5% ;. Povieme, Ze postupnost {4,}%%; m4
limitu A, ak A = limsup,,_, ., A, = liminf, ,. A,. Oznacujeme A = lim, o Ap.

Poznamka. Ak A;, As,... € Aa3 A=limsup,_, A, =liminf,,_, A4, =
UoiNie,, Ak € A (teda limita je z A). Samozrejme z Vety 1.2 vyplyva, ze aj limsup,_, .o A4, € A a
liminf, . A, € A.

Veta 1.3. Nech {A4,}52, je postupnost ndhodnych javov na (2, 4). Ak A; C Ay C ... Potom
3 limy, 00 Ay, a plati lim, o0 A, = sy An.

Dokaz: (o, Ax = Ap, pretow € liminf, oo A, <= w e U~ Nier 4 = Upey
Unzi An-

Ajlimsup,,_, . A, =U,2 Ay, leboz Lemy 1.1 J)7 | A,, = liminf,_, A4, C limsup,,_,, A, anaopak ak

n=1

A, ¢ize liminf, .. A, =

w € limsup,,_, ., A, <= w patri do nekonecéne vela A, <= w € Uzo:l A, ¢ize limsup,,_, A, C Uzozl A,.

Preto 3 lim, o0 A, = Uy An. &

Veta 1.4. Nech {A4,}52, je postupnost ndhodnych javov na (2, 4). Ak A; O Ay O ... Potom
3 limy, 00 Ay, a plati limy, o0 Ap = (e y An.

Dokaz: | Jp,, Ar = Ay, pretow € limsup,,_, o A, <= w € (e, Urer Ak = Moy
N A

Aj liminf,, oo A, =(o—; An, lebo z Lemy 1.1 liminf,, o, A, C limsup,,_, ., 4,

n=1

Ay, ¢izelimsup,,_, Ay =

=, An anaopak ak w € (2| A,, <= w patrf do vietkych A,, <= w € liminf, . A,, ¢ize ()~ A, C
liminf,,_ o A,.

Preto 3 limy, o0 Ay = ()yey An. &

Veta 1.5. Nech S je neprézdny systém podmnozin €. potom existuje mnozinova oc—algebra o(S) taka,
ze plati

i) Scas),

(ii)  ak je A* mnozinovd o—algebra takd, ze S C A*, tak o(S) C A*.

Dékaz: Polozme o(S) prienik mnozinovych o—algebier obsahujicich S. Potom § C o(S) a zrejme je
o(S) aj o—algebrou. &

Definicia 1.4. Nech S je neprézdny systém podmnozin Q, ¢(S) je prienik mnozinovych o—algebier

obsahujicich §. ¢(S) sa nazgva minimédlna mnozinova o—algebra generovand systémom S.

Borelovské mnoziny.
Polozme
Q= (—o00,00) =R,
S={(-00,x>, x€R} CexpQ=expR
Miniméalna mnozinové o—algebra o(S) = B generovand systémom S sa vold
borelovska (mnozinovd) o—algebra v R. Jej prvky sa nazyvaju borelovské mnoziny.
Poznamenavame len, Ze borelovskd o—algebra v R je totozna aj s minimalnou mnozinovou o—algebrou
generovanou systémom mnozin S véetkych intervalov tvaru < a,b), kde a < b (pozri napr. Riecan, B., O

pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972, str. 46).



Analogicky definujeme B"™.
Q=R",
S ={(=00,21 > X... X (=00, Tp, >, T1,...,Tn € R},
o(S) = B™ je borelovskd (mnozinovd) o—algebra v R™.
Definicia 1.5. (Axiomatickd definicia pravdepodobnosti.) Nech (Q,.A4) je javové pole a P redlna
mnozinovéa funkcia definovani na A s vlastnostami
(i) P(2) =1 (normovand)
(i) VAeA P(A)>0 (nezdpornd)
(iii) ak {A,}°2, je postupnost po dvoch disjunktnych (nezlucitelnych) ndhodnych javov (t.j. ¥ n A, €
A: A, NA, =0pren#m), tak P(U,~,) => ., P(A,) (c—aditivna).
Potom funkciu P nazjvame pravdepodobnostou (na A) a trojicu (2, A, P) pravdepodobnostnym priestorom.
Poznamka. Axiomatickd definiciu pravdepodobnosti a pravdepodobnostny priestor zaviedol N.A.Kolmogorov

v roku 1933.

Poznamka. Pravdepodobnostny priestor je matematickym modelom (reguldrneho) ndhodného pokusu.

Priklad 1.1. Nech € je kone¢na mnozina elementarnych javov, t.j. Q =
{wi, ey wn}, A = expQ. Pre A = {w;,,...,w;, } C Q nech P(A) = Z§:1 P({ws,}), pricom V i P({w;}) >
0, >i, P({wi}) = 1. Potom (Q, A, P) je pravdepodobnostny priestor.

Specidlne: Ak v Priklade 1.1 je P({w;}) = % pre i = 1,2, ...,n, tak hovorime o klasickom pravdepodob-
nostnom pokuse (klasickej definicii pravdepodobnosti, klasickom pravdepodobnostnom priestore), pricom
_ 4

PA=1g)

(JA] je pocet elementarnych javov v A).

Vahova definicia pravdepodobnosti: Nech  je nanajvys spoéitatelnd mnozina, teda Q = {wiy oo, Wn,y oo}y, A=
expQ, P(A) =3, caP{wi,}), pricom V n P({w,}) =p, >0a Yoo P({wn}) = 1.

Geometrickd definicia pravdepodobnosti: Nech € € B™ je borelovskd mnozina, ktorej Lebesgueova miera
w(Q) je koneénd a kladnd, A = B"(Q) (systém vsetkych borelovskych podmnozin ), pravdepodobnost

P(A) = ZE’S? pre A € A.




2. Vlastnosti pravdepodobnosti

Veta 2.1. Nech (9, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Potom pravdepodobnost P m4 nasledujtice
vlastnosti:

(i) P@) =0

(ii) A,BeA ANB=0) = P(AUB)=P(A)+ P(B)

(iii) A,Be A, ACB = P(B— A) = P(B) — P(A) (subtraktivnost)

(iv) A,Be A, AC B = P(A) < P(B) (monoténnost)

(v) AeA =0<PA)<1

(vi) Ae A = P(A)=1-P(A)

(vii) A,Be A = P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

(v111) A, A, e A = P(U" ) En P(A;)—

Z Z] it+1 P(A;iNA; ) Z Z] i+1 Zk =j+1 P(AiN Aj N Ag) + ..+
+(-1 )”+1P(A1 NAxN...NA,)

(ix) Ay,...,A, e A = P(U_, A) <X P4)

Dokaz:

(i) PQ)=POQUIU..)=PQ)+P0)+..=1 = P0) =0;

(i) A,Be A, ANB=0) — P(AUBUQU...)=P(A)+ P(B)+ P(0) +... = P(A) + P(B);

(iii), (iv) A,B€ A, AC B = B = AU (B — A) (nezlucitelné). Teda P(B) = P(A)+ P(B — A) a preto
P(B— A) = P(B) — P(A), ale aj P(A) = P(B) — P(B — A). Kedze P(B — A) >0, je P(B) > P(A);

V) AeADeADCACO = (z (1),iv)) 0=P0) < P(A) < P() =1;

(Vi) Ac ALAUA=Q = (z (ii)) 1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A), ¢ize P(A) =1 — P(A);

(vii) A, B € A, teda sa da pisat AUB = [A—(ANB)|JU(ANB)U[B—(ANB)] (disjunktné) = P(AUB) =
P(A—(ANB))+P(ANB)+ P(B—(ANB)) = (z (iii)) P(A)—P(ANB)+ P(ANB)+ P(B)— P(ANB) =
P(A)+ P(B) — P(AN B);

(viii) indukciou pomocou (vii) (pozri napr. Riecan, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava,
1972)

() P (Ui A) = P (U5 A) + P(4n) = P (4a U5 4) < P (U] 43) + P(An)
P (U:‘l:_f Ai) =Pr (U?:f Ai) + P(An-1) — (An—l QUZ; z) < P(Ui:l Ai) + P(An-1)

P(A; UAs) = P(Ay) + P(As) — P(A; N As) < P(Ay) + P(Az)
a s¢itanfim mame P (|J;_, A;) < P(A1) + P(A2)+ ...+ P(A4,). &



Veta 2.2. Nech (©,.A) je javové pole, P redlna mnozinova funkcia definovans na A s vlastnostami
(i) PQ)=1
(i) vAeA PA)>0
(i) A,Be A, ANB=( = P(AUB) = P(A) + P(B) (aditivita, nie o—aditivita)

Potom nasledujtice vlastnosti su ekvivalentné
(1) P je pravdepodobnost na (£, .A)
(2) Ay, Ay, € A A, CApyy = lim, oo P(A,) = P (Usey 4i)
(3) A1, As,...€ A A, DAy = lim, oo P(A,) = P(Ni2; 4i)
(4) A1, Az ... € A A, DA, N2, An =0 = lim,, oo P(4,)
Dokaz:

1) =2

P je o—aditivna, teda ak By, Bs,... € A, B;NB; =0 pre i #j = P(U;=; Bi) = > oy P(B;). Polozme

By =A1,By=A— A1, B3 = A3 — As, ... Plati ;2| Ai = U;2, Bi a B; N Bj =0 pre i # j. Dostdvame
P(UZ,A) = PUS, B) = 50, P(By) = limoe S0, P(BS) =

lim, oo [P(B1) + P(Bs) + ... + P(By)] = limy,o0[P(A41) + P(A3) — P(A1) + ... + P(4,) — P(A,—1)] =

lim;, 00 P(A4y).

2) =)

A, D Apyq, preto A, C A, 1 a podla (2) lim,, 0o P(4,) = (UZ 14, ) (ﬂoil ) (de Morgan)

=1-P (N2, 4n). Teda lim,_,o P(A,) = lim,,00[l — P(4,)] =1—-[1—P (N2, 4x)] = P (N2, 4n).
B) = @)

Ak Ay, Ay, ... € AJA, D At N
(1) = (1)

Nech By, Bs, ... € A. Plati B;NB; = ( pre i # j. dalej plati P ((J;2, B;) = P (B1 U...UB,_1 U, B;).
Ak oznacime |J;o, B; = Cp, potom C,, 2 Cpy1 a ()., C, = 0 (lebo (,2,Cn = ey Uie, Bi =
limsup,, ., Bn = {w € Q : w patri do nekonecne vela B;} = ), lebo B; sii po dvoch disjunktné). Teda
podla (4) lim,, ., P(C,,) = 0.

Pocitajme pre lubovolné n > 2:
P (U2, Bi) =17 P(B;) + P(C,) (aditivita P).

Preto plati:
P (U Bi) = limn0 P (UZ, Bi) = hmn—ﬂ)O[Z?:_ll P(B;) + P(Cy)] =
lim,, o0 307 P(B;) + lim,, oo P(C,) = 52, P(B;). &

P(lim,, , Ay,) (spojitost zdola)

P(lim,, o Ay,) (spojitost zhora)

0 (spojitost zhora v 0).

o A, =0, tak lim,, oo P(A,)=P (N2 4;) = P(0) = 0.



Veta 2.3. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor, A, € A, n =1,2,... a existuje lim, . A, =
A. Potom P(lim, 0 Ay) = limy, 00 P(Ay).

Dokaz:
Pre redlnu éfselnt postupnost {a,}32; plati: a je hromadnym bodom {a,}3%; ak a je limitou nejakej
vybranej podpostupnosti z postupnosti {a, }52 ;. Mnozina hromadnych bodov kazdej redlnej postupnosti ma
{a,}22; mé limitu prave vtedy ak limsup,, , . a, = liminf,, o a, = lim,_,o a, (Jarnik, V., Diferencidln{
pocet II, Academia, Praha, 1976).

Dalej ozna¢me (i, A; = By, Use, Ai = Cy, P(B,) = by, P(Cy) = ¢,. Zrejme B, C Byi1, Cy
Cny1, n=1,2,....

Podla Vety 2.2 3 lim, o0 by = lim, oo P(Bn) = P(US, B,) a podla Vety 2.2 3 lim,yo0cn, =
lim,, 0 P(Cy) = PNy~ Cn).

Z predpokladov vety tiez A = lim,,_, o0 A, = liminf, , A, = limsup,,_, . An-

U

Pocitajme:
P(lim,, o0 4,,) = P(liminf,, 00 4,) = P (Us2; Niey 4i) = P (U2, Bn) =
lim,,—, o0 P(B;,) = limy, o0 by, = liminf,, o b,, = liminf,, o P (N2, 4i) <
liminf, o P(A,) <limsup,,_,. P(4,) <limsup,_, . P (U;2, 4:) =
limsup,,_, ., P(Cy) = limsup,,_, o ¢, = lim,, 00 ¢ = limy, 00 P(Cr) = P (1 Cn) = P (Noey Use,, Ai) =
P(limsup,, , . An) = P(lim,_00 4y).

Preto v8ade platf rovnost a P(lim,, o 4,) = liminf, ., P(4,) =
limsup,,_, P(A,) = (Jarnik) lim,_,oc P(A,). &

Veta 2.4. (Borelova-Cantelliho lema) Nech A,,, n = 1,2, ... je postupnost ndhodnych javov na (Q, A, P)
ay o, P(A,) < oco. Potom P(limsup,,_,., A,) = 0.

Dokaz:
0 < P(limsup,,_,.. 4n) = P2, Ui2,, 4i) = lim, o0 P (U;s=,, Ai) (Veta 2.2, lebo {{J;=, A;}52, je kle-
sajtica postupnost.

Plat{ tiez: |J°, A; = Ay UAp1U.o = Ay U (Ayyy — Ap) U (Ayyo — UM AU (Apgs — U2 A U,
pricom Ay, Ant1 — An, Apis — Uzz_nl A, ... st disjunktné. Preto
limy, o0 P(USS,, Ai) = limy, oo P((An U (Api1 — Ap) U (Apie — Ut A U L)) =

i=n

limy, o0 (P(Ap) + P(Any1 — Ap) + P(Anyo — UM A) + ) < limy, oo S50 P(A;) =

= limy oo (052, (A7) = X000 P(A) = 072, P(A) = 3272, P(A) = 0.
Teda P(limsup,,_,., 4,) =0. &



3. Podmienens pravdepodobnost

Priklad 3.1. Majme urnu s a Gernymi a b bielymi gulkami. Gulku po vytiahnuti nevrdtime spit.
Ozna¢me nahodny jav

By — v prvom tahu vytiahneme bielu gulku

By — v druhom fahu vytiahneme bielu gulku
Zaujima nas pravdepodobnost, s akou v druhom fahu vytiahneme bielu gulku, ak vieme, ze v prvom tahu

sme vytiahli bielu gulku.

RiesSenie:
b
P(By) = .
(B1) a+b
Podobne
b—1
P(By|B;)) = ————.
(B2|B1) PR —

Oznacenie P(Bz|B1) znamend podmienena pravdepodobnost nahodného javu B ak nastal ndhodny jav Bj.

Plati tiez
b(b—1)
(a+b)a+b—1)

P(B, N By) =

lebo véetkych moznosti (vysledkov) dvoch tahov je b(b—1+a) +a(b+a—1)=b%>—b+ab+ab+a® —a =
(a+b)(a+b—1) a’priaznivych” b(b — 1).

(biy, big) (bi1,biz) ...  (bi1,bip)  (bi,¢1) ... (bi1,Cq)
(big, biy) (big,big) ... (big,bip)  (big,¢1) ...(big,¢Cq)
(bib, bil) (bib, biz) .. (bib, bib_l) (bib, él) . (bib, éa)
(G1,bi1) (€1,bia) ... (C1,bip) (C1,82) ...(€1,Ca)
(Ca,bi1) (Cq,bia) ... (Ca,bip) (Ca,C1) ...(C1,Cq—1)
Mozeme ale pisat
b(b—1)
2t P(By) £ a+b—1

Teda ohranic¢ili sme sa namiesto 2 na Bj

(biy, bia) (bi1,big) ...  (biy,bip)  (bi,¢1) ... (bi1,¢Cq)
(big, biy) (big,big) ...  (big,bip)  (big,¢1) ...(bis,¢Cq)
(bib7 bil) (bib, big) oo (bip, bibfl) (bib, 61) . (b’ib, éa)

a z ndhodného javu By berieme ”len tt ¢ast, ktord je v By”.
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Definicia 3.1. Majme pravdepodobnostny priestor (2, A4, P) a B € A je vybrany ndhodny jav taky, ze
P(B) > 0. Podmienend pravdepodobnost ndhodného javu A € A za podmienky nastatia ndhodného javu B

je

(3.1) P(AB) = P(;l(;)B)
Poznamka. Z (3.1) vyplyva
(3.2) P(ANnB)=P(A|B)P(B)

pricom sa predpoklada, ze P(B) > 0. Pretoze AN B C B, teda P(B) = 0 = P(AN B) = 0, vztah (3.2)
mé vyznam aj pre P(B) = 0. Vztah (3.2) je "symetricky” aj pre A, teda

(3.3) P(ANB) = P(BJA)P(A).
Z (3.2) a (3.3) mdme
(3.4) P(A|B)P(B) = P(BJA)P(A).

Oznacenie:

Nech jav B € A je pevne dany, pricom P(B) > 0. Definujme
Pg: A—<0,1> Pg(A)=P(AB).

Veta 3.1 Pg je pravdepodobnost na (9, .A4) (pre kazdy jav B, pre ktory je P(B) > 0).
Doékaz:

p() = BN _ P(B)

P(B)  P(B)
PB(A):P(]f(;)B)>OpreVA€A

A, e A, n=1,2,..., A;nA; =0 pre i # j, potom

Uz 1A ﬂB) P(U?il(AimB)) _
e (UA> PB) ~ PB)

:1,

M iP/HB iPB(A
i=1

Veta 3.2 Plat{

(i) P(AQ)=P(A)preVAec A

(i) P (N, A;) = P(A)P(As| A1) P(As|As N Ay).. P(A|A N Ay N Ayy)  ak P (m;‘;f Ai) >0
(veta o nasobeni pravdepodobnosti).

Dokaz:
P(ANQ) _ P(A)

0 P = =5 = 5y
(ii) Z(3.2) je PNz Ai) =
P (An N ﬂ’.l_lAv) -
P (a5 A) P (N2 A) =
P<An|mi;1 i>P(An71 mﬂ;:lg Ai) =

= P(A);
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P (Al (V5 A) P (Ana NS A5) POV A) = o =
P(A))P(A3|A1)P(A3|As N Aq)...P(Ap]A1NAcnN..NA,1). &
Definicia 3.2. Majme pravdepodobnostny priestor (£2,.4, P). Ndhodné javy Aj, As, ... € A tvoria tplny

systém javov, ak plati
(oo}
i=1

Poznamka. tplny systém javov moze byt aj koneény.
Veta 3.3. (Vzorec pre tiplni pravdepodobnost) Nech A, Az, ... je tiplny systém javov v pravdepodob-
nostnom priestore (2,4, P) taky, ze

(3.6) P(A) >0, i=12,...
Potom plati
(3.7) P(B) =) P(B|A;)P(A)).
i=1

Dokaz:

P(B) = P(BNQ) = P(BNUZ, A) = P(UZ,(BN4) = Y%, P(BNA) = Y%, P(BIA)P(A))
(podla (3.2)) &

Veta 3.4. (1. Bayesov vzorec) Nech Ay, As, ... je Uplny systém javov v pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P) taky, ze

Ak P(B) > 0, tak plati

(3.8) P(A;|B) = ng@fé&%&i), i=1,2,...

Dokaz:
Pre Iubovolné j je pomocou (3.2) a (3.7)

_P(BN4;)  P(B|4;)P(4))
P(A;|B) = P(B) Y P(BJA)P(A) &

Veta 3.5. (2. Bayesov vzorec) Nech Aj, Ao, ... je Uplny systém javov v pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P) taky, ze P(A;) >0, i=1,2,...dalej A€ A, ze P(A) >0a B € A. Plat{
> qi: pana,y>oy P(Ai) P(A|A;) P(B|AN A;)
Yic1 P(AJA)P(4A)) '

(3.9) P(B|A) =

Dokaz: spravte si sami.

Poznamka. Vety 3.3, 3.4 a 3.5 platia aj v pripade, Ze uplny systém javov je konecny.

Poznamka. P(A;) v Bayesovych vzorcoch su tzv. apriorné pravdepodobnosti a P(A;|B) aposteriérne
pravdepodobnosti (po vykonan{ pokusu s vysledkom B).

Poznamka. V pripade 1. Bayesovho vzorca ide o riesenie situdcie, ked mame hypotézy A1, ..., ktoré
sa navzdjom vylutujud, ale vycerpavaji vSetky moznosti. Pozndme ich (apriorné) pravdepodobnosti P(A4;).
Nastal jav A a pozndme pravdepodobnosti P(A|A;). Pytame sa na (aposteriérne; nové, ktoré beri do tvahy

skutoénost, Ze mastal A) pravdepodobnosti P(A4;]A)
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V pripade 2. Bayesovho vzorca ak nastal jav A, pytame sa na pravdepodobnost javu B.

Poznamka. Nie je vzdy jednoduché volit spravny pravdepodobnostny model pre vypocet podmienenych
pravdepodobnosti.

Priklad 3.2. (Lekérska diagnostika) Vieme, 7ze urcitou (konkrétnou) chorobou Ch trpi 1% populdcie.

Choroba je diagnostikovand na zsklade vySetrenia, ktorého spolahlivost je

(i) 95% ak vySetrovana osoba trpi chorobou Ch
(ii) 70 % ak vysetrovand osoba netrpi chorobou Ch.
Vysetrujeme nadhodne zvolent osobu. Uréte pravdepodobnost spravnej diagnézy, ak vysledok vysetrenia je
(a) pozitivny (podla vysledku vysetrenia je osoba chord)
(b) negativny (podla vysledku vysetrenia je osoba zdrava).
RieSenie:
Oznacme jav
A — vySetrovand osoba trpi chorobou Ch (je chord)
B — vysledok vysSetrovania je pozitivny
Zo zadania vieme
P(A) = 0.01 (pravdepodobnost, Ze vybrand osoba je chord) Této pravdepodobnost sa vold prevalencia
alebo tiez apriornd pravdepodobnost choroby
VysSetrenie (spoiahlivosf vySetrenia) sa charakterizuje dvomi charakteristikami, a sice
pravdepodobnostou P(B|A) = 0.95 tzv. citlivost testu alebo aj senzitivita testu
pravdepodobnostou P(B|A) = 0.7 tzv. $pecificita testu.

(a) Mame ur¢it vlastne P(A|B) (lebo v tomto pripade vysledok testu bol pozitivny, teda test hovori, Ze
vySetrovand osoba je chora (diagnéza je, ze pacient je chory) a my mame urécit pravdepodobnost spravne;j
dignézy).

Zo zadania vieme, 7e P(A) = 0.01, P(A) =0.99, P(B|A) =0.95a P(B|A) = 1-P(B|A) =1-0.7 = 0.3.
Podla Bayesovho vzorca (A, A st hypotézy)

P(A)P(B|A) 0.01-0.95

P(A|B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B[A)  0.01-0.95+0.99-0.3

= 0.030995.

Je to aj aposteriérna pravdepodobnost, Ze pacient je chory, ak vysledok testu bol pozitivny. Je to prekvapivy

vysledok. ¢akali by sme ”omnoho lepsi” vysledok.
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Celkom mame 29 700 + 950 = 30 650 pozitivnych vysledkov, z toho spravne pozitivnych je 950, cize

950

P(A|B) = —— =0. .
(A1B) = 55650 — 0-030995

(b) Analogicky (zase A, A st hypotézy)

_— P(A)P(B|A) 0.99-0.7
PAB)= — - = = 0.99928.
(4B) P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A) — 0.99 0.7+ 0.01 - 0.05

Je to aposteriérna pravdepodobnost, Ze pacient nie je chory, ak vysledok testu bol negativny. Naozaj
celkovo mame 69 300 + 50 = 69 350 negativnych vysledkov, z toho spravne negativnych je 69 300 a teda
pravdepodobnost spravnej diagnézy u negativnych vysledkov testu je P(A|B) = 69350 — 0.99928.

Nezdvislost ndhodnych javov

Definicia 3.3. Majme pravdepodobnostny priestor (£2,.4, P). Néhodné javy A, B € A s nezdvislé
(vzhladom k pravdepodobnosti P) ak P(AN B) = P(A)P(B).

Definicia 3.4. Majme pravdepodobnostny priestor (€2, A, P). Ndhodné javy A;, As, ... € A st skupinovo
(zdruzene) nezdvislé (vzhladom k pravdepodobnosti P) ak pre Ilubovolné k € {1,2,...} a Iubovolnt skupinu

indexov {i1,...,ix} € {1,2,...} plati
k

k
P A, | =[] PAs).
Jj=1 J=1
Néhodné javy Aq, A, ... € A st po dvoch nezavislé, ak kazdé dva si nezavislé.

Poznamka. Zrejme lubovolny jav A € A a jav isty € st nezavislé. Takisto lubovolny jav A € A a jav
nemozny () si nezdvislé.

Poznamka. Pozor, je rozdiel medzi disjunktnymi (nezlucitelnymi) javmi (nemozu naraz nastat, ANB =
() a nezdvislymi javmi (tu treba pravdepodobnost).

Priklad 3.3. V urne su 4 listky {000,110,101,011}. Ndhodné javy

A; — {ndhodne vytiahnuty listok m4d na i—tom mieste 1}, i=1,2,3,

st po dvoch nezdvislé, ale nie st (zdruzene) nezavislé, lebo

P(Ay) = P(43) = P(43) =

1
P(A1NAy) =P(A1 NA3) =P(As N A3) = 1
P(A1NAsNAs)=0.
Veta 3.6. Nech Ay, A, ..., A, € A si zdruzene nezavislé javy. Plati
(i) lubovoln4 postupnost Ay, As, ..., An, kde Aj, = Ay, alebo Aj, = A, je postupnost zdruzene nezévislych

javov;

(i) P (Up=y Ar) =1 = [Ty (1 = P(AR)).
Dokaz:
(i) Ak Ay, Ay st nezdvislé, tak

P(A; NAy) = P(A; — (A, N Ap)) = P(A;) — P(A; N Ag) =
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= P(A1) — P(A1)P(A2) = P(A1)(1 — P(Az)) = P(A1)P(A2),

teda A;, Ay st nezévislé. Tak isto
P(Eﬂfg) :P((A1UA2)) = 1—P(A1UA2) = 1—P(A1) —P(AQ)—I-P(AlﬁAQ) =

=1—P(A;) = P(A2) + P(A1)P(A2) = (1 — P(A1))(1 — P(A2)) = P(41)P(4),

¢ize aj Ay a As st nezdvislé. Dokaz dokonéime indukciou (pozri Rieéan, B., O pravdepodobnosti a miere,
Alfa, Bratislava, 1972, alebo Dupa¢, Huskova, Pravdépodobnost a matematickd statistika).
(ii) Z de Morganovych pravidiel a z (i)

)+ (F9) () oo

k=1

Veta 3.7. (Borelova lema) Nech A;, As, ... € A je postupnost nezavislych javov, t.j. . Potom

P(lim sup 4,)=0V1

n—roo

podla toho, ¢i rad >0 P(A,) konverguje alebo diverguje.
Dokaz:
Ak 3% P(A,) < oo = P(limsup,_,.. 4,) = 0 podla Borelovej-Cantelliho lemy (A; ani nemusia byt
nezdvislé).
Ak Y7 P(A,) = oo, tak
P(limsup, o An) = P (M2 Uil Ak) = P (NaZy Ba) =
(kde B,, = Uz—,, Ak 2 Bpi1)
= (Veta 2.2. (3)) limy,_,oo P(By) =
(B, =A4,U(A, UA, 1) U(A, UA,11 UA,2) U
= (Veta 2.2. (2)) lim,,— 0 {hm]\;_moP (Uk . )}
= (de Morgan) lim,, o limy o0 P (ﬂ]kvzn /Tk) =
= 1im,, o limy o {1 _p (mkN:n /Tk)} -
= (nezdvislost) 1 — lim,, oo imy s o0 [Hszn P(Tk)] =
=1 —Timy, o0 iy oo [Th, (1= P(AR)) > 1 —limy, o0 limpy o0 e~ Zk=n P(AR)
(lebo 0 < P(Ax) =z <lal—uz, <e %, teda chv:n(l —xg) < chv:n e Tk, Cize
— I (1 =) > =TI, e = —em S PO,
Pretoze 00, P(A,) = 00, ize limy o0 YN P(A,) = 00 a aj
limy 00 ZnN:k P(A,) = oo pre kazdé n. Teda
lim,, o0 iMy 00 Zg:k P(A,) =00 alimy, o0 limy o0 €7 Xk P(An) = 0,

Dostdvame P(limsup,, . A,)=1. &
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4. Nahodné veli¢ina

Snazime sa vysledok pokusu vyjadrit ¢fslom (pocet padnutych Sestiek na 10 kockach; doba po ktori svieti
ziarovka; pocet baktérii v jednotkovom objeme vody; ata.).

)

Snazime sa "pretransformovat” vysledok pokusu, nahodné javy na éfselni os. Pravdepodobnostny
priestor ”zobrazit” na Ciselnt os tak, aby sa dala spocitat pravdepodobnost vsetkym ”rozumnym” mnozinam

realnych éisel. Teda chceme najst vhodné zobrazenie
(Q,A,P) >R

pricom prepokladdme, ze (€2, A, P) mame dané, uréené napr. verbdlne (slovne). Ukazuje sa rozumné vziat

na realnej osi borelovskii o—algebru B a hladaf vhodné zobrazenie
X: (2,4) — (&,B)

tak, aby sme mohli spocitat (udat) pravdepodobnost kazdej borelovskej mnoziny B € B. Zadefinujme si
taktto ”vhodnd” funkciu.
Definicia 4.1. Majme dany pravdepodobnostny priestor (2, A, P). Redlnu funkciu X definovani na Q
pre ktoru plati
(4.1) VBeB={we: Xw)eB}eA

nazyvame nahodna veli¢ina.

Nahodnu veli¢inu niekedy voldme aj ndhodnd premennd. Funkciu X spliujicu (4.1) nazyvame meratelnd
funkcia, prvky o—algebry B meratelné mnoziny. Mnozinu {w € Q : X (w) € B} zapisujeme (skratene)
{X € B} alebo {X~}(B)}. Je zrejmé, Ze ndhodnou veli¢inou X zobrazime elemenarny vysledok pokusu
w na redlne &slo. Ked sa zrealizuje elemendrny jav w, tak realizdcia ndhodnej veliciny je (redlne ¢islo)
r = X(w). Ked mame zadant (uréent) nghodnii veli¢inu X, tak pre kazdi borelovskd mnozinu B € B
vieme uréit {w € Q: X(w) € B} = {X"}(B)}. $pecidlne pre kazdé redlne ¢islo z je {w € Q1 X(w) €
(—o0,z)} ={X <z} € A

Poznamka. D4 sa ukdzat, ze k tomu, aby X bola ndhodn4 veli¢ina je nutné a stacf, aby Vo € R {X <
x} € A.

Ked méme dany pravdepodobnostny priestor (€2, A, P) (matematicky popisany’ nahodny pokus) a ndhodnu
velitinu X (t.j. redlnu funkciu s vlastnostou (4.1)), tak kazdej borelovskej (meratelnej) mnozine B vieme

priradit (uréit) pravdepodobnost predpisom
Px(B)=P{weQ: X(w)e B}=P{X '(B)}).
Definicia 4.2. Mnozinové funkcia
(4.2) Px(B)=P({X*(B)}), BeB

sa nazyva rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny X.
Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny X je teda pravdepodobnostna miera (pravdepodobnost) na
o—algebre B borelovskych mnozin indukovand ndhodnou veli¢inou X. Presvedéte sa, Ze naozaj Px spfﬁa

vsetky tri vlastnosti z Definicie 1.5.
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Poznamka. Pri ndhodnom pokuse - hode kockou ndhodnud veli¢inu fyzicky zrealizujeme tak, Ze na
jednotlivé steny kocky nakreslime bodky. Mézeme na jednotlivé steny kocky aj napisat (nejaké konkrétne)
cisla. Ak sme kazdej stene kocky priradili urcité ¢islo, zostrojili sme isti nahodnu veli¢inu. Iny priklad na
ndhodni veli¢inu je meraci pristroj (napriklad voltmeter). Uré¢itému napétiu v sieti priradi ¢islo - hodnotu
napéatia. V reédlnej elektrickej sieti aj konstantné napétie nie je "pevné”, ale fluktuuje (vplyvom ndhodnych
porich).

Nédhodnd veli¢ina teda je pevne dana funkcia, ktord ale svoje hodnoty nadobida "nahodne”. Pravde-
podobnostné spravanie sa nahodnej veliciny X, teda rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X je
urcené systémom pravdepodobnosti

P{X <=x}), z€R.

Pravdepodobnostné spravanie sa nahodnej veli¢iny uplne a jednoznaéne popisuje distribuéna funkcia.

Definicia 4.3. Nech X je ndhodnd veli¢ina definovand na (€2, A, P). Redlna funkcia
Fx(z)=P{X <z})=P{weQ: X(w)<z})

sa nazyva distribuénd funkcia ndhodnej veli¢iny X. (Budeme znagit aj F(x), ak nedochddza k nedorozume-
niu.)

Veta 4.1. Distribu¢nd funkcia je

(i) neklesajica

(ii) spojitéd zlava

(iii) limg—y—oo F(x) =0, lim, o F(z) = 1.

Dokaz:

(i) Zvolme redlne a < b. Zrejme
{X<b}={w: X(w)<b}={X<a}U{a< X <b}
pricom posledné dva javy si nezluéitelné. Podla aditivnej vlastnosti pravdepodobnosti je

P{X <b})=P{X <a})+ P({a < X <b}),

0<P{a<X<b})=P{X <a})— P({X <b}) = Fx(b) — Fx(a),
teda Fx (b) > Fx(a).

(ii) Pre Iubovolné (ale pevné) x nech {z; X, je akékolvek neklesajica postupnost také, ze konverguje zlava
k z (tedaz, - 27). Nech 4; = {w: X(w) <z;}ad={w: X(w) <z} Zrejme o, A; = A, A; C Aiiq.
Zo spojitosti zdola pravdepodobnosti dostavame

Fx(z)=P(A) =P (U Ai> = lim P(4;) = lim Fx(;).
i—1 1— 00 1— 00

(iii) Vezmime Iubovolnt nerastiicu postupnost {z;}32, takd, ze x, — —oco. Pri oznageni B,, A, z (ii)

tentokrat A; O A;41 a2, A; = 0. Preto
lim Fx(x,)= lim P(A,)= P(lim A,)= P(})=0.

n— oo n—00 n—0o0
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Ak teraz vezmeme lubovolnt neklesajicu {z;}5°, takd, ze x, — co. Pri oznaceni A,, z (ii) je A; C A;41 a

lim Fx(z,)= lim P(A,)=P (

n—oo n—oo

An> —PQ)=1. &

1C3

Veta 4.2. Pre distribuénu funkciu Fx plati
(4.3) P{X =z})=Fx(z+0)— Fx(z), x€R.

(Fx (x4 0) = lim,_,,+ Fx(y) (limita sprava).)

Dokaz: Plati {X < 2} = {X = 2} U{X < z} a ak vezmeme lubovolnii nerasticu {z;}2, takd, ze
zp, = T, tak {X <z} =N {X < x,}, pricom {X < x,} D {X < z,41}. Zo spojitosti pravdepodobnosti

zhora plati

PH{X < $}) =P (m{X < xn}) :T}LH;OP({X < mn}) =

n=1

= lim F(z,)= Fx(z+0),

n— oo

(pricom zo spojitosti pravdepodobnosti zhora vyplyva, ze lim, ., P({X < z,}) existuje a je jedind pre

akiikolvek nerastiicu postupnost {z; o0, takd, ze z,, — at). Preto

P({X = a}) = P({X <a}) ~ PUX <2}) = Fx(e +0) - Fx(x). &

Désledok. Fx(-) je spojitd v z prave vtedy ak P({X = z}) = 0 (lebo Fx(-) je zlava spojita vidy a
sprava prave ak P({X = z}) =0).

Veta 4.3. Distribuénd funkcia m4 najviac spocitatelne vela bodov nespojitosti (skokov).
Dokaz: Oznac¢me
C,, = { mnozina bodov, v ktorych ma Fx -) skok vicsf ako 1 }.

Velkost skoku v bode x je vlastne (podla (4.3)) Fx (z+0)— Fx(z) = P{X =2})aC, ={z €R: P({X =

x}) > L}, Pretoze hodnoty pravdepodobnosti lezia v intervale < 0,1 >, moze mat C, najviac (n—1) prvkov.

Mnozina bodov

C={z: Fx(-) mav bode z nejaky skok} = U Ch.

n=2

Pretoze C' je spocitatelnym zjednotenim konecnych mnozin, je nanajvys spocitatelnd. oo
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Lebesgueova - Stieltjesova miera

Struéne si povieme o Lebesgueovej - Stieltjesovej miere. Majme dani redlnu funkciu F s vlastnostami
(i) neklesajica
(ii) spojits zlava.

Majme systém S vSekych intervalov tvaru < a,b), kde a < b. Potom je mnozinova funkcia p definovand na
S predpisom p(< a,b)) = F(b) — F(a) o—aditivna. (do6kaz pozri napr. Riecan, B., O pravdepodobnosti a
miere, Alfa, Bratislava, 1972, Veta 5.2.1). Z teérie miery potom existuje préave jedna miera pp definovand na
systéme B vsetkych borelovskych mnozin taka, ze up(< a,b)) = F(b)—F(a) (dokaz pozri napr. Riecan, B., O
pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972, Veta 5.2.2). Miera pp sa nazyva Lebesgueova - Stieltjesova
miera indukovand funkciou F. D4 sa ukdzat, ze ak navyse plati, Ze lim, , ., F(x) =0, lim, . F(z) =1,
tak pp je pravdepodobnost na (R, B).

Poznamendvame len, Ze ak za funkciu F(-) zvolime funkciu F(z) = x, tak ppr sa vold Lebesgueova miera.

Poznamka. Lebesgueova-Stieltjesova miera sa zavadza vSeobecnejsie pre funkcie F' ktoré st neklesajiice
a spojité zlava (nemusia byt len distribu¢né funkcie). Pre nas je dolezity pripad ked F je distribuéné funkcia.
Poznamka. Ak mame ndhodni velicinu X a jej distribuéni funkciu Fy, tak na systéme S intervalov

< a,b),kde a <bje
Px(< a,b)) = P({a < X < b}) = Fx(b) — Fx(a) = pry (< a,b))

a preto pravdepodobnostnd miera pp je totoznd s rozdelenim pravdepodobnosti Px (podrobnejsie pozri
napr. v Riec¢an, B., O pravdepodobnosti a miere, Alfa, Bratislava, 1972). Z tedrie integralu pre kazda B € B
je
Px(B) = ur,(B) = / dup, (z) (Lebesgueov-Stieltjesov integral) =
B

:/ divpy :/ dFx(z) (iné znacenie).
B B

Plat{ aj nasledujica veta ("opak” Vety 4.1):

Veta 4.4. Nech F je neklesajiica, spojita zlava a lim,_, ., F(z) = 0,
lim, o F(x) = 1. Potom existuje ndhodna veli¢ina X tak, ze F je jej distribu¢na funkcia.

Dokaz: Povedali sme, Ze up je pravdepodobnost na (R,B) a preto (R,B,ur) je pravdepodobnostny
priestor. Definujme teraz na R ndhodnti veli¢inu X vztahom X (x) = x. Je zrejmé, Ze X je ndhodnd veli¢ina,

lebo ak B € B, tak X ~'(B) = B je borelovskd mnozina. Nech G je distribuéné funkcia ndhodnej veli¢iny

X, potom
G(z) = nr({X " ((—o0,2))) = pr((—00,2)) = ur(| ] <z —n,2)) =
= nler;oﬂF(< r—mn,r)) = nlgrgo(F(x) —F(x—n))=F(z) — 711320 F(zx —n) = F(x).

Teda F' je distribu¢énd funkcia ndhodnej veliciny X. &
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5. Diskrétne nahodné veli¢iny
(ndhodné veli¢iny diskrétneho typu)

Ndhodnym veli¢indm zodpovedaji uréité distribuéné funkcie (teda aj urcité Lebesgueove-Stieltjesove miery).
Definicia 5.1. Nech {p;}5¢, je rad kladnych cisel takych, ze 300 p; = 1 a M = {2;}22, je (Iubovolnd)
postupnost réznych redlnych &sel. Funkcia (z;,p;)$2; na {x;}3°, sa nazyva pravdepodobnostna funkcia.
Poznamenajme len, 7e postupnosti {x;} a {p;} mozu byt aj kone¢né.
Poznamka Pravdepodobnostné funkcia moze byt chapana aj ako (z;,pi)ics, kde J je koneénd alebo
spocitatelnd indexové mnozina.

Veta 5.1. Nech (x;,p;)$2; je pravdepodobnostnd funkcia. Polozme

F(z) = Z ;.

r;<xT

Potom je funkcia F' neklesajica, spojitd zlava a lim,_,_ oo F(z) = 0,lim,; o F(x) = 1 (teda distribu¢nd

funkcia).
Dokaz: Nech z <y. Potom F(y) — F(x) =3 _(,.. 1<, <yy Pi = 0, teda F(y) = F(z).
Nech je z pevné &fslo. Nech e je Iubovolné kladné &fslo. Pretoze S pi = 1, existuje také n, ze

>ooe, i < €. Vezmeme § > 0 tak, aby sa v (z — §,z) nenachddzalo ziadne z ¢isel x4, ..., z,—1. Potom pre
y € (x—d,x>je
o0
Fx)-Fly)= >, p<y p<e
{zi: y<z;<ax} i=n
Nech {z,}2°_, je (lubovolnd) taks klesajica postupnost, ze lim,, o0 zm = —o0. Nech € je lubovolné
kladné éislo. Pretoze Y ;2) p; = 1, existuje také ng, ze Y 2, p; < €. Pre toto € ale Img, 7e 2y, <
minieq,. ne—13{%:} (pricom Vm > mg je 2z, < 2m,). Preto Vm > mg je 0 < F(zp) < Fzm,) =
Z{xi: i<} Pi S Zfino pi < €. Teda pre Iubovolni klesajicu k —oo postupnost {z,}m>1 konverguje
{F(zm)}m>1 k nule.
Nech {z,}5%; je (Iubovolnd) taka rastica postupnost, ze lim,_, 2z, = co. Oznacme card{z; : = <

Zn} = jn. Zrejme lim, o j, = 00. Pretoze > =, p; = 1, plati

jn
lim F = lim ; = lim ; = 1.
Jim F(z,) = lim x;n pi = lim ;pz &
Pretoze F' z predchadzajicej vety je distribuénd funkcia, existuje nahodna veli¢ina, ktorda ma tito distribuéni
funkciu. Takito ndhodnt veli¢inu nazyvame diskrétna nahodna velic¢ina alebo nahodna veli¢ina diskrétneho
typu.
Pre rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej ndhodnej veli¢iny s pravdepodobnostnou funkciou (z;, p;)$2,
plati
(5.1) Px(B) = Z Di-
z,€EB
Této ndhodnd veli¢ina nadobida s nenulovymi pravdepodobnostami prave tie redlne hodnoty x;, pre ktoré
je p; > 0, pritom pre tieto hodnoty je P({X = z;}) = p; a pre lubovolné z ¢ {z1, 22, ...} je P({X = z}) = 0.
Samozrejme plati pre lubovolné = € R, ze P({X = z}) = F(z 4+ 0) — F(z).
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Predchadzajuce ivahy maju aj takid interpretdciu, ze ak mame realnu funkciu X, ktora nadobuda hodnoty
z mnoziny M = {x1,x2,...} s pravdepodobnostami P({X = x;}) = p;, pricom p; > 0, i = 1,2,... a

Yooy pi =1, tak X je ndhodnd premennd s rozdelenim pravdepodobnosti (5.1).

Priklady diskrétnych nahodnych veli¢in

Nahodna veli¢ina s alternativnym rozdelenim pravdepodobnosti

(Alternativne rozdelenie pravdepodobnosti)

Majme M = {0,1}, (teda z; = 0,25 = 1) a dalej p; = 1 — 6, pp = 6, pricom § €< 0,1 >. Nazveme 0—
nedspech a 1—uspech. Potom funkcia X (schvalne nehovorime kde je definovand), ktord nadobtda hodnoty
0 a 1 s pravdepodobnostami P(X =0) =1—60 a P(X = 1) =  je ndhodnd premenné. Rozdelenie pravde-
podobnosti tejto ndhodnej premennej sa nazyva alternativne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom 6 a
piseme X ~ A(f). Modelujeme (matematicky popisujeme) nim situdciu, ked méme pokus s dvomi moznymi
vysledkami - ”tispechom” a "netispechom”. Pravdepodobnost tispechu je 6 a netispechu 1 —6. Jej distribuéna

funkcia je

Lahko skonstruujeme v tomto pripade priestor elementarnych javov § = {w1,ws} a o—algebru ndhodnych
javov A = {{0}, {w1}, {wa}, Q}. Pravdepodobnost P({0})
=0,P{wi}) =1—-0,P{ws}) =0, P(Q}) = 1. Ndhodn4 veli¢ina X je definovand nasledovne:

X(wl) = 07 X(CUQ) =1.
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Pravda, toto véetko uz "nepotrebujeme”. Staéi ndm poznat pravdepodobnostnt funkciu ndhodnej veliciny
X.

Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

Majme M = {0,1,2,...,n} (teda 21 = 0,290 = 1,...,Zp41 = n) & ppy1 = p(a) = <n>0$(1 —0)"* > 0 pre
x
x=0,1,2,...,n,0 €< 0,1 >. Zrejme

n+1 n

n xT n—x n
;pj ;::0 <x>9 (1-6) [0+ (1—-6)"=1.
Nahodn4 veli¢ina X, ktora nadobida hodnoty {0, 1,...,n} s pravdepodobnostami P(X = z) = <Z> 0*(1 —
"= x = 0,1,..,n ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami n,6. Oznacujeme X ~
Bi(n, 6).

Ak uvazujeme experiment, ktory pozostdva z n nezavislych alternativnych pokusov, v ktorych nés zaujima
len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A (pravdepodobnost nastatia javu A v jednotlivom alter-

nativnom pokuse je § €< 0,1 >), potom
X — pocet nastani ndhodného javu A v experimente je x

x=0,1,2...,n, je diskrétna ndhodn4 veli¢ina a X ~ Bi(n, ). Dokdzte to ako cvicenie.

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti
T

A
Majme M ={0,1,2,....,} a pyy1 = p(x) = e*)‘—' >0prex=0,1,2,..., 0 > 0. Zrejme
x!

oo

o0 o0

A A
E p; = E e*’\—' = E = e et =1.
j=1 =0 L a0 T

Nahodn4 veli¢ina X, ktord nadobtida hodnoty {0,1,...} s pravdepodobnostami P(X = ) = e_’\)\—77 T =
0,1,..., ma Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom A. Oznatujeme X ~ Po()\).x'Takéto
nadhodnd veli¢ina popisuje napriklad vyskyt ”riedkych javov”, pocet organizmov v jednotke pddy, pocet
listov na strome, pocet havérif, pocet preruseni vyroby, pocet hovorov v telefénnej sieti, atd.
Veta 5.1. (Poissonova) Ak X,, ~ Bi(n,p,), kde lim, o np, = A > 0, p, € (0,1) a X ~Po(}), tak pre
k=0,1,2,... plati
lim P({X, = k}) = P({X = }}).

Dokaz: Pre kK =0,1,2,... plati

lim P({X, = k}) = lim (Z)p’;u Cpa) R =

n— 00 n—oo
o Loapy(n—1)p,..(n —k+1)p, n_ e

lebo

Y (R L
o e
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Negativne binomické rozdelenie pravdepodobnosti a

geometrické rozdelenie pravdepodobnosti

. x+r—1\ |
MaJmeM:{O,l,Z,...,}apx+1:p(ac)=( .1 )p (I1-p)*=

-1
= <x T )pr(l —p)*>0prex=0,1,2,..., p € (0,1), r € N. Z Taylorovho rozvoja (MacLaurinov rad)
T

funkeie (1 —2)7%F =372 %zm =

x!
k+j5—1\ .
Z;’i0< Jr], >z], k €N, |z| <1 zrejme
J
(oo} (oo}
rz+r—1 r+r—1
T‘l_ CE:T 1_ :E:T1_ 1_ 77’:1.
;}( o >p( p) p;( . )( p)* =p"(1—(1-p))

N4hodn4 veli¢ina X, ktord nadobtida hodnoty {0, 1, ...} s pravdepodobnostami P(X = z) = <x :i I 1) p(1—
p)*, x = 0,1,..., ma negativne binomické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami r,p. Oznacujeme
X ~ NeBi(r,p).

Ak uvazujeme experiment, ktory pozostava z nezavislych alternativnych pokusov, v ktorych nés zaujima
len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A—tspech (pravdepodobnost nastatia tispechu v jednotlivom

alternativnom pokuse je p € (0, 1)), potom
X — pocet neuspechov, ktoré predchadzaju r—tému tispechu

je diskrétna ndhodnd veli¢ina a X ~ NeBi(r,p) s hodnotami z = 0,1,2, ..., . Dokézte to ako cvicenie.
Specidlnym pripadom negativneho binomického rozdelenia pre r = 1 je geometrické rozdelenie pravde-
podobnosti. Ndhodnd veli¢ina X, ktora nadobida hodnoty {0, 1,...} s pravdepodobnostami P(X = z) =
p(1-p)*, ©=0,1,..., p € (0,1), mé geometrické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom p. Oznacujeme
X ~ Ge(p). Ak uvazujeme experiment, ktory pozostdva z nezavislych alternativnych pokusov, v ktorych
nas zaujima len nastatie alebo nenastatie ndhodného javu A—tspech (pravdepodobnost nastatia ispechu v

jednotlivom alternativnom pokuse je p € (0,1)), potom
X — pocet neuspechov pred prvym tuspechom

je diskrétna ndhodnd veli¢ina, X ~ Ge(p) s hodnotami = =0,1,2,... .

Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti
Majme N € N, (N > 2) saciastok, z ktorych je A € N chybnych, pricom N > A. Zo vSetkych N suciastok
ndhodne vyberieme n € N siciastok (bez vratenia), pricom n < N. Nahodnd premennd

X — pocet chybnych suciastok medzi n vytiahnutymi

ma hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami N, A, n. Oznacujeme to X ~ Hg(N, A, n).
Samozrejme musime sa presvedéit, ze takto popisand funkcia X je skuto¢ne ndhodnd premennd a definovat

hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti.
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Najprv si uvedomme, Ze mozu nastat prave 4 pripady, a sice

(i) n<A, n<N— A (poctet dobrych siuciastok) vtedy X nadobida hodnoty = € {0,1,...,n}

(i) n <A, n>N-—A vtedy X nadobtida hodnoty z € {n — (N — A) = n — N + A (najmenej
chybnych),n — N + A+ 1,...,n (najviac chybnych) }

(iii) n > A, n <N —A vtedy X nadobida hodnoty = € {0,1,..., A}

(iv) n>A, n>N— A vtedy X nadobida hodnoty z € {n— N+ A n—N+A+1,.... A}
Teda z— pocet chybnych sticiastok medzi n vytiahnutymi je z intervalu < k1, ks >, kde k1 = max(0,n— N +
A) a ko = min(A, n). Pocet moznych vytiahnutych n—tic je (f) Medzi n vybratymi stciastkami (teda

A
vo vybratej n—tici) je x chybnych < > sposobmi a ku kazdému sposobu je ( > moznosti vybratia
x

bezchybnych, teda o
(5.2) PUX =a}) = W

G)

Dékaz toho, ze (5.2) je rozdelenie pravdepodobnosti vyplyva z identity

r €< max(0,n — N + A), min(A,n) >.

min{n,A}
N—-A\/A N
63 > L GED@)=0)
a=max{0,n—N+A}

ktoru dokazeme pomocou nasledujicej lemy. Najprv si ale zadefinujeme klesajuci faktoridl redlneho ¢isla x.

Ak k € No, z € R, tak klesajuci faktoridl x(gy = 0 a pre k € N je z(y) = x(x—1)...(r—k+1). Teraz kombinaéné
n . n n

¢islo ( k) mozeme pisat ako % a "rozsirili” sme pojem kombina¢ného cisla ( k) tak, Ze namiesto n € Ny

moézeme uvazovat n € R (samozrejme k € Ng zostdva v platnosti).

Lema 5.1 Pre lubovolné reélne &isla z,y a n € No plati

(5.4) kz_o @ <n ’ k) - (x . y)

(Cauchyho kombinatoricky vzorec).
Dokaz:
1. Pre n = 0 je identita zrejma.

2. Nech teda plati pre nejaké n € N a dokézeme, ze
n+1
€ Yy T+y
5.5 = .
(5:5) ;}(k)(n—i—l—k) <n+1>

Vieme, 7e pre lubovolné a € R,n € N je

a a—nfa r+y r+y—nfr+y
= , teda = — ,
n+1 n+1\n n+1 n+1 n

ez () - e ().

k=0 k=0

preto pocitajme
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6. Spojité ndhodné veli¢iny
(ndhodné veliciny (absolitne) spojitého typu)

Najprv si zopakujeme urcité tvrdenia z matematickej analyzy tykajice sa absolutne spojitej funkcie.
Definicia 6.1. Funkcia F(-) je absolitne spojita (na R), ak k lubovolnému e > 0 existuje také § > 0, ze pre
kazdd postupnost a1 < by < as < by < ... < a, < b, taka ze Y . (bi—a;) < dplati Y| [F(b;)—F(a;)| < e.

Vlastnosti absolitne spojitej funkcie:

(i) Ak je F absolitne spojité, tak je spojitd.

(ii) Ak je F absolttne spojitd, tak mé skoro vsade (vzhladom na Lebesgueovu mieru) vlastnd derivéciu.
Této derivécia je integrovatelns v Lebesgueovom zmysle a plati F(x f F'(t)dt + F(a) pre kazdé a € R.

(iii) Ak je F absolitne spojitd a plati F’(x) = 0 skoro vsade (vzhladom na Lebesgueovu mieru), potom
je F konstantna skoro vsade (vzhladom na Lebesgueovu mieru).

(iv) Ak je F neurcitym integralom funkcie f (v Lebesgueovom zmysle, teda F(z) = [ f(x)dz), potom je
F absoltitne spojita a plati F(z) = f(z) skoro vade (vzhladom na Lebesgueovu mleru).

(v) Ak je F absolitne spojitd, tak ma na kazdom koneénom intervale < a,b > konecéni varidciu, t.j.
sup Z;\Ll |F(xj) — F(z;-1)| < oo, pricom supremum sa berie cez vietky N a kone¢né postupnosti a = z¢ <

T <..<zxny=b

Teraz si zadefinujeme absolitne spojiti ndhodnu veli¢inu.
Definicia 6.2. Povieme, ze ndhodnd veli¢ina X definovand na (9,4, P) je absolitne spojitého typu

(spojitd), ak existuje (nezdpornd) integrovatelna funkeia f(-) také, ze pre kazdd borelovski mnozinu B € B

B) = /B F(@)da

Funkciu f nazyvame hustotou rozdelenia pravdepodobnosti (hustotou) ndhodnej veli¢iny X.

je

Veta 6.1. (Vlastnosti hustoty.) Nech X je ndhodna veli¢ina absolitne spojitého typu, f je jej hustota
a F' jej distribu¢nd funkcia. Potom

(i) f_ r)dr = 1;

(i) F f 0

(iii) ( ) je absolutne spojité funkcia;

(iv) hustota f(-) je uréend jednoznaéne skoro vsade vzhladom k Lebesgueovej miere, t.j. ak f a g si
hustoty ndhodnej veliciny X, tak p({z: f(z) # g(z)}) =0, kde p je Lebesgueova miera,

(v) existuje F'(x) skoro vsade vzhladom k Lebesgueovej miere u a funkcia g(z) = F’(z) je hustota
ndhodnej veliciny X;

(vi) pre a < b plati F(b) f f(@)dz atiez P{a< X <b})=P{a< X <b})=P{a< X <
b)) = P({a < X <b}) =faf

(vii) ak existuje v bode z derivécia F'(z) = f(z), potom P(z — % < X < 2+ %) = hf(z) + o(h), kde
o(h) __ 0:
h - bl

o(h) je takd funkcia, pre ktord plati limy_,o
(viii) f(x) > 0 pre kazdé = € R skoro viade vzhladom k Lebesgueovej miere.
Dokaz:
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(i) Ak mé X hustotu f, tak z definicie aboslitne spojitej ndhodnej Veliéiny vyplyva, zeV B € B Px(B) =

[ f(x)dx. Ak vezmeme B =R, tak 1 = Px( {R} fR r)dr = f_ x)dx.
(ii) Vieme, 7e F(z) = P{X < z}) = Px((— =["_f(t)
(iii) Tvrdenie z matematickej analyzy: Ak pre funkcm F platl F(z f f(t)dt pre kazdé = € R, tak

F' je absolitne spojitd na R.

(iv) Ak f a g st hustoty nahodnej veli¢iny X, tak pre kazdi B € B plati Px (B) = [, f(z)dz = [ g(x
Z toho dostédvame, ze pre kazdi B € B plati [,(f(z) — g(x))dz = 0, ¢ize p({z : ( ) # g(x)}) =0.

(v) Tvrdenie je désledkom absoltitnej spojitosti ((ii) vlastnost absoltitne spojitej funkcie).

(vi) Podla Vety 4.1. Vety 6.1.(i1) a aditivnej vlastnosti integralu plati P({a < X < b}) = F(b) — F(a) =
ffoo f(t)dt— f () f f(t)dt. Distribuénd funkcia F je absolitne spojitd, preto je spojitd a pre kazdé
x € R podla (4.3) platl P(X = x) = 0, z ¢oho lahko dostaneme ostatné vztahy.

(vii) Ak napfseme pre lubovolné h > 0 a = také, ze existuje F'(z) = f(z)

@ = P({migg}f{<m+%}) — f(z), tak plat{ limy o (: = limy,_,o w — limy, 0 f(z) = f(z) —
f(z)=0.

(viii) Funkcia f je nezdpornd, lebo distribuénd funkcia F' je neklesajica - dokaz v matematickej analyze.

&

Predstavu o hustote d4 nasledujici vztah

z+Ax
| o= s,

alebo aj
Pz < X <x+dz)= f(x)dx.

Priklady (absolitne) spojitych ndhodnych veli¢in
Nahodn4d veli¢ina s rovnomernym rozdelenim

Néhodn4 veli¢cina X méa rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti na intervale (a,b) (pricom —oo < a < b <

o0), ak jej hustota je

1
aka<z<b
fl)=qb-a
0, ak = ¢ (a,b).
Znacime X ~ Ro(a,b). Distribuénd funkcia X je
0, akr <a
F(z) = x—a7 aka <z <b
b—a
1, ak x > .

Interpretécia takejto nahodnej veli¢iny je ndzornd: Istota (jednotkova pravdepodobnost) je na intervale (a, b)

rovnomerne ”rozprestrend”.
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Nahodna veli¢ina s exponencidlnym rozdelenim

Nech ndhodny jav A sa vyskytuje v ndhodnych okamzikoch (napr. prerusenie vyroby, vyhorenie Ziarovky,
prelet Gastice, atd.) Vyskyty tohto ndhodného javu A v neprekryvajicich sa ¢asovych intervaloch st nezavislé.
Oznacme

Q(t) — pravdepodobnost, Ze sledovany jav A nenastane v priebehu ¢asového intervalu dfiky t

Ak t1,t9 st dfzky dvoch na seba nadvazujucich casovych intervalov, tak

Q(t1 +t2) = Q(t1)Q(t2)

P{A nenastane v priebehu ¢asu t; a sicasne nenastane v priebehu ¢asu ¢5}. Nech @ je diferencovatelns,
funkcia ¢asu a pre t = 0 nadobida maximum, teda Q(0) = 1.
Pret >0, At >0 je

InQ(t+ At) =InQ(t) + In Q(At),

Cize pre t > 0 je

(I Q(t)) = APLI%H InQ(t + AAI?f —InQ(t) _ Aligtlﬁ In QA(tAt) _
Q0+ At) — nQ(0
=t 220320 =000) _ gy, = -

(ide o derivéciu sprava, ktori oznac¢ime —A, pricom A > 0). Mame teda diferencidlnu rovnicu s pociatoénou
podmienkou
dInQ(t)

a7

Q(0) = 1.
Jej riesenie je Q(t) = e~*. Oznacéme
X — ndhodnt veli¢inu — ¢as, ked nastane prvykrat sledovany jav
Zrejme
Fx(t) = P({X < t}) = P(jav A nastane v ¢ase (0,t)) =1 — Q(¢t)

(tund Q(t) je pravdepodobnost, Ze sledovany jav nenastane v intervale (0,t)), teda

1—e ™M akt>0

0, ak ¢t <O0.

Nahodna velicina X mé exponencialne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrom A a oznacujeme X ~
ex(A). Jej hustota je

de ™M akt>0
fx(t) =
0, akt <0

(dostaneme derivovanim F).
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Ndhodn4 veli¢ina s normalnym rozdelenim (normélna ndhodné velic¢ina,
gaussovskd ndhodnd velicina)
Ak m4 nahodna veli¢ina X hustotu
(z — p)?
1 o
e 20’2 s
V2m o

p € (—o0,0), 02 > 0, tak povieme, ze X ma normalne (Gaussovo, gaussovské) rozdelenie pravdepodobnosti

fz) =

s parametrami p, 02 a piseme X ~ N(u,0?).
V pripade p = 0 a 0 = 1 ide o standardizovand normalnu ndhodnu veli¢inu, ¢o oznacujeme X ~ N(0,1).

Jej hustota je

2

1 o
f(x)Zme 2.

Normalne rozdelenie mé ndhodna veli¢ina, ktoréd vznikla sti¢tom velkého poctu nezavislych ndhodnych velic¢in

(o rozdelenia ktorych staci predpokladat uréité velmi vieobecné predpoklady). Normélne rozdelenie ma velmi
dolezitt ulohu v tedrii pravdepodobnosti a matematickej statistike. Napriklad normalne rozdelend je ndhod-
né chyba meracicho pristroja, chyba pri strelbe na ciel, telesnd vyska jedincov homogénnej populicie, atd.

- i
Poznamendvame len, ze skutocnost, ze f(z) je hustota vyplyva z rovnosti fooo e~ gy = 2£, a> 0.
a

Nahodn4 veli¢ina s gama rozdelenim

Ak m4 ndhodnd velicina X hustotu

a? _—azx,p—1
fa) = () ¢ P, akax >0
0, ak z <0

a >0, p> 0, tak povieme, ze X mé gama rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami a, p.

Gama funkcia I'(a) je definovand predpisom I'(a) = fooo 2% le ®dx, a > 0. Jej najcastejsie pouzivané
vlastnosti s

I'(a+1)=al(a), I'(3) =7, I'(n) = (n—1)! pre n € N.

5. Ndhodn4a veli¢ina s beta rozdelenim
Ak ma ndhodn4é velicina X hustotu

Fa) = ﬁx“ﬂﬂ —z)7l ak0<ax <1

0, inak

a >0, b> 0, tak povieme, ze X ma beta rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami a, b.
Beta funkcia B(a,b) je definovand predpisom B(a,b) = fol 2271 (1 —z2)°~Ydz, a > 0,b > 0. Vztah medzi
['(a)T'(b)

gama a beta funkciou je vyjadreny nasledovne: B(a,b) = T(ath)
a
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Poznamka o distribu¢nych funkcidch

Diskrétne a spojité ndhodné veliciny (resp. distribuéné funkcie diskrétnych a spojitych ndhodnych veli¢in)
predstavuji dve prakticky velmi délezité triedy. Vo vseobecnosti ale o distribuénych funkciach plati veta
(nebudeme ju dokazovat, pozri napr. Rudin, W., Analyza v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha,
1977)

Veta 6.2. Nech X je ndhodn4 veli¢ina s distribuénou funkciou F. Potom F sa d4 napisat v tvare
F(x) = a1 Fo(z) + aaF,(x) + asFs(x)

ay,as,a3 > 0,a1 + as + az = 1, pricom F,(-) je distribuénd funkcia diskrétnej ndhodnej veli¢iny, F,(-) je
distribuénd funkcia absolitne spojitej ndhodnej veliciny a Fs(-) je distribuénd funkcia singuldrne spojitej
nahodnej veliciny.

Povieme, ze F' je singularne spojitéd, ak je spojita a pritom existuje borelovskd mnozina B Lebesgueovej
miery 0 a pup miery 1. Takato funkcia méa skoro vsade (Vzhiadom na Lebesgueovu mieru) derivdciu rovnu
0 a je spojitd v R. Napriklad Cantorova funkcia je spojit4, diferencovatelnd, rastica, derivaciu mé nulovi s

vynimkou mnoziny Lebesgueovej miery 0. Takato funkcia funkcia je spojita a nie je absolitne spojita.
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7. Ndhodné vektory

Méme ¢asto nielen jednu ngdhodnd veli¢inu, ale stc¢asne niekolko ndhodnych veliéin. Zaujima nds, ¢i niek-
toré z nich spolu ”akosi” suvisia, ¢ (zname) hodnoty jednej ndhodnej veliciny (resp. urcitej skupiny
nahodnych veli¢in) vedia nie¢o povedat o hodnote inej ndhodnej veli¢iny (inych ndhodnych veli¢in). Snazime
sa vySetrovat (aj) zdvislost. Potrebujeme model, v ktorom pracujeme s niekolkymi ndhodnymi veli¢inami
sti¢asne.
Zopakujme si: (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor
X: Q—Rprektoriplati z eR=—= {we: X(w)<z}eAd

je ndhodna veli¢ina.

Rozsirme na mnohorozmerny pripad: (£2,.4, P) je pravdepodobnostny priestor
X = : Q—R",

a oznacme

X<x]={weQ: Xij(w)<z1,..,Xpn(w) <xzp}.
B"™ nech je najmensia oc—algebra nad intervalmi tvaru
(=00, 21) X (—00,Z2) X ... X (—00, Zp)

pre lubovolné x € R™ (t.j. x = (z1,...,2,)’). Nazyvame ju borelovsks oc—algebra v R™.
Definicia 7.1. Majme pravdepodobnostny priestor (£2,.4, P). Redlna vektorové funkcia X(-) definovand

na 2 s hodnotami v R™, pre ktoru plati
xeER"= [X<x]ed

sa nazyva nahodny vektor (vektor ndhodnych veli¢in, n—rozmernd ndhodnd veli¢ina, vektorovd ndhodnd
veli¢ina).
Definicia 7.2. Nech X = (X, ..., X,,)’ je n—rozmerny ndhodny vektor definovany na pravdepodobnos-

tnom priestore (2, .4, P). Reédlnu funkciu
F(z1,29,....2n) = P(X1 <21,...,Xp < zp) = P([X < x])

definovanu pre kazdé x € R™ nazyvame distribu¢nou funkciou nahodného vektora X.
Oznacenie:
A;li)F(xl, oy Tp) = F(21, ey o1, + Ry i1, oo, X)) — F(21, ..., 2p) je diferencia funkcie F' v premennej x;

s krokom A > 0. aalej oznacme rekurentne
ADANDF (@1, omn) = AP A F(2y, .0 0)] =
= AELJ]) [F(xl, ey Ti—1,Ti + hi,$i+1, ,.Tn) — F(th 71‘”)] =

= F(Il, ey Lg + hi7 ...793]' + hj, 7l‘n) — F(Il, ceey .Tj —|— hj, ...,In)—
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—[F(z1, ey @i+ iy ooy ) — FX1, 00y 2p)] = A;l?Ag)F(xh ooy T )

Vlastnosti distribu¢nej funkcie popisuje nasledujica veta
Veta 7.1. Distribu¢nd funkcia Fx n—rozmerného ndhodného vektora maé tieto vlastnosti:
(1) limg, oo, 1<i<n Fx (1, 2n) =1,
(ii) prei=1,2,...njelimy;, oo Fx(z1,..c;n) =0, V1,..,Ti—1,Tit1, - Tn,
(iii) Fx je spojitd zlava v kazdej premennej,
(

iv) pre lubovolné redlne 1, ..., z,, a lubovolné hy > 0, (k = 1,2, ...,n) plati A;}RA%...A%?F(:UM ey L) >

Dékaz ndjdeme napr. v (Dupag, V., Huskové, M., Pravdépodobnost a matematick4 statistika, Karolinum,
Praha, 2001 alebo Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha, 1972).
Poznamka. Plati

AYVARD AP (a1, n) = P (ﬂ{zi <X <wmi+ hi}>
i=1

(dokaz pozrite napr. v Dupag, V., Huskovd, M., Pravdépodobnost a matematickd statistika, Karolinum,
Praha, 2001). Poznamendvame, ze z (iv) a (ii) plynie, ze Fx je neklesajica funkcia v kazdej premenne;j.
Naopak to neplati, t.j. ak je nejakd funkcia neklesajica v kazdej premennej, neplynie z toho este (iv), lebo
napr. vezmeme n =2 a F(zy,22) =1 pre xy > 0,29 > 0,21 +x2 > 1 a F(x1,22) = 0 inak, potom F(z1,x2)
je neklesajica v kazdej premennej a Agl)A?)F(O, 0) = Agl)[F(Q 1)—F(0,0)] = F(1,1) - F(0,1)— F(1,0) +
F(0,0) =1—1—-140 = —1, ¢o nemdze byt (podla predchadzajicej poznamky) P(0 < X; < 1,0 < X5 < 1),
¢ize tato funkcia F nie je distribu¢nou funkciou.

Analogicky ako v jednorozmernom pripade definujeme Lebesgueovu-Stieltjesovu mieru pp indukovant
distribuénou funkciou F' na borelovskych mnozindch B™ (polozime pre n—rozmerny interval < aj,b1)x <
as,bo) X ...X < an,by), kde a; < b;, i = 1,2,....,n, mieru pr({< a1,b1)x < as,bs) X ..X < an,b,)}) =
AL A®)

AV, ...Agnla F(ay,...,a,) a jednoznacne ju rozsirime na vsetky borelovské mnoziny v R" tak, aby

miera n—rozmernych intervalov bola zachovana).

Plati aj nasledujica veta:

Veta 7.2. Nech funkcia F(z1, ..., 2,,) splita podmienky (i)-(iv) Vety 7.1. Potom existuje pravdepodob-
nostny priestor (2, A4, P) a n—rozmerny ndhodny vektor X tak, ze Fx = F.

Dokaz vety je analogicky ako v jednorozmernom pripade.

Definicia 7.3. Distribu¢nd funkcia F' (n premennych) sa nazyva diskrétna, ak existuje koneénd alebo
spocitatelnd postupnost M = {X,,}mes, kde J je konetna alebo spocitatelnd indexovd mnozina (pricom
X, € R" st navzajom rozne) a zodpovedajica postupnost kladnych éisel {py, }mes tak, Ze YomesPm=1a
F(x) =3, . Pm pre vietky x € R". (Nerovnost x,,, < x znamend, ze kazdd zlozka vektora x,, je mensia
ako prislusna zlozka vektora x.)

Plat{ (podobne ako v jednorozmernom pripade) pre kazdi B € B"

pr(B)=P(X € B)=Px(B)= Y pm.
xXm€EB

Funkcia (X, P )meJ sa nazyva pravdepodobnostnd funkcia ndhodného vektora X, ktory nadobtida s nenulovymi

pravdepodobnostami hodnoty {x,, : m € J}, pricom P{X = x,,} = py, m € J.
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Priklad 7.1.: Multinomické rozdelenie.
Uvazujme pokus, ktory moéze mat n roznych disjunktnych vysledkov Aq, Aa, ..., A,,. Nech §; = P(A;), i =
1,2,..,n; 0<6; <1, >  6; =1. Tento pokus budeme k—krdt nezdvisle opakovat. Oznacéme
X;—pocet nastati javu (vysledku) A4; v tychto k pokusoch.
Zrejme X; € {0,1,2,...,k}, i = 1,2,...,n, teda obor hodnét X; je {0,1,2, ..., k}. Pravdepodobnostnd funkcia
nahodného vektora X je
p(x)=P(X1 =21,...Xn =2,) =

- <k> (k - xl) (k ST xnz) 03107 =
X1 T2 Tn—1

k!
— 1 Tn
N 1‘1!.1‘2!...1'”!01 s
kde z; € {0,1,....k}, > i, @ = k. Nahodny vektor X md multinomické rozdelenie pravdepodobnosti.
Oznacujeme X ~ Muy,(k,01,...,0,).

Definicia 7.4. Distribu¢na funkcia F' (n premennych) sa nazyva absolitne spojitd, ak existuje funkcia

F(x)z/_m/_m/_m F(t1y oo ty)dtn..dty

pre vsetky x € R”. Funkcia f sa nazyva hustota.

f: R" = < 0,00) takd, ze

Poznamka. Pre hustotu plati
(i) f(x) > 0 pre skoro vietky x € R” (vzhladom na Lebesgueovu mieru), [, f(x)dx = 1,
(ii) pre kazdu B € B" plati Px(B) = [, f(x)dx,

(i) f(z1, .y zn) = o

———F(x, ..., xy,), pricom derivécia existuje skoro viade vzhladom k Lebesgueovej
. 0x1...0z,
miere.

Priklad 7.2. Ndhodné vektory absolitne spojitého typu (s distribuénymi funkciami absolitne spo-
jitymi).

n—rozmerny rovnomerny nahodny vektor X ma hustotu

T, ﬁ%a, pre x; € (o, 35), i=1,2,..,n
0 inak,

f($1,$27 7xn) =

pricom oy, 5; €R, a; < f;, i =1,2,...,n. Oznac¢ujeme X ~ Ro, (a1, B1, ..., Wn, Bn)-

n—rozmerny normélne rozdeleny ndhodny vektor X (ndhodny vektor s regularnym normélnym rozde-

lenfm) mé hustotu
1 L) B ()

- . ’
(2m)"/2y/det B

kde o = (p1y .oy i)’y ps €R, i =1,2,...,n a X je pozitivne definitnd matica. Znac¢ime X ~ N,, (u, X).

f(ah,l‘g, ...,Jf”) = f(X) =
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Marginalne ndhodné vektory

Néhodny jav [X < x| mézeme pisat aj ako ()|, [X; < z;]. Ak si zvolime pevné j € {1,2,...,n}, tak pre
(k)

(Iubovolnti) postupnost z; = 00 je

A= () Ki<aln[x;<alcaC ..

a postupnost ndhodnych javov Ay, Ay, ... mé lim,_,o A, = Uz Ak € A, pricom

(7.1) Jim Av={J A= | N X<alnlX; < 1= () Xi<ai]=A
k=1 k=11 =1 i=1
i£] iF]

Preto n — 1 rozmerny ndhodny vektor X9 = (X1,.s Xj—1,Xj41, ..., X)) je opat ndhodnym vektorom.
Ak Fx, . x,(x1,..,z,) = P(X1 < 21,..., X, < xy,) je distribuénd funkcia ndhodného vektora X, tak (zo
spojitosti zdola pravdepodobnosti)

Fxy o X0 X0, X (T15 oy Tj1, Ty 1, ey Tp) = P m [(Xi<z] | = P(kIEEOAk) =P(4) =
i=1
iF£]

= kll}n;o P(Ag) = a:]lgnoo Fx,  x,(T1, ., ey ).

Ak si teraz zvolime {i1, ..., 4} C {1,2,...,n} avyberieme X;, , ..., X;, , tak k—rozmernému ndhodnému vektoru
X* = (X;

vektora X, odvodime distribu¢ni funkciu v pripade ”vybratej” k—tice X;,,..., X

1 X4, ) hovorime margindlny ndhodny vektor. iplne analogicky ako pre jednu ”vybratd” X; z
i, 2 nahodného vektora X.
Distribu¢nd funkcia margindlneho ndhodného vektora X* = (X;,, ..., X;, )’ teda je

F*(x*) = F* (4,0, Tip,) = lim F(xy,...,xy),

Ty, — 00

Ty, 1 — o0

kde {y1, ..., yn—rt = {1,2,...,n} — {i1, ..., ik }. Dokdzali sme vlastne tvrdenie

Veta 7.3. Vsetky marginalne rozdelenia pravdepodobnosti ndhodného vektora X si jednoznacne urcené
rozdelenim pravdepodobnosti ndhodného vektora X.

Veta 7.4. (a) Nech (X, pm)mes, (J je koneénd alebo apocitatelnd indexovd mnozina) je pravdepodob-
nostnd funkcia ndhodného vektora X = (X, ..., X,,)’, pricom M = {x,, = (x(lm), ...,x%m))/}mej. Potom
margindlny ndhodny vektor X* = (X;,,..., X;, )’ md margindlnu pravdepodobnostnd funkciu (x%,p*)ses,
kde

M* ={x!}ses = {(ng), ...,xE:))’ :dmeJ, ze gc(;n) =z 2™ = gcg:)},

[ 11 1k
pricom vsetky x} si navzajom rozne a

Py =P((X;, =2 . X, =2(V}) = > P

{xm€M: zé;n) :mg‘;’) ,...,zé;’j) ::rgi) }
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(b) Nech X je spojity ndhodny vektor s hustotou f(x). Potom margindlny ndhodny vektor X* md

hustotu

Fr(@iyy ey x4,,) :/ / f(x1, .y xn)dey, ...dxy, .,

kde {y1, .., yn—i} ={1,2,...,n} — {i1, ..., ik}
Dékaz: Dokazeme si len tvrdenie (b) (tvrdenie (a) si dokdzte ako cvicenie). Plati

z1 Tn
F*(x*) = lim F(xy,.yxy) = lim / / flte, .y ty)dty .. .dt, =
Ty, —> 00 Ty, —> 00 —o0 —o0
‘Tynik — 00 "'Cy'nfk' —

:/ / ’ U / f(th...,tn)dtyl...dtyn_k] dt;, ...dt;,

/ / f(tl,...,tn)dtyl...dtynfk = "(tiyy s tiy). o

teda

8. Nezévislé ndhodné veliciny

Definicia 8.1. Povieme, ze ndhodné veli¢iny X1, X, ..., X, st zdruzene nezavislé, ak pre kazdu n—ticu

redlnych cisel x4, xs, ..., z, plati
P(X1 <21, X9 <Xy, X < Jﬁn) = P(X1 < l‘l)P(XQ < .TQ)P(Xn < an)

Veta 8.1. Nech ndhodny vektor X = (X1,..., X,,) ma distribu¢éni funkciu F(x) a nech Fx,(z;) je
distribuéna funkcia marginalnej ndhodnej veliciny X;, i = 1,2, ...,n. Potom X1, ..., X, st zdruzene nezavislé
prave vtedy, ak F(x) =[], Fx,(z;) pre Vx € R™.

Dokaz: X1,...X,, st zdruzene nezavislé <—
Vx = (21, ...,2,) €R" je P (N {Xi < z;}) =[[i, PU{Xi < z;}) =
Vx = (21, ...,2n) €R" je

F(x) = F(z1,...,2n) = P{X1 < 21,X2 < 22, ..., Xy < mp}) =

n

i=1
Platia nasledujice vety (ich dokazy néjdete napr. v Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha,
1972)
Veta 8.2. Nech ndhodny vektor X = (X7, ..., X;;) ma diskrétnu distribuéni funkciu F a pravdepodob-

nostni funkeiu (X, Pm)mes. Potom X, ..., X, s zdruzene nezavislé prave vtedy, ak pre Vx = (z1, ..., )’
n
P({Xy =21, .., Xp = 2 }) = [ [ px, (20),
i=1

kde px, (zi) = P({X; = z;}).
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Veta 8.3. Nech ndhodny vektor X = (X7, ..., X,,) mé absolitne spojité rozdelenie pravdepodobnosti s
hustotou f(z1,...,2,). Potom X, ..., X,, si zdruzene nezévislé préave vtedy, ak pre Vx = (x1,...,2,)" az na

mnozinu Lebesgueovej miery 0 plati
f(xlv 7xn) = H sz (xl)’

kde fx,(z;) je hustota margindlneho X;.

Poznamka. Ak st ndhodné premenné Xy, ..., X, zdruzene nezavislé, tak s po dvoch nezavislé. Naopak
neplati, t.j. ak st X1, ..., X,, po dvoch nezdvislé este nemusia byt zdruzene nezévislé.

Veta 8.4. Ak st Xi,..., X, zdruzene nezivislé a gp(z), k = 1,2,...,n borelovsky meratelné funkcie
redlnej premennej, tak si ndhodné veliciny gi(X%), k& =1,2,...,n zdruzene nezavislé.

Veta 8.5. Ak si X, ..., X,, zdruzene nezavislé a h(x1,...,zy), k < n borelovsky meratelnd funkcia, tak
st ndhodné veliciny h(Xy, ..., Xk), Xk+1, ..., Xn zdruzene nezavislé.

Priklad 8.1. (Usporiadany ndhodny vyber.) Nech Xi, ..., X, st nezavislé ndhodné veli¢iny na (Q2, A, P),
ktoré maju rovnaké rozdelenie pravdepodobnosti s distribu¢nou funkciou F' (voldme ich ndhodny vyber).
Najmensiu z nich oznatme X(;), druht najmensiu X g), aZ najvacsiu X(,). Teda X(1) < X2y < ... < X(p).
Velicindm X (1), X(g), ..., X(n) hovorime usporiadany vyber. Distribucnd funkcia G, (x) ndhodnej veliciny
Xy, m€{1,2,...,n} je

6.0 =3 (F)ir@rn - rr en

lebo pravdepodobnost, Ze medzi ndhodnymi veli¢inami X1, ..., X,, bude préave ¢ takych, Ze nadobudnu hod-

notu mensiu nez = je rovnd

(3)iF@r - Far

i

a X(;) bude mensia nez x prave vtedy, ak bude medzi Xi, ..., X, r, alebo r + 1, alebo, atd. n takych, ktoré
maji hodnotu mensiu ako z. Spomenuté pripady s disjunktné, teda pravdepodobnost, Ze niektory z nich
nastane je su¢tom pravdepodobnosti a dostdvame G,.(x).

Ak st X; absolitne spojité s hustotou f(x), tak derivovanim G, (z) dostaneme hustotu g,(z) veli¢iny

X(r)
n—1

i) =n (7)) F@IF@I - P
(pozri Andél, J., Matematicka statistika, SNTL/ALFA, Praha, 1985). Tam ndjdeme aj distribu¢nd funkciu
G,s(7,y) ndhodného vektora (X, X(5))', 1 <7 <s<n.
Priklad 8.2. Nech ndhodny vektor (X,Y)’ m4 rovnomerné rozdelenie na G C R?, kde
(a) G={(x,y) €R?: 0<xr<1, 0<y<1}
(b) G={(z,y) €R?: 0<2<1,0<y<1, a+y<1}
V obidvoch pripadoch rozhodnite, ¢i st ndhodné veliciny X a Y nezavislé.
RiesSenie:
(a) hustota (X,Y) je
¢, ak (z.y) €@
0, inak.

1,1
1:/ /fx,y(m,y)d:cdy:/ / cdrdy =c=c=1.
G 0o Jo

fX,Y(x»y) =

Teda
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Marginalne hustoty st

I fxy(@ydy = [ dy=1, akze<0,1)
0, inak.

fx(x) =

Analogicky

1, akye<0,1>
fr(y) =
0, inak.

Pretoze V (z,y)" € R? plati fxy(z,y) = fx(z)- fy(y), si X a Y nezavislé.

(b) hustota (X,Y) je

inak.

1—//fxy$ydxdy—c/ol{/ }dx:c/ol(l—x)dat:

271
=cCc|T — i —7:>c=
2|, 2

fxyxy { ok (ey) € G

Teda

Marginalne hustoty su

I fxy(@y)dy =2 [ “dy=2[yls " =2(1—x), akze<0,1)
0, inak.

fx(z) =

Analogicky
2(1—y), akye<0,1>

inak.

Plati, ze V (z,y) €< 0,1)x <0, 1>okrem (x, P Ee<0,: >, y= 2(1 z)}Jeny(x y) # fx(z) fy(y).
Mnozina na ktorej fx v (z,y) # fx(z) - fr (y) je kladnej Lebesgueovej miery (nie je Lebesgueovej miery 0).

Preto X a Y nie su nezavislé.

9. Rozdelenie pravdepodobnosti transformovanych ndhodnych veli¢in
Veta 9.1. Nech X je ndhodnd velicina a h borelovsky meratelnd funkcia. Potom h(X) je ndhodn
veli¢ina.
Dokaz: Nech B € B je lubovolnd borelovskd mnozina. Oznaéme h='(B) = {t € R: h(t) € B}. Pretoze
h je borelovsky meratelnd, je h='(B) € B. Potom ale

{weQ: MXW)eB={weQ: Xw eh ' (B)}cA &

Veta 9.2. Nech zobrazenie h : R — R™ je borelovsky meratelné, t.j. VB € B™ je {x=(z1,....,x,)" €
R": h(zi1,..,2,) € B} € B". Nech X = (X3, ..., X,,)" je n—rozmerny ndhodny vektor na (Q, A, P). Potom
Y = h(X) je m—rozmerny ndhodny vektor.

Dékaz: Nech B € B™. Potom z meratelnosti h vyplyva, ze h~*(B) = {X € R" : h(X) € B} € B". Preto

{weQ: h(Xw)eB}={weQ: Xw)ch ' (B)}c A &
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V dalsom sa budeme zaoberat rozdelenim pravdepodobnosti transformovanych ndhodnych veliéin, resp.
transformovanych ndhodnych vektorov.
Poznamka. Pracovat budeme s Lebesgueovym integralom z borelovsky meratelnej funkcie ¢ vzhladom

k Lebesgueovej-Sieljesovej miere pr na borelovskej mnozine A, t.j. budeme pracovat s integrdlom
1= [ etaur®) 2 [ ctar).

Ked pracujeme s Lebesgueovym integrdlom vzhladom k Lebesgueovej miere, tak

1= [ a2 [ oar

Pozndmka. Pokial je distribuénd funkcia F funkciou ”skokovitou”, t.j. je to distribuéns funkcia

diskrétnej ndhodnej veliciny s pravdepodobnostnou funkciou (z;,p;)ics (J je konecnd alebo spocitatelnd), je
1= [ wir® = 3 e
A ;€A

Ak je F distribu¢énd funkcia spojitej ndhodnej veli¢iny s hustotou f(-), tak

= /A o(t)AF(t) = /A () (1),

pricom posledny integral je Lebesgueov integral s Lebesgueovou mierou.

Veta 9.3. Nech ndhodnd velicina X ma distribu¢ni funkciu Fx a h je borelovsky merateiné funkcia.
Ak oznacime Fy distribuéni funkciu ndhodnej veliciny Y = h(X), potom Yy € R je Fy (y fB dFx(x),
kde By = {x € R: h(z) < y}.

Dokaz: Pre Tubovolné y € R polozme B, = {z € R: h(z) < y} a dostavame

Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X) <y) = P(X € By) = Px(By) =
/ d/,LFX / dFX

(a) Majme diskrétnu ndhodnu velicinu X s pravdepodobnostnou funkciou

Poznamka.

(xi,pl(.X))iEJ a h nech je (borelovsky) meratelnd. Oznaéme dalej By ={x €R: y = h(z)}. Pravdepodob-
nostna funkcia ndhodnej veli¢iny Y = h(X) je (yj,pgy))jeK, kde My = {y;}jex = {h(x;) : i € J, h(zx;) st
navzajom rozne } a
Y * x X
P =P(Y =y;)) = P(MX)=y;) = P(X € B} ) =Px(B; )= Y. p*.
{z; GB*J}
(b) Ak X je (absoltitne) spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx a distribuénou funkciou Fx, Y = h(X),
kde h je meratelnd a B, ={xz €R: h(z) <y}, tak Yy €R je

Fy(y) = P(Y <) = P(h(X) < y) = P(X € B,) /fX

Jednoducho sa da uréit hustota fy v pripade, ze transformicia y = h(z) (teda funkcia h) je vzdjomne
jednozna¢na (prostd a na) a teda existuje inverznd funkcia h=! (teda z = h~1(y)), pricom existuje aj

derivacia %h_l(y) a je spojitda. Potom z vety o substitucii plynie

A= [ s [ 250
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teda

0.1 o) = Fx (1) \‘”‘(y’\ .

dy

Priklad 9.1. Majme diskrétnu ndhodni X velicinu s pravdepodobnostnou funkciou (z;, pgx))ie J-

Diskrétna nadhodnd veli¢ina Y = X? m4 pravdepodobnostni funkciu (yj,p;Y))jeK, kde {y;}jex = {27 :

i c J, :L‘i Sfl I(A)lee} a

* X
= Px{B; } = Z Pz(- )

{@i: y;=27}
Ak Z je mnozina celych ¢isel, x, = z (2 € Z), pSX) = e, ng) = 67)\2)]‘;'! pre z = £1,+2, ..., tak
(2, piX))Zez je pravdepodobnostnd funkcia diskrétnej ndhodnej veliciny X a pravdepodobnostnd funkcia

diskrétnej ndhodnej veli¢iny ¥ = X2 je (tQ,pg))teNo, kde pg) = e"\i‘—; pret=0,1,2,....

Priklad 9.2. Nech je ndhodné veli¢cina X absolutne spojitd s hustotou fx. Polozme Y = a + bX, kde
a,b € R, b# 0. N§jdite hustotu fy nahodnej veli¢iny Y.
Riesenie: Transformécia y = h(x) = a + bz je vzdjomne jednoznacnd, inverznd transformécia je x =

h=1(y) = 432, ktord ma derivéciu 35 = 1, teda podla (9.1) je

() = ) [P0 g (150,

1 x—pu)2
Ak predpokladdme X ~ N(u,0?), tak fx = -l

2ro

1 (252-n) 1 _ly—etom?
20007y € (—00,00).

= —¢ 2052 = ¢
V2ma|b| V2ro|b)

Predchddzajice dvahy v pripade spojitej ndhodnej veli¢iny rozsirime na mnohorozmerny pripad. Niekolko

fr(y)

zékladnych pojmov:
Nech h = (hy,...,h,)" je zobrazenie R — R", teda hq, ..., h, su redlne funkcie n premennych 1, ..., .

Jakobidn (Jacobiho determinant) zobrazenia h je

Ohy Oh1

ox Oxy

Di(x) = det 22— det . :
h{X) =det — = ae

ox/ : :

Ohy Ohy

oz Oxy,

Ak oznacime y = h(x), teda y; = h;(x), i = 1,2, ..., n, tak povieme, Ze zobrazenie h je reguldrne na mnozine
M CR"™ ak

(i) M je otvorend,

(ii) funkcie hyq, ..., h,, maju spojité prvé parcidlne derivicie na M,

(iii) Vx € M plati, ze Dy(x) # 0.
Zobrazenie h je prosté na M, ak plati

x1 € M,x9 € M,x; # x1 = h(x1) # h(x2).

Veta 9.4. (Veta o substiticii.) Nech h je zobrazenie otvorenej mnoziny P C R™ na Q C R™, nech h je

reguldrne a prosté zobrazenie na P s Jakobidnom Dy. Nech M C @ je borelovskd a H : R™ — R redlna
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meratelnd a integrovatelnd funkcia. Potom plati
[ iy = [ Hb0)Dulax
M h—1(M)

Dékaz: Jarnik, V., Integralni pocet I,II, NCSAV, Praha, 1955.
Bezprostrednym dosledkom tejto vety st nasledujice dve vety. Ich dokazy ndjdeme napr. v Andél, J.,
Matematickd statistika, SNTL/Alfa, Praha, 1985.

Veta 9.5. (Veta o hustote transformovaného ndhodného vektora.) Nech ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,)’
m4é hustotu fx(x), x € R". Nech h je zobrazenie R" do R", ktoré je reguldrne a prosté na otvorenej mnozine
G, pre ktoru plati fG fx(x)dx =1. Akh™ ! je inverzné zobrazenie k h, potom mé nghodny vektor Y = h(X)

hustotu fy(y) tvaru

_ Jx@T @)D ()], aky €h(G)
fx(y) = 0 nak

Veta 9.5a. (Zovseobecnend veta o hustote transformovaného ndhodného vektora.) Nech ndhodny vektor
X = (X1,..., X)) md hustotu fx(x), x € R”. Nech h je zobrazenie R™ do R", ktoré je reguldrne a prosté
na disjunktnych otvorenych mnozindch Gi,Gs,... a zobrazuje ich na h(G1),h(G>), ..., pricom plat{ plati
fG fx(x)dx =1, kde G = U 1 Gj. Ak oznacime h;l inverzné zobrazenie k h: G; — h(G;), j =1,2,...,,
potom mé ndhodny vektor Y = h(X) hustotu fy(y) tvaru fy(y) = Z;’il fi(y), kde

fx(05 )Py ()], aky € h(G))
0, inak.

fily) =

Ukazeme si dva priklady.

Priklad 9.3. Nech X = (X3, ..., X,,)’ je ndhodny vektor absolitne spojitého typu s hustotou fx. Nech
A je regularna matica typu n x n. Najdite hustotu ndhodného vektora Y = AX.

Riesenie. A je reguldrna a preto zobrazenie y = h(x) = Ax je reguldrne na otvorenej G = R"™, Inverzné
zobrazenie je x = h™'(y) = A™'y. lahko sa vidi, ze Dp-1(y) = det A™' =
AT ATY), yer

Priklad 9.4. Nech X je spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx (z). Néjdite hustotu ndhodnej veliciny
Y = X2

Riegenie. Pouzijeme Vetu 9.5. Funkcia h : R — R dand predpisom y = h(z) = 22 je reguldrna a prostd

1
Tt & preto fy(y) =

na disjunktnych otvorenych mnozinich G; = (—00,0),G2 = (0,00), pricom tieto mnoziny zobrazuje na

h(G1) = (0,00) a h(G3) = (0,00) a fG:GluGg fx(x)dz = 1. hy' dané predpisom hi'(y) = —\/y je inverzné

zobrazenie k zobrazeniu h : G; = (—00,0) — h(G1) a h_ (y) = /v je inverzné zobrazenie k zobrazeniu
1

h: G 0 h(Gs). P h(G1) je D, - =—— h(G D = ——. Nahodna

2 = (0,00) = h(G2). Prey € h(G1) je D) -1 (y) 2\faprey€ (G2) je D)1 (y) gy Nahodnd

premennd Y = h(X) m4 preto hustotu

2 (Fx(—vi) + fx (V). aky € (0,00)
0, inak.

fy(y) = fily) + foly) =

Poznamka. Casto potrebujeme spocitat hustotu ndhodnej veliciny Y = h(X), kde X = (X1, ..., X,,)' a

h je redlna borelovsky meratelna funkcia n premennych. Ak Fx je distribuénd funkeia ndhodného vektora
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X, tak distribu¢né funkcia ndhodnej veli¢iny Y je
Fy(y) = PY <) = PNX) <) = [ dFx(an, ),
By

kde B, = {(z1,...,x,) € R" : h(z1,...,2,) < y}.

e ak X = (Xy,...,X,,) je diskrétny ndhodny vektor s pravdepodobnostnou funkciou (xm,pg))mej, tak
Y = h(X) mé pravdepodobnostni funkciu
(yj,p;y))je}(, kde {y; : j € K} = {h(xy) : m € J, h(x,,) rozne } a

") = P(Y =y;) = P(h(X) =y;) = PUX € B} }) =

* X
= Px(By,) = Z pt(' !
{xi: h(xi)=y;}

kde B;J = {Xi : h(XZ) = yj}'
e ak X = (Xy,...,X,,) je ndhodny vektor absolitne spojitého typu, st dve moznosti.

(1) Fy(y) = f{(z1,...7wn)’€R": h(z1,...,xn)<y} dFX(xl? ,ZIZn) -

= f{(xl,...,a:n)’ER": R(@1,eesn) <y} fx(x)dx.
V tomto pripade je hustota fy (y) = d%@_
(ii) Rozsirime h(x) na h(x) R"™ — R"’yaby spfﬁala predpoklady Vety 9.4, nasledovnym sposobom:
y = h(x)
Y2 = T2
Yn = Tn

Takto dostdvame ndhodny vektor Y = (Y,Y3,Ys,...,Y,,) = h(X). Spocitame jeho hustotu fy(y) =
fx(h™ (y))|Dy-1(y)| a nakoniec marginalnu hustotu

fy(y) = /RH YW, y2, -y yn)dy2...dyn

s.v. vzhladom na Lebesgueovu mieru.
Priklad 9.5. Nech X; ~ Po(A\1), X2 ~ Po(A2) a X1, X5 si stochasticky nezdvislé (niekedy sa znaci
X1 L X5). Ak4 je pravdepodobnostnd funkcia ndhodnej veli¢iny ¥ = X7 + Xo 7

Riegenie. X;, i = 1,2 méa pravdepodobnostni funkciu (j,p;Xi))jeNO, kde pg_Xi) —e N 2% j=0,1,2, ...
Néhodny vektor X = (X7, X2)" md pravdepodobnostni funkciu ((z, 7)s p(X.) ) , kde
(59) ) (i,5)eNo xNo
Py = PAX1 =i, X5 = j} = P{Xy = i} P{Xp = j} = p " )py™) =
PV
— e—(>\1+A2) 1 2.
115!
N&dhodna velicina Y = X7 + X5 mé pravdepodobnostnu funkciu
(ys,pgy)) a My ={yptrex = {h(i,5) =i+j: (i,J) € Ng x No} (rdzne) teda My = {k: k € No} (rdzne) a
) _ (X) _ (X1), (X2) _
Py = > Pgij) = ) p; Py =

{(4,5)ENo xNo: h(i,j)=i+j=k} {(i,5)ENo xNo: i+j=k}
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(1), ( - Mg~
X Xa) _ —(A1+A2) _
Zp lpkzz —Z o ik —i)

=0

—(atre) BN , A 4+ Ao)®

_ e i k=i _ —Oatae) A A2)”

TR Z(i)AlAZ S TR
=0

Cize Y ~ PO()\l + /\2)
Pre sticet dvoch ndhodnych velicin dostavame pomocou predchadzajicej Pozndmky nasledujicu vetu
(X1,X2)" je spojitého typu s hustotou f(x, x,)(z1,z2). Potom je

Veta 9.6. Nech ndhodny vektor X =
nahodna velicina Y = X3 + X» absolitne spojitého typu a jej hustota je

= / f(XhXQ)(y —x,x)dx = / f(Xl,XQ)(:L',y —z)dr s.v.

Dékaz: Ak zvolime transforméciu h(x):

Y =T+ 2

Y2 = T2,
tak h™'(y) je

L1 =Y—Y2

T2 = Y2,

-1 .
a Dp-1(y,y2) = det > =1, ¢ize fivvy)(W,¥2) = fix1,x) (Y — y2,92) a

= / fix1,x0)(y — ,x)dx.

Ak zvolime transformaéciu
Y1 =21
Yy=a + T2,

tak uplne analogicky dostaneme

:/ f(XlaXQ)(xvy —x)dx s.v.de

Dosledok. Ak su vo Vete 9.6 ndhodné veliciny X7 a X5 nezavislé, tak
fx,(x1) fx,(z2) a ndhodnd veli¢ina Y = X7 + X5 m4 hustotu

y) = /_Oo fx(y — @) fx, (z)dz = /_OO Ix, (@) fx,(y — x)dz s.v.

Hustotu fy (y) nazyvame v tomto pripade konvoliciou hustdt fx, a fx, a oznacujeme fy = fx, * fx,

f(Xl,Xz)(xth) =

Nasledujicu vetu dokazeme tplne analogicky ako Vetu 9.6. a jej dosledok
Veta 9.7. Nech X7, X5 st nezdvislé ndhodné veli¢iny s hustotami f; a fo. Potom

(i) Y = X7 X5 m4d hustotu
o) = [ (L) p@) s, s
(ii) ak je fa(z) = 0 pre x < 0 a ¢ > 0 dand konstanta, tak ndhodnd veli¢ina Z = % ma hustotu

h(z) = 1/0 f1 ( )fg( Jedz, S.v..

Cc
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Predchédzajiice vety vyuzijeme na odvodenie najddlezitejsich rozdeleni (okrem uz spomenutého normélneho
rozdelenia), ktoré budeme pouzivat v statistike.

Veta 9.8. Nech Xi, ..., X,, st nezdvislé N(0,1) rozdelené ndhodné veli¢iny. Nadhodn4 veli¢ina
Y=X{+X3+..+X2

mé x? rozdelenie s n stupiiami volnosti (oznacujeme Y ~ x2) s hustotou

fly) === yEle™t prey>0
2

a f(y)=0prey <0.
Dokaz: Vetu dokazeme indukciou. Pre n =1 je pre z > 0

Fxz(z) = P{X] <2} = P{—Vz < X; <Va} - P{—Vo = X1} =

preto
1 @2 1 (=vm)?

Tt 7 W) e (Ve =
1 1y

z 1) 1 _z _ 1 1 _z _1
= e 2 — = 2r 2 =m —e 23 2

Var 2V om 2vz)  Vayr 2:7(1)

(lebo I'(3) = /). Teda veta plati pre n = 1. Nech plat{ pre n, potom pre n + 1 je

Frp (@) = - Fir (@) =

[SE]

g

o0
fo+..‘+X;"l+1($) = /0 fX12+...+X3 (z— u)fX3+1(u)du =

z ]. n r—u ]_ u
:/ ———(z—u)2 e T — uTre B du =
o 22I(3)

(substiticia % = w, du = zdw, pricom B(w, B) = [ (1 — z)* 2’ 1dz)
e g lpTag /1 n_q 1 e~ spte 1 1
= (1—w)2 w2 dw = — — B(%,5) =
27 T(3)(3) Jo 23 T($)I(3)
1 n41 =
= 1 2 e 2, *
2 ()

Veta 9.9. Nech X a Y si nezdvislé ndhodné veliciny, X ~ x%, Y ~ x2,. Nahodn4 veli¢ina U =

3 |<ferl>
B
&

Fisherovo-Snedecorovo F rozdelenie s k a m stupiiami volnosti (znagime U ~ Fy, ,,,) a hustotu

k+m

T k+m % & )
fulu) = % (k) uz ! (1 + ku) pre u >0
2T(%) m

a fu(u) =0 pre u < 0.
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Vyuzijeme Vetu 9.7(ii) a Vetu 9.8. Dostdvame pre u > 0 (pre u < 0 je hustota

X
Dokaz: Plati U = v
X3 rovnd 0)
k
= <Uyk> ’ 7%71 y%716 %dy =
m % m 22 0(12)
k
3 u2"! / ktm ku
I 1= 4 (5241 g, —
= w y 2 Jdy =
(m> 255 D(5yr(2) Jo
(substitucia %(%‘ +1)=1)
(Ey et e,
= ktm k+m _ -
m 272 F(g)l“(%) 0 (ku + 1) 71
& k _ k+m
B Gl B RS PP I &
n 1 +
L(5)0(3) \m m
Veta 9.10. Nech X ~ x:. Nahodna velicina Y = VX ma y rozdelenie a n stupiiami volnosti (znacime
Y ~ xn) a hustotu
_ 1 n—1 —?—2
fY(Z/)—WF(%)y e prey>0
a fy(y) =0prey <0.
Dékaz: Néhodn4 velicina Y nadobida (rovnako ako X) len kladné hodnoty. Pre y > 0 je
z2 e 2dr =

Fy(y) = PIVX <y} = P{X <y} = / TIey

(pouzijeme substiticiu z = t2, dx = 2tdt)
Y 1 2 y 1 t2
= / - 27T 2t dt = / et e T dl &
o 221(%) o 2271(%)
- Z ,
Veta 9.11. Nech ndhodné veliciny Z ~ N(0,1) a X ~ x2 si nezdvislé. Ndhodna veli¢ina T' = ma

i

Studentovo ¢ rozdelenie s n stupiiami volnosti (zna¢ime t,,) a hustotu
n+1
I (Ll) t2 T2
fr(t) = - 2 <1 + > , t€(—00,00).
T (5) Vv nm
Dékaz: T = \/\/ﬁ; a podla Vety 9.7(ii) a Vety 9.10 dostdvame (pre t € (—00, 00))
1 > 1 7t2y2 1 —1 7ﬁ
t = —= —€ 2n h T < n € 2 d =
fr(t) \/ﬁ/o o 25,1“%)1/ Yy
PE : / yre T gy =
272 I'(5)y/nm Jo
1
(substitiicia %- (% + 1) =z, y=2a2 (% + 1) Y23,y (tnz + 1) dy = dx)
n+1
I (ntl 2\ "z
£ i) (1 + ) &
(3) v "
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10. Charakteristiky rozdelenia pravdepodobnosti
Stredna hodnota a rozptyl

Definicia 10.1. Nech X je ndhodnd veli¢ina na (9, .4, P) a nech existuje

/ X(w)dP(w) < 0.
Q

Potom ¢islo
£(X) = / X (@)dP(w)
Q
nazyvame strednou hodnotou nahodnej veliciny X. Ak uvedeny integral nie je kone¢ny alebo neexistuje,
hovorime, ze strednd hodnota ndhodnej veliciny X neexistuje.

Pozndmka. Z definicie strednej hodnoty ndhodnej veliciny X vyplyva, ze £(X) existuje prave vtedy
ak je X borelovsky meratelnd funkcia a integrovatelnd na Q vzhladom k pravdepodobnostnej miere P.
L£1(Q, A, P) = L£; oznac¢ujeme mnozinu (priestor) vSetkych ndhodnych veli¢in, ktoré maji koneéni strednt
hodnotu na (9, .A).

Zskladné vlastnosti strednej hodnoty vyplyvaji zo zdkladnych vlastnosti integrovatelnych funkeif (z tedrie
integrélu).

Veta 10.1. (Zékladné vlastnosti strednej hodnoty.) Nech X, X7, X2 st ndhodné veli¢iny definované na
(Q,A,P), a,a,as €R. Potom

(i) £(X) existuje (t.j. X € L1) <= £&|X]| existuje;

(iak P(X =a)=1 = &X)=gq;

(iii) ak existuji £(X1), £(X2) = E(mX1+ aeX2) = a1&(X1) + a2€(X2);

(iv) ak existuju £(X1), £(X2) a X3 <X = &(X;) < E(X2);

(v) ak | X1| < X2 a existuje £(X3), tak existuje £(X1);

(vi) nech P(X > 0) =1 a existuje £(X) = £&(X)>0.

Dokaz vyplyva z vlastnosti Lebesgueovho integrélu.

Dalsie vlastnosti strednej hodnoty, hlavne vzorce vhodné na jej vypocet vyplyvaji z vety o prenose integracie
z meratelného priestoru (9, A) na meratelny priestor (A, D) pomocou meratelnej funkcie g. Této veta v
pripade, ze (A, D) = (R™, B™) a g je n—rozmerny ndhodny vektor znie:

Veta 10.2. (O prenose integrdcie.) Nech X = (X7,..., X,;)’ je ndhodny vektor definovany na pravde-
podobnostnom priestore (€, A, P), g je borelovsky meratelnd funkcia na (R™, B"), Px je rozdelenie pravde-
podobnosti ndhodného vektora X. Potom

| sx@nap@) = [ gxjarx(x)
v zmysle, ze ak jeden z integrdlov existuje, tak existuje aj druhy a rovnaju sa.

Pozndmka. Ak md ndhodny vektor X = (Xi,...,X,,)" distribuént funkciu F(-), potom rozdelenie
pravdepodobnosti Px = up, kde pp je Lebesgueova-Stieltjesova miera indukovand distribuénou funkciou F'
a mozeme pisat

[ o) = [ atodur() ™= [ gx)ar)

-
Priamym dosledkom vety o prenose integracie je nasledujici dosledok, pomocou ktorého spocitame

strednt hodnotu ndhodnej veli¢iny Y = g(X), ked g je borelovska funkcia a X nédhodné velicina.
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Dosledok. Nech X je ndhodna velicina a g borelovska funkcia. Potom stredna hodnota ndhodnej veli¢iny
Y = g(X) existuje prave vtedy, ak existuje a je kone¢ny integral ffooo lg(x)|dF(x) < oco. V tomto pripade
plati

ew) - | " g(@)dF(2)

(teda Y =g(X) € L1(L A, P) & [7 |g(x)|dF (z)dz < o0). Specidlne
(a) ak je X diskrétna s pravdepodobnostnou funkciou (z;,p;)ics, potom E(Y) existuje prave vtedy ak
>ies 19(zi)|pi < 0o a plati

£W) =Y gl

icJ
(teda YV = g(X) € L1(Q, A, P) < >, l9(zi)lpi < o0).

(b) ak je X spojita s hustotou f, potom £(Y) existuje prave vtedy ak existuje ffooo lg(2)|f(x)dx < 0o a
plati

(teda Y =g(X) € L1(2 A, P) & [ |g(z)|f(z)ds < o).
V pripade, Ze v predchadzajticom Dosledku uvazujeme funkciu g(z) = z, vieme spoéitat stredniit hodnotu
nahodnej veliciny X nasledovne:

Dosledok. Nech X je ndhodnd veli¢ina na (Q, A, P). Potom strednd hodnota ndhodnej veliciny X

existuje prave vtedy, ak existuje a je konecny integral ffooo |x|dF(2) < co. V tomto pripade plati

(V) = /OO wdF(z)

— 00

(teda X € £1(, A, P) < [7|z|dF(z)dz < co).

Specidlne

(a) ak je X diskrétna s pravdepodobnostnou funkciou (x;, p;)ics, potom E(X) existuje prave vtedy ak
> iy lmilps < oo a plati

£(X) = Z%Pi

icJ
(teda X € L1(Q,A, P) & > .o/ lzilps < 00).
(b) ak je X spojitd s hustotou f, potom E(X) existuje prdve vtedy ak existuje ffooo |z|f(x)dx < oo a
plati

(teda X € £L1(2, A, P) & [7_|z|f(z)de < o0).
V pripade, ze mame ndhodny vektor, tak pouzijeme nasledujici dosledok.

Désledok. Nech X = (X, ..., X,,)" je ndhodny vektor definovany na (2, A, P) a g(x1, ..., x,) borelovskd
funkcia. Potom strednd hodnota néhodnej veliciny Y = g(X) existuje prave vtedy, ak existuje a je koneény

integral [, |g(x)|dF(x) < co. V tomto pripade plati

EY) = /Rn g(x)dF(x).

Specidlne
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(a) ak je X je diskrétneho typu s pravdepodobnostnou funkciou (x;,p;)ics, potom E(Y) existuje préve
vtedy ak > ., |g(x;)|ps < oo a plati

£Y) =S gxi)pi

ieJ
(b) ak je X spojitd s hustotou f(x1, ..., x,), potom E(Y) existuje prave vtedy ak existuje fR“ lg(x)|f(x)dx <
oo a plati

EOU:Aﬂ@ﬁkﬂx

Priklad 10.1. Strednd hodnota ndhodnej veli¢iny s poissonovskym rozdelenim (strednd hodnota Pois-

sonovho rozdelenia). Nech X ~ Po()), teda X mé pravdepodobnostni funkciu (x;, p;)i>1, kde ; =0, 1,2, ...

AT
a p; :67)\1:-"
Preto ’
- N — N — A1 %
_ - —A __—A _ - _ -2 _
S(X)leye f!fe Z(,_l)!f)\e Z(,_l)!f)\e ZH*A‘
3=0 / = =1V k=0

Priklad 10.2. Stredna hodnota ndhodnej veli¢iny s normalnym rozdelenim. Nech X ~ N(u,0?), o > 0,
1 (w—p)?
teda jej hustota je f(z) =

V2o

e 202 ,x € (—00,00). Potom
o 1 *@ew?
E(X) = / xf(z)dr = / re 202 dr =

o 2710 J— 0o

(substiticia y = ££, z =0y +p, dy = 9)
2

L /w( b e Ty = —= /Oo % dy + /OO L 44
= o e = € € = M,
97 ) yTp Y o _Ooy YyTp > Yy=un

lebo ye™ = je nepdrna (lichd) funkcia.

Veta 10.3. (Strednd hodnota sic¢inu nezdvislych ndhodnych veliéin.) Nech Xj,..., X, si nezdvislé
ndhodné veli¢iny na (92, A, P) a nech existuji stredné hodnoty £(X;),i =1,2,...,n, (t.j. X; € L1(Q, A, P)).
Potom plati

Dékaz: Polozme Y = H:'L:1 X;, teda g(x1, ..., xp) = T1X2...2y. Podla posledného Désledku je

S(Y) = An g(xla ~~»,$n)dFX($1, ,$n) = An .Tl...xnd[FXl (l’l)FXn((En)] =

n

= /x1de1($1)---/$nden(l“n) = HS(Xi)' L)

R R i=1

Pociatocne, centralne a absolitne momenty

Nech X je ndhodné veli¢ina na pravdepodobnostnom priestore (€2,.4, P). Potom (éislo)
u=E(X™) nazyvame n—tym pociatotnym (obecnym) momentom nghodnej veliciny X,
pn =E (X —E(X))") nazyvame n—tym centrdlnym momentom ndhodnej veliciny X,

i, = E(|X|™) nazyvame n—tym absolitnym momentom ndhodnej veli¢iny X,
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ak uvedené stredné hodnoty existuju.

Poznamka. Ak je n—ty moment konecny, t.j. £(X™) < oo, tak piseme X € £,,(£2, A, P), alebo skratene
X eL,.

Definicia 10.2. Druhy centralny moment ps = € (X — £(X))? ndhodne;j veliiny X (ak existuje) voldme

rozptyl alebo disperzia a oznacujeme
D(X) = £ (X — E(X))” = po.

&islo ox = /D(X) nazyvame smerodajnou odchylkou ndhodnej veli¢iny X.

Poznamka. Ak X € Lo, potom X € L1, lebo zo Schwarzovej nerovnosti

/R 2dFy(z)| = /R L2dFy (z)| <

\/ fzdFX \//12de 5(X2)

Veta 10.4. (Vlastnosti rozptylu.) Nech X, X;, X5 st ndhodné veli¢iny definované na (2,4, P) s
kone¢nymi druhymi momentami, a,aq,as € R. Potom

(i) D(X) >0,

i) D(X) = £(X?) — £(X),
iii) ak P(X =a) =1, tak D(X) =0,
iv) D(a1 + a2 X) = a3D(X),
) ak X7 a X, st nezdvislé, tak D(X; + Xo) = D(X1) + D(X2).
Dokaz:

(i) Pre ndhodnt velicinu Y = (X — £(X))? plati, ze P(Y > 0) = 1, preto z vlastnosti strednej hodnoty
E(Y)=D(X) >0,

(ii) D(X) = (X — E(X))* = E[X2 - 2XE(X) + (£(X))?] =
— E(X?) — 26 (X)E(X) + (E(X))? = E(X?) — £2(X),

(iii) ak je P(X = a) = 1, tak X je diskrétna ndhodnd veli¢ina s pravdepodobnostnou funkciou (a, 1),
teda E(X)=al=aaDX)=E(X - &E(X))?>=(a—a)?-1=0,

(iv) D(as + a2 X) = E[ar + a2 X — E(ay + a2 X))? = E(ay + aaX — a1 — ax8(X))? = Ela3 (X — £(X))?] =
a38(X — £(X))? = a2D(X),

(V) D(X1£Xs) = E[X1 £ Xo—E(X1 £ X0)]2 = E[X1 £ Xo—E(X1) FE(X2))? = E[(X1 —E(X1))2 £2(X1 —
E(X1)) (X2 = E(X2)) + (X2 = E(X2))?] = E(X1 — E(X1))? +E(X2 — E(X2))? £2E[(X1 — E(X1)) (X2 — E(X))]-
Pretoze su X7 a Xy nezdvislé, plati £(X1Xs) = £(X1)E(X2). Ale tiez (X7 — £(X1)) a (X2 — E(X2))
st nezdvislé a tiez E[(X1 — £(X1))(X2 — E(X2))] = (X1 — E(X1))E(X2 — E(X2)) = 0. Dostavame, ze
D(X1 £+ X5) =D(X1) + D(X2). &

Priklad 10.3. Rozptyl ndhodnej veliciny s poissonovskym rozdelenim (rozptyl Poissonovho rozdelenia).

E(X)| =

(
(
(
(v

Nech X ~ Po()), teda X mé pravdepodobnostnd funkciu (x;, p;)i>1, kde z; = 0,1,2,... a p; = e”‘x—i'. A%
> T
Priklade 10.1. sme spocitali, ze £(X) = A. Plati D(X) = £(X?) — £2(X). Spocitame

'y

o N N
X2) =D e =t e+ UG- ) +il5 0 =
- . par
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Preto
D(X)=EX?)—E*(X)=A+A-N =]\
Priklad 10.4. Rozptyl ndhodnej veli¢iny s normalnym rozdelenim. Nech X ~ N(u,0?), o > 0, teda jej

1 22
hustota je f(z) = ) ,x € (—00,00). V Priklade 10.2. sme spocitali, ze £(X) = u. Preto

2mo

DO =X - = [ @ fe)is = —— [ @-ppe

oo 210 J_o

T—p
ag

_ _d
, T =ou+p, du= )

o2 >
= — dU*Q— ule” 2duf
\/271'/,OO /

su siﬁciai:t, w=+2t, udu=dt
bstit %

(substiticia u =

_ 20 s, 202 2021
\/ﬂ/ V2te tdt = \/%/o t27 e tdt = ﬁr(g) 753 r(l)=o2

Medidn, médus a kvantily

K charakterizécii rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny X s distribu¢nou funkciou F' sa pouzivaju

aj iné charakteristiky. Jednou z nich je medidn #. Je to (lubovolné) ¢islo, pre ktoré plati

1 1
F(#) <5, FE+0 > 5.

Vo v8eobecnosti tieto podmienky neurc¢uju medidn jednoznacne.

Dalsia charakteristika je mddus #. Ak je ndhodné veli¢ina diskrétneho typu s pravdepodobnostnou
funkciou (z;, p;)i>1, tak & je to ¢islo x;, pre ktoré plati P(X = 2) > P(X = x;), 1 = 1,2,.... Ak mé X spojité
rozdelenie s hustotou f, za médus povazujeme ti hodnotu Z € R, pre ktord plati f(Z) > f(x), —oo < z < o0.
Ani médus nie je vo vseobecnosti uréeny jednoznacne.

Zavedme si funkciu F~1 predpisom
F'u)=inf{z €R: F(z)>u}, 0<u<l.

Funkcia F~! sa nazyva kvantilovd funkcia zodpovedajica distribuénej funkcii . Hodnoty F~!(u) st kvan-
tily. Teda a—kvantilom je F~!(a). Ak je F rasttica a spojitd, potom F~! je inverznd funkcia k distribucnej
funkcii F.

Veta 10.5. (Cebysevova nerovnost.) Nech X je ndhodni veli¢ina s koneénym druhym momentom.

Potom pre Iubovolné ¢ > 0 plat{
D(X)
5

P(X —E(X)| 2 2) £ =

Dokaz: Pre Iubovolné & > 0 polozme M. = {w : |X(w) — E(X)| > ¢}

W) — 2
Plo X -&X)| 2 et = | dP(w):/ 1dP(w)§/M Wd])(w)g



1 9 _
<5 [ (X() - 8)dP() =

£2

teda P(|X —E(X)| >¢) < Dg{)- &

Poznamka. Z Cebysevovej nerovnosti dostavame

PIX-&X)|<e)=1-P(| X -E(X)|>e)>1—

V pripade, ze zvolime € = k+/D(X), je

P(X = £(0)] < ky/DIX) = 1~ 15,

Specialne pre k = 3

P(|X — &(X)| < 3v/D( >1———089

Kovariancia a korelaény koeficient

V nasledujiicom budeme predpokladat, ze ndhodné veli¢iny maji koneéné druhé momenty.

Definicia 10.3. Kovariancia ndhodnych velicin X a Y je (¢islo)
CX,Y) = E[(X - X)) —&E(V))]
a korelac¢ny koeficient
C(X,Y)
D(X)D(Y)
ak D(X) > 0,D(Y) > 0. Niekedy znac¢ime R(X,Y") ako ox,y.

Pomocou vety o strednej hodnote transformovaného ndhodného vektora dostavame

R(X,Y) =

)

Veta 10.6. Ak ndhodné veliciny X a Y maji zdruzend distribuéni funkciu F(x,y), potom

ceey) - [ N / T (@ E(X))(y - E(V))dF(z,y),

teda
(a) v pripade, ze (X,Y)’ je ndhodny vektor s pravdepodobnostnou funkciou ((zm, Ym ), Pm)me s, tak

C(Xa Y) = Z (xm - S(X))(ym - S(Y))qu

meJ

(b) v pripade, ze (X,Y)" je spojity ndhodny vektor so zdruzenou hustotou f(z,y), tak

ceey) = [ b / (@ — )y — E(V)) [z, y)dady.
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Veta 10.7. (Vlastnosti kovariancie a korelaéného koeficienta.) Nech X a Y si ndhodné veliciny, s

koneénymi nenulovymi rozptylmi, a1, as, b1, b2 € R. Potom
(i) C(X,X)=D(X)aR(X,X)=1;
(ii) C(X,Y) = C(Y, X) a R(X,Y) = R(Y, X);
(i) C(X,Y) = E(XY) = E(X)E(Y);
(iv) ak st X a Y nezévislé ndhodné veliciny, tak C(X,Y) = R(X,Y) = 0;
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(v) [C(X,Y)| < /DX)D(Y) = oxoy a |[R(X,Y)| < 1;
(vi) C(ar 4+ a2 X, b1 + b2Y) = a2bC(X,Y) a ak ag # 0,09 # 0, tak
R(ay + a2 X, by + bY) = R(X,Y)sign(agbs);
(vi) D(X +Y)=D(X)+ DY)+ 2C(X,Y);
(viii) R(X,Y) =1 <= existuji konstanty a a b > 0 také, ze P(Y =a+bX) =1
R(X,Y) = —1 <= existuju konstanty a a b < 0 také, ze P(Y = a+bX) =
Dokaz:
: _ 5 _ _ . ocxxy
(i) C(X,X)=€E(X - £(X)) D(X)aR(X7X)—W—1,
(ii) C(X,Y) = E[(X = (X)) (Y — (V)] = E[(Y = E(V))(X — £(X))] = C(Y, X),
teda aj R(X,Y) = 20 = e, X) = R(Y, X);
/D)D) /DY) VDX .
(iii) C(X,Y) = E[(X —EX))(Y = E(Y))] = 5[XY XS( ) —YEX) +E(X)E®Y)]
=E(XY) = E(X)E(Y);
(iv) ak su X a Y nezévislé, tak E(XY) = E(X)E(Y) a teda C(X,Y) = E(XY)
—E(X)E(Y)=E(X)E(Y) - E(X)E(Y) =0 apreto aj R(X,Y) =0;

(v) podla Schwarzovej nerovnosti

[/Oo /Oo (z S(X))(ycf(Y))dF(:p7y)r <
(10.1) [/ / z—& dFa:yH/ / (y — E(YV))2dF (z,y)|

teda |C(X,Y)| < v/D(X)D(Y) a podelenim tejto rovnosti vyrazom /D(X ) dostavame |R(X,Y)| =
[C(X,Y)] :
/DXy
(VI) C(a1 + CLQX, b1 + bQY) = 5[((11 + CL2X - 5(&1 + CLQX))(bl + b2Y - g(bl + bQY))} = 5{[a2(X -
EXN][ba(Y — EX I} = azball(X — E(X))(Y — E(XV))] = azbsC/(X, ) a ak az £ 0, by #0, tak
angC(X,Y)
R al CLQX, b1 b2Y = =
ot @bt ) = e K D)
ﬁi’ZlR(x, Y) = sign(azbs) R(X, Y);
Vi) DX YY) =E[X Y —EX LY =€E[(X —EX) £ (Y —EY)]? = E[(X - E(X))? £2(X —
EXNY —E(Y))+ (Y = £(Y))?’] = D(X) £2C(X,Y) + £(Y);

(vii) R(X,Y) = 1 = |C(X,Y)| = /D(X)D(Y) > 0, t.j. nastala rovnost v Schwarzovej nerovnosti
(10.1), ktora moze nastat prave vtedy ked
1. 3b#0, ze pp{(z,y) €ER?: y—EY) =bz - EX))} =1,
alebo ked
2. up{(z,y) €R?: - E(X) =0} =1 alebo up{(x,y) €R?*: y—E(Y)=0}=1.
Pretoze v druhom pripade by bola D(X) = 0 alebo D(Y) = 0 (¢o nemdze byt), nastéva iba 1. pripad a teda

WA0 Plw: Y(w)—EY) =b(X(w) - EX))} =1,

Cize

WA0 P{Y =EY) —bEX) +b(X) =a+bX} =1
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Preto C(X,Y) = C(X,a+ bX) = bC(X, X) > 0 (podla (vi)) a b > 0.

Pripad R(X,Y) = —1 dokdzeme uplne analogicky. &

Poznamka. Ak je C(X,Y) =0, teda ak je R(X,Y) = 0, potom povieme, Ze ndhodné veliciny X a Y su
nekorelované.

Priklad 10.5. Nech (X,Y) je diskrétny ndhodny vektor s pravdepodobnostnou funkciou ((x,y)q, pi)icJ,
pricom M = {(z,9)i}ies = {~1,0,1} x {~1,0,1} a p(~1,1) = p(~1, 1) = p(1,1) = p(1,~1) = &, p(0,0) =
3, p(=1,0) = p(0,1) = p(0,—1) = p(1,0) = 0. Vypocitajte R(X,Y) a rozhodnite, ¢i X a Y si nezavislé.

z\y -1 0 1 px()
116 0 1/6  2/6
0 0 1/3 0 1/3
1 16 0 1/6 2/6

py(y) 2/6 1/3 2/6 1

RieSenie:
E(X) =2 eq-1,01) 2px(2) = (-1)2 + 0% + 11 = 0 a rovnako £(Y) = 0. Dalej £(XY) =
= Yemei-101)x {1,013 T pxy(®,y) = (1) (1) + L(=1)5 + (-1)1g +1- 13 = 0, teda C(X,Y) =
E(XY)—E(X)E(Y) = 0. Ndhodné veli¢iny X a Y st nekorelované. Alepx,y(—1,—1) = ¢ # px(—1)py(—1) =

11. Charakteristicka funkcia

Pravdepodobnostné spravanie sa nahodnych veli¢in a vektorov tplne charakterizuje ich rozdelenie pravde-
podobnosti resp. distribu¢nd funkcia. Mnoho vlastnosti ndhodnych veliéin alebo vektorov je ale tazkopande
a zdlhavé dokazovat pomocou distribu¢nej funkcie. Pracujeme preto s inym analytickym vyjadrenim rozdele-
nia pravdepodobnosti, a sice s Fourierovou-Stieltjesovou transformaciou, ktora sa v tedrii pravdepodobnosti
vola charakteristicka funkcia.

Definicia 11.1 Charakteristickd funkcia ndhodnej veliciny X je komplexna funkcia redlnej premennej

¥(-) : R — C definovand ako
bty = € (@), ter

V tedrii pravdepodobnosti sa dokazuje mnozstvo vlastnosti charakteristickych funkcii. Niektoré st ob-
sahom nasledujicej vety. Dokazy tejto aj nasledujucich viet ndjdeme v napr. knihe Rényi, A., Teorie
pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha, 1972.

Veta 11.1. Nech X je ndhodnd velic¢ina a 1 (t) jej charakteristickd funkcia. Potom

(i) [Y() <1 Vter;

(i) $(0) = 1;

(iil) Vt €R () = ¥(—t);

(iv) () je rovnomerne spojitd naR. (V __, 3 ;_, V tota: e —ta] <6 [(t2) — ¥(t1)| <€)

Veta 11.2. Ak existuje prvych n momentov pf, ..., i), ndhodnej veli¢iny X a tieto momenty si konecné,

potom charakteristickd funkcia +(t) ndhodnej veliciny X mé prvych n derivacif a plati

v®0) =iFu,, k=1,2,..,n.
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Dalej plati

Z

),

kde o(t™) je taka fumkcia, Ze limy_,o = ( =0.
Veta 11.3. Ak je 9(t) charakterlstlcka funkcia zodpovedajica distribuénej fumkcii F(z) a a,b, a < b
body spojitosti funkcie F'(x), tak plati

1 9] efita _ efitb eita _ eitb
PO - P =g [ o5 - wen S ar

Veta 11.4. Ak pre charakteristickt funkciu ¢ (¢) ndhodnej premennej X plati ffooo [ (t)|dt < oo, tak ma

X spojit hustotu f(x) a mézeme ju vyjadrit v tvare

— i OO —1itx
= /_ e

Priklad 11.1. Nech X ~ A(f), teda X m4 alternativne rozdelenie s pravdepodobnostnou funkciou
(i,Di)iz=1,2, pricom 1 = 0,22 =1 a p; =1 —0, ps = 6. Charakteristickd funkcia tejto ndhodnej premennej
je

Ux(t) = E(eX) = e (1 — ) + ™20 = 01 — ) + ™0 =1 — 0 + €'6.
Charakteristickd funkcia Y ~ Bi(n,0) je ¥(t) = (1 — 0 + €'0)".
Priklad 11.2. Nech X ~ Ro(—a,a) (rovnomerne rozdelend na (—a,a)). Potom jej hustota je

1
—, ak —a<zr<a

fle)=1 2
0, ak © ¢ (—a,a).

Charakteristicka funkcia tejto ndhodnej veli¢iny je pre t # 0

O(t) = € (X)) = /Oo e f(z)de = /a e f(z)dx = L {e%m}ia =

o _a 2a | it

_ L' —e  cos(ta) +isin(ta) — cos(—ta) +isin(ta)  sinat

2a it 2at at

o0

P(0) =& (%) = / e f(z)dx =

— 00

Priklad 11.3. Nech U ~ N(0,1). Jej charakteristickd funkcia je

Yu(t) =€ (") / \/ﬂ e 2 dy =

67% U 72'Ltu (u—it)?+t ]du _

vl T

(substiticia u — it = s, du = ds, mdze sa pouzit aj Dodatok na str. 90)

/oo 1.2
- 6_53
V2T J s

y 0'2 2 . . ’ .
Dokazte, ze charakteristickd funkcia X ~ N(y,02), 02 > 0 je ¢x(t) = e#te~*2. (Pouzite substiticiu

)
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Dokazme si eSte niektoré vlastnosti charakteristickej funkcie.

Veta 11.4. Nech X je ndhodnd veli¢ina, 1x (t) jej charakteristickd funkcia, a,b redlne ¢isla. Potom
nahodnd veli¢ina Y = a + bX méa charakteristicki funkciu ¥y (t) = e%)(tb).

Dokaz:

Yy (t) =€ (™) =€ <eit(a+bX)> = & (eMtaeithX) = gitag (XY = citay,  (th). &

Najdolezitejsie aplikacie pre charakteristickd funkciu plyni z nasledujicej vety.

Veta 11.5. Nech X; a X, si nezdvislé ndhodné velic¢iny s charakteristickymi funkciami 11 (t) a ¥a(t).
Potom néhodné veli¢ina X = X; + X5 mé charakteristicki funkciu ¢ x (t) = 11 (¢)2(2).

Dokaz:

x(t) =& (eit(X1+X2)> = £ (eMXreitXe) = £ (K1) £ (1X2) =y ()n(t). &

Upozoriiujeme len, Ze tvrdenie Vety 11.5 podla nasledujiiceho protiprikladu nemozno obratit.
Priklad 11.4. Nech X; mé Cauchyho rozdelenie s hustotou f(z) = %ﬁ, x € R. Polozme X5 = X
a spocitajme charakteristickd funkciu ndhodnej veliciny X = X; + Xy = 2X;. Charakteristickd funkcia

1 * ite 1 -

nahodnej veliciny X, je

(podla reziduovej vety, moze sa pouzit aj Dodatok na str. 98). Pretoze X = 2X, je
Vx (t) = Yorax, (t) = ePx, (2t) = e 12,

Dostali sme x, +x, (t) = ¥x, (H)Yx,(t), ale X7 a Xa nie si nezdvislé.

Charakteristicka funkcia ndhodného vektora

Nech X = (X3, ..., X;,)" je n—rozmerny ndhodny vektor.
Definicia 11.2. Funkciu ¢ : R™ — C definovant predpisom

Y(t) =P(tr,.ntn) =€ (eit/X) =& (ei Z}‘:lthj)

budeme nazyvat charakteristickou funkciou ndhodného vektora X.

Analogicky ako v jednorozmernom pripade sa daji odvodit vlastnosti charakteristickej funkcie ndhodného

vektora.
Veta 11.6. Plati
(i) |(t )| <1 pre vSetky t € R";
(i) (0,0, ..,0) = $(0) = 1;
(iii) (- tl,—tg,... —tn) = U(t1, o tn);
(iv) 9 je rovnomerne spojitd na R™;
(v) b €R™, A, je matica redlnych ¢isel, Y = b + AX, potom ¢y (u) = ei“lwa(A'u), u € R™;
(vi) ked existuju stredné hodnoty &(X j) pre j =1,2,...,n, potom

5

} _iE(X,):
t=(0,0,...,0)
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(vii) ked existuju stredné hodnoty €(X;Xy) pre j,k = 1,2, ...,n, potom

{a%/)(t)} =
OOty | (0.0,..0)

(viii) ak 9,(t) je charakteristickd funkcia ndhodnej veli¢iny X;, potom ;(t;) = ¢¥x (0,0, ...,¢;,0, ...,0);

(ix) nech X m4 charakteristicki funkciu ¥x(t1,...,t,) a Y md charakteristicki funkciu wy(tl, .

—E(X; Xk );

),
pricom X,Y si nezavislé, potom Z = X +Y ma charakteristicku funkciu ¢z (t) a plati ¢z (t) = ¥x (t)y (t);

(x) zlozky nédhodného vektora X = (X1, Xo, ..., X,,)’ st nezdvislé prave vtedy ak ¢¥x (t) =[], ¥x, (t;)
(ddkaz pozri v Rényi, A. Teoria pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha, 1972).

12. Konvergencia nahodnych veli¢in

Majme postupnost ndhodnych veliécin X;, X, ... a ndhodnt veli¢cinu X. Nech su vSetky tieto veli¢iny defi-
nované na (tom istom) pravdepodobnostnom priestore (€2, .4, P).

Definicia 12.1. Povieme, ze X,, konverguje k X skoro iste, ak
Pw: X,(w) > X(w)}) =1

Ak pre kazdé € > 0 plati
PH{w: | Xn(w) — X(w)| >¢€}) =0,

potom povieme, ze X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti. Nech E(X?) <ocopren=1,2,... Ak plat{
E((Xn—X)?) =0,

potom povieme, ze X,, konverguje k X podia (kvadratického) stredu.

Nech X,, md distribuéni funkciu F,, () a nech Nech X ma distribuéni funkciu F(-). Povieme, ze X,
konverguje k X v distribicii ak F,,(z) konverguje k F(z) v kazdom bode z, v ktorom je F(-) spojitd. Téato
konvergencia sa ¢asto oznacuje aj ako L(X,,) — L(X) a hovorf sa, ze X,, ma asymptotické rozdelenie £L(X).
Niekedy sa tato konvergencia vola aj slaba konvergencia.

Lema 12.1. (i) Postupnost X,, konverguje k X podia pravdepodobnosti prave vtedy, ak Ve > 0 a Vé > 0

existuje ng, ze pre vSetky n > ng plati
PHw: | Xn(w) — X(w)| >€}) <0

(ii) Postupnost X,, konverguje k X podla pravdepodobnosti prave vtedy, ak Vk € N a Vé > 0 existuje ng, ze
pre vSetky n > ng plati

P [Xal) = X@)] 2 7H <0

(iii) Postupnost X,, konverguje k X podia pravdepodobnosti prave vtedy, ak Ve > 0

Pw: | X,(w) — X(w)| > €}) — 0.

Dokaz je jednoduchy a spravte si ho ako cvicenie.

Veta 12.1. (Limitné veta pre charakteristické funkcie.) Nech je dand postupnost distribuénych funkcif
Fi(-), F»(+), ... a im zodpovedajica postupnost charakteristickych funkeif 91 (+),12(+), ... . K tomu, aby pos-
tupnost {F,(-)} konvergovala k nejakej distibuénej funkcii F'(-) vo vetkych bodoch spojitosti tejto funkcie,
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je nutné a staci, aby postupnost {t,(-)} konvergovala v kazdom bode k nejakej funkcii (-), ktora je spo-
jitd v bode t = 0. Ak je tdto podmienka splnend, tak (-) je charakteristickd funkcia odpovedajica dis-
tribuénej funkcii F(-) a postupnost {1, ()} konverguje k () rovnomerne na kazdom koneénom intervale.
¥ cas ¥ es0 3 ¥ uon ¥ recass )~ (0] <0

Dokaz vety nédjdete napriklad v knihe Rényi, A. Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha, 1972.

Veta 12.2. a) Z konvergencie skoro iste plynie konvergencia podla pravdepodobnosti.
b) Z konvergencie podla stredu plynie konvergencia podla pravdepodobnosti.

¢) Z konvergencie podia pravdepodobnosti plynie konvergencia v distribucii.

Dokaz: pozri Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.

Poznamka. Bez dalsich podmienok sa tvrdenie Vety 12.2 neda zosilnit. Z konvergencie skoro iste
neplynie konvergencia podla stredu a z konvergencie podla stredu neplynie konvergencia skoro iste. Z
konvergencie podla pravdepodobnosti neplynie konvergencia skoro iste ani konvergencia podia stredu. Z
konvergencie v distribicii neplynie konvergencia podla pravdepodobnosti ani konvergencia skoro iste ani

konvergencia podla stredu. Protipriklady najdeme v knizkéch o teérii pravdepodobnosti.
13. Zakon velkych éisel

Ak mame postupnost ndhodnych veliéin X1, Xo, ..., ktoré st nezévislé a rovnako rozdelené, potom ”vyberovy
priemer”, teda ndhodnd veli¢ina %Z?:l X; "sa blizi” (teda jej realizdcia vzdy ”lepsie a lepsie” vyjadruje)
stredni hodnotu £(X;) (len upozoriujeme, ze stredné hodnoty ndhodnych velicin X1, X, ... st rovnaké).

Tento fakt matematicky vyjadruje zdkon velkych éisel. Jeho snéd najjednoduchsia podoba je:

Veta 13.1. (Zskon velkych ¢isel.) Nech X1, Xo, ... st (po dvoch) nezavislé ndhodné veliciny s rovnakymi
strednymi hodnotami g (koneénymi) a rovnakymi (koneénymi) rozptylmi o2 definované na (rovnakom)
pravdepodobnostnom priestore (2, 4, P). Potom pre n — oo plati

=1

X =

S|

podia pravdepodobnosti.
Dékaz: Lahko sa vidi, ze plati
2
— — o
EX)=p, D(X)=

Z Cebysevovej nerovnosti (Veta 10.5) dostavame pre V e > 0

o2

P(IX—pl =€) < —

)
62

2
g _

pricom samozrejme pre n — oo plati — — 0, takze P(|X —u| >¢€) — 0. &
ne

Ind modifikacia tohto zdkona, ktord sa ¢asto pouziva v Statistike je

Veta 13.2. (Chinc¢inova) Nech X7, X3, ... s nezvislé ndhodné veli¢iny rovnako rozdelené s kone¢nou
strednou hodnotou p a definované na (rovnakom) pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P). Potom pre

n — oo plati

Y:

3=

i=1
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podia pravdepodobnosti.

Dokaz najdeme napriklad v knizke Andél, J., Matematicka statistika, SNTL, Praha, 1985.

Niektoré dosledky uvedenych zékonov velkych &sel st napr.

Dosledok. Nech X7, X3, ... st (po dvoch) nezavislé ndhodné velic¢iny s rovnakymi strednymi hodnotami
1 (koneénymi) a s rozptylmi D(X;) < ¢,i = 1,2,.... Potom {X,,}22, splita zakon velkych &fsel.

Désledok (Markovova veta). Nech Xi, X5, ... si (po dvoch) nezdvislé ndhodné veliciny s rovnakymi
LD, X;) = 0. Potom

strednymi hodnotami  (konecnymi) a s rozptylmi D(X;), pricom lim, .o 7>
{X,n 122, spiﬁa zékon velkych &sel.

Désledok (Bernoulliho veta). Majme postupnost nezdvislych pokusov, pricom kazdy moze koncit
tspechom s pravdepodobnostou @ alebo netspechom s pravdepodobnostou 1 — @, (6 € (0,1)). Ozna¢me
nahodnt veli¢inu

Y, — pocet tspechov v n nezavislych pokusoch.

1 .
Zn, = =Y, je relativna pocetnost ispechov v n pokusoch. Plati, ze
n

Zn:lYn%G
n

podia pravdepodobnosti.

Dokaz: Ak oznac¢ime ndhodnu velicinu

0, ak v ¢—tom pokuse bol netspech

X, =
1, ak v i—tom pokuse bol tuspech.
1
X1, Xo,...sunezdvislé, P(X; =0)=1-0, P(X;=1)=6, £(X;) =0, D(X;)=0(1-0) < 1 Plati Y,, =
1 1 . .
Z;;l X,aZ,=-Y,=— 2?21 X;. Podla Désledku pred Markovou vetou Z,, — 6 podla pravdepodobnosti.
n n

&

Vyssieuvedené tvary zdkona velkych ¢isel zarucovali konvergenciu (vyberového priemeru) X, k strednej
hodnote p podia pravdepodobnosti. Preto sa volaju slabé zdakony velkych éisel. Daji sa odvodif vety, ktoré
zarucuju takito konvergenciu skoro iste. Volaji sa silné zakony velkych ¢isel.

Poznamka. K tomu, aby postupnost ndhodnych veliécin X, X, ... spfﬁala silny zdkon velkych éisel,
staci, aby tato postupnost spiflala podmienky Chinc¢inovej vety. Toto tvrdenie sa vola II. Kolmogorova
veta a jej dokaz je napr. v knizke Dupaé¢, V., Huskova, M., Pravdépodobnost a matematicka statistika,
KAROLINUM, Praha, 2001. Tam néjdeme aj iné formuldcie silného zakona velkych &isel.

14. Centrélne limitné vety

Majme postupnost nezavislych ndhodnych veliéin X1, Xo, ..., ktoré si definované na tom istom pravdepodob-
nostnom priestore (2, 4, P). Ak £(X;) = p; a D(X;) = 02, tak ndhodné veli¢iny

C; = X; — p; nazyvame centrované (maji nulovi strednit hodnotu);

U, = Q nazyvame Standardizované (majui nulovi strednd hodnotu a jednotkovy rozptyl).

Co je étanldardizovany priemer nezavislych ndhodnych veli¢in X7, X, ... 7

E(Xn) =¢&(

S|
N
s
Il

| —
¢
5
B~
>
Z
Il
S
S|
NE
s
Il
3‘,_.
g
sqw
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preto standardizovany priemer nezavislych ndhodnych velicin X7, Xo, ... je

Uws — X, £ Xn) _ %Z?:l Xi — %Z?:l Hi Z?:I(Xi — Ji)
. =

—&(
" D(X,) \ > o2 Vi1 07
Ak E(X;) = p aD(X;) =02, tak

Uy = Doy (Xi —p) _ i (Xi — ) _ 1 (X1 + oo+ X — 1p0).

" no2 U\/ﬁ U\/ﬁ

Centralne limitné vety tvrdia, ze za dost vieobecnych podmienok m4 standardizovany priemer nezavislych

nahodnych veli¢in asymptoticky normované normélne rozdelenie. Teda konverguje v distribtcii k ndhodnej
veli¢ine s N(0,1) rozdelenim.
Veta 14.1. (Lindebergova CLV.) Nech X1, X5, ... s nezdvislé ndhodné veli¢iny s rovnakym rozdelenim

pravdepodobnosti so strednou hodnotou x a koneé¢nym nenulovym rozptylom o2. Potom

1
Uy =—(X1+ ...+ X, —
X, U\/ﬁ( 1+ + ny’)

konverguje k distribticii k ndhodnej veli¢ine X ~ N(0, 1).

Doékaz: Polozme Y; = %, i = 1,2,.... Nédhodné veli¢iny Y7, Y>,... st nezavislé a Standardizované,
teda £(Y;) = py = 0. Ich rozptyl je 1. Je to aj ich pociatoény moment druhého rddu, teda ph. Nech
charakteristickd funkcia ich rozdelenia je v(-). Podla Vety 11.2 je

_ @ @t (it)? o, 1 2
Y(t) = wo 0l T TR, +o(t7) = 1_5‘1'0(75 ),
kde o(t?) je (nejakd) funkcia R(t), pricom lim, o Rt(;) =0.
Y;

Charakteristickd funkcia 1;(¢) ndhodnej veli¢iny L je

N

5(e“«§f>_5(eiﬁ“)_¢<\;ﬁ>_1—i+3(jﬁ).

Y] Y,
Pretoze U?n =L 4.+

vn vn

, je charakteristickd funkcia ¢, (t) ndhodnej veliciny Us; rovnd

o= -5 ea ()]

pricom pre kazdé pevné t je

ILm nR (\}) = ILm t2R<t:n> =12 tlim R(\/ti) =0
) ST )

Pre kazdé pevné t dostavame

lim ¢,(t) = lim [1—- ———=| =e 7,

n—oo n— o0 n

¢o je charakteristickd funkcia ndhodnej veli¢iny s N (0, 1) rozdelenim. Podla Vety 12.1 méme vetu dokazani.

&
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Veta 14.2 (Ljapunovova CLV.) Nech X7, X5, ... st nezdvislé ndhodné veli¢iny pre ktoré existuji konecné
momenty £(X;) = pr, D(Xg) =0} >0, €| Xy — pel®> = HE, k=1,2,.... Polozme S,, = /> _, 0%, K, =

K
‘/22:1 H,f Potom Ljapunovova podmienka lim,, ., S—n = 0 je postacujuca k tomu, aby pre kazdé x € R
n

lim P(Ux <z)= lim P

n—roo n—roo

n Xi — " i 1 ® t2
iz — L1 # <z|= —k/ e~z dt.
Zi:l 012 2m -0
Dokaz najdeme napr. v knihe Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti, ACADEMIA, Praha, 1972.
Poznamka. Existuje vela modifikdcii CLV. Mnohé néjdeme v knihe Rényi, A., Teorie pravdépodobnosti,
ACADEMIA, Praha, 1972.

Veta 14.3 (Moivreova-Laplaceova integralna veta.) Nech p € (0,1) a Z1, Zs, ... st ndhodné veliciny s
binomickym rozdelenim, teda Z,, ~ Bi(n,p). Potom plat{ pre kazdé x € R

lim P M<x :L/ efédt.
P\ e Var )

Dékaz: Veta je Specidlnym pripadom Vety 14.1 (Lindebergova CLV) ak X;, ¢ = 1,2,..., si nezdvislé,

X; ~ A(p) (A(p) je alternativne rozdelenie s parametrom p). Potom &(X;) = p a D(X;) = p(1 — p) = %

, n . 1 _ _n
Plati ijl Xi = ZTL ~ BZ(TL,p) a Uyn = U\/H(Xl + ... +Xn - TL,U) = ,,,L;L)T_pp)

k ndhodnej velicine s N(0,1) rozdelenim. &

konverguje v distribucii

Poznamka. Veta sa d4 sformulovat aj nasledovne:
Pre p € (0,1), —00 < a < b < 00 nech Z1, Zs, ... si ndhodné veli¢iny s binomickym rozdelenim, teda

Z, ~ Bi(n,p). Potom plat{

lim P <a < I b) = 3(b) — ®(a),
oo np(1 —p)
kde ®(-) je distribuénd funkcia normovaného normélneho rozdelenia.

Priklad 14.1. N§jdite pribliznti hodnotu pravdepodobnosti toho, ze pocet Sestiek, ktoré padnu v 12000
hodoch homogénnou kockou bude medzi 1900 a 2150.

RieSenie: tazko by sme spocitali 2?51%00 (12(300) (2)1(2)12000= Pretoze n = 12000, Z, ~ Bi(12000, ),&(Z,) =

np = 12800 = 2000, D(Z,) = np(1 — p) = 2()00% = 10200, dostdvame

P(1900 < Z, < 2150) = P(1900 — £(Z,) < Zy — E(Zy) < 2150 — E(Z,,)) =

b (1900—5(Zn) = Zn—E(Z) 2150—5(Zn)> _

"\ Tp@z) T bz - VD

1900 — 2000 Lp —np 2150 — 2000

=P < < =
/10800  /np(l—p) /10800
Zy — _
= P(—245< 22" 367) = ®(3.67) — B(—2.45) =
np(1l —p)

= 0.9998 — 0.0071 = 0.9927

(lebo ®(—u) =1 — ®(u), kde ®(-) je distribu¢nd funkcia N(0, 1) rozdelenia).
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15. Popisna statistika
(podIa Zvéra, K., Stépan, J. Pravdépodobnost a matematickd Statistika,
Matfyzpress, Praha, 2001)

Statistika skiima javy na rozsiahlom stibore pripadov a zaujimaji ju tie vlastnosti javov, ktoré sa prejavuji

vo velkom stibore pripadov, nie v jednotlivych pripadoch. Zékladny pojem je Statisticky stibor (zékladny

stibor). Je to dobre definovana (urcend) mnozina Statistickych jednotiek. Statisticky sibor méze byt uréeny
zoznamom svojich prvkov (jednotiek), alebo pomocou nejakého pravidla, predpisu. V pripade pochybnosti
sa dé overit, ¢i skiimand jednotka patri do Statistického siboru alebo nie. Na Statistickych jednotkach sa

meria (urcuje, pozoruje) jeden alebo viac tatistickych znakov. Znaky podla typov delime na

Nomindlne znaky, ktorych hodnoty st disjungtné kategérie. Medzi hodnotami nie je ziaden vztah, uspo-
riadanie. Napriklad farba oéi, politickd prislusnost, atd.

Ordindlne znaky si vlastne nomindlne znaky, ale ich hodnoty sa daji usporiadat. Napriklad najvyssie
dosiahnuté vzdelanie, hodnost u vojska, pocet hviezdiciek v hotelovej kategérii, atd. Pozndme len poradie
hodnoty znaku, neexistuje ”vzdialenost” medzi hodnotami.

Intervalové znaky nadobidaju ¢iselné hodnoty. Si teda usporiadané, ale pozndme u nich aj (prirodzeni)
vzdialenost medzi hodnotami. Su charakteristické tym, 7e nula je u nich len dohodnutd (napr. teplotné
stupnice).

Pomerové znaky, ktorych hodnoty sa vztahuji na nejaki dohodnutt jednotku. Hodnoty znaku uddvaju
nasobok dohodnutej jednotky. Nula znamena neexistenciu meranej vlastnosti. Sem patri napr. vécsina
fyzikdlnych veli¢in.

Statistické znaky nomindlne, ¢ ordindlne sa nazyvaju kvalitativne, intervalové & pomerové znaky sa
nazyvajui kvantitativne (niekedy kardindlne).

Kvantitativne znaky delime na diskrétne a spojité.

Predpokladajme, ze sme na n Statistickych jednotkach namerali siubor hodnot x4, xs, ..., z,, daného znaku.
Celkovému poctu prvkov suboru hovorime rozsah siboru.

Ako spracovdavame, zhrnieme, oznamujeme hodnoty suboru 7

Ak jednotlivé hodnoty (ordindlneho resp. kvantitativnho) znaku usporiadame do neklesajicej postupnosti

T1) S T2) < o S T(n)s dostaneme usporiadany stibor hodnét. Indexy v dolnych zatvorkach udavaja poradie

jednotlivych zistenych hodnot znaku. Najmensia je x (1), najvacsia je x(p). Ked je stibor velky a hodnoty sa

¢asto opakujii, prehladnejsie ich zapiseme do tabulky pocetnosti, v ktorej a; < as < ... < a,, s navzijom

rozne usporiadané hodnoty znaku v stibore (v pripade nomindlneho znaku len rézne hodnoty) a ny, na, ..., Ny,
su zistené (absolitne) pocetnosti tychto hodndt (t.j. n;—krat bola namerand v sibore hodnota znaku a;).
Zrejme Z:ll n; = n. Takymto sposobom sa typicky spracovavaju kvalitativne znaky a diskrétne znaky.
V pripade kvantitativneho spojitého znaku postupujeme nasledovne. Ked merany znak nadobida prilis
vela roznych éfselnych hodnét, umelo zmensime poéet rozlisovanych hodnét tak, ze obor vietkych hodnot
rozdelime na disjunktné intervaly. Zvolime napr. hraniéné body (—oo <)ty < t1 < ... < t;, (< 00) a vSetky

hodnoty znaku z j—teho intervalu (¢;_1,t; > (niekedy je vhodnejsie < t;_1,t;)) stotoznime so stredom

ti_q+t; to —t

tohto intervalu a; = %—i_] Ak je tg = —oo, spravidla zvolime ay = ¢ — 2 1, takze t1 je v strede
tm—1 — tm—

intervalu (a1, a2). Podobne pre ¢, = oo spravidla volime a,, = t,,—1 + % Najcastejsie sa volia

t1,t2,...,tm—1 tak, aby intervaly boli rovnako dlhé (az na krajné). Teda ¢t; —¢t;_1 = h, j=2,3,...,m— 1.
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Teraz uréime pocty n; hodnot z;, ktoré patria do jednotlivych intervalov (tried), tzv. triedne pocetnosti.

Potom napiSeme tabulku pocetnosti. Tabulku pocetnosti zndzornime graficky pomocou polygénu pocetnosti,

ked lomenou ciarou spojime body o stradniciach (aj,n;), j = 1,2,...,m. Castejsie zndzornime tabulku
pocetnosti histogramom, ked nad intervalmi (a; — 5% + 5 >, 7 =1,2,...,m kreslime obdl’Znik7 ktorého
vyska je rovnd n;. Ak triedne intervaly nemajd rovnaku sirku, je n; vyska obdiznika nad zodpovedajucim

intervalom. Do uvedenych grafov sa d4 namiesto absolitnej pocetnosti n; zndzornit aj relativna pocetnost

fi = %, pripadne sa daji absolitne resp. relativne pocetnosti séitat (kumulovat) a pouzit bud Zgzl g
alebo >~7_, f; (kumulativne diagramy).

Priklad 15.1. V tabulke 15.1 sti uvedené triedne pocetnosti priemernych zndmok na koncoro¢nom
vysvedceni u 372 deti.

Zodpovedajuce histogramy (triednych pocetnosti a kumulativnych triednych pocetnosti) sit (obr. 10.1 v

Zvéra, K., Stépén, J. Pravdépodobnost a matematicks Statistika)

Histogram triednych pocetnosti

Histogram kumulativnych triednych pocetnosti
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interval < t;_1,¢;) stred a; pocetnost n; kumul. pocetnost N;

<1,0;1,2) 1,1 31 31
<1,2;1,4) 1,3 48 79
<1,4;1,6) 1,5 29 108
<1,6;1,8) 1,7 37 145
<1,8;2,0) 1,9 27 172
<2,0:2,2) 2.1 41 213
— <2,2:2,4) 2,3 32 245
<2,4;2,6) 2,5 19 264
<2,6;2,8) 2,7 28 292
<2,8;3,0) 2,9 23 315
<3,0;3,2) 3,1 24 339
<3,2;3,4) 3,3 25 364
< 3,4;3,6) 3,5 4 368
< 3,6;3,8) 3,7 4 372
Tabulka 15.1

Poznamka. Obycajne pouzivame triedne intervaly konstantnej sirky. Pri volbe poétu intervalov mozeme

vyjst zo Sturgesovho pravidla, podla ktorého
m=1+3,3log;pn=1+1,431Inn.

Tejto hodnoty sa pridrziavame ”priblizne”.

Miery polohy

Miery polohy udévaji hodnotu, okolo ktorej sa nachddzaji jednotlivé pozorovania (hodnoty znaku).

Priemer (tiez vyberovy, ¢i empiricky aritmeticky priemer)

n m
= — Ty = — E n;a;.
n 4 n 4 777
=1 Jj=1

Priemer sa urcuje u kvantitativnych znakoch a rovnakym sposobom zavisi od kazdej hodnoty znaku. Zrejme

pre lubovolné a, b je

a+br ( Z (a +bx;)) = a+ bz,

:\'—‘

takze sa prirodzene meni so zmenou meritka.

Geometricky priemer

Tg = YT1X2...2y.

Geometricky priemer méd zmysel len ked vsetky hodnoty znaku st kladné. Nie je invariantny voéi linedrnej
transformécii idajov. Pouziva sa v pripade, ze ide o ndsobenie. Castejsie sa pouziva v ekonémii. Napr. ak
je infldcia 20%, 50%, 30%, 20% a 5% (v jednotlivych rokoch), tak je to to isté, ako keby bola inflicia kazdy
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rok 24%, lebo vysledn4 inflacia je 1,2.1,5.1,3.1,2.1,05 = 2,9484 a to je to isté ako keby v kazdom roku bola
¥/1,2.1,5.1,3.1,2.1,05 = 1, 24.

Harmonicky priemer

_ 1 n

TH = = .
T, 1 1
STLi Thio

Tiez nie je invariantny voéi linedrnej transformacii. D4 sa ukazat, Ze ak si vietky hodnoty znaku kladné,
tak plati

Tg <Tg <7T
(pozri napr. Andél, J., Statistické metédy, Matfyzpress, Praha, 1993).

Medidn (rozumie sa vyberovy medidn) je definovany pomocou usporiadaného siboru hodnot z(;y <
ZT2) < oo S Ty ako
T(ng1), ak n je neparne (liché)
1 (x(%) —l—x(%H)) ak n je parne (sudé).
Je to taka hodnota, ktord deli usporiadané hodnoty x(1y,¥(2), ..., T() na dva rovnako pocetné diely. Preto

nezélezi, aké velké (malé) st prvé resp. posledné cleny usporiadaného stiboru z(1y, z(2), ..., Z(ny. Plati
(a :/bx) =a+ bx.

Ak g(+) je monoténna funkcia, potom analogickd vlastnost plati pre transformované hodnoty. Ak je pocet
hodnét neparny (lichy), plati tato vlastnost presne, ak je pocet hodnot parny (sudy), plati ”skoro presne”
(9(Z) nie je vo vSeobecnosti v tomto pripade priemerom hodnét g(m(f)),g(x(%ﬁ)) Pre nepdrny (lichy)
pocet meran{ ma medidn zmysel uz pri ordindlnom znaku, pri pdrnom (sudom) pocte merani potrebujeme
kvantitativny znak. Keby sme pre parny (sudy) pocet merani definovali medidn ako Iubovolné &islo, pre
ktoré plati T(2) <z<z (241) nebol by sice definovany jednoznaé¢ne, ale existoval by aj pre ordindlny znak
(s éiselnymi hodnotami).

Median mézene zovseobecnif. Namiesto toho, aby oddeloval polovicu najmensich tdajov od ostatnych,

méze oddelovat p—ty diel udajov. Zvolime p, 0 < p < 1. Definujeme p—ty vyberovy kvantil (percentil)

vztahom
e ak np # [np]
3 (@) + Tp1)) 2k np = [np),
kde [np] je celd ¢ast np, t.j. najvicsie celé éislo nie viicsie ako np. Napr. pre p = 0,12, n = 24 je
[np] = [2,88] = 2, teda wg,12 = 2(3) a pre p = 0,4, n = 50 je [np] = [20] = 20, teda x4 = % (33(20) + x(gl)).
U ordindlneho znaku (éiselného) ak np = [np], moézeme ako z, pouzit lubovolnt hodnotu, ktord lezi medzi
T([np]) @ T(np]+1)- Medidn je Specidlny pripad vyberového kvantilu, a sice T = xg 5.

V grafickych zobrazeniach sa pouzivaju dolny kvartil a horny kvartil

Q1= 20,25, Q3= 20,75

Moédus je najcastejSou hodnotou. M4 zmysel najméa vtedy, ak je pocet m skutocne sa vyskytujicich

roznych hodnét podstatne mensi ako rozsah n stiboru. Médus je pouzitelny pre kazdy typ znaku (aj ked v
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pripade nomindlneho znaku je tazko hovorit o miere polohy). Nemusf byt uréeny jednoznacéne (bimodalne

subory).

Miery variability

Miery variability charakterizuju velkost variability hodnét znaku okolo nejakej "miery jej polohy”, alebo
"roztrisenost” hodnét znaku. Miera variability by mala byt invariantna voéi ”posunutiu” vsetkych hodnot

znaku, resp. voci linedrnej transformacii hodnot znaku.

Rozptyl (empiricky rozptyl)

n

1
2 _ L =)\2
ST*nZ(IZ I)v

i=1

resp. ak a1 < as < ... < ay, su rozne hodnoty znaku, tak

1
2 _ 1 2
Sm—nzng(% z)
Jj=1
Plati
S 7)== 2 _ o, - = _92 T-S 7=
S5 nlz:;(xZ T) n;(xl T+ T) ;xz n;xa:—&—n;m
1 n
:<fo mc2>
n ‘
i=1

Niekedy sa pouziva

VA
8N
Il
-
]
&
|
CJ
[\v]

(neskér budeme analyzovat preco).

Ked sa pouzivaju triedne pocetnosti, doporucuje sa Sheppardova korekcia, ¢o znamena zmensit vyraz
2

1
52 = - >y ng(a; — 7)? o hodnotu 12’ kde h je sirka rovnako sirokych triednych intervalov.

Smerodajné odchylka (empirickd smerodajnd odchylka)

Sz = \/82.

Jej délezitd vlastnost je, Ze je vyjadrena v rovnakych jednotkach ako namerané tidaje. Rozptyl aj smerodajni

odchylka zalezia na vSetkych tdajoch (sd citlivé na hodnoty najmé ”krajnych” ddajov).
Rozpitie je rozdiel maximdlnej a minimélnej hodnoty
R=x@m) —2q).
Rozpitie zalezi len na velkosti maximélnej a minimalnej hodnoty.

Kvartilové rozpatie

RQ = QS - Ql = Zo,75 — 20,25

Kvartilovd odchylka je polovica kvartilového rozpatia

Q3 — Q1 To75 — To25

2 2
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Priemernd odchylka je

n

i=1
(niekedy sa namiesto medidnu & pouzije priemer ).
Vsetky uvedené miery variability predpokladaju kvantitativny znak. Pre znaky nomindlne (aj ordinélne)
sa variabilita d& charakterizovat pomocou entropie

N My,
H_—anogn,

j=1

pricom predpokladdme m roznych hodnét znaku s nenulovymi pocetnostami

M1, N2y eeey Ny -

Miery sikmosti a Spicatosti

Vyberovy koeficient sikmosti (skewness)

i (@i —T)°

g1 =
nss3

)

ktory moze byt kladny aj zdporny (Kladnd (prava) sikmost je ak hustota je koncentrovana v "lavej” casti

grafu a "pomaly dlho graf klesd). Kvantilovy koeficient Sikmosti

(T1-p — T) = (T — xp) _T1p— 2T+

LTi—p — Tp T1—p — Tp
pre 0 < p < 0,5. $pecidlne pre p = 0,25 to je kvartilovy koeficient Sikmosti

(@3 —2)— (T - Q1)
Q3 — Q1 ’

Vyberovy koeficient $picatosti (excess)

i (@ — @) _3

g2 = nst
a kvantilovy koeficient Spicatosti
Ln) — T(1)
Ti—p — Tp
pre 0 < p <0,5.
Diagramy

Velmi nézorné a oblibené si vedla histogramov aj iné grafické znézornenia nameranych ddajov a ich
vlastnosti. Zaradujeme ich medzi exploraéné (vyskumné) statistické metédy (EDA - Exploratory Data
Analysis).

Krabicovy (fizaty) diagram (box plot, box and whisker plot). M4& mnohé modifikdcie, napr. (obr. 10.2,

Zvéra, K., §tépén, J. Pravdépodobnost a matematickd statistika) Na krabicovom diagrame si Q1, @3, %, Rg,
tykadla (fuzy) siahajd k takému najvzdialenejsiemu (od odpovedajiceho kvartila) pozorovaniu, ktoré nie je

od neho vzdialené viac ako 1,5 nasobok kvartilového rozpéatia. Jednotlivo st znédzoriiované pozorovania, ktoré
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st viac vzdialené. U niektorych programov siahaju ”fizy” k najmensiemu resp. k najvécsiemu pozorovaniu.

Inokedy k vyberovému 10% resp. 90% kvantilu.

Priklad 15.2. (Jednoduchy pripad.) Namerali sa idaje 21,24,24,25,25,25,25,25,
26,26,27,27, teda n = 12. lahko vidime, 7e & = 25, Q, = x0,25 = %[a:(?)) + x4 = %(24 +25) =245, Q3 =
x0,75 = %[ac(g) + 210)] = 26. Rg = Q3 — Q1 = 26 — 24,5 = 1,5. Najmensie pozorovanie je odlahlé, lebo
21 <24,5—-1,5.1,5 = 22,25. Krabicovy diagram je uvedeny vyssie.

Priklad 15.3. Zistovali sa hmotnosti det{ v 12. mesiaci ich veku. Histogramy pocetnosti dievéat a

chlapcov su (obr. 10.3, Zvara, K., Stepan, J. Pravdépodobnost a matematicka Statistika)
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Oba histogramy ukazuji na kladnid sikmost. Vidiet, Ze hmotnosti chalpcov st v priemere vécsie ako
dievéat. Odpovedajice krabicové diagramy su (obr. 10.4, Zvéara, K., Stepan, J. Pravdépodobnost a mate-

matickd Statistika)

Ked chceme vyjadrit zavislost (stvislost) dvoch kvantitativnych znakov s nameranymi hodnotami

(21,91), e, (Tn, Yn ), pouzijeme rozptylovy diagram, na ktorom st znézornené body [z;,y;]. Tri rdzne typy

zévislosti si na nasledujucich obrazkoch (obr. 10.5, Zvira, K., Stépan, J. Pravdépodobnost a matematicks

Statistika)
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Ak sledujeme sucasné spravanie sa niekolkych znakov, uzitotny sa ukazuje maticovy diagram, v ktorom

su zndzornené sucasne histogramy pre jednotlivé znaky a (vzdjomné) rozptylové diagramy (obr. 10.6, Zvéra,

K., Stépan, J. Pravdépodobnost a matematickd Statistika)
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16. Nahodny vyber

Statistike sa niekedy hovori, ze je metodologickd nduka, ktord objektivizuje proces poznania. Skisme si
popisat, ako sa to dosahuje.

Zakladny sibor (Statisticky sibor) voldme tiez populdcia. Predpokladdme, ze mé N jednotiek (N >
0). Principidlne mozeme zmerat hodnotu kvantitativneho znaku Z na kazdej jednotke a dostat hodnoty

21,22, ..., 2. Priemer hodnét z celej populdcie oznaéme p a budeme ho nazyvat populaény priemer. Oznaéme

o? populaény rozptyl, teda

1 Y 1 &
_ L o2 1 2
= N;Zza o N;(Zz )

Pretoze N je velmi velké, nie je mozné (resp. je velmi nehospodarne) zmerat hodnotu znaku na kazdej
jednotke. Preto vyberieme skupinu n jednotiek a zistime hodnotu znaku len na tychto jednotkach. Tento

vyber (vyberovy siibor) musi byt taky, aby dobre reprezentoval celd populdciu (cely zakladny siibor). Budeme

vzdy predpokladat, ze n < N.

Jeden zo sposobov dosiahnut ” dobre reprezentujiici” vyberovy stibor je urobit ndhodny vyber bez vratenia

(prosty néhodny vyber). To znamend, ze vyberieme jeden z N prvkov zakladného stboru, potom nédhodne

vyberieme jeden z N — 1 zostévajucich, atd., az jeden z N — n + 1 zostavajicich. Vyberovy sibor mézeme
vybrat (17\{ ) sposobmi. Ked budeme prvky vyberového stiboru vyberat ndhodne, tak dosiahneme pozadovani
reprezentativnost a kazda n—tica bude mat rovnaki pravdepodobnost, ze bude vybrana..

My sa ststredime na tzv. vyber s vratenim z konecnej populdcie. Nahodne vyberieme z populécie nejaky

prvok (nejaki statistickd jednotku), zistime hodnotu meraného znaku a vratime ho spit.
Oznactme X — hodnotu znaku na ndhodne vybranej Statistickej jednotke. Zrejme X je ndhodna velic¢ina,
ktora nadobtida hodnoty by < by < ... < by, s pravdepodobnostami P{X = b;} = %, Jj=1,2,...,m, kde n;

je pocet tych Statistickych jednotiek v zdkladnom stibore, na ktorych je hodnota znaku rovnd b;. Plati

m 1 m
E(X) = b P{X =b;} = Nanbj =pu
j=1

j=1

D(X) =E(X —p)* =) (b — )’ P{X = b} = %Z”j(bj —p)? =0

j=1
Ked nezdvisle vyberdme n—ticu Statistickych jednotiek (po ndhodnom vybrati statisticki jednotku vzdy
vratime spit do siboru), tak tento vyber modelujeme n— ticou (Xi, ..., X,,) ndhodnych veli¢in, pricom st
(zdruzene) nezavislé a rovnako rozdelené (ako ndhodn4 veli¢ina X).

Teraz sa pozrime trochu ind¢ na vyber s vratenim. Nemusime sa starat o hodnoty z1, 29, ..., 2x (resp.
bi,...,bm) znaku, ale staci nam vediet, aky je pre dané (ale Iubovolné) z € R pomer p(z) mnozstva tych
Statistickych jednotiek, na ktorych hodnota znaku je mensia ako z k celkovému poctu jednotiek, teda k N.
Cize

{pocet tych z;, ktoré si mensie ako z}
p(z) = N :

Vyberme ndhodne jednu Statistickd jednotku (zrealizujme ndhodni veli¢cinu X) a ozna¢me namerand hod-
notu z. Teda ak hodnota znaku na tejto jednotke je z, je to (konkrétna) realizicia ndhodnej veli¢iny X.
Plat{

Fx(z) = P(X < z) = p(x).
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Preto X m4 distribuéni funkciu Fx (-) = p(-). Uz nds nezaujima, ¢ populédcia je koneénd, alebo nekonecn4.
V redlnom 7zivote je vzdy konecnd, ale ked je N velmi velké, povazujeme ju za nekoneéni. V takomto
”velkom” zékladnom stbore aj ked realizujeme vyber bez vratenia, mozeme povazovat vybrané hodnoty za
realizdcie nezdvislych ndhodnych veli¢in. (Intuitivne to znamend, 7ze pri "nekonecne” velkom zgkladnom
subore odobratie niekolkych jednotiek prakticky nezmeni funkciu p(x).)

V pripade ndhodného vyberu s vrétenim (z kone¢nej alebo ”nekonecnej” populdcie) alebo ndhodného
vyberu bez vratenia z "nekonecnej” populacie je vysledkom pokusu n—tica nezavislych ndhodnych veli¢in
X1, X, ..., X, rovnako rozdelenych, ktoré maji (rovnaki) distribuénu funkciu Fx (). Takato n—tica ndhodnych

veli¢in sa nazyva ndhodny vyber rozsahu n (n nezdvislych képii ndhodnej veliciny X).

Predpokladajme, Ze nahodnd veli¢ina X m4é koneénd strednt hodnotu p a disperziu o2.

V pripade
konec¢nej populacie sa tato strednd hodnota rovna populacnému priemeru a disperzia rovna populacnému
rozptylu. Nahodnt veli¢inu
1<
X=- Z} X;
i=

nazyvame vyberovy priemer a ndhodnu veli¢inu

i 1 Z(Xz -X
i=1

vyberovy rozptyl.

Aké vlastnosti maju vyberovy priemer a vyberovy rozptyl ?
Veta 16.1. Pre vyberovy priemer plati
£(X) =

Dokaz:

(;z”: )z J LS

=1

Veta 16.2. Pre ndhodny vyber rozsahu n z rozdelenia s koneénym rozptylom o2 plati
£(S?) = o%

Dokaz: Plati
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1 9 1 N, 1 N 2
- 2 S-S (X - S (X —p)?=
"o +n—1 E |n(p )nz( 1) +n_15;( 1)

noo, n — 9 n — 9 no o, n —
n—lJ n—lg( ") +n_15( ") n—lg n—1 (X)

2
_n_ 5, n ot
n-1" " n-1n 7 »

Ak je zékladny sibor rozsiahly, niekedy ho rozdelime na L ”neprekryvajicich” sa ¢asti, ktoré nazyvame
oblasti. Z kazdej oblasti vykondme prosty ndhodny vyber (bez vratenia). Kazdu oblast povazujeme za

"mens{” zdkladny stbor. Oblastné usporiadanie vyberu (oblastny vyber) je motivované napr. tym, ze cely

zékladny subor pozostava z ”prirodzenych” podsuborov, ze zber dat v uréitych podoblastiach je Specificky
(financne, ¢asovo), atd. Oblasti mézu byt aj "umelo vytvorené”. Ak si rozsahy oblasti Ny, Ns, ..., N;, a
oblastné vyberové sibory maju rozsahy n1,no, ..., nr, potom cely zékladny sibor méa rozsah N = Ny +...4+Np,
a cely vyberovy sibor ma rozsah n =ny + ... + ny. Ak
nq No ng
E:E:...:N—L(:k),
tak hovorime, Zze oblastny vyber je rovnomerny. V takomto pripade mé kazdé jednotka rovnaku pravde-
podobnost % zahrnutia do vyberu (nezdvisle od toho, do ktorej oblati patri).
Ak sa zékladny stibor sklad4 z velmi velkého mnozstva jednotiek (roztrisenych), tazko uskutoénime aj
oblastny vyber. Vznika potreba vyberat jednotky vzdy po celych skupindch. Skupiny mézeme povazovat
za nové jednotky vzniknuté zluéovanim povodnych jednotiek. Mozu to byt malé skupiny (napr. rodiny),

alebo aj velmi velké (okresy, skoly, zavody v podniku). Tento sposob vyberu nazyvame dvojstupiovy vyber.

Najprv vyberieme skupinky, z ktorych potom vyberame ”prvotné” jednotky. Vyber skupiniek nazyvame

prvym vyberovym stupnom. Vyber prvotnych jednotiek nazyvame druhym vyberovym stuptiom. Nech

oblasti obsahuji po rade My, Mo, ..., M, skupiniek, z ktorych v prvom vyberovom stupni vyberieme postupne
my,ma, ...,my, skupiniek. V druhom vyberovom stupni z kazdej vyberovej skupinky v h—tej oblasti (ak této
skupinka bola v prvom stupni vybrand) vyberieme 1007, percent prvotnych jednotiek. Ako zvolit &fsla
M1, ..., ML,T1, ..., 1, aby kazdd prvotnd jednotka mala rovnakd pravdepodobnost dostat sa do vyberového
stiboru, bez ohladu na to, do ktorej oblasti resp. skupinky patri.
Ozna¢me nahodny javy

A— statistickd jednotka J z h—tej oblasti bola vybrata do vyberového suboru v druhom vyberovom
stupni

B— skupina, do ktorej patri Statistickd jednotka J, bola vybratd v h—tej oblasti v prvom vyberovom
stupni
Je zrejmé, ze Statisticka jednotka J bola vybratd do vyberového stiboru prave vtedy, ak nastal ndhodny jav
ANB. Plati P(AN B) = P(A|B)P(B). Zrejme P(B) = % a P(A|B) = m,. Preto pravdepodobnosti, ze

prvotnd jednotka z h—tej oblasti (h = 1,2, ..., L) sa dostane do vyberového stiboru si postupne

my ma mr
Eﬂ'l, Eﬂ'g, ceey E’/TL.
Vyber bude rovnomerny, ak
mq mo myp,
Mﬂ'l = Eﬂ'g =..= ET{'L.

V tomto pripade kazd4 jednotka v zékladnom sibore bude mat rovnakd pravdepodobnost dostat sa do

vyberového stboru.
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Priklad 16.1. Pri statistickom Setren{ tykajicom sa zistovania socidlnych pomerov v rodinach skoldkov
do 15 rokov prvy stupeil zalezal od vyberu §kol a druhy od vyberu ziakov vybranej skoly. skoly boli rozdelené
na 3 druhy (oblasti), a sice, (i) pitroéné skoly, (ii) devitroéné skoly, (iii) osemroéné gymndzia. Z pitroénych
§kol bola vybratéd kazda sta skola, teda ]T\% =100 a z tejto skoly boli zahrnuté do vyberu vsetci ziaci, teda
m1 = 1. Z devitroénych §kol bola vybrat4 kazd4 pitdesiata a do vyberu z nej vybraty kazdy druhy ziak. Z

osemrocnych gymnézii bolo vybraté kazdé dvadsiate piate a z neho vybraty kazdy Stvrty ziak. Teda

my 1 mimy 1
VT L ]-7 = TAn
M, 100 M, 100
ma 1 1 mom 1
T T a0 T2 = 5 = TAA
M, 50" % 2" M, 100
ms3 1 1 msTs 1
—_— = —, [ = — _—
M; 25" "° 47 My 100

< o1 .
Kazdy ziak bez ohladu na druh skoly mal pravdepodobnost 100 dostat sa do vyberu.
V kazdom druhu vyberu maji vyberovy priemer, vyberovy rozptyl a iné vyberové charakteristiky specifické

(pravdepodobnostné, Statistické) vlastnosti. O tom pojedndva tedria vyberovych Setreni.

17. Odhady parametrov
(hlavne podla Andél, J., Matematickd statistika, SNTL/ALFA, Praha, 1985)

Predpokladajme, ze ndhodny vektor X = (X7, X, ..., X,;)’ m4 hustotu (v pripade diskrétneho ndhodného
vektora pravdepodobnostnt funkciu) f(x, 0), kde @ = (01,0, ...,0,,)" je nezndmy parameter. Na zdklade X je
treba ziskat ” ¢o mozno najleps” odhad tohto parametra. Vieme len tolko, Ze 0 sa nachddza v parametrickom
priestore 2 (pozor, nie je to tentokrat priestor elementarnych javov).

Definicia 17.1. Bodovy odhad parametra @ = (6,65, ...,6,,)" je meratelné zobrazenie g : (R",B,) —
(R™, B,,,) (nezdvisiace od 0) také, ze m—rozmerny ndhodny vektor t = g(X) v nejakom ”rozumnom zmysle”
aproximuje nezndmy vektor parametrov 8).

Poznamka. Obycajne predpokladdme, ze ndhodny vektor X = (X1, X, ..., X;,)" je ndhodnym vyberom
z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F(+; ). Preto sa niekedy pre upresnenie povie, ze odhad T je zalozeny
na ndhodnom vektore X.

Definicia 17.2. Intervalovy odhad parametra 8 = (61,05, ...,0,,) je takd (ndhodnd) mnozina z B,,,

ktord s ”dostatoéne velkou” pravdepodobnostou pokryva 6.

Poznamka. Namiesto parametra @ mozeme uvazovat aj odhad uréitej (konkrétnej) parametrickej funkcie
h(0).

Niekedy sa najprv vezmi nejaké meratelné funkcie Sy (x), ..., Sg(x), vytvorf sa ndhodny vektor S(X) =
(S1(X), S2(X), ..., Sk(X))" (pre m < k < n). Kazdy takyto ndhodny vektor sa vold statistika. Ak k = m,
tak takéto Statistika je (bodovym) odhadom.

Definicia 17.3. Povieme, ze odhad T parametra 0 je nestranny, ak plati

VO EQ  &(T)=6.



72

Poznamka. Odhad T (ako predpis) nezavisi od 6, ale jeho rozdelenie pravdepodobnosti od 8 zavisi.
Preto sa v Definicii 17.3 pise & (T). Zdoraznuje sa tym, Ze strednd hodnota odhadu T sa rdta za predpokladu,
ze hodnota parametra rozdelenia je rovna 6.

Niekedy nestranny odhad vobec neexistuje, alebo existuje iny odhad ako nestranny, ktory je z urcitého
hiadiska vyhodne;jsi.

Priklad 17.1. Majme ndhodny vyber X7, Xs, ..., X, z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'(-) a kone¢nou

strednou hodnotou p a disperziou o2. Ndhodn4 veli¢ina

T(Xy, .. X)) =X =

je podla Vety 16.1 nestrannym odhadom parametra . Podla Vety 16.2 je

1

52 = HZO@—W
=1

nestrannym odhadom o2.

Inym kritériom pre odhad T'(X1, ..., X,,) jednorozmerného parametra 6 je velkost jeho strednekvadratickej

odchylky, teda
E(T —0)2

Plati
E(T =0 =E((T—E(T) + (E(T)—9)° =

=E(T = &(T))*) + 2E[(T = E(T))(E(T) = 0)] + E(E(T) — 0)*) = D(T) + (£(T) - 0)?,

¢o je rozumnd charakteristika odhadu. Ak plati
E(T) =6+ Db(0),

pricom (vektorovd) funkcia b nie je identicky rovnd 0 na mnozine 2, tak odhad T je vychyleny. Vektoru
b(0) sa hovori vychylenie odhadu T' v bode 8.

Priklad 17.2. Nech X je diskrétna ndhodnd veli¢ina s binomickym rozdelenim pravdepodobnosti, teda
X ~ Bi(n,p), pricom n povazujeme za zndme. Pre funkciu ¢(p) = — parametra p neexistuje nestranny
odhad zalozeny na nahodnej veli¢cine X. Ukazte. P

Riesenie: Sporom. Nech existuje odhad T, teda meratelnd funkcia nihodnej veli¢iny X (kde X ~

Bi(n,p)), pre ktord plati

Teda plati

n

e (0,1) &TX) =S T() <?>pj(1 i =

=0

=T(0)(1 = p)" + T(np(L =p)" " + ... + T(n)p"(1 = p)° = s

Na lavej strane predchadzajicej rovnosti méame polyném premennej p stupiia najviac n, tento nemédze byt
rovny raciondlnej lomenej funkcii — pre vietky p € (0,1). Teda nestranny odhad parametrickej funkcie —
p

zalozeny na ndhodnej velicine X ~ Bi(n, p) neexistuje.
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Priklad 17.3. Majme ndhodny vyber X1, X, ..., X,, z rozdelenia N(u, 02), n > 2,02 > 0. Pre vyberovy
rozptyl S? = ﬁzyzl(Xi — X)? plati £(S?) = 02 (pozri Vetu 16.2) a D(S?) = n2i41 (dokézeme si v
kapitole 19). Majme odhad parametra o2 (ktory odhad je typu) T(X) = ¢> ;" (X; — X)?. Pre aké ¢ md
tento odhad minimélnu strednekvadratickd odchylku ? Comu sa tato odchylka rovna ?

Riesenie: T = (n — 1)cS?, preto E(T) = (n — 1)c€(S?) = (n — 1)co? a D(T) = (n — 1)2c*D(S?) =

20%c?(n — 1). Strednekvadratickd odchylka odhadu 7 je

E(T—d*)?=D(T)+ (E(T) — 0*)? =20 (n— 1)+ [(n — 1)co?® — 0%]* =
=o*{2c*(n — 1)+ (n — 1)2c® — 2¢(n — 1) + 1} = o*{c*(n* — 1) — 2¢(n — 1) + 1},
Vzhladom na ¢ to je kvadratickd funkcia, ktord ma minimum (po derivicii) v bode ¢ = %—1—1 Preto
odhad T'(X) = %H > (X; — X)? ma najmensiu strednekvadratickd odchylku zo vSetkych odhadov typu
T(X)=c> " (X, — X)% Tato minimdlna strednekvadratickd odchylka je

2 _ _ 4
Al I 2(n 1)+1 _ 2 '
(n+1)2 n+1 n+1

Uvazujme teraz jednorozmerny parameter . Nech X;, X, ... si nezavislé rovnako rozdelené ndhodné
veli¢iny definované na tom istom pravdepodobnostnom priestore (2%, A, P) s rozdelenim pravdepodobnosti,
ktoré ma distribuénd funkciu F'(-,6). Pre kazdé prirodzené n majme T,,(X1, Xo, ..., X;,) - odhad parametra
6.

Definicia 17.4. T), je konzistentnym odhadom 6, ak T}, konverguje podla pravdepodobnosti k 6, t.j.
Ve>0 P{lweQ*: |Th(w)—0| >¢} —0.

Veta 17.1 Nech pre kazdé prirodzené n je £(T?) < oo. Ak

(i) E(T,) — 0 a
(i) D(T,)) — 0,
tak T, je konzistentnym odhadom parametra 6.
Dokaz: Vyuzijeme dve nerovnosti, a sice
Vy>0P{lE-E¢)| <~} >1- % (Cebysevova nerovnost) a
la +b| < |a| + |b| (nerovnost platnd pre vietky redlne é&fsla).
Preto
{w: Thw) =0 <e} ={w: |Th(w)—ET,) +E(T,) — 0| <er D

{wi |Tulw) = E(T)] < 5 NIEW) — 8] < 3},

teda
(17.1)  Plw: |Tu(w) =0 <€} > Plw: |[Tu(w) — E(TL)| < % NIET,) — 0] < g}.

Plati, ze ak A, B si dva ndhodné javy a P(B) =1 = P(ANB) = P(A) (lebho AUB D B =1=P(B) <
P(AUB)=1a0= P(AUB) — P(B) = P(A) — P(AN B)). Pretoze £(T;,) — 0 (s pravdepodobnostou 1),
teda

Ye>0 Ini ¥n>ny Plw: |E(T,) - 0| < %} =1,

dostévame z (17.1)

(17.2) Ve>0 ng Vn>ny Plw: |To(w) — 0] < e} > Plw: |Th(w) — E(TL)| < %}.
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Pretoze D(T;,) — 0 (s pravdepodobnostou 1), dostdvame, Ze

2
(17.3) Ve >0V9 >0 nay ¥n > ns D(TL) < 19%.

7 Cebygevovej nerovnosti zase plati pre kazdé n

D(T,
(17.4) Ve >0 Pl{w: |Th(w) —E(Th)] <§}217¥.
Zo vztahov (17.3) a (17.4) dostdvame, 7e
(17.5) Ye>0 V9 >0 3ngg 7e¥n >ny Plw: [Th(w)—E(Tn)| < g} >1-9.

Zo vztahov (17.2) a (17.5) dostavame, Ze
Ve V¥ >0 Vn > max{nig,n2o}

Plw: |Th(w)— 0] < e} > Plw: |Tn(w)—€(Tn)|<§}21—q9. *

Priklad 17.4. Nech X7, X5, ... si nezavislé nahodné veli¢iny, kazda s rovnomernym rozdelenim pravde-
podobnosti na intervale (0,6), 6 > 0 (nezname). Nahodna velicina X,y = max{Xi, Xo, ..., X;,}. Ukédzme,
ze X(n) je konzistentny odhad parametra ¢. Pritom X(,) nie je nestranny odhad parametra 6.

Riesenie:

Hustota rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X;, @ € {1,2,...,n} je

0, akt <0
fi(t) = %, ak ¢t € (0,6)
0, ak t > 0.

Preto distribuéné funkcia

FX(n)(a:) = P{X(n) < Jf} = P{X1 <z, Xy < x} =

N 0, ak £ <0
=[IP{Xi<a} =S (JF Lat)" = 2=, akz € (0,0)
= 1, ak x > 0.
Hustota
0, ak £ <0
fx (@) = F)/c(n) () = "'TGTI, ak z € (0,0)
0, ak x >0
) O pan1 n [znt17? né

0 n—1 n+2 19 2
2\ o NI _n|z Y
E(XW)’/O g = g [n+2]0n+2'

Dostdavame, ze

nb? n262 nb?

Tn+2 (n+1)?2 (nt+1)2(n+2)

D(X(n) = E(X)) — EH(Xm))
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Podla Vety 17.1 je X, konzistentnym odhadom 6 (£(T,) — 6 a D(T,) — 0). Lahko v tomto pripade

n+1
Xy
n (n)

ziskame nestranny konzistentny odhad. Staci zvolit T, =

Teraz si zavedieme eficientny (vydatny) odhad. Majme jednorozmerny parameter 6 a ndhodny vektor
X = (Xy,..., Xn) nech mé hustotu f(x, #) (distribuént funkciu F(x,6). Majme odhad T' = T(X) parametra
6. Aka je dolnd hranica strednej kvadratickej chyby (T — 0)? ? Kedy sa tato hranica dosiahne ?

Definicia 17.5. Systém hustdt {f(x,0), 6 € Q} je reguldrny, ak plati

a) ) je neprazdna otvorena mnozina,

b) mnozina M = {x: f(x,0) > 0} nezdvisi od 6,

0
¢) pre VO € Q a pre skoro vietky x € M existuje kone¢nd parcidlna derivicia f'(x,6) = 8fg;, ),
d) pre V0 € Q plati [, f((x 9)) dF(x,0) =0,

, 2
f((;(’g))} dF'(x,0) konetny a kladny (0 < J(0) < o).

Velic¢inu J(0) voldme Fisherova informécia o parametri 6 (Fisherova miera informécie o parametri 6, ktord

e) pre V0 € Q je integrél (vyraz) J(0) = [,, [

(informdcia) je obsiahnuté v danej reguldrnej triede hustot) .
Fisherovu informaciu mézeme chépat aj ako
F(X)\? ol f(X)\*
J(0) =& =& —_—

!/
lebo mimo mnoziny M moéZeme definovat f— lubovolne, teda aj ako 0 a za integraény obor vziat R™.

(z=0)2
1 - 2

\/2776

Priklad 17.5. Systém hustot {f(xz,0)=
miere) je reguldrny (ide o hustoty N(6,1)).

,—00 < x < 00,0 € =R} (vzhladom k Lebesguovej

Dokazte ako cvicenie.

Veta 17.2. (Raova-Cramerova) Nech T je taky odhad 6, ze V 0 € Q je Ey(T?) < oo. Nech b(6) = E(T)—0
je vychylenie (bias) odhadu T'. Nech plat{

(i) systém hustdt {f(x,0), 6 € Q} je reguldrny,

(ii) pre V0 € Q existuje derivdcia v'(0),

’(X 9)
(ili) VO € @ — fM x)dF(x,0) = [, T( Fx.0) dF(x,0).
Potom pre VO € Q plati "
2o V(O
Dokaz:
b(0) = E9(T) — 0 = / T(x)dF(x,0) — 0,
M
teda

b(0) + 6 = / T(x)dF (x,0).

Podla (iii)

% /M T(x)dF(x,0) = /M T(x) J}é’:g)) dF (x,0) = b'(0) + 1
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Z podmienky d) regularity triedy hustot {f(x,6), 6 € Q} plati

f'(x,0) _
[;gﬂxﬁ)ﬂ«xo)_a

teda
B f/(x, 9) x _
Aka) ﬂf@ﬁ)ﬂw,m V() + 1.

Podla Schwarzovej nerovnosti

"(x. 0 2
o) 7 < [ 60 -opare [ [EED] aren),
M m L f(x,0)
e 1+ 00
1+ 9
— 2 < &(T — 0)°.
7y ST o0n 4
) S [1+0(0))2 20 . . . v
Kedy nastava rovnost W = &y(T —0)* 7 Vo Schwarzove]j nerovnosti nastdva rovnost préave vtedy
ak
(a) T(x)—60=0s.v. vzhladom k Lebesgueovej-Stieltjesovej miere uif,
alebo ak
_f(x,0) y it -
(8) IK(0) nezavisld na x, ze Fx.0) = K(0)[T(x)—0] s.v. vzhladom k Lebesgueovej-Stieltjesovej miere
uF-

V pripade (a) T'(x) — 6 = 0, teda P{T(X) = 0} =1 je T(X) diskrétna ndhodnd veli¢ina ktord nadobuda

hodnotu 6 s pravdepodobnostou 1, ¢ize £(T) = 0 a b(f) = 0. Samozrejme vtedy (T — 0)? = D(T) = 0.
, _ [L+V () 1

Toto neméze byt, lebo v uvazovanom pripade (a) podla dokazu vety je (T — 6) 700) = 70 >0
(J(0) > 0 v reguldrnej triede hustot).
. § L+ Y(0)]? 5 . ) ) s
Dostévame, 7ze rovnost 0 = & (T — 0)* nastdva préve vtedy ak plati (8), ¢ize IK(0) nezavisla
na x, ze s.v. vzhladom k Lebesgueovej-Stieltjesovej miere pip
f'(x,0)
= K(0)[T(x)— 0],
e~ KO)T(x)
¢o je to isté ako
1
Oln f(x,0) _ K(0)T(x) — K(6)8,
00
alebo a1 )
(17.6) /—%gﬁw:ﬂ@/K@w—/K@M&

Ak oznacime [ K(0)d6 = Q(0) a [ K(0)0d0 = R() tak (17.6) mozeme napisat ako
In f(x,0) = Q(0)T(x) — R(0) + H(x).
Ked este oznacime C(0) = e O u(x) = ™) tak dostavame pre hustotu f(x,6)
f(x,8) = C(0)e? T M u(x).

Definicia 17.6. Nech parametricky priestor €2 je totozny s nejakou borelovskou mnozinou v R™. Ak

hustota f(x,0) ndhodného vektora X m4 tvar

f(x,0) = C(8)eXi=1 W OT )y (x),
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kde C(8), Q;(0) st meratelné funkcie parametra 8 a Tj(x), u(x) si meratelné funkcie premennej x, tak

povieme, ze f(x,6) je hustota exponencidlneho typu.

[1+'(0)
J(0)

Poznamka. V Raovej-Cramerovej vete nastdva rovnost = (T —0)? préave vtedy ak hustota
nahodného vektora X je exponencidlneho typu.

Definicia 17.7. Ak pre odhad T parametra 6 plati, ze spiﬁa vsetky predpoklady Raovej-Cramerovej
vety, ¢ize V 0 € Q je E(T?) < 00 a

(i) systém hustot {f(x,0), 6 € Q} je reguldrny,

(ii) pre VO € 2 existuje derivécia V' (0),

(iii) V0 € Q % [y T(x)dF(x,0) = [,, T(x) f(x,6)

f(x,0)
(b(0) = E9(T') — 0 je vychylenie (bias) odhadu T'), potom tento odhad nazyvame reguldrny.

dF(x,0)

Dosledok. Pre kazdy reguldrny nestranny odhad 7' parametra 6 plati

D(T) > %

1
¢islu m sa hovori dolnd Raova-Cramerova hranica pre disperziu regularneho nestranného odhadu.

Definicia 17.8. Eficienciu (vydatnost) e reguldrneho nestranného odhadu T definujeme ako

Eficiencia sa dé pisat aj ako

o I _ 70
D(T)J(0) D(T)
Pretoze plati, ze .
D(T) > N0} > 0,
je
1> L =e>0
— D(T)J(0) ’
Cize
O<e<1.

Definicia 17.9. Ak pre odhad T je e = 1, tak tento odhad sa nazyva eficientny
(vydatny).

Poznamka. Eficiencia je definovand len pre regularne nestranné odhady. Ak T nie je reguldarny, moze
sa staf, Ze formdlne sa d4 spocitat jeho eficiencia a vyjde e > 1 (pozri Cramer, H., Mathematical methods
of statistics, Princeton, 1946, §32.3).

Priklad 17.6. Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z N(6,1). Odhad T = X = 23" | X; je nestranny,
regularny a eficientny odhad parametra 6. Dokéazte.

Riesenie: T = X = 1 37" | X, pricom X1, ..., X, s nezavislé, teda E(T) = 0, D(T) = 1, £(T?) = 6>+1.

Zdruzené rozdelenie X = (X1, ..., X;,)’ m4 hustotu f(x,6) = B 1)% e~2 21 (@i=0%  Tento systém hustot je
¥

reguldrny (dokazte). dalej

76,0y = L0 S )10,

i=1



78

7(6) = / [zz;lm —0)f(x, eq ’ Floe, 6)dxc

f(x,0)
_ /R [zn:(x - o)] e )ax = g{i(xi . Z .
Este preverme podmienku li:i;) Raovej-Cramerovej vety.zzlilati -
% s T(x)dF(x,0) = %g(T(X)) _ %9 .
a /R T(x) ];/((:99)) dF(x,0) = /Rn T(x)f'(x, 0)dx =
- /R (i ilx> i:@ —0)f(x,0)dx = E{X(n(X — 0))} =
=nE[(X —0+0)(X —0)] = n{D(X) + (X — )} =n {711} L

_ 1 1
Vidime, ze T'= X je nestranny odhad 6, regularny a jeho disperzia je —, ¢o je m Je preto aj eficientny.
n

18. Metéda maximalnej vierohodnosti a momentova metdda

Popiseme dve konkrétne cesty na odvodenie odhadu. Majme ndhodny vektor X = (X1, Xs,...,X,,)" a
pozndme jeho hustotu p(x,6) (resp. v diskrétnom pripade pravdepodobnostni funkciu (X, pm(6))mes)-
Predpokladajme, ze 6 € Q, kde Q je otvoreny interval v R. Pri pevnej hodnote 6 je hustota p(x, 6) funkciou
x. Pravda pre lubovolné (pevné) x mézeme p(x,6) (resp. P{X; = x1,..., X,, = x,;0}) chapal ako funkciu

parametra 6. Pre tito funkciu budeme pouzivat oznacenie L(x,6) a volat ju vierohodnostna funkcia (z

anglického likelihood function). Samozrejme mozeme uvazovat aj funkciu ndhodného vektora L(X,6) (ak
napr. L(-,0) je pre dané 6 meratelns funkcia, tak L(X,6) je nahodnd veli¢ina).

Definicia 18.1. Ak existuje 8* € €, ze pre vSetky 6 € Q)
(18.1) L(X,6) < L(X,6%),

potom hovorime, ze 8* je odhad parametra 0 ziskany metédou maximalnej vierohodnosti (ML odhad).
Analyzujme predchddzajicu definiciu. Pre dané x vieme (Easto aj explicitne) ndjst 6*(x), ktoré max-

imalizuje L(x,60). Teda takto méme uréend (niekedy aj explicitne) funkciu 6*(x). Ak ju chdpeme ako

funkciu ndhodného vektora 6*(X), tak toto je ML odhad parametra 6. Jeho realizdcia je 6*(x) (ak realizacia

ndhodného vektora X je x). Zrejme ak L(x,0) (pri kazdom x) je dostatoéne hladké funkcia 6 (napr. pre

OL(x,0 .
kazdé x existuje %), potom 6* nutne musi byt rieSenim rovnice
0L(X,6)
18.2 — =0.
(18.2) 5|,

Ak polozime In0 = —oo, potom L(X,0) < L(X, 6*) bude platit pre vietky 6 € Q prave vtedy ak

V0 e Q InL(X,0) <InL(X,0%).
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Teda v pripade dostatocne hladkej funkcie L mézeme pisat rovnicu (18.2) ako

0ln L(X, 0) ~ 0lnp(X,0) ~0l(X,0) —0

18.
(18:3) 0 |,y 0 |y 0 |yp-

Rovnicu (18.3) voldme vierohodnostnd rovnica.

Pozndmka. Dolezity pri tivahdch okolo rovnice (18.3) je fakt, ze Q je otvoreny interval. Keby k 2 patril
jej krajny bod, mohlo by sa staf, ze 6* spliiujtici (18.3) je prave v tomto bode. Vtedy ale §* nemusi byt
korefiom (18.3).

V dalsom sa ohrani¢ime na pripad, ze X1, ..., X, je nahodny vyber zo spojitého rozdelenia s hustotou
f(-,0) (v diskrétnom pripade s pravdepodobnostnou funkciou (%, pm)mes). Potom X = (X, ..., X,;)’ m4
hustotu p(x,0) = f(z1,0)...f(xn,0). Vierohodnostnd rovnica (18.3) mé preto tvar

(18.4)

z”: oln f(X;,0) o

06

i=1 6=0*

1 (0
(v diskrétnom pripade >, dlnpx, (0)
! 00 9o~

Poznamka. D4 sa dokdzaf, Ze za "rozumnych predpokladov” existuje riesenie "0* = 6*(X1,..., X,,)

=0).

vierohodnostnej rovnice (18.4), (vlastne postupnost rieSeni {"6*},>1), ktoré je maximdlne vierohodnym
odhadom. Tento odhad mé velmi vyznaéni pravepodobnostni vlastnost, a sice je konzistentnym odhadom
(teda podla pravdepodobnosti "6* — 6, kde 6 je skutoéna hodnota parametra 0) (pozri napr. Andél, J.,
Zéklady matematické statistiky, MATFYZPRESS, Praha, 2005, §7.6). NavySe to je asymptoticky normdlny
vierohodny odhad, presnejsie
np* 1
Vi = 0) > ¥ (0,55

(konvergencia v distribucii).

Pre praktické déely to znamend, ze pri ”dostatoéne velkom” n povazujeme rozdelenie pravdepodobnosti

1
nahodnej velic¢iny "6* za N (90, .](9)> Pretoze J(6p) nepozname, "nahrddzame” ho (blizkou) hodnotou
nJ (6o
J("0%).

Priklad 18.1. Majme ndhodny vyber X = (Xy,...,X,) z binomického rozdelenia s paramtrami m
(zndmym) a m € (0,1). Parameter 7 odhadujeme metédou maximalnej vierohodnosti. Nahodna veli¢ina

Xi,i € {1,2,...,n} ma pravdepodobnostni funkciu (4, p;);=0,1,....m, kde p; = (T;)?Tj(]. — m)™~J. Vierohod-

.....

nostnd rovnica (18.4) mé tvar

T=T*

9 _
=3 [nXlnﬂ'—Fn(m—X)ln(l—W)]ﬂ_,r* =
- =
1 - 1 - X
=—nX — nm—-X)=0 —7"=—
T* 1—7* m
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ak X # 0, X # m. lahko sa presvedéime, ze ide o maximum, lebo

9%1(X, )
on?

1 — 1
) = _//T*QnX_ mn(m_){> =

_ Xy meX
- 7T*2 (1—7{'*)2

V pripade, Ze mdme vektor parametrov 8 € Q C R™, tak namiesto jednej vierohodnostnej rovnice (18.4)

| <o

rieSime sdstavu vierohodnostnych rovnic

n

(18.5) Z 81Hf(X1,0)

=0, j=1,2,...m
P 00;

0=06~

(v diskrétnom pripade > ., %;j(@ oo 0, 7=1,2,....,m). Aj v mnohorozmernom pripade parametra
maju ML odhady analogické vlastnosti ako v jednorozmernom pripade, bliz§ie pozri napr. v knihe Andél,
J., Zéklady matematické statistiky, MATFYZPRESS, Praha, 2005.

Priklad 18.2. Majme ndhodny vyber X = (Xji,..., X,,)’ z normélneho rozdelenia s parametrami u a
02, teda @ = (u,0?)" a priestor parametrov 2 = R x (0,00). Parametre odhadnime metédou maximalnej
vierohodnosti.

Hustota ndhodnej veliciny X;, i€ {1,2,...,n} je

fi1,0%) = — ez @

a sustava vierohodnostnych rovnic (18.5) je

0 |n 1 <«

@ l2 111(271'0'2) — ﬁ Z(Xl — M)Q] =0

=1 p=p*,02=0*2

n 2 S 2

0 lln(?wa )= 5= ) (Xi—n) ] =0

H =1 p=p*,02=c*2

Teda
(18.6) ~ 52t o S (X - w2 =0
i=1
1 <« .
(18.7) = > 2X; —p)=0.
i=1

Z (18.7) dostédvame, ze p* = 1 3™ | X; = X a po dosadeni do (18.6) mdme o** = L ™" (X, — X)2.

1=

Doké4zme este, Ze pre vietky (u,02%) € Q =R x (0,00) je
(X, p,0%) <UX, 1, 0"2),

¢ize pre kazdu realizaciu x ndhodného vektora X je

kde Z je realizdcia pu* = X a s*? je realizdcia o*? = Ly (X —X)2

Upravujme
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(18.8) = —2In(2n) — = In(e?) —
202
Samozrejme
z@%fﬁzlhmm_gm@%_g

Preto pre kazdu realizéciu x je
*2 %2 — 2
2 nf[(s s @ —p)
l(x,x7s )_Z(X7M,U2):2{|:<0.2_1)_1n2:|+2}207

lebo pre vsetky kladné ¢isla t = 50—22 je p(t) =t—1—1Int > 0. (Funkcia ¢(¢) nadobida pre kladné ¢ minimum
v bode t = 1, pricom (1) =0.)

Teraz si popiSeme relativne najjednoduchsiu metédu ziskania odhadu - momentovu metédu. Nech X =
(X1, ..., X)) je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi od 8 = (61, ...,0,,)". Nech pre vietky 8 € Q existuji
momenty

we=E(XF), k=1,2,...m.

Samozrejme tieto momenty tiez zdvisia od 0, ¢ize ), = p).(0). Vyberové momenty st

1 n
M, = EZX?, k=1,2,...
i=1

Momentové metéda odhadu 6 spociva v tom, ze (momentovy) odhad 0 je rieSenim rovnic

(18.9) w(0) =M, k=12 ..m.
Niekedy sa moze staf, ze m rovnic (18.9) nestaéf k (jednoznaénému) uréeniu 6. Potom sa obyéajne vezmu
dalsie rovnice 1), 6) =M [, k=m+1,.. (samozrejme prislusné teoretické momenty p) musia existovat).
Podla Chin¢inovej vety (Veta 13.2.) M, konverguji podla pravdepodobnosti k . Tento fakt spolu s
inymi limitnymi vetami oby¢ajne umoziiuje v konkrétnom pripade dokazat konzistenciu odhadov ziskanych
momentovou metédou.
Priklad 18.3. Majme ndhodny vyber X;, X, ..., X, z exponencidlneho rozdelenia s f(z, ) = 167% pre

xz>0a f(z,0) =0 pre z < 0. Plat{

>
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19. Bodové a intervalové odhady parametrov normalneho rozdelenia

Najprv si dokdazme dve tvrdenia:

Veta 19.1. Nech ndhodny vektor X = (X7, ..., X)) ~ N(u,X), pricom X je pozitivne definitnd matica
(regularna). (Teda X md reguldrne normadlne rozdelenie.) Ak B, , je reguldrna matica a a € R, tak
nshodny vektor Y = a+ BX ~ N(a+ BX,BXB’).

Dékaz: Pouzijeme Vetu 9.4 (o hustote transformovaného ndhodného vektora). Hustota ndhodného vek-
tora X je

Fx(x) = (27) 2 (det B) 22w BT o)

=detB7L.

Inverzné zobrazenie k h: h(x) = a+Bxjeh ' (y) = B~!(y—a) a Jakobidn Dy, 1 (y) = det 6;‘;,1
Preto hustota ndhodného vektora Y = a + BX je

fx(y) = fx(B™'(y —a))|det B[ =
= (2m) 2(det B)"2|det B| e 2By - B  y—a)—w)
_ (QW)—%(det(BEB'))—%e—%(y—a—Bu)’(BEB/)*l(y—a—Bu)7
¢o je hustota N(a+Bu,BEXB’). &
Veta 19.2. Nech Xi,..., X, st nezavislé, X; ~ N(u;,0%), i = 1,2,...,n. B je ortonormilna n x n
matica. Polozme X = (X4,...,X,) aY = (Y1,....Y,) =BX — ), kde p = (u1, ..., pt)’. Potom Y7, ..., Y,
st nezdvislé a Y; ~ N(0,02), j=1,2,...,n.

Doékaz: Pretoze X, ..., X, st nezavislé, X; ~ N(u;,02),i =1,...,n, ma X hustotu

fx(x) =
x ];[1 S

mi*ﬂi)Q
=
b)

1 67%(’%;‘% )2 — (27‘(‘0’2)7%@7% ZZ’:I(
o

¢o je hustota N(u,0%I). Ak je B ortonormilna (teda BB’ = B'B = I), tak z Vety 19.1 plynie, ze Y =
B(X — p) ~ N(0,0%I) a preto ma Y hustotu

@) =Tl H ) = I ) &

Teraz si dokazme nasledujicu vetu:

Veta 19.3 Majme X1, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N (i, 02). Pre vyberovy priemer X = £ 3" | X;
a vyberovy rozptyl $? = 13" (X; — X)? plat{

(i) X~NpZ);

(ii) %52 ~ X%—l;

(iii) ak je n > 1, tak st ndhodné veliciny X a S? nezdvislé.

Doékaz: Uvazujme ortonormdlnu maticu B (Helmertova matica)

/
bl 1 1 1
y Vf \/? NG
2 Viz TViz 0 0
/ 1 1 __2
b3 V23 V23 V2.3 0 0
B= = )
: : . : . . 0
: 1 1 1 _ n—2 0
b (n—2)(n—1) /(n—2)(n—1) (n—=2)(n—1) /(n—2)(n—1)
n—1 1 1 1 o mn—1
V(n—1)n V(n—1)n V(n—1)n V(n—1)n

b/
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(presvedcte sa, Ze je ortonormélna). Podla Vety 19.2je Y = (V1,...,Y,,)" = B(X—p) ~ N(0,02I), (tentokrat
w=(p,....,n)") ateda ¥; ~ N(0,0%) i = 1,...,n st zdruzene nezavislé.

Pocitajme
(19.1) YY=X-p)BBX-p)=X-pX-—p=> (X;—p?
i=1
(19.2) Yi = DY(X — p) = % >o(Xi—) = %mf— nt) = V(X — ),

7Z (19.2) dostavame X = p a podla Prikladu 9.2 (alebo Vety 19.1 pre n = 1) je X ~ N(p, ) Podla

f +
(19.3) je 25152 = LY (X, —X)? = 2?22 (%) a je teda st¢tom mocnin nezdvislych ndhodnych veli¢in
L, prlcom kaZdé z nich ma N(0,1) rozdelenie. Preto ”6;2132 ~ x2_,. Pretoze Yi,..., Y, sd nezdvislé si aj
X = f +paS?=_L3" V2 nezdvislé. &

K zostrojeniu bodovych a intervalovych odhadov parametrov normalneho rozdelenia budeme okrem
nahodnych veli¢in (Statistik) X a S? potrebovat este statistiky

X —
U= H

vnoooa T=

Veta 19.4 Majme X, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N(u,0?). Nech X = %Z?:l X, je vyberovy
priemer a 5% = ﬁ > (X; — X)? vyberovy rozptyl. Plati

() U=7t/n~N(0,1),

(i) T = %\/ﬁ ~ tn_1 (Studentovo t rozdelenie s n — 1 stupfiami volnosti).

Dokaz: Pretoze podla Vety 19.3 X ~ N(u, %2), podla Prikladu 9.2 (alebo Vety 19.1) m4 U = Y@ -
M ~ N(0, 1) rozdelenie.

Podla predchédzajicej vety st X a S? nezdvislé, preto aj U a "51S? sii nezavislé, pricom 25252 ~ x2_ .

N&dhodnd veli¢ina

U “f X 7
= N
7;-2132 nU n-1go2
\/ n—1 \/ n—1

Veta 19.5 Majme X, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N (i1, 0?), kde u je nezndmy parameter (strednd
2

mé Studentovo t,,_1 rozdelenie. &

zname kladné ¢islo. Potom

(19.4) <X—u1_\fX—|—u1_\F>

je 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu g pri zndmom o
N(0,1) rozdelenia (tabulkovand hodnota)).

hodnota) a o

2 (u1—a je (1 — %) kvantil
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Dokaz: Pretoze U = Y7”\/5 ~ N(0,1), plati

g

(lebo ug = —ul,%). &

Interval (19.4) je ndhodny interval s pevnou dizkou (jeho krajné hodnoty si ndhodné premenné). Chéapat
ho treba (frekventisticky) tak, ze ak by sme realizovali napr. M —krét nezévisle ndhodny vyber rozsahu n z
N(u,0?) rozdelenia (pritom o2 pozndme a pu je vidy rovnaké), tak ”priblizne” %(1 — «) realizécii pokryje
skutoént nezndmu hodnotu g (teda 100(1 — )% z tychto realizacii pokryje u).

Veta 19.6 Majme X1, ..., X,, ndhodny vyber z rozdelenia N (u,0?), kde p ani 0 nepozndme. Potom

2’\/n - 2'n

je 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu g pri nezndmom o2 (¢, 1(1 — $)je (1—-9%)

(19.5) <X—tn1(1—a)S,X+tn1(1 ay S >

kvantil Studentovho ¢,,_; rozdelenia) a

(19.6)

< (n—1)8% (n— 1)52>

X%—1(1 - %)7 X%—1(%)

je 100(1 — @)% —ny interval spolahlivosti pre rozptyl 02 (x2_;(1 — 2) je (1 — &) kvantil x2_; rozdelenia).
Dokaz: Pretoze T = %\/ﬁ ~ t,_1, plati

a,  X-—p a
l—-a=P —1(=) < <th1(1—=)p =
a=pPlta) < T vEha0-5)}

_ a. S — a,. S
=P{X -ty (1— =)= < pu< X+t 1(1—=)—=1}.
{ 1l=g)=<p<X+taa(l-3) n}
Vzhladom na to, Ze n218% ~ X2y, zase plati
5 0 n—1_o o
—a= < < — =
1—a=r{iaG) < st s a5l
_ 1192 _ )92
:P{ gn 1)Sa SUQS(nQ 1)(;9’ }
anl(]‘ - 5) anl(f)

V dalsom sa budeme zaoberaf pripadom, ze mame dva nezavislé ndhodné vybery.

Veta 19.7 Majme X7, ..., X,,, ndhodny vyber z rozdelenia N (ux,0%), X je jeho vyberovy priemer a S%
jeho vyberovy rozptyl. dalej majme Y7, ..., Y, ndhodny vyber z rozdelenia N(uy,0%), Y je jeho vyberovy
priemer a S% jeho vyberovy rozptyl. Predpokladajme, ze oba vybery st nezévislé. Potom

(i) statistika

Uy = — ~ N(0,1),
X Y
nx + ny

(ii) ak 0% = 0% = 02, tak Statistika

Te oo X —Y — (ux — py) nxny
X-Y \/(nx—1)s§+(ny—1)s§ nx +ny XY=

nx+ny—2
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(iii) Statistika

S2 02

F="XY VP 1ny_1.
2 2 n Ny

Sy ok *

Dokaz: 7 nezavislosti néhodnych vyberov vyplyva7 7e Statistiky X,Y, S%, S% si nezdvislé.
R 2
Oy )

J— 0_2
(i) Pretoze X ~ N<MX’nX) Y ~ N(py, Y) a s nezdvislé, je X —Y ~ N(ux — py, 5 + X
(vyplyva to napr. z Vety 11.5 o charakteristickej funkcii si¢tu nezévislych ndhodnych veli¢in). Potom ale

Standardizovand nahodné veli¢ina

X_?_(NX_/U'Y) NN(O 1)

2 2
9% 4 %%

nx ny

Uy =

(ii) Ak je 0% = 0} = o2, tak Statistika

X-Y—(ux—py) X—-Y—(ux—py)

UY’V - 2 2 - 1 1 -
X 4 %y o +
nx ny nx ny

XV - (ux —
- . “Y),/ DXTY L N(0,1).
o nx + ny

Pretoze "’;{15% ~ Xflel, "‘;;1532, ~ x%Y% mé ndhodn4 veli¢ina

ny —1 ny —1 1
2 Sg{ + o2 512/ = ;[(nx - 1)5.%( + (nY - 1)532/} ~ Xix+ny—2

vyplyva to napr. z definicie x? rozdelenia) a je nezavisld s U~_s. Potom ale
yply X-Y

Y*?*(HX*ILY) nxny
Ux_v _ o nxtny

\/ﬁ[mrl)sgﬁ(nwl)sa N \/G%Knrl)s%ﬁ(nwl)sa

nx+ny —2 nx+ny —2

_ XY —(px—py) [Tnxny LT ot
\/<nxf1>5§<+<nyf1>s2y nx +my XY A

nx4+ny—2

(iii) lahko vidime, ze

nx—1¢g2
0% S
S 2 2
nx —1 Sk oy
—— == =F~F i1

mT5e TS0k
ny —1
Teraz uz lahko dokdzeme nasledujicu vetu
Veta 19.8 Majme X7, ..., X,,, ndhodny vyber z rozdelenia N (ux,0%), X je jeho vyberovy priemer a S%
jeho vyberovy rozptyl. dalej majme Y7, ... , Yy, ndhodny vyber z rozdelenia N (uy,0%), Y je jeho vyberovy
priemer a S% jeho vyberovy rozptyl. Predpokladajme, ze oba vybery st nezévislé. Potom

i) ak st 0% a 0% zname, tak 100(1 — )% interval spolahlivosti pre px — py je
X a0y

<X Y—ul,,,/ax UYX Y+u1,,,/"X UY>

ii) ak st 0% a 0% nezname, ale plati 0% = 02 = o2, tak 100(1 — )% interval spolahlivosti pre pux — py
Y X Y

X
¥ _ v —1)5% —1)52
XﬁY*tnx-Fny—Q(l*g) (nX ) X+(nY ) Y\/ma
2 nx +ny —2 nxny

je
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= = e} (anl)Sg(qL(nyfl)S% nx +ny
X—-—Y+tyoan,—o(l——= )
Flnxtny 2( 2)\/ nx +ny —2 nxny

v 2
(iii) ak st px, py, 0%, 0% nezndme, tak 100(1 — )% interval spolahlivosti pre 2% je
Y

(S s 1y
SSQ/ an*l,nY*l(l - %)7 532/ an*l,nY*l(%)

(Fax—1ny—-1(1 = %) je (1 = %) kvantil Fy,; 1 n, —1 rozdelenia).
Dokaz: Spravte ako cvicenie, vyuzite statistiky z Vety 19.7.

Este pre tplnost si uvedieme bez dokazu interval spolahlivosti pre rozdiel strednych hodnét u tzv. parovych

vyberov.
Veta 19.9. Nech X; = (X1,Y7),...,X,, = (X,,Y,) je ndhodny vyber z dvojrozmerného normélneho
2
o ox0
rozdelenia N(u,X) s paramertami g = (ux,uy) a X = X ¢ X2 Y , pricom px,py € R, 0% >
00XxX0Oy Oy

0, 03 >0, p€(0,1). Prei=1,2,...,noznacme Z; = X; - Y;, Z=+%" 7; St ="AY" (Zi—Z)%

Potom s 5
= a0z = a0z
7 tp(1- 22 74, ,1- 222
(Z-tiatt- D 7 00-552)
je 100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre px — iy

Niekedy sa takémuto intervalu spolahlivosti hovorf aj intervalovy odhad px — gy o spolahlivosti (1 — a).

20. Testovanie hypotéz

Ukézeme si, v ¢om spociva (v matematickej Statistike) podstata testovania hypotéz. Myslime tym
Statistické testovanie hypotéz, niekedy tiez hovorime o testovani Statistickych hypotéz.

Majme néhodny vyber X = (X1, ..., X,,)’, pricom nevieme, ci pochadza z rozdelenia N (u,0?) alebo z
N (p1,0%), pormame o, p1, (o # pa) aj o>

Méme hypotézu (tzv. nulovi hypotézu)

Hy: vyber pochddza z rozdelenia N (pg,0?)

Tzv. alternativna hypotéza (konkurujica) je

H;y: vyber pochddza z rozdelenia N (u1,0?)

Rozhodnutie bude také, ze platnost Hy nezamietneme alebo zamietneme.

Pri rozhodovani o platnosti Hy alebo H; sa mozeme dopustit jednej z dvoch chyb.

(i) Ak zamietneme Hy, hoci ona plati (je sprdvna), urobime tzv. chybu prvého druhu.

(ii) Ak nezamietneme Hy, hoci nie je spravna (t.j. plati Hy), urobime chybu druhého druhu.

Svoje rozhodovanie zalozime na realizdcii x = (21, 2, ..., )’ ndhodného vyberu X. Preto bude ”ovplyv-
nené” nghodou. Prirodzene pozadujeme, aby rozhodovacie pravidlo, podia ktorého zamietneme alebo neza-
mietneme Hy bolo také, aby pravdepodobnosti oboch chyb boli ¢o najmensie. Ked rozsah ndhodného vyberu
n je pevne uréeny, nedaji sa pravdepodobnosti oboch horeuvedenych chyb siicasne urobit takymi malymi,
ako by sme si priali. Zauzivalo sa trvat na poziadavke, aby pravdepodobnost chyby prvého druhu bola rovna
a, kde «a je vopred zvolené &islo z intervalu (0,1). V praxi sa ukdzalo vhodné volit o € {0,1;0,05;0,01}.

¢éislu « sa hovorf hladina vyznamnosti testu. Pravdepodobnost chyby druhého druhu oznaéme 3.
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Statistické rozhodovanie prebicha tak, ze sa dopredu uréi tzv. kriticky obor (kritickd oblast) W (& R™),
t.j. mnozina realizécif x, pri ktorych budeme Hy zamietat. Teda ak sa realizuje x € W, tak Hy zamietneme.
Tvar kritického oboru stanovujeme tak, aby za platnosti Hy padla realizacia x do kritického oboru ”zriedka”,
ale za platnosti H; tam padla ”¢o najéastejsie”. Velkost kritického oboru volime tak, aby sme platni Hy
zamietali s pravdepodobnostou «.

Na testovanie (rozhodovanie) pouzijeme ”vhodnd” §tatistiku T = T'(X), ktord nazyvame testovacia
Statistika. V takom pripade popiseme kriticki oblast ako mnozinu T(W). Teda Hy zamietneme, ak T'(x) €
T(W).

Vratme sa k testovaniu Hp: vyber pochddza z rozdelenia N (ug,o?)
oproti alternativnej hypotéze Hi: vyber pochadza z rozdelenia N (uq,0?).

Pouzijeme testovaciu Statistiku 7(X) = X = L 3" | X;. Vieme, Ze (v nasom pripade) za platnosti Hy
bude X ~ N(po, & ) teda realizdcie T budu (pri dost velkom n) blizo . Navrhneme také rozhodovacie
(testovacie) pravidlo, ze ak |T — uo| > k, tak zamietneme Hy. Teda ”tvar” kritickej oblasti je {x : T €
(—00, io —k)U (o +k,00)}. ”Velkost” kritickej oblasti (teda &islo k) volime tak, aby pravdepodobnost chyby
prvého druhu bola «, teda aby realizicia T padla do kritickej oblasti za platnosti Hy s pravdepodobnostou
a. Inymi slovami chceme aby

P{X — po| = k} = a,

pricom X ~ N (po, n) Zrejme

Xt myapibm X
a 7

a=P{|X — po| > k}=P{]

0 < f} 1-a.

Pretoze Yz" ~ N(0,1), je zrejmé, ze f\/ﬁ = up—g. Kritickd oblast testu Hy oproti H; s hladinou

vl

vyznamnosti a (pri pouziti testovacej statistiky X) je Wy, = {x: |T — po| > up_g
Treba si v&imnuf, Ze nezamietnutie Hy neznamend, ze Hy je spravna. K tomu, aby sme povazovali Hy

za spravnu, potrebovali by sme mat ete zaruku, Ze § je dost malé. Potom by sme mohli hovorit, ze Hy
prijimame. Testovat Hy na hladine vyznamnosti o len zarucuje, Ze zamietnutie nulovej hypotézy, hoci je
spravna nastane s pravdepodobnostou a.

V sledovanom priklade sme mali tzv. jednoduchu hypotézu Hy — testovany parameter (strednd hodnota) v
pripade platnosti Hy mohol nadobudniif len jednu hodnotu, a sfce . Aj alternativa Hy bola jednoduché. Pri
testovani hypotéz obycajne predpokladame, ze parameter rozdelenia pravdepodobnosti ndhodného vyberu
X je 8 = (04, ...
a ®; = ® — O si dve "konkurujice si” moziny. Hy: 0 € Oy a H; : 0 € ©® — ©g. Pretoze Hy aj Hy nie su

,0m) € ® CR™, kde © je parametricky priestor — otvorend a neprazdna mnozina. @y C ©

vo vSeobecnosti jednoduché, hladina vyznamnosti testu s kritickou oblastou W je

sup Pe(X e W).
6¢c O
Tiez sa uvazuje sa funkcia 3(60) = Po(X € W), 6 € ©. Vold sa silofunkcia testu s kritickou oblastou W.
Niekedy sa pracuje s funkciou 1 — 5(8), ktord sa vold operacnd charakteristika testu. Ak je H; jednoducha,
(teda Hy : @ =64, tak 1 — 8(67) sa vol4 sila testu.
Prehlad niektorych vybranych testov pre jeden ndhodny vyber X z N (i, 0?%) rozdelenia (T je realizdcia

X a s? je realizécia S?):
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»

(T — polv/n>oui_a}  0? je zndme

(T — po)y/n > oui_o} 02 je zndme

(T —po)y/n < —oui_o} 02 je zndme

ST — polv/n > stp_1(1— %)} 0 nezndme
Ho:p=po Hi:p> po (T — po)v/n > stp_1(1 —a)} o2 nezndme
Hy:p=po Hi:p<po (T —po)v/n < —stp_1(1 —a)} o2 nezndme
Hy:0® =0} Hy: 0 # 03 W, { D52 ¢ (62 1(9),x21(1— §))} 4 nezndme

Hy:0%=0% Hy:0% > o} a:{x.%22>{n71(1—a)} 4 nezndme
0

Ho:p=po Hy:p# po
Ho:p=po Hy:p> po
Ho:p=po Hi:p<po
Ho:p=po Hi:p# po

»

»

%55555
I

»

Hy:0*=0} Hi:0> <0} W,={x:

(na_gl)SQ <x2_i(a)} /L nezndme
Prehlad niektorych vybranych testov v pripade dvoch nezévislych ndhodnych vyberov, a sice X =
(X1, .0y Xny)' 2 N(ux,0%) s viberovym priemerom X a vyberovym rozptylom S% a Y = (Y1,..., Yy, ) z
(nx —1)S% + (ny — 1)S% z (9)
nx +ny — 2 ’

N(py,0%) s viberovym priemerom Y a vyberovym rozptylom S%, S%, =
je realizdcia X (Y), s% (s2) je realizdcia S% (S%) a s je realizdcia S%y-:
0%, 0% s zndme
Ho:px =py Hiopx #py Wo={(&.y) : [T-9 > ug\/ 2+ 2}
0% = 0} nezndme
Ho:px =py Hi:px # py
Wa = {0¢Y) 2 B =1 2 (1= sy 55500}
Lx, by hezndme
Hy:0% =02 H1:0§(7§0Y
Wo = {(ley/)/ : SX ¢ ( nx—1ny— 1(3) an—l,ny—l(l - %))}

Poznamka. Namiesto hladmy vyznamnosti a bezny Statisticky softvér (STATISTICA, S+, SAS) udédva
dosiahnutd hladinu (anglicky P—value, significance value, significance level). Je to najmensia hladina
vyznamnosti testu, pri ktorej by sme (pri danej realizicii testovacej Statistiky) hypotézu Hy eSte zamietli.
Vyjadruje pravdepodobnost spoéitanti za platnosti nulovej hypotézy, ze dostaneme prave nasu realizdciu
alebo realizaciu este viac odporujicu testovanej hypotéze.

Pri ”?vyberani” vhodného testu postupujeme tak, ze medzi testami na (pozadovanej) hladine vyznamnosti
« sa snazime zvolit test s €0 najmensou pravdepodobnostou chyby druhého druhu. To ale ukazuje prave funk-
cia 3(0). Obom poziadavkam sa (niekedy) d4 vyhoviet v jednoduchom pripade, a sice ak mame jednoducht
hypotézu Hy : @ = 0 oproti jednoduchej alternative Hy : @ = 681. Hovori o tom nasledujuca veta.

Veta 20.1. (Neymanova-Pearsonova lema) Majme nghodny vektor X = (X7, ..., X,,)’ s hustotou f(x, 8).

Nech k danému « € (0,1) existuje také ¢ > 0, ze pre mnozinu
(20.1) We={x: f(x,01) > cf(x,00)}

plati

(20.2) /W f(x,00)dx =

Potom pre kazdi meratelnit mnozinu W taku, ze

/ f(x,0p)dx =«
w
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plati
(20.3) / f(x,01)dx > / f(x,07)dx.
WC W
Doékaz: Mnoziny W a W, sa mézu napisat ako

W=W-W)u(WnW,), W.=W.—-W)uWnW,).

Pocitajme teraz

/WC f(x,601)dx — /W f(x,01)dx =

= / f(x,601)dx + / f(x,07)dx—
We—W

Wnw.

_/W_WC f(X,Gl)dx—/ F(x.0:)dx >

wnWw,

C/WC—W f(x,00)dx — C/W—WC f(x,00)dx =
B C/WCW fi6Bo)dx + /mec (. 80)dx—

—e /WWC £, 80)dx — ¢ /mec £(x, 80)dx =

— C/Wc f(x,00)dx — C/W f(x,00)dx = ca — ca =0,

v

lebo na mnozine W, — W je

/WC_W F(x,01)dx > c/ F(x, 00)dx

We—-W

a mimo mnoziny W. je

[ sonaxse [ fxogix.
W-w,

W-W,.

*/ f(x,01)dx > *C/ f(x,00)dx. &
W—W.

W-Ww,
Veta 20.1. teda tvrdi, Ze ak mame testovat jednoduchu hypotézu oproti jednoduchej alternative a si splnené
podmienky (20.1) a (20.2), tak test s kritickou oblastou W, m4 hladinu vyznamnosti a a pre akykolvek test
s hladinou vyznamnosti « je podia (20.3) sila testu s kritickou oblastou W, vicsia. Test s kritickou oblastou
W. je najsilnejsi mozny medzi vetkymi testami s hladinou vyznamnosti .

Priklad 20.1. Majme ndhodny vyber X = (X1,..., X,,)" z rozdelenia N(u,o?), pricom o2 pozndme.
N4jdite najsilnejsi test nulovej hupotézy Hy : p = po oproti alternativnej hypotéze Hy : p = pi, kde
Ho < H1.

Riesenie: Pretoze

F(xp1,0%) = (2mo?)~E e 3or Bl

je kriticky obor z Neymanovej-Pearsonovej lemy

2
W, = {X : M _ o at (S @)= S (im0 5 c} 7
X, Ho, 0
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teda

n n

W, = {X : % (Z(x’ — u0)2 — Z(.’L‘Z — ,ul)z) > 1nc} .

i=1 i=1

Upravou dostavame
2

20
We = {X D28 (n — po) — (4} — 1) > nlnc} )

2
WC:{X:xZM1+MO+ 7 )lnc},

2 n(p — o
_ pr1tuo o2
_ + Inc—
W.={x: T MO\/EZ 2 n(p1—po) MO\/E ’
o o
T — o H1 — o olnc
20.4 We=<x: —=y/n> vn + }
(204) { o 20 Vit — po)

Treba ndm este uréit c. Jeho hodnotu spoéitame z podmienky

a= / f(x, o, 0%)dx = P, (X € W,) = Py {w: X(w) e W} =
We

—pfus TSI gy e gy e

Pretoze @\/» ~ N(0,1), dostavame, ze

i — Mo\f oclnc
n+ —————— = U _q,
20 Valps — o)

Cize )
2y/n(p1 — po)our—a — n(p1 — po)
c=e 202

Jednoduchsie urcenie W, je z (20.4)

Wc:{X: x_uo\/ﬁzula}:{xz xZMO+U1aU}~
o vn

Poznamka. Podobne by sme v pripade hladania najsilnejsieho testu nulovej hupotézy Hy : W= Lo
oproti alternativnej hypotéze Hy : pu = pi1, ked po > p1 odvodili, ze v tomto pripade Hy zamietame na

hladine vyznamnosti o ak

T —
Ho \/ﬁ < —Ul—q-
g

Urobte ako cvicenie.
DODATOK Plati

o0 2
/ (cos bz)e*“%zdz = ﬁe_#, a >0,
0 2a
[y T
< o T(2f)
/ e dr = —~, a>0,n> -1
0 2072

Dokazy najdete v uéebnici matematickej analyzy.



