ZAKLADY UNIVERZALNI ALGEBRY
Radan Kucera

1. Operace a (2-algebry

Uvod. V pritbéhu pfednasky z algebry jsme studovali fadu algebraickych
struktur: grupoidy, pologrupy, grupy, komutativni grupy, okruhy, obory inte-
grity, télesa, polosvazy, svazy, Booleovy algebry. Pfi zkouméani téchto struk-
tur se casto nékteré pojmy a tvahy opakovaly, napiiklad ve vSech pripadech
jsme hovotili o homomorfismech a vzdy platilo, Ze slozenim homomorfismi
opét dostaneme homomorfismus. Definovali jsme podobjekty (vénovali jsme
se hlavné podgrupam, podokruhtim, podtélesim a podsvaztim) a vzdy pla-
tilo, ze prinikem libovolného neprazdného systému podobjektt je opét po-
dobjekt. To ndm umoznilo definovat podobjekt generovany podmnozinou, ve
vSech pripadech byly definice v podstaté stejné. V pfipadé grupoidi, grup,
okruhi a svazii jsme si definovali souc¢in dvou takovych struktur, kterym byla
stejna struktura na kartézském soucinu. Cilem univerzalni algebry je prave
tyto spolecné rysy postihnout a popsat z jednoticiho hlediska.

Budeme tedy popisovat mnoziny spolu s nékolika operacemi na nich. Az
dosud jsme operaci na mnoziné G méli na mysli zobrazeni G x G — G, avsak
budeme potiebovat tuto definici pozménit. Vzdyt kromé téchto operaci, kte-
rym v nasledujicim textu budeme fikat binarni operace, jsme se setkali i se
zobrazenimi G — G, kdy byl kazdému prvku mnoziny G pevné pfifazen
dalsi prvek: naptiklad pfifazeni inverzniho prvku v grupé, opac¢ného prvku
v okruhu, ¢i komplementu v Booleoveé algebie. Toto zobrazeni G — G budeme
nazyvat unarni operace na mnoziné G. Nékdy nase struktura obsahovala né-
jaké vyznacné prvky, setkali jsme se naptiklad s neutralnim prvkem v grupé,
s nulou a jednickou v okruhu, s nejmensim a nejvétsim prvkem Booleovy
algebry. Tomuto vybéru jednoho prvku z mnoziny G budeme fikat nulérni
operace na GG. M4 to urcitou logiku: jde totiz vzdy o zobrazeni z jisté kar-
tézské mocniny mnoziny G do mnoziny G. Oznac¢ime pro prirozené ¢islo n
symbolem G" kartézsky soucin n kopii mnoziny G, tedy G™ je mnozina vSech
uspotradanych n-tic prvk mnoziny G. Jisté lze pak ztotoznit G s G* (mno-
zinou viech uspofddanych 1-tic prvk mnoziny G). Co by vsak mélo byt G°7?
Jak si predstavit mnozinu vSech 0O-tic prvkd mnoziny G? Podobné jako nul-
tou mocninou nenulového ¢isla rozumime ¢islo 1, které je neutralni vzhledem
k nasobeni, nultou kartézskou mocninou néjaké mnoziny je tfeba rozumét
mnozinu, ktera kartézskym vynasobenim pfilis nezméni nasobenou mnozinu.
Vhodnou mnozinou bude néjaka jednoprvkova: ta totiz kartézskym soucinem
nezméni pocet prvki ndsobené mnoziny (pfesnéji: je-li A jednoprvkova mno-
Zina, existuje prirozené definované bijekce A x G — G pro kazdou mnozinu



G). Uvédomte si, Zze to odpovida i obvyklé definici: pro pfirozené ¢islo n je
G™ mnozina vSech usporadanych n-tic prvkd mnoziny G. Usporadanou n-tici
prvkii mnoZiny G lze definovat naptiklad jako zobrazeni mnoziny {1,...,n}
do mnoziny G. Analogii této konstrukce pro n = 0 je tedy chapat G° jako
mnozinu vSech usporadanych 0-tic prvkt mnoziny G, pricemz usporadana 0-
tice prvkd mnoziny G je zobrazeni prazdné mnoziny do mnoziny G. Takové
zobrazeni je vZdy jedno (at uz je mnozina G prazdné nebo ne), totiz prazdné
zobrazeni. Pro libovolnou mnoZzinu G' budeme proto symbolem G° rozumét
jednoprvkovou mnozinu; je vhodné si predstavovat, ze timto jedinym prvkem
nasi jednoprvkové mnoziny je prazdnd mnozina, tedy ze G° = {(}. Pak tedy
vybér prvku je zobrazeni G° — G.

Definice. Necht G je mnozina, n nezdporné celé cislo. Pak n-arni operaci
na mnoziné G rozumime zobrazeni G" — G.

Poznamka. Misto 2-arni operace budeme tedy fikat binarni operace,
misto 1-arni budeme fikat unarni. Cislu n z definice fikdme arita dotyc¢né
operace. PTi popisu konkrétni operace jsme vzdy operaci oznacovali néjakym
symbolem, uzivali jsme +, -, V, A pro binarni operace, —, ~!, ’ pro unarni
operace, 0, 1 pro nularni operace. Témto symbolim budeme fikat operacni
symboly; je podstatné, ze u kazdého symbolu je dana arita operace, kterou
symbolizuje.

Definice. Mnozina ) spolu se zobrazenim a : @ — NU{0} se nazyva typ.
Prvky mnoziny Q se nazyvaji operacni symboly. Pro f € Q se a(f) nazyva
arita symbolu f. Operacni symbol, jehoz arita je n, se nazyva n-arni.

Definice. Univerzalni algebra typu Q) (neboli strucné Q-algebra) je mno-
zina A, na niz je pro kazdy n-arni operacni symbol z f € Q) definovana n-arni
operace fao : A" — A. Pro libovolné ay,...,a, € A znacime fa(ay,...,an)
hodnotu operace f4 na uspofadané n-tici (ay, ..., ay,).

Poznamka. V ptipadé nularniho opera¢niho symbolu f € Q je n = 0,
tedy A° = {0} a nuldrni operaci je tedy zobrazeni f4 : {0} — A. Zadat
takovéto zobrazeni je totéz jako vybrat pevné jeden prvek f4(0)) € A. Pro
zjednoduseni oznaceni budeme v dalsim textu tento pevné vybrany prvek
znadit jednoduse f4 misto f4(0).

Poznamka. Obsahuje-li typ  alespon jeden nularni operacni symbol,
pak je kazda (-algebra neprazdna.

Priklady.

1. Pro prazdny typ, tj. Q = (), je univerzalni algebrou typu € libovoln4
mnozina.

2. Grupoid je mnozina s jednou binarni operaci, je to tedy univerzalni
algebra typu, ktery ma jeden binarni operacni symbol -.



Grupa je univerzalni algebra typu {-, 7, 1}.

Okruh je univerzalni algebra typu {+,-, —,0,1}.

Svaz je univerzalni algebra typu {V, A}.

Booleova algebra je univerzalni algebra typu {V, A,’,0,1}.
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Vektorovy prostor nad télesem 7' lze chapat jako univerzalni algebru
typu {+, —, 0} UT (pro kazdy prvek télesa t € T mame unarni opera¢ni
symbol pro skalarni nasobek, coz je unarni operace na mnoziné vektort:
t(v) = tw).

Poznamka. V piedchozich definicich je urcitd nepresnost, spravné by-
chom totiz méli misto o univerzalni algebfe A mluvit o univerzalni algebre
A s nosnou mnozinou A. Vzdyt kupiikladu na jedné a téze nosné mnoziné
miizeme mit definovany rtzné grupoidy, tedy to, o ktery jde grupoid, neni
ur¢eno pouze nosnou mnozinou, ale i operaci na ni. Protoze to vSak vzdy
z kontextu bude patrné, miizeme si snad touto nepresnosti usnadnit vyjad-
fovani: budeme hovotit o (2-algebfe A nebo o nosné mnoziné A.

Piiklad. Necht 2 je libovolny typ, A = {a} jednoprvkova mnozina. Pak
existuje jediny zpusob, jak na nosné mnoziné A definovat 2-algebru. Pro
libovolny n-arni opera¢ni symbol f € 2 je hodnota operace f4 na (jediné
existujici) n-tici (a, ..., a) rovna (jediné mozné) hodnoté a.

2. Podalgebry a homomorfismy

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu Q, H C A podmnozina.
Rekneme, Ze H je podalgebra Q-algebry A, jestlize pro kazdy n-arni operacni
symbol f € Q a pro kazdé a,, ... ,a, € H plati fs(ay,...,a,) € H.

Poznamka. V piipadé nuldrniho opera¢niho symbolu f € Q je n = 0,
tedy A% = {@}. Obraz tohoto jediného prvku jsme se dohodli znacit stru¢né
f4 misto (mozné presnéjsiho) oznaceni fa(0)). Podminku z definice je tedy
tfeba chapat ve smyslu f4 € H.

Poznamka. Obsahuje-li typ 2 alespon jeden nularni opera¢ni symbol,
pak je kazda podalgebra libovolné (-algebry neprazdné.

Priklady. V jednotlivych pfipadech prikladu univerzalnich algeber z pied-
chozi kapitoly dostavame tyto podalgebry: 1. Podmnozina mnoziny. 2. Pod-
grupoid grupoidu. 3. Podgrupa grupy. 4. Podokruh okruhu. 5. Podsvaz svazu.
6. Booleova podalgebra Booleovy algebry. 7. Vektorovy podprostor vektoro-
vého prostoru.

Poznamka. Nasledujici vétu jsme v jednotlivych kontextech dokazovali
nekolikrat.



Véta 2.1. Necht A je univerzdlni algebra typu ), I neprdzdnd mmnozina.
Pro kazdé i € I necht je ddna podalgebra H; C A algebry A. Pak jejich prinik
(ics Hi je podalgebra Q-algebry A.

Diikaz. Zvolme libovolné n-arni operac¢ni symbol f € §2 a libovolné prvky
ays ... an € (V;ey Hi. Pak pro kazdé i € I plati ay,...,a, € H;. Protoze H,
je podalgebra Q-algebry A, plati fa(as,...,a,) € H;. To ovSem znamen4, Ze
falay, ... an) € (\;e; Hi, coz se mélo dokazat.

Dusledek. Obsahuje-li typ 2 alespon jeden nuldrni operacni symbol,
pak je prunik libovolného neprazdného systému podalgeber dané algebry ne-
prazdny.

Dikaz. V tomto pfipadé neni prazdna mnozina podalgebrou.

Dusledek. Necht P je mnoZina vech podalgeber dané univerzdalni algebry
A typu Q. Pak plati: (P, Q) je uplnyg svaz.

Duikaz. Protoze uspordadana mnozina (P, C) méa nejvétsi prvek (je jim
cela algebra A jako svd podalgebra), dle pfislusné véty o uplnych svazech
staci oveérit, ze téz libovolna neprazdna podmnozina M C P ma v usporadané
mnoziné (P, C) infimum. Timto infimem je mnozinovy prinik (,.,, H, ktery
dle predchozi véty je skutecné prvkem mnoziny P.

Poznamka. Predchozi véta 2.1 ndm umoznuje definovat podalgebru ge-
nerovanou mnozinou.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu Q, M C A podmnozina
nosné mnoziny. Priinik vSech podalgeber )-algebry A, které obsahuji M jako
svou podmnozinu, znac¢ime (M) a nazyvame podalgebrou (2-algebry A gene-
rovanou mnozinou M.

Poznamka. Diky tomu, Ze alespon jedna podalgebra Q-algebry A ob-
sahujici mnozinu M existuje (je ji jisté celd Q-algebra A), podle véty 2.1 je
zminénym prunikem (M) skuteéné podalgebra (-algebry A. Ziejmé je to ze
vSech podalgeber Q-algebry A obsahujicich mnozinu M ta nejmensi (vzhle-
dem k mnozinové inkluzi).

Priklady. V jednotlivych pfipadech prikladu univerzalnich algeber z pied-
chozi kapitoly dostavame tyto podalgebry generované mnozinou:

1. V piipadé Q-algebry A prazdného typu © = ) je kazdd podmnozZina
mnoziny A podalgebrou, proto v tomto pripadé pro libovolné M C A
je podalgebrou (-algebry A generovanou mnozinou M sama mnozina
M.

2. Podgrupoid grupoidu generovany mnozinou. Tento pojem jsme v pred-
nasce nezavadeéli.

3. Podgrupa (M) grupy generovand mnozinou M.



4. Podokruh (M) okruhu generovany mnozinou M.

5. Podsvaz svazu generovany mnozinou (nezavadéli jsme).

6. Booleova podalgebra Booleovy algebry generovani mnozinou (téZ jsme
nezavadeéli).

7. Vektorovy podprostor vektorového prostoru generovany mnozinou vek-
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Poznamka. Diky tomu, Ze podalgebra 2-algebry je podmnoZina uza-
viend na vSechny operace prislusné opera¢nim symbolim typu {2, Ize tyto
operace zuzit na podalgebru. Proto kazda podalgebra je sama ()-algebrou.
Uvédomte si, Zze tuto ivahu jsme provadéli v prubéhu prednasky nékolikrat
v ruznych kontextech.

Poznamka. Nyni budeme definovat homomorfismus Q-algeber. D4 se asi
cekat, ze to bude takové zobrazeni nosnych mnozin, které pro kazdou operaci
splni nasledujici podminku: jestlize zobrazime vysledek operace, musime do-
stat totéz, jako kdyz zobrazime kazdy operand zvlast a operaci provedeme
az ve druhé algebre.

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
zobrazeni. Rekneme, Ze ¢ je homomorfismus Q-algeber, jestlize pro kazdy
operacni symbol f € Q) arity n a kazdé prvky aq,...,a, € A plati

fa(p(ar),.. - p(an)) = e(falar, . .-, an)).

Poznamka. Pro nularni opera¢ni symbol predchozi podminka samo-
zfejmé znamend ¢(fa) = f5.
Poznamka. Jestlize je Q-algebra A prazdna (v tomto piipadé tedy typ
() nemuze obsahovat Zadny nularni operacni symbol), pak pro libovolnou 2-
algebru B existuje jediny homomorfismus Q-algeber A — B, totiz prazdné
zobrazeni. Jestlize naopak (2-algebra B je prazdn&, pak homomorfismus €2-
algeber A — B existuje pouze v pripadé, kdy i Q2-algebra A je prazdna.
Priklady. Porovnejme v jednotlivych ptipadech predchozich prikladi
tuto definici s definicemi uvadénymi dfive pro jednotlivé specialni pripady
univerzalnich algeber:
1. V pripadé Q-algeber prazdného typu Q = ) je kazdé zobrazeni homo-
morfismem.
2. Pro grupoidy je tato definice totozna s obvyklou definici homomorfismu
grupoidi.
3. Pro grupy byl homomorfismus definovan stejné jako pro grupoidy, tedy
v definici bylo vyzadovano, aby zachovaval souc¢in. Pravé uvedena de-
finice pro pfipad grup vyzaduje, aby homomorfismus zachovaval téz



inverzni prvky a zobrazil neutralni prvek grupy A na neutralni prvek
grupy B. Je asi jasné, pro¢ tyto pozadavky nebyly obsazeny v definici
homomorfismu grup: jak jsme si dokazovali, to jsou pouhé dusledky
toho, ze homomorfismus grup zachovava soucin.

4. Pro okruhy jsme v definici homomorfismu vyzadovali, aby zachovaval
s¢itani, nasobeni a prevadél na sebe jednicky okruhti. Jako dusledek
jsme dostali dalsi podminky z pravé provedené obecné definice, tykajici
se opacnych prvkid a nul okruhti.

5. V piipadé svazli obé definice splyvaji: vyzaduje se, aby homomorfismus
zachovaval V a A.

6. V pripadé Booleovych algeber jsme pozadovali, aby homomorfismus
zachovaval V, A, 0 a 1. Jako dtsledek jsme pak obdrzeli, Ze uz nutné
musi zachovavat téz komplementy, proto nebylo nutné komplementy
zahrnout do definice homomorfismu Booleovych algeber.

7. V pfipadé vektorovych prostorii odpovidda homomorfismu linearni zob-
razeni.

Poznamka. Nasledujici dvé véty pro jednotlivé specialni pfipady univer-
zalnich algeber zndme z prednasky: slozenim dvou homomorfismi opét do-
staneme homomorfismus, homomorfnim obrazem grupy (grupoidu, okruhu,
atd.) je podgrupa (podgrupoid, podokruh, atd.).

Véta 2.2. Necht A, B, C jsou univerzdlni algebry téhoZ typu Q, ¢ :
A — B avy: B — C homomorfismy -algeber. Pak je téZ sloZeni 1 o ¢
homomorfismus Q-algeber.

Diikaz. Protoze je o homomorfismus 2-algeber, pro kazdy operac¢ni sym-
bol f € Q arity n a kazdé prvky aq,...,a, € A plati

o(falay, ... an)) = felplar), ..., elan)).

Protoze je téz 1) homomorfismus €2-algeber, plati

U(fe(p(ar), ..., (an))) = fe(@(p(ar)),. .., v(p(an))).
Dohromady tedy

W © @)(fA(CLl? S 7an)) - w(¢(fA<a17 ce 7an>>> =

coz jsme méli dokazat.



Véta 2.3. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus 2-algeber. Pak obraz Q-algebry A v homomorfismu

p(A) = {p(a); a € A}

je podalgebra Q2-algebry B.

Dikaz. Zvolme libovolné operacni symbol f € €2 arity n. Pak pro kazdé
prvky by,...,b, € p(A) existuji ai,...,a, € A tak, ze p(a;) = by, ...,
o(ay) = b,. Z definice homomorfismu plyne

fB(brs b)) = falplar), ... plan)) = e(falar, .. an)) € p(A).

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
zobrazeni. Rekneme, Ze ¢ je izomorfismus Q2-algeber, jestlize je ¢ bijektivni
homomorfismus Q-algeber. Rekneme, Ze Q-algebry A a B jsou izomorfni,
jestlize existuje néjaky izomorfismus )-algeber A — B.

Poznamka. Nasledujici véta formuluje ocekavanou vlastnost vztahu byt
izomorfni: je reflexivni, symetricky a tranzitivni.

Véta 2.4. Necht A, B, C jsou univerzalni algebry téhoZ typu Q. Pak
plati:

o A jeizomorfni s A;

o je-li A izomorfni s B, pak je téZ B izomorfni s A;

jestlize A je izomorfni s B a B je izomorfni s C, pak je téZ A izomorfni

s C.

Diikaz. To je snadné, dokazte si sami jako cviceni.

Poznamka. Je jasné, ze dvé Q-algebry jsou izomorfni, pravé kdyz lze
jednu dostat ze druhé pfejmenovanim prvki. Proto izomorfni (2-algebry maji
vSechny algebraické vlastnosti stejné.

3. Souciny

Poznamka. Podobné jako jsme definovali soucin grup nebo svaziu, lze
definovat soucin libovolnych dvou 2-algeber. Pro kazdy opera¢ni symbol bu-
deme definovat operaci na mnoziné vsech uspotradanych dvojic po slozkach.

Definice. Necht' A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu ). Na kartéz-
ském soucinu A x B definujeme novou univerzalni algebru typu 2, kterou
nazveme soucinem §)-algeber A a B. Pro kazdy operacni symbol f € ) arity
n a kazdé prvky ay,...,a, € A, by,...,b, € B klademe

foB((ab bl), ey (an, bn)) = (fA(al, e ,an), fB(bb Ce ,bn))

7



Poznamka. Piedchozi podminka v pfipadé nuldrniho opera¢niho sym-
bolu f pochopitelné znamend faxp = (fa, [B)-

Poznamka. Vzpomerite si, Ze u souc¢inu grup jsme pracovali s projekcemi
ze soucinu do ptvodnich grup, coz byly surjektivni homomorfismy. Stejnou
situaci mame i nyni obecné pro (2-algebry. Protoze vsSak ()-algebry mohou
byt i prazdné, nemusi byt obecné projekce ze soucinu surjektivni.

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu ), Ax B soucin
téchto )-algeber. Definujme projekce 71 : AXx B — A, my: AX B — B ze
souc¢inu A x B predpisem: pro kazdé a € A, b € B klademe 71((a,b)) = a
mo((a, b)) = b.

Véta 3.1. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu Q), Ax B soucin
téchto Q2-algeber. Pak obé projekce my, mo jsou homomorfismy §2-algeber.

Diikaz. Ukazme, Ze projekce m; je homomorfismus (2-algeber. Za tim

ucelem zvolme libovolné operacni symbol f € Q arity n a prvky aq,...,a, €
A, by,...,b, € B. Plati

T (faxp((ar,br), ..., (an, 0,))) = m((falar, ... an), fe(br,.... b)) =
= falay,...,a,) =

= fA(ﬂ-l((alv bl))? s ,71'1((0,”, bn)))

Zcela analogicky se dokaze, ze projekce 7y je homomorfismus (2-algeber.

Véta 3.2. Necht A, B, C jsou univerzadlni algebry téhoZ typu Q, ¢ : C' —
A, ¥ : C — B homomorfismy Q-algeber. Pak existuje jediny homomorfismus
Q-algeber p : C — A X B s vlastnosti m, 0 p = ¢, my o0 p = ¢, kde m; :
Ax B— A, my: AXx B — B jsou projekce ze soucinu A X B.

Dutikaz. Je zirejmé, ze podminky m o p = ¢, w0 p = 1 plati pravé tehdy,
kdyz definujeme p : C' — A x B nasledujicim pfedpisem: pro kazdé ¢ € C'
klademe p(c) = (¢(c),¥(c)). Ovéime, Ze je to homomorfismus {2-algeber.
Zvolme libovolné opera¢ni symbol f € (2 arity n a prvky ¢4,...,¢, € C, pak
plati

fax(p(cr), - plen)) = faxs((@ler), ¥(cr)), -, (plen), (cn))) =
= (fale(cr), .- () fo(ler), . ¥(en))).

Nyni vyuzijeme toho, ze ¢ : C — A, ¥ : C — B jsou homomorfismy (2-
algeber:

(fale(er), - elen)), fo((cr), - (cn))) =
= (p(folcr, . e)) 0 foler, .. ) =
P( C(Cl,-- )),



coz se mélo dokézat.

Poznamka. Nyni miZzeme zobecnit soucin 2-algeber takto: misto sou-
¢inu dvou (2-algeber budeme definovat soucin libovolného poctu 2-algeber.
Nejprve potiebujeme zobecnit definici kartézského soucinu mnozin.

Definice. Jestlize pro libovolny prvek ¢« mnoziny I je dana mnozina A;,
pak kartézskym souc¢inem mnozin A; rozumime mnozinu vSech zobrazeni x
z mnoziny I takovych, ze x(i) € A; pro kazdéi € I:

HAi:{X: I—|JAsviel: X(i)eAi}.

i€l icl

Pro libovolné j € I definujeme j-tou projekci m; z kartézského soucinu A =
[Lc; Ai takto: mj : A — Aj; je urceno predpisem m;(x) = x(j) pro kazdé
x € A.

Poznamka. Promysleme si, co znamena predchozi definice ve specialnim
pripadé, kdy indexova mnozina [ je prazdna. Pak prestoze vlastné zadnou
mnozinu A; nemame, jsme opravnéni mluvit o soucinu: dle definice je souci-
nem ][, , A; mnozina viech zobrazeni x : 0 — |J,oy Ai- Protoze | J,c; A; je
mnozina vSech prvka x, pro které existuje i € [ tak, ze v € A;, je ziejmé
Uieg Ai = 0. OvSem zobrazeni x : 0 — () je jediné, totiz prazdné zobrazeni.
Proto mnozina [[,., A; je jednoprvkova; jejim jedinym prvkem je prazdné
zobrazeni.

Poznamka. Uvédomte si, ze pro I = {1,2} ptredchozi definice splyva
s obvyklou: pod kartézskym souc¢inem mnozin A;, As rozumime mnozinu
uspotradanych dvojic

Al X A2 = {(a, b), a € Al,b € AQ}

Ovsem zadat uspotddanou dvojici (a,b) neni nic jiného nez pevné zvolit
a € Ay, b € Ay, coz znamend praveé tolik jako definovat zobrazeni x : {1,2} —
A1UA; s vlastnosti x(1) € Ay, x(2) € Ay: polozime (1) = a, x(2) = b. Proto
nasledujici definice souc¢inu libovolného poctu 2-algeber zobecnuje piredchozi
definici souc¢inu dvou (2-algeber.

Definice. Necht Q2 je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoziny I je
dana univerzalni algebra A; typu ). Souc¢inem téchto ()-algeber rozumime
novou )-algebru definovanou na kartézském soucinu A = [[,.; A; takto:
pro kazdy operacni symbol f € Q arity n a kazdé prvky xi,...,Xn €
A, klademe fa(x1,..-,Xn) = X, kde x € A je uréeno podminkou x(i) =
fa,(xa(3), ..., xn(?)) pro kazdé i € I.

Poznamka. Ve specidlnim ptipadé, kdy indexovd mnozina [ je prazdna,
je souCinem {2-algebra na jednoprvkové mnoziné, jejimz jedinym prvkem je



prazdné zobrazeni. Tato Q-algebra je jediné, nebot na jednoprvkové mnoziné
pro libovolné nezaporné celé ¢islo n existuje jen jedna n-arni operace (viz po-
znédmku na konci prvni kapitoly). Dochazi tedy k situaci, ktera se miize zdat
na prvni pohled paradoxni: ackoli nemame zadnou 2-algebru, jako soucin
dostavame jednoprvkovou 2-algebru. Tedy naprosto z ni¢eho jsme najednou
dostali informaci o tom, jak vypada 2. Ale to se da snadno vysvétlit: soucin
[] je soucin Q-algeber, 1ze jej aplikovat pouze na -algebry pro uréité (.
Informace o tom, jak toto 2 vypada, je tedy ulozena v tom, o jaky soucin
] se jedna. Pokud bychom chtéli byt naprosto pfesni, méli bychom toto 2
néjak v symbolu [] vyznadit, abychom jednotlivé souciny od sebe odlisili.
Jenze néjaky index HQ by jen zbyte¢né komplikoval zapis, staci, ze vime,
ze soucin [] je pro dané Q. Vyplyva odtud i to, co snad bylo jasné uz od
zacatku: soucin jsme definovali jen pro univerzalni algebry téhoz typu.

Poznamka. Pro nularni operacni symbol f € 2 podminka v predchozi
definici samoziejmé znamend f4 = x, kde x € A je uréeno podminkou x (i) =
Far

Véta 3.3. Necht pro libovolny prvek i mnoZiny I je ddna univerzdlni
algebra A; daného typu Q, necht A = []..; Ai je jejich soucin. Pak plati

e Pro kazdé j € I je j-ta projekce m; : A — A; homomorfismus §2-

algeber.

icl

e Necht C je univerzdini algebra téhoZ typu 2, a pro kaZdé j € I necht
je dan homomorfismus Q-algeber p; : C — A;. Pak existuje jediny
homomorfismus Q2-algeber ¢ : C' — A takovy, Ze mj o ¢ = @; pro kazdé
jel.

Duikaz. Postupujeme naprosto stejné jako pri dikazech vét 3.1 a 3.2 pro
soucin dvou 2-algeber, odlisnost je pouze formalni. Dokazme nejdfive prvni
tvrzeni. Zvolme libovolné j € I a ukazme, Ze projekce 7; je homomorfismus
-algeber. Za tim tcelem zvolme libovolné operac¢ni symbol f € Q arity n a
prvky xi,...,Xn € A. Oznac¢me x = fa(x1,.-.,Xn). PFimo z definice plyne

T (falxe, - xa)) = () = x(J) = fa,000), - xa(4)) =
= fAj (Wj(Xl)a cee 77rj(Xn))7
coz se mélo dokazat.
Dokazme nyni druhé tvrzeni. Je ziejmé, Ze podminka m;0¢ = ¢; pro kazdé
j € I plati pravé tehdy, kdyz definujeme ¢ : C' — A nasledujicim predpisem.
Pro kazdé ¢ € C klademe ¢(c) = x, kde x € A je uréeno podminkou: pro
libovolné j € I plati

x(J) = mi(x) = mi(p(c)) = (mj 0 p)(c) = p;(c).
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Pro ¢(c) € A tedy plati: pro kazdé j € I je (p(c))(j) = p;(c). Ovéime, ze
takto definované zobrazeni ¢ : C' — A je homomorfismus {2-algeber. Zvolme
libovolné operacni symbol f € Q arity n a prvky cp,...,c, € C. Oznacme
X = fale(c1),...,o(cn)), podle definice souc¢inu Q-algeber pak pro kazdé
i € I plati

X(@) = fa,((p(c1))(@), -, (p(en)) (@) = fa,(pilcr), -, pilen)) =
= @i(foler, ... cn)),

nebot ¢, : C' — A; je homomorfismus Q-algeber. Ovsem

pilfoler, . en)) = mie(foler, - an))) = (e(foler, -, en))) (D).

To znamend, ze x a ¢(fo(c1,...,¢,)) jsou (jakozto prvky kartézského sou-
¢inu) zobrazeni se stejnym defini¢nim oborem, oborem hodnot i predpisem,

proto plati y = @(fC(Cla s 7Cn))7 tj. fA(QO(Cl)a cee 790(071)) = go(f(;(cl, s 7cn>)’
coz se mélo dokazat.

4. Kongruence a faktorové algebry

Poznamka. V této kapitole zobecnime pojmy faktorgrupa a faktorokruh
na pripad libovolné Q-algebry. Nepodaii se ndm vsSak nalézt pojem odpovi-
dajici pojmim norméalni podgrupa grupy a ideal okruhu. Uvédomme si, jak
jsme pojem normalni podgrupa dostali: pti faktorizaci grupy nebylo nutné
si pamatovat cely rozklad nosné mnoziny uzivany k faktorizaci, stacilo si
pamatovat tu t¥idu, kterd obsahovala neutralni prvek grupy. Cely rozklad
jsme totiz byli schopni ze znalosti této jediné t¥idy jednoznacné urcit, nebot
tato tf¥ida byla normalni podgrupa celé grupy a zminény rozklad byl rozkla-
dem prislusnym této podgrupé. Tato situace se pak opakovala i v pripadé
okruhii, vzdyt kazdy okruh (zapomeneme-li na operaci nasobeni) je komu-
tativni grupa. To ale samoziejmé neplati pro libovolné )-algebry. Proto pti
faktorizaci (2-algeber nevystacime jen se zadanim néjaké vhodné podmno-
ziny nosné mnoziny (jakozto jedné t¥idy rozkladu), ale bude vzdy tfeba za-
dat rozklad cely. Rozklad samoziejmé lze zadat pomoci jemu odpovidajici
ekvivalence.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu ), necht ~ je relace ekvi-
valence na nosné mnoziné A. Rekneme, Ze ~ je kongruence na -algebie A,
jestlize pro kazdy n-arni operacni symbol f € () a pro kazdéay,...,a,,b1,...,b, €
A plati

ai Nbl,...,anan:>fA(a1,...,an) NfA(bl,...,bn).

11



Poznamka. Nasledujici véta popisuje vztah mezi homomorfismy 2-algeber
a kongruencemi na {2-algebrach: kazdy homomorfismus zadava kongruenci.
Pozdéji dokazeme, Ze i naopak kazda kongruence vznika timto zptisobem
z vhodného homomorfismu.

Véta 4.1. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Pak relace ~ na nosné mnoziné A definovand
predpisem: pro kazdé a,b € A plati

a~ b= p(a) = @) (1)

je kongruence na Q-algebre A.

Dutikaz. Ziejmé je ~ ekvivalenci pfislusnou zobrazeni ¢. Staci tedy uka-
zat, ze spliiuje implikaci v definici kongruence. Zvolme libovolné n-arni ope-
ra¢ni symbol f € Q a prvky ay,...,a,,b1,...,b, € A tak, ze a; ~ by, ...,
a, ~ b,. Odtud plyne p(a;) = ¢(by), ..., p(a,) = @(b,). Pak ovSem z definice
homomorfismu

W(fA(ab s 7an)) = fB(¢<a1)7 s 730(0’71)) = fB(SO(bIL T (p(bn)) =
= @(falbr,...,bn)),

coz znamend dokazované fu(ay,...,a,) ~ fa(by,...,by).

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Kongruence ~ na ()-algebie A definovana pred-
pisem (1) pfedchozi véty se nazyva jadro homomorfismu .

Poznamka. Na rozdil od jadra homomorfismu grup, coz byla normalni
podgrupa grupy A, a jadra homomorfismu okruht, coz byl ideal okruhu A,
neni tedy jadro homomorfismu 2-algeber podmnozina nosné mnoziny A, ale
ekvivalence na nosné mnoziné A. Je to déno tim, Ze (jak jsme jiz zmirovali
v tivodni pozndmce této kapitoly) v obecném ptipadé Q-algeber neni mozné
charakterizovat cely rozklad (a tedy celou ekvivalenci) pouze jedinou jeho
tridou.

Poznamka. V nasledujici definici k dané Q-algebie A a dané kongruenci
na ni sestrojime faktorovou (2-algebru zptsobem znamym z faktorizace grup a
okruht: na rozkladu pfislusném ~ (vzdyt ~ je ekvivalence na nosné mnoziné
A) zavedeme operace pomoci reprezentantti. Jako obvykle pak bude potieba
ovérit korektnost této definice, tj. dokazat, ze provedena konstrukce nezalezi
na nasi liboviili pfi volbé reprezentantii.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu €0, necht ~ je kongruence
na Q-algebre A. Ozna¢me R = A/~ rozklad prislusny ~. Pro kazdy n-drni
operacni symbol f € () definujme n-arni operaci na R takto: pro kazdé
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Xi,..., X, € R zvolme a; € Xy, ..., a, € X,, a definujme fr(Xy,...,X,)
tim, Ze je to tiida obsahujici prvek fa(aq,...,ay,). MnozZina R spolu s pravé
zavedenymi operacemi se nazyva faktorova algebra Q-algebry A podle kon-
gruence ~, znaci se A/~.

Véta 4.2. Predchozi definice je korektni.

Dutikaz. Je tieba ovéfit nezavislost na volbé reprezentantii. Zachovejme
veskeré oznaceni z definice a zvolme jesté dal$i reprezentanty: nechf téz

by € Xy, ..., b, € X,,. OvSem patrit do stejné t¥idy rozkladu znamena
byt ekvivalentni, tedy plati a; ~ by, ..., a, ~ b,. Z definice kongruence pak
dostavame fa(ay,...,a,) ~ fa(by,...,b,), coZ znamena, ze fa(ay,...,a,) a

fa(by, ..., b,) patii do stejné t¥idy rozkladu, totiz do ti¥idy fr(Xi,...,X,).

Priklad. Priklad faktorgrupy a faktorokruhu je znamy. Ukazme si proto
néco, co jsme v prednasce z algebry nedélali. Univerzalni algebra nam dava
navod, jak faktorizovat svazy. Necht (S,V,A) je svaz. Kongruence na ném
je ekvivalence ~ na mnoziné S splnujici: pro kazdé a,b,c,d € S takové, ze
a~bac~d,platiaVe~bVdaaAc~ bAd. Jeli ~ kongruence na
svazu (S, V, A), pak faktorsvaz je svaz, jehoZ nosnd mnozina je rozklad S/~ a
operace na ni jsou definovany pomoci reprezentantti: pro 7', R € S/~ zvolime
a €T, b€ R a definujeme TV R jako tfidu obsahujici a Vb a T A R jako
tfidu obsahujici a A b.

Véta 4.3. Necht A je univerzadlni algebra typu ), ~ kongruence na Q-
algebre A. Pak zobrazeni m : A — A/~ wurcené predpisem a € w(a) pro
libovolné a € A (tedy w(a) je trida obsahujici prvek a) je surjektivni homo-
morfismus (2-algeber.

Dukaz. Zobrazeni 7 je surjekce, nebot kazda t¥ida rozkladu X € A/~
je neprazdna, existuje tedy a € X, pro které samoziejmé plati w(a) = X.
Ukazme, Ze 7 je homomorfismus 2-algeber. Zvolme libovolné n-arni operac¢ni
symbol f € Qaprvky ay,...,a, € A. Oznaéme X; = 7(aq), ..., X, = 7(a,).
Pak tedy a1 € X1, ..., a, € Xy a fay(Xy,...,X,) je urceno tim, Ze obsahuje
prvek fa(as,...,an), tj.

m(falar, ... an)) = fau( X1, .., X0) = faju(m(ar), ..., 7(an)),

coz se mélo dokézat.

Definice. Surjektivni homomorfismus §)-algeber m : A — A/~ konstruo-
vany v predchozi vété se nazyva projekce 2-algebry A na faktorovou algebru
Afr~.

Dusledek. Necht A je univerzdlni algebra typu Q. Plati, Ze kaZdd kon-
gruence na 2-algebre A je jadrem vhodného homomorfismu Q-algeber vychd-
zejictho z Q-algebry A.
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Dukaz. Necht ~ je libovolnd kongruence na (2-algebie A. Necht 7 :
A — A/~ je projekce (-algebry A na faktorovou algebru A/~. Tvrzeni
bude dokazéno, ovéfime-li, ze jaddrem 7 je ~. Oznacme ~ jadro w. Podle
definice jadra homomorfismu pro libovolné a,b € A plati a ~ b pravé tehdy,
kdyz m(a) = w(b), coz podle definice projekce znamena, ze a a b patii do téze
t¥idy rozkladu A/~, neboli a ~ b.

Definice. Necht A je mnozina, ~ a ~ ekvivalence na mnoziné A. Rek-
neme, ze ekvivalence ~ je mensi nebo rovna ekvivalenci ~, jestlize pro kazdé
a,b € A plati implikace

a~b=—a~0.

Poznamka. Protoze dle definice je ekvivalence na mnoziné A relaci na
mnoziné A, tedy podmnozinou kartézského souc¢inu A x A, pfi¢emz napii-
kace z ptedchozi definice vlastné mnozinovou inkluzi ~ C ~. Nemuseli jsme
tedy pro ekvivalence pojem mensi viibec zavadét, divodem byla jen snaha
o snadnéjsi porozumeéni textu. Plyne odtud, zZe tato relace je usporadanim
na mnoziné vsech ekvivalenci na mnoziné A. Nejmensi prvek této uspofa-
dané mnoziny je ekvivalence = (dva prvky jsou ekvivalentni, pravé kdyz jsou
stejné), nejvétsim prvkem je ekvivalence A x A, v niz kazdé dva prvky mno-
ziny A jsou ekvivalentni (tedy ji odpovidajici rozklad ma — v pripadé A # ()
— jedinou t¥idu rozkladu, totiz celou mnozinu A). Uvazme libovolnou ne-
prazdnou mnozinu E ekvivalenci na mnoziné A. Prinikem vSech ekvivalenci
~ € F je tedy relace ~ na mnoziné A, pro kterou plati: pro libovolné a,b € A
je a = b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € F plati a ~ b. Snadno se ovéii,
ze relace & je téz ekvivalenci na mnoziné A (promyslete si dikaz sami, je
opravdu snadny). Odvodili jsme, Ze mnozina vSech ekvivalenci na mnoziné A
uspotfadané inkluzi je iplny svaz. Rovnéz mnozina vSech kongruenci na dané
Q2-algebié A usporadand inkluzi tvori uplny svaz, jak plyne z nasledujici véty,
uvédomite-li si, ze relace A x A je vzdy kongruenci na )-algebié A.

Véta 4.4. Necht A je univerzalni algebra typu 2, K neprdzdnd mnoZina
kongruenci na Q-algebie A. Necht relace =~ na mnoZiné A je prinikem vsech
kongruenci z mnoziny K, tj. pro libovolné a,b € A klademe a =~ b prdvé
tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K je a ~ b.

o Pak relace =~ je kongruenci na Q-algebre A.

o Uvazme soucin Q-algeber B =[] ., A/~. Pro kaZdé ~ € K oznacme

T~ : B — A/~ projekci ze soucinu a p. : A — A/~ projekci -
algebry A na faktorovou algebru A/~. Podle véty 3.3 ezistuje jediny
homomorfismus Q-algeber ¢ : A — B takovy, Ze 7. o ¢ = pu~. Pak
plati: jadrem homomorfismu ¢ je kongruence ~.
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Dukaz. Prvni tvrzeni je disledkem druhého, nebot podle véty 4.1 je jadro
libovolného homomorfismu kongruenci. Ozna¢me ~ jadro homomorfismu ¢.
Pro libovolné a,b € A plati a ~ b pravé tehdy, kdyz p(a) = p(b), coz
podle definice soucinu (2-algeber nastane pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K
plati m.(¢(a)) = m(p(b)), coz vzhledem k 7. o ¢ = p. znamend pravé
p~(a) = p~(b), neboli a ~ b. Dokazali jsme, Ze pro libovolné a,b € A plati
a ~ b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K je a ~ b, coz vsak podle definice
relace ~ nastane, pravé kdyz a ~ b. Véta je dokazana.

Poznamka. Néasledujici véta je zobecnénim vét, které jsme si uvadéli pro
faktorgrupy a faktorokruhy.

Véta 4.5. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu 2, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber s jadrem ~. Necht = je libovolnd kongruence na Q-
algebie A mensi nebo rovna kongruenci ~. Oznacme m: A — A/~ projekci
Q-algebry A na faktorovou algebru A/=. Pak plati

o Existuje jediné zobrazeni ¢ : A/~ — B takové, Ze pom = .

o Toto zobrazeni ¢ je homomorfismus Q-algeber.

o Homomorfismus ¢ je surjektivni, pravée kdyz homomorfismus p je surjek-
tivni.

o Homomorfismus @ je injektivni, praveé kdyz jsou obé kongruence ~ a ~
stejné (tj. ~ = =2).

Dukaz. Konstruujme zobrazeni ¢ : A/~ — B tak, aby ponm = ¢.
Zvolme libovolné X € A/~. Protoze X je t¥ida rozkladu, je neprazdna,
a tedy existuje a € X. Podle definice m pak w(a) = X. Pak z podminky
pom = plyne (X) = @(m(a)) = (pom)(a) = ¢(a). To oviem znamena,
ze pokud néjaké zobrazeni ¢ : A/~ — B spliyjici ¢ o m1 = ¢ existuje, je
jediné. Definujme tedy ¢ : A/~ — B timto jedinym zptsobem: pro libovolné
X € A/~ tedy zvolime a € X a klademe ¢(X) = p(a). Je ale tieba ovéfit
korektnost této definice, neboli nezavislost na volbé a € X. Méjme dalsi
b € X, pak oba prvky a, b lezi v téze tfidé X rozkladu A/, odkud a = b.
Protoze kongruence ~ je mensi nebo rovna kongruenci ~, plyne odtud a ~ b.
Ovsem ~ je jadrem homomorfismu ¢, proto posledni znamené ¢(a) = ¢(b).
Je tedy skutecné definice zobrazeni ¢ korektni.

Dokazme nyni, Ze zobrazeni ¢ je homomorfismus (2-algeber. Za tim ticelem
zvolme libovolné opera¢ni symbol f € Q arity n a prvky X3,..., X, € A/~.
Zvolme libovolné ay, . .., a, € Atak, ze m(a1) = Xy, ..., 7(a,) = X,,. Protoze
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7 a @ jsou homomorfismy 2-algeber, plati

@(fA/z(Xl, . 7Xn)) = @(fA/z(ﬂ(al),...,ﬂ(an))) =
= 95(7<fA(a17~-:an))> =
= (@om)(falay,...,an)) =
= ¢(falas,... an)) =
= falp(ar), ..., p(an)) =
= f((@om)(ar),....(¢om)(an)) =
= [p(@(m(a1)), ..., ¢(m(an))) =
= [p(e(X1), ..., p(Xn)),

coz jsme méli dokazat.

Jestlize je homomorfismus ¢ surjektivni, pak pro kazdé b € B existuje a €
A tak, ze b = ¢(a) = (pom)(a) = p(m(a)), coz znamend, ze homomorfismus
¢ je surjektivni. Je-li naopak homomorfismus ¢ surjektivni, pak téz ¢ jakozto
slozeni dvou surjekei je surjektivni (dokazte si sami).

Predpokladejme, ze ~ = =, a ukazme, ze homomorfismus ¢ je injektivni.
Necht X7, Xy € A/~ jsou libovolné prvky spliujici ¢(X;) = @(Xs). Zvolme
libovolné ay, as € A tak, ze w(a1) = Xy, m(az) = Xs. Pak plati

plar) = (pom)(a) = g(m(ar)) = ¢(X1) =
= P(X3) = ¢p(m(az))(p o m)(az) = p(as),

odkud z definice jadra homomorfismu plyne a; ~ as, a proto a; ~ as, coz
znamena, ze prvky a; a ag lezi v téze t¥idé rozkladu, kterou je X; = Xs.

Predpokladejme naopak, ze homomorfismus ¢ je injektivni. Staci ove-
fit, Zze kongruence ~ je men$i nebo rovna kongruenci =, nebof opacnou
nerovnost mame v piedpokladech véty. Nechf tedy jsou a,b € A takové,
ze a ~ b. Pak z definice jadra homomorfismu plyne p(a) = ¢(b), tedy
P(m(a)) = @(mw(b)). Protoze predpokladame, ze ¢ je injektivni homomorfis-
mus, plyne odtud 7(a) = 7(b). Podle definice projekce na faktorovou algebru
to znamend, ze a a b lezi v téze t¥idé rozkladu A/~ tedy a ~ b. Dikaz véty
je skoncen.

Dusledek. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoz typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber s jadrem ~. Pak obraz Q-algebry A v homomor-

fismu @
p(A) = {p(a); a € A}
je Q-algebra izomorfni s faktorovou algebrou A/~.
Dukaz. Stac¢i uzit pfedchozi vétu pro ~ = ~ a uvédomit si, ze p(A) =
(pom)(A) = @(A/~), nebot projekce 7 je surjektivni.
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5. Termy

Poznamka. V néasledujici kapitole budeme chtit definovat rovnosti. Pti-
kladem téchto rovnosti jsou komutativni, asociativni, distributivni, absorpéni
a dalsi identity, se kterymi jsme se setkali. Jde vzdy o rovnost mezi dvéma
vyrazy, které obsahuji néjaké proménné spolu svazané operacemi. Tyto vy-
razy nazyvame termy. Potfebujeme nyni presné tyto termy definovat. Jedina
cesta je definovat je induktivné, tedy fici, Ze term je néco, co lze urcitymi
pravidly ziskat z nejjednodussich termt. Predstavme si pro urcitost néjaké
konkrétni rovnosti, napriklad nasledujici rovnosti platné v Booleovych alge-
brach z V2’ = 1, x A x = z. Vidime, Ze zde nejjednodussimi termy jsou
nularni operace 1 a proménnd x. Z nich se pak konstruuji slozit&jsi termy a2/,
x Az, xV z'. Obecné nevystacime s jedinou proménnou (vzpomeiite si na
rovnosti popisujici komutativni nebo asociativni zékon). Na druhou stranu
je jasné, ze vidy mame v rovnosti jen kone¢né mnoho proménnych. Proto
bude stacit pracovat s nasledujicimi proménnymi xy, zo, x3, . . .

Definice. Necht 2 je typ. Termem typu §2 nazveme pravé takovy vyraz,
ktery lze zkonstruovat konecné mnoha aplikacemi nasledujicich pravidel:

e Pro libovolné prirozené cislo n je proménna x, term typu €.

e Pro libovolny nularni operacni symbol f € € je f term typu §2.

e Pro libovolné prirozené c¢islo n, libovolny n-arni operacni symbol f € §2
a libovolné termy ty, ..., t, typu Q) je vyraz f(ty,...,t,) term typu €.

Poznamka. Pokud by mél nékdo pocit, Ze pres veskerou snahu o pres-
nost je predchozi definice stejné nepresné, nebot uziva nedefinovany pojem
vyraz, miize si predchozi definici opravit tim, ze misto o vyrazech bude mluvit
o konec¢nych posloupnostech symboli z abecedy, ktera se sklada z mnoziny
proménnych, mnoziny €2, kulatych zavorek a ¢arky, tedy o slovech nad touto
abecedou. Poznamenejme téz, Ze striktné podle definice naptiklad z V' term
neni, spravné bychom jej totiz méli psat ve tvaru V(zq, (x1)). Je jasné, ze
posledni zapis na piehlednosti nepridal, proto nebudeme uzivat dogmaticky
jen zapisy termu povolené predchozi definici. Na druhou stranu je nezbytné,
abychom vzdy védéli, jak term, ktery uzivame, ma dle této definice vypadat.

Definice. Rekneme, Ze term t typu ) je n-arni, jestlize se pii jeho kon-
strukci nevyuzilo zadné proménné x,, pro m > n.

Priklad. Term x5 je binarni, ovSem je téz 3-arni a také 4-arni atd. Neni
vsak unarni, pfestoze v ném vystupuje jen jedna proménna.

Priklad. Nularni term typu €2 je term, pfi jehoz konstrukci se nepouzila
zddna proménna, byl tedy vytvofen jen pomoci druhého a tietiho pravidla
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z definice termu. Je jasné, ze takové termy existuji jen pro typy obsahujici
alespon jeden nularni operac¢ni symbol.

Poznamka. Je vcelku patrné, Ze kazdy n-arni term ¢ typu €2 ndm v libo-
volné 2-algebie A zadava n-arni operaci. Chceme-li tento jasny fakt definovat
presné, je nutné uzit opét induktivni definici.

Definice. Necht't je n-arni term typu ). Necht A je univerzalni algebra
typu ). Definujeme n-arni operaci t, urcenou termem t na ()-algebre A

nasledujicim zpusobem. Necht a4, ..., a, € A jsou libovolné prvky.
e Je-li termem t proménna xj, pak operaci urc¢enou termem t je k-ta
projekce z kartézského soucinu, tj. prot = xy, klademe ta(ayq,. .., a,) =
.

e Je-li termem t nularni operacni symbol f € ), pak operaci ur¢enou
termem t je operace na ()-algebie A prislusna symbolu f, tj. prot = f
klademe t(aq, ..., a,) = fa.

e Je-li term t slozen pomoci k-arniho operacniho symbolu f € (), kde
k>1,ztermiity, ..., t. typu ), pak operacit, urcenou termem t defi-
nujeme takto: jeji hodnota v n-tici (ay, . . ., a,) je hodnota operace f, na

Q-algebie A piislusné symbolu f v k-tici ((t1)a(ar, ..., an), ..., (tx)a(as, ...

hodnot operaci prislusnych termum ty, ..., ty v n-tici (aq,...,a,), tj.
prot = f(ty,...,t,) klademe

ta(ar, ... an) = fa((t)alar, ... an), ..., (tr)alas, ... a,)).

Poznamka. ProtozZe libovolny n-arni term typu €2 lze povazovat téz za
m-arni term typu €2 pro libovolné m > n, dopustili jsme se v predchozi
definici jisté nepresnosti: stejnym symbolem ¢4 oznacujeme riuzné operace!
Je-li £ nejmensi takové, ze term t je k-arni, pak ¢4 znaci n-arni operaci na
(-algebre A pro kazdé nezaporné celé ¢islo n > k. Ukazme to na nasledujicim
prikladu.

Priklad. Predpokladejme, Ze ) obsahuje binarni opera¢ni symbol +.
Jestlize naptiklad povazujeme term x; + x2 za binarni, pak podle predchozi
definice plati (21 +x3)a(a1, az) = a1 +az, pokud tento term vSak povazujeme
za 3-arni, pak (r1 + x9)a(a1, as, a3) = a; + az. Obecné, pro libovolné n > 2,
je-li term x1 4+ x9 povazovan za n-arni, pak (x1 + x3)a(aq,. .., a,) = a; + as.

Poznamka. V ptredchozim piikladé jsme vidéli, Ze nepresnost, které se
dopoustime, neni nijak fatalni. Dokazeme to v nasledujici véte.

Véta 5.1. Necht t je n-drni term typu Q, necht pFirozené cislo m > n.
Pak pro libovolnou univerzalni algebru A typu 2 a libovoln€ ay, . ..,a, € A
plati

tA(alv s 7an) - tA<ala s 7am)7
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kde symbolem t, rozumime vlevo n-drni operaci urcenou termem t na A,
kdezto vpravo m-drni operaci urcenou termem t na A.

Diikaz. Dikaz povedeme indukci vzhledem k termu ¢ podle definice
termu. Prvni krok této indukce spociva v tom, Ze tvrzeni dokazeme pro termy,
které jsou proménnou nebo nuldrnim opera¢nim symbolem. Ve druhém kroku
predpokladame, ze term ¢ je pomoci néjakého operacniho symbolu slozen z ji-
nych termu a ze pro tyto termy bylo tvrzeni jiz dokazano, a dokdzeme tvrzeni
pro term ¢.

e Je-li termem ¢ proménnd xy, pak & < n, nebot t je n-arni term. Plati
(xg)alar, ... a,) = ap = (xr)alar, ..., an).
e Je-li termem ¢ nularni opera¢ni symbol f € €, pak
falar,...;an) = fa= falar,. .., an).

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde k > 1, z termt ¢4, ..., tx typu 2, pro které jiz bylo
tvrzeni dokazano, tedy pro kazdé j = 1,..., k plati

(tj)A(al, ceey an) = (tj)A(al, Ce ,am).

Pak plati

ta(ar,. .. an) = fal(t)a(ar, ... an),- .. (te)alar,. .. an)) =
= fA((tl)A(al, Ce ,am), ey (tk)A(al, Ce ,am)) =

Véta je dokazana.

Priklad. Necht Q = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, necht A je
univerzalni algebra typu Q (tedy grupoid). Uvazme term xz; - xo. Pak dle
predchozi definice tento term urcuje binarni operaci

(56'1 : 132),4(@1,@2) = (xl)A(a17a2) : (1132)14(@17@2) = G - 4.
Podobné
($2 : 131),4(@1, az) = (SUz)A(GL az) : (1131)14(@17 Cl2) = a2 - ay.

Naivné lze tedy operaci prislusnou termu ¢ popsat takto: za proménnou xy
dosadime prvek a; a provedeme vSechny operace termu t.
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Piiklad. Uvazme typ Q = {V,A,’,0,1}, kde opera¢ni symboly V a A
jsou bindrni, symbol ’ je unarni a symboly 0, 1 jsou nuldrni. Necht A je uni-
verzalni algebra typu Q (piikladem takové Q-algebry je libovolnd Booleova
algebra, ovsem ne kazda €2-algebra je Booleova algebra, je ji jen ta, v niz plati
podminky kladené na Booleovy algebry, tj. asociativita, komutativita, idem-
potentnost obou operaci, absorp¢ni a distributivni zakony, identity spojené
s nejmensim a nejvétsim prvkem, identity pro komplement — viz nasledujici
kapitolu). Uvazme term (z; A x5) V (2} A x3), pak hodnota operace na A
urcené timto termem v usporadané dvojici prvki aq,as € A je

((z1 A ay) V(2] Az2))alar, a2) = (21 A ag)alar, a2) V (2] A x2)alar, az) =
= ((x1)ala1, a2) A (25) a(ar, a2)) V ((2)) alar, az) A (22) alas, az)) =

= (a1 A ((22)a(a1,a2))") V (((21) a(ar, a2)) Aag) =

= (a1 Aab) V (a}) A ag),

coz je v pripadé Booleovy algebry hodnota operace sc¢itani na odpovidajicim
Booleové okruhu.

Priklad. Uvazme libovolny typ 2 obsahujici n-arni opera¢ni symbol f, a
term f(x1,...,x,). Pak pro libovolnou Q-algebru A alibovolné ay, ..., a, € A
plati

(f(xy, ... xn))alar, ... a,) = fa((z1)alar, ... an), ..., (zp)alay, ... a,)) =

= falay, ... a,),

a tedy (f(xlv <o 7xn))A = fA-

Poznamka. Pravé definované operace urcéené termy umoznuji zformulo-
vat nasledujici obecnou vétu o tom, jak vypada podalgebra (2-algebry ge-
nerovana podmnozinou. Se specidlnimi pfipady této véty jsme se jiz néko-
likrat setkali, naptiklad pro podgrupu grupy generovanou mnozinou, nebo
pro vektorovy podprostor vektorového prostoru generovany danou mnozinou
vektort.

Véta 5.2. Necht A je univerzdlni algebra typu Q, M podmnoZina nosné
mnoziny A. Pak podalgebra (M) Q-algebry A generovand mnoZinou M je
tvaru

(M) ={ta(ar,...,an); n € Z, n >0, t je n-darni term typu 2, aq,...,a, € M}.

Diikaz. Ozna¢me N mnozinu na pravé strané uvedené rovnosti. Nejprve
dokazeme (M) C N, a to tak, ze ukdzeme, ze N je podalgebra Q-algebry
A obsahujici mnozinu M. Pro inkluzi M C N sta¢i vzit n = 1 a unérni
term x, nebot pro libovolné a € M je (x1)4(a) = a. Dokazme tedy, ze N je
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podalgebra -algebry A. Zvolme libovolné k-arni operacni symbol f €
a k libovolnych prvkt by,...,by € N a ukazme, Ze fa(by,...,br) € N.
Ovsem pro kazdé j = 1,...,k existuje n;-arni term ¢; typu Q a n; prvki
Q1,5 05, € M tak, ze b = (t;)a(aj1,...,a;n,). Potfebujeme prvky
bi, ..., b, ziskat jako hodnoty operaci prislusnych néjakym termtm typu €2
na stejné n-tici prvkt mnoziny M. Proto polozme n = ny+- - -+n; a uvazme
n-tici (@11, .., @1ngs - k1, - - -5 A, ) VZziiklou poskladanim zminénych n;-
tic za sebe. Oznacme t; term, ktery vznikne z termu ¢; tim, Ze se indexy vSech
proménnych v ném pouzitych zvétsi o ¢islo ny + --- + n;_; (tedy specidlné
t) = t1). Plati tedy pro kazdé j =1,...,k

bj = (tj)A(aj,]_a .. .,Gj,nj) = (t;‘)A(al,la vy A1ngy -5 A1, - - 7&k,nk)7
a proto

fA(b17 Ce 7bk) = (f(tll, Ce ,t;))A(aLl, Ce 7a17"17 Ce ,a;al, Ce ,ak,nk).

To je ale dle definice mnoziny N prvek N, coz se mélo dokazat.

Dokazme nyni inkluzi (M) O N, a to tak, Ze ukéZeme, Ze prvky mno-
ziny N lezi v kazdé podalgebie Q-algebry A obsahujici mnozinu M. Dle
definice mnoZiny N je jeji libovolny prvek tvaru t4(aq,...,a,), kde t je n-
arni term typu 2 a ay,...,a, € M. Necht H je libovolna podalgebra 2-
algebry A obsahujici mnozinu M a ukazme indukci podle definice termu, ze
talay,...,a,) € H.

e Je-li termem ¢ proménnd xy, pak ta(as,...,a,) =a, € M C H.

e Je-li termem ¢ nularni operac¢ni symbol f € €, pak podle definice po-

dalgebry t4(ay,...,a,) = fa € H.

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q,kde k > 1, z termu 4, ..., t; typu €2, pro které jiz bylo tvr-
zeni dokazano, tedy prokazdé j = 1,..., kplatib; = (¢;)a(as,...,a,) €
H. Pak plati

ta(as, .. an) = Fal(t)alan, . an)s s (t)a(as,. .. an)) =
= fA(bl,...,bk) cH

dle definice podalgebry.
Véta je dokazana.
6. Variety

Definice. Necht ty, to jsou termy typu §2. Vyraz t; = ty nazyvame rov-
nosti typu Q.
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Piiklad. Necht Q2 = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, pak rovnosti
typu €2 je napiiklad rovnost xy - x5 = x5 - 1. Tato rovnost psana naprosto
formélné je tvaru -(zq,x2) = -(z2, 1), ale je jasné, Ze neni tieba si zbytetné
komplikovat zivot pfehnanou snahou po formalnosti, podstatné je to, ze vime,
jak formalné rovnost vypada, a jsme schopni v piipadé potieby ji spravné
formalné prepsat.

Priklad. Uvazme typ Q2 = {-, 7!, 1}, kde opera¢ni symbol - je binarni,
symbol 7! je unérni a symbol 1 je nularni. Piiklady rovnosti jsou (z1-zs) 13 =
w1 - (29 23), 71 - 27" =1, atd.

Definice. Necht' t; a ty jsou termy typu §2, necht A je univerzalni algebra
typu €. Necht n a m jsou nejmensi pfirozena ¢isla takova, ze t; je n-arni a
ty je m-arni term. Oznacme k = max{n, m}. Rekneme, %e rovnost t; = t,
plati v Q-algebie A, jestlize termy ti, ty urcuji stejnou k-arni operaci na
Q-algebie A, tj. pro kazdé prvky ai,...,ar € A plati (t1)a(aq,...,a;) =
(tz)A(a,l, Ce ,ak).

Poznamka. Podle véty 5.1 plati, Zze pokud termy t¢; a t5 z predchozi defi-
nice urcuji stejnou k-arni operaci na A, tak pro libovolné pfirozené ¢islo [ > k
tyto termy urcuji stejnou [-arni operaci na A. Proto v predchozi definici jsme
misto k = max{n, m} mohli vzit libovolné pfirozené ¢islo k > max{n, m}.

Priklad. Necht t; = ¢, je libovolna rovnost typu 2. Pak v libovolné
jednoprvkové univerzalni algebfe A typu Q plati rovnost t; = t5. Jestlize
existuje prazdna Q-algebra (tj. jestlize typ 2 nema zadny nuldrni operacni
symbol), pak v této prazdné algebfe rovnost t; = t5 také plati.

Piiklad. Necht Q2 = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, pak rovnost
X1 - T9 = x9 - 11 plati v Q-algebie A, pravé kdyz je A komutativni grupoid.

Definice. Libovolnou mnozinu rovnosti typu §2 nazyvame teorii typu §2.

Definice. Necht' T je teorie typu . Tridu vSech Q-algeber, v nichz plati
vsechny rovnosti teorie T', nazyvame varietou §2-algeber urcenou teorii T

Priklad. Nechf T je libovoln4 teorie typu €. Pak plati, Ze ve varieté ur-
¢ené teorii T lezi vsechny jednoprvkové (2-algebry. Jestlize typ 2 nema zadny
nularni operacni symbol, pak ve varieté urcené teorii 1" lezi také prazdna -
algebra.

Poznamka. VSimnéte si, Ze v pfedchozi definici hovofime o t¥idé vSech Q-
algeber, nikoli o mnoziné vSech (2-algeber. Nelze totiz hovorit o mnoziné vsech
Q-algeber stejné jako nelze hovorit o mnoziné vsech mnozin. Divodem jsou
paradoxy naivni teorie mnozin (pokud by existovala mnozina vSech mnozin,
existovala by i mnozina M vSech téch mnozin, které nejsou svym prvkem;

pak oba piipady M € M i M ¢ M vedou ke sporu).
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Poznamka pro ty, ktefi znaji predikatovou logiku. Uvazime predi-
katovou logiku v jazyce s opera¢nimi symboly z ). Pak pro libovolné n-arni
termy je rovnost t; = t, atomickou formuli predikatové logiky, z niz pridanim
kvantifikitorti utvotime uzavienou formuli (tj. sentenci) (Vzy) ... (Va,)(t; =
ty). Provedeme-li to se vSemi rovnostmi néjaké teorie T" typu 2, ziskdme tak
mnozinu uzavienych formuli, tedy teorii predikatové logiky. Varieta urcena
teorii T' je pak pravé tfida vSech model takto vzniklé teorie predikatové
logiky.

Priklad. Necht © = {-}, kde - je binarni operacni symbol. Teorie {z;-z5 =
xg - x1} urcuje varietu v8ech komutativnich grupoidi, teorie {(x; - x3) - x3 =
x1 - (29 - 23)} uréuje varietu vSech pologrup, teorie

{901'$2=$2'$1, (xl-xg)-xg:x1~(x2-m3),x1-371:m1}

urcuje varietu vSech polosvazl. Naproti tomu t¥idu vSech grup nedostaneme
jako varietu {-}-algeber uréenou néjakou teorii typu {-}: nevime totiz, jak
zapsat podminku pro existenci neutralniho prvku néjakymi rovnostmi (tato
podminka obsahuje existencni kvantifikator, kdezto my mtzeme zapsat jen
podminky se vSeobecnymi kvantifikatory).

Priklad. Uvazme typ 2 = {-, 7!, 1}, kde opera¢ni symbol - je bindrni,
symbol ~! je unarni a symbol 1 je nularni. Teorie

{(1’1'1’2)'1’3 = .131'(1’2'.133), 371‘1 = T, 1‘371 =T, LEl'(Il)il = 1, (.131)71'231 = 1}

urcuje varietu vsech grup, pridanim dalsi rovnosti x; - z9 = x5 - x1 ziskdme
teorii urcujici varietu vsech komutativnich grup. Tato varieta je samoziejmeé
téz varietou urcenou teorii

{(1’1 : lL‘Q) T3 = XT71 (l’g : Z[‘g), T1-T9g = X9+ T1, T1 1= Ty, T1 - (1’1)_1 = 1}

Piiklad. Uvazme typ 2 = {+,-,—,0,1}, kde opera¢ni symboly + a -
jsou binarni, symbol — je unarni a symboly 0, 1 jsou nularni. Varieta vSech
okruht je varieta 2-algeber urcena nasledujici teorii typu €2:

{(ZL’1—|—JI2)+ZE3 = $1+([L’2+l’3), ZL’1+I‘2 :$2+.T1, 1‘1+0:l’1,
r1+ (—21) =0, (1 -22) 23 =21 (x9-x3), 11 -1 =19, 1 - 17 = 179,
w1 (2 +x3) = (21 @2) + (21 - 23), (21 + 72) - v3 = (21 - 23) + (22 73) }.
Neni jasné, jak zachytit podminky oboru integrity a télesa. Pozdéji uvidime,

Ze ani tridu vsech obort integrity ani tfidu vSech téles nemtzeme dostat jako
varietu univerzalnich algeber.
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Piiklad. Uvazme typ Q = {V, A}, kde oba opera¢ni symboly jsou binarni.
Pak varieta vsech svazl je urcena nasledujici teorii T" typu :

T={x1Vays =19V, (x1 V) Vays=ma1V(raVas),zVa =ux,
Il/\l’gzl‘g/\(l}l, (ZElAZEQ)AI'gz.%‘l/\(IQ/\JZ?)),1‘1/\131:1'1,

(.1’1 V l’g) Nxy = xy, (ill'l A .1'2) V= CCl}.

Teorie
T1 = TU {ZL‘l V (fL’Q /\$3) = (l‘l \/ZEQ) A\ (ZL‘l V l’g)}

urcuje varietu vSech distributivnich svazti, teorie
T2 =TU {(ZEI VAN ZEQ) V (Il N 113) =T A (ZEQ V (ZEl VAN l‘g))}

urcuje varietu vSech modularnich svazii.

Piiklad. Uvazme typ Q = {V, A,’, 0,1}, kde operac¢ni symboly V a A jsou
binarni, symbol ' je unarni a symboly 0, 1 jsou nuldrni. Necht T} je teorie
z predchoziho prikladu. Pak teorie

T1U{ZE1/\0:0,.T1\/1:17xl\/(Il)/:Lxl/\(Il)/:O}

urcuje varietu vsech Booleovych algeber.

Piiklad. Pfipomenme definici vektorového prostoru nad télesem (R, +, -).
Pro vétsi srozumitelnost odlisime operaci sc¢itani vektorti od sc¢itani v télese
a budeme ji znacit &. Podobné Su bude opacny vektor k vektoru w. Odli-
Sime také nasobeni vektort skalary od nasobeni v télese a budeme jej znacit
®. Vektorovy prostor nad télesem (R,+,-) je komutativni grupa (V,®) a
zobrazeni ® : R x V' — V splnujici pro kazdé u,v € V a kazdé r,s € R

rouev)=rou) e (rov)

(r+s)Ou=(rou)®(sou)

(r-s)Ou=ro(sOu)
1Ou=u.

Popisme nyni t¥idu vSech vektorovych prostori jako varietu ur¢enou vhodnou
teorii. Uvazme typ Q = {®,5,0} U R, kde opera¢ni symbol @ je binarni,
symbol © je unarni, symbol o je nularni a pro kazdé » € R je r unarni
operac¢ni symbol. Uvazme néasledujici teorii 1" typu 2:

T = {(21Bx2)Brs = 11B(22PBx3), T1BT2 = LoD, 11B0 = x1, T1B(O71) = 0}.

Tato teorie (uvazovana jako teorie typu {@, S, 0}) uruje varietu vsech ko-
mutativnich grup. Pridame k ni zbylé ¢tyfi axiomy vektorovych prostort.
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Ctvrty axiom 1 ® u = u je nejsnadnéjsi: 1 € R je unarni opera¢ni symbol,
tedy odpovidajici rovnosti je rovnost 1(x1) = x;. Pro druhy a tfeti axiom
uvazime libovolné r, s € R. To jsou unarni operacni symboly. Ale pak téz r+s
ar-s jsou prvky R, a tedy unarni operac¢ni symboly. Dostavame nasledujici
rovnosti typu €

(r+8)(21) = r(21) @ s(z1),  (r-s)(x1) = r(s(z1)).

Prvni axiom pro libovolné r € R déva rovnost r(x; @ xs) = r(x1) @ r(22).
Celkem tedy dostavame teorii

TU{l(z;) = 21} U (U{r(ml @ zg) = (1) @ T(xg)}> U

reR

U (U UL+ 5)(21) = r(@1) @ s(21), (r- 5)(21) = T(S(ah))}> :
r€ER sER
Tato teorie urcuje varietu vSech vektorovych prostort.

Poznamka. Nésledujici vétu lze struéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na podalgebry algeber.

Véta 6.1. Necht T je teorie typu Q, V varieta Q2-algeber uréend teorii T
Pak pro kazZdou Q-algebru A € V' a kaZdou podalgebru B Q-algebry A plati
BeV.

Dikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = to z teorie 1. Protoze A € V,
plati tato rovnost v Q-algebfe A. OvSem ziejmé pro kazdy n-arni term t
typu  a libovolné a4, ...,a, € Bplatitg(ay,...,a,) =ta(ay,...,a,). Proto
rovnost t; = to plati i v Q-algebfe B. Dokazali jsme, ze kazda rovnost teorie
T plati v Q-algebie B a tedy B € V.

Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, Ze definiéni vlastnost homomor-
fismu plati nejen pro vsechny operacni symboly typu §2, ale dokonce pro
libovolné termy typu €2.

Véta 6.2. Necht A, B jsou univerzdlni algebry typu Q, ¢ : A — B
homomorfismus Q-algeber. Pak pro libovolny n-arni term t typu 2 a libovolné
a,...,a, € A plati

tp(p(ar), ... plan)) = @(talar, ... an)).

Dikaz. Vétu dokéZzeme indukei vzhledem k termu ¢.

e Je-li termem ¢ proménné xy, pak t4 i tp jsou k-té projekce, a tedy

ptalar, - an)) = plar) = tp(p(ar), . .., plan)).
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e Je-li termem ¢ nuldrni opera¢ni symbol f € Q, pak ta(aq,...,a,) = fa,

te(p(ar),...,plan)) = fs. Ovéem ¢(fa) = fp podle definice homo-
morfismu.

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde & > 1, z termt ¢4, ..., t; typu 2, pro které jiz bylo
tvrzeni dokazano, tedy pro kazdé j = 1,...,k plati

(t;)B(p(a1), .. plan)) = o((tj)alar, ... an)).
Podle definice operace urcené termem plati
ta(ar,...,an) = fa((t)alar, ... an), ..., (tx)alas, ..., an)),

podobné

te(p(ar),...,pla,)) =
= fe((t))s(plar), .., p(an)), ..., (tr)s(p(ar), ..., p(an))).

Podle definice homomorfismu a indukéniho predpokladu plati

QO(tA<a1>" an)) = (fA((tl) (alv"'van)7 (tk) (alv"'van))) =
(alj" ))7"'790((tk)x4(a'1a ))) =

fB(e((t1)
= fB((tl)B(sD( 1); -5 plan)), -~>(tk)B(90(a1)7-‘-,w(an)))=
= tp(p(ar), .., p(an)),

coz se mélo dokézat.

Véta je dokazana.

Poznamka. Nésledujici vétu lze strucéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na obrazy algeber v homomorfismech. Podle disledku véty 4.5 to
znamena, ze variety jsou uzaviené na faktoralgebry. S konkrétnimi pripady
tohoto tvrzeni jsme se tedy setkali jiz diive: faktorizaci (komutativni) grupy
jsme dostali (komutativni) grupu, faktorizaci (komutativniho) okruhu jsme
dostali (komutativni) okruh.

Véta 6.3. Necht T je teorie typu 2, V warieta Q-algeber uréend teorii
T. Necht A, B jsou Q-algebry, ¢ : A — B surjektivni homomorfismus §2-
algeber. Pak plati: je-li A €V, pak téz B € V.

Dikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = to z teorie 1. Protoze A € V,
plati tato rovnost v Q-algebie A. Necht n je takové, Ze oba termy t1, t5 jsou
n-arni. Je tfeba ovérit, ze pro libovolné by, ..., b, € B plati

(t) (b1, ... by) = (t2) (b1, . .., by).
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Protoze je ¢ surjekce, existuji aq,...,a, € A tak, ze by = p(a1), ..., b, =
¢(ay). Pak z predchozi véty a toho, Ze rovnost t; = ¢y plati v Q-algebie A,
dostavame

(t1)B(b1, .., bn) = (t1)B(p(ar), ..., v(an)) = @((t1)alas, ..., a,)) =
= ¢((ta)alar, ..., a,)) = (t2)s(plar), ..., ¢(an)) = (t2)B(b1, . .., bn).

Dokéazali jsme, ze kazda rovnost teorie T' plati v 2-algebie B a tedy B € V.

Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, Zze podminka, kterou byly defino-
vany operace na soucinu §2-algeber, plati nejen pro vSechny operacni symboly
typu €2, ale dokonce pro libovolné termy typu {2.

Véta 6.4. Necht ) je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoziny I je ddna
univerzdlni algebra A; typu Q2. Oznacme A soucin téchto Q2-algeber, tj. A =
[Lic; Ai. Uvazme libovolny n-drni term t typu Q a libovoln€ 1, ..., xn € A.
Oznacme x = ta(X1, ..., Xn). Pak pro kazdé i € I plati

X(0) = ta,(xa (@), -+ xa(2)):

Diikaz. Vétu dokazeme indukci vzhledem k termu t¢.

o Je-li termem ¢ proménnd xy, pak t4 1 ta, jsou k-té projekce, a tedy
X =ta(xt, -5 Xn) = Xk a ta,(xa (), .- xa(2)) = xu(d) = x(0).

e Je-li termem ¢ nularni operacni symbol f € 2, pak dle definice souc¢inu
Q-algeber plati fa4 = &, kde £ € A je urceno podminkou (i) = f4,, coz
je dokazované tvrzeni.

e Predpokladejme, Ze je term t sloZzen pomoci k-arniho operacniho sym-
bolu f € Q, kde k > 1, z termt tq, ..., t; typu €2, pro které jiz bylo
tvrzeni dokazano. Nejprve zformulujme tento indukéni predpoklad. Pro
kazdé j = 1,...,k ozna¢me v; = (t;)a(x1,--.,Xn). Pfedpokladame
tedy, ze t = f(t1,...,1;) a Ze pro kazdé i € I a pro kazdé j =1,...,k
plati 1 (i) = (t;)4,(x1(?), ..., Xn(7)). Podle definice operace urcené ter-
mem plati

ta,(x1(7), ..., xn(1)) =
= fa,((t) 4, 02 (), - - Xa(@), -, (Be) 4, (X2 (0), - Xa(4))) =

a také

X = tA(Xh"')X“) =
= fA((tl)A(Xla s 7Xn)7 R (tk)A(Xh s 7Xn)) =
- fA(wla"'awn)a
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a tedy podle definice operaci na soucinu (2-algeber pro kazdé i €
I plati x(7) = fa,(¥1(3),...,%n(7)). OvSem vysSe jsme odvodili, Ze
fa (@), bn(i) = ta, (2 (2), - - - Xn(4)).

Véta je dokazana.

Poznamka. Nésledujici vétu lze struéné zformulovat takto: variety jsou
uzaviené na libovolné souciny algeber.

Véta 6.5. Necht' T je teorie typu 2, V varieta Q-algeber urcend teorii T .
Necht pro libovolny prvek ¢ mnoziny I je ddna univerzdlni algebra A; typu Q.
Oznacme A soucin téchto Q-algeber, tj. A = [[..; Ai. Pak plati: jestlize pro
kazdé v € I je A; €V, pak tez A€ V.

Dukaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = t5 z teorie T'. ProtozZe pro kazdé
i €1 je A; € V, plati tato rovnost v Q-algebie A;. Nechf n je takové, Ze oba
termy ti, to jsou n-arni. Je tieba ovéfit, ze pro libovolné x1, ..., x, € A plati

el

(t)alXt, -5 Xn) = (t2)alX15 - Xn)-

Oznacme 11 = (t1)a(x1,---,Xn) @ Y2 = (t2)a(x1,- -, Xn). Nasim cilem je
dokéazat, ze 1); = 1. Podle definice sou¢inu mnozin jsou v; a 1y zobrazeni
se stejnym defini¢nim oborem i oborem hodnot. Je tfeba ovéfit, ze maji téz
stejny predpis, tj. Ze pro kazdé ¢ € I plati 11(i) = 19(i). Z pfedchozi véty
plyne, Ze pro kazdé i € I plati ¢1(i) = (t1)a,(x1(4),. .., xa(?)) a (i) =
(t2)a,(x1(7), ..., xn(7)). Protoze rovnost t; = t5 plati v Q-algebte A;, je

(1) 4 0 (0); - xn(0) = (t2) 4, (xa (4); - -5 xn(2)),

a tedy téz 11(i) = 19(i), coz jsme chtéli dokdzat. Dokézali jsme, Ze kazda
rovnost teorie T' plati v 2-algebie A a tedy A € V.

Priklad. Nyni jsme schopni dokézat slibené tvrzeni, Ze ani tfidu vSech
oborti integrity ani tfidu vSech téles nemiizeme dostat jako varietu univerzal-
nich algeber typu {+, -, —,0, 1}. Podle pfedchozi véty k tomu staci najit dvé
télesa, jejichz soucinem neni téleso, a dva obory integrity, jejichz soucinem
neni obor integrity. Hledani takovych téles je snadné: plati dokonce, ze soucin
libovolnych dvou téles (ktera jsou samoziejmé i obory integrity) neni oborem
integrity (a tedy ani télesem). V kazdém takovém soucinu totiz mame délitele
nuly, nebot plati (0,1) - (1,0) = (0,0). (Pokud Vam neni tento obecny pii-
klad jasny, uvazte dvé kopie télesa o dvou prvcich — okruhu zbytkovych tiid
modulo 2 — a vypiste si vSechny ¢tyfi prvky a sestavte tabulku pro operaci
nasobeni. )

Piiklad. T¥ida vSech svazi, které jsou Fetézci (tj. linedrné uspofadanymi
mnozinami) netvoii varietu univerzalnich algeber typu {V, A}, nebot soudi-
nem dvou dvouprvkovych svazii, které jsou fetézci, je ¢tyiprvkovy svaz, ktery
neni fetézec.
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Piiklad. Ttida vSech grup netvofi varietu univerzalnich algeber typu {-},
nebot tato t¥ida neni uzaviena na podalgebry (existuji podgrupoidy grup,
které nejsou grupami). Pfesto jsme dostali t¥idu vSech grup jako varietu uni-
verzalnich algeber typu {-, 7!, 1}. Rozsifenim typu jsme totiz dosahli toho,
7e zminéné podgrupoidy uz nebyly podalgebrami {-, 7!, 1}-algeber. Nabizi se
tedy otazka, zda i v pripadé tfidy vsech téles nebo t¥idy vsSech obori inte-
grity pfiddnim dalsich opera¢nich symboli k typu {+, -, —, 0, 1} nedostaneme
varietu 2-algeber. Zde je vSak situace odlisna: tyto t¥idy nejsou uzaviené na
soucin a soucin se priddnim dal$ich opera¢nich symboli nezméni (pfibudou
pouze dalsi operace na téze nosné mnoziné soucinu). Dostali jsme tedy, ze
ani t¥ida vSech téles ani tt¥ida vSech obort integrity netvofi varietu (2-algeber
pro zadné Q O {+,-,—,0,1}. Podobné t¥ida vSech Fetézcl netvoii varietu
Q-algeber pro zadné Q O {V,A}.

Poznamka. Nésledujici véta zavrsi popis variet (-algeber. Charakteri-
zuje, které tridy ()-algeber jsou varietami, tj. které t¥idy je mozné charak-
terizovat né€jakou mnozinou rovnosti. V tuto chvili jsme vsSak schopni dikaz
jednoho sméru pouze naznacit. Kompletni dikaz ¢tenar nalezne az v osmé
kapitole.

Véta 6.6. (Birkhoff) Necht Q je typ. Trida Q-algeber je varieta, prdvé
kdyz splnuje vsechny tri ndsledujici podminky:

e je uzavrend na podalgebry algeber;

e je uzavrend na obrazy algeber v homomorfismech;

e je uzavrend na libovolné souciny algeber.

Diikaz. Jiz jsme dokézali ve vétach 6.1, 6.3 a 6.5, ze libovolna varieta
Q-algeber vsechny tfi uvedené podminky splnuje. Ditkaz opac¢né implikace
presahuje moznosti této kapitoly, proto jen naznacime, jak bude veden v ka-
pitole 8. Necht V je t¥ida Q-algeber spliujici vSechny t¥i uvedené podminky.
Oznac¢me T mnozinu vSech rovnosti typu €2, které plati ve vSech Q2-algebrach
z tiidy V' (uvédomte si, ze T je vzdy nekoneénd mnozina). Oznaé¢me W va-
rietu (2-algeber urcenou teorii 7'. Je tieba dokéazat, ze V = W. Z definice T'
je jasné, ze plati inkluze V' C W. Cel4 obtiznost dilkkazu véty spociva v di-
kazu inkluze W C V. Je totiz nutné ukazat, ze libovolnou 2-algebru A €¢ W
lze vytvorit pomoci tvofeni podalgeber, souc¢int a obrazi v homomorfismech
z Q-algeber z tiidy V. To vsak ukazeme az na konci kapitoly 8.

7. Volné algebry s nejvysSe spocetnou mnozinou generatoru

Definice. Necht ) je typ. Oznac¢me F()) mnozinu vSech termii typu €.
Na této mnoziné definujeme 2-algebru nasledujicim zpiisobem. Pro libovolny
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n-arni operacni symbol f € € definujeme n-4drni operaci frq) na §2-algebre
F(Q) pfislusnou opera¢nimu symbolu f takto: pro libovolné termy ti, ...,
tn c F(Q) je fF(Q)(th ce 7tn) = f(tl, c. ,tn).

Poznamka. Vsimnéte si, jak se pocitaji hodnoty operaci v pravé popsané
2-algebre. S trochou nadsazky se da Tici, Ze se vlastné nepocitaji. Termy se
do opera¢niho symbolu pouze dosadi, ¢imz vznikne novy term (viz tfeti bod
definice termu), a to je vysledek. Znamena to, ze kazdy prvek mnoziny F(€2),
ktery neni proménnou, je hodnotou pravé jedné operace na jednoznacné ur-
¢enych operandech, je jej totiz mozné ziskat jediné tak, jak byl sestrojen dle
definice termu. Proto v této Q-algebie plati jen trividlni rovnosti (tj. takové,
kde na obou stranach stoji stejny term). Protoze tato Q2-algebra neni svazana
zadnymi netrividlnimi rovnostmi, nazyva se volné (viz definici néasledujici po
véte 7.1).

Véta 7.1. Oznacme P mnoZinu vsech proménnych: P = {x1,x2,...} a
uvazme podalgebru (P) generovanou v algebie F(2) mnoZinou P. Pak plati
(P) = F(2).

Duikaz. Staci ukazat inkluzi FI(Q2) C (P), tedy dokazat, ze kazdy term
t typu Q patii do (P). To je ale snadné indukci vzhledem k definici termu:
proménné lezi v P, pro nuldrni symbol f typu €2 plati f = fr), coz je
prvek libovolné podalgebry. Kone¢né pro term f(t1, ..., t,) vznikly z n-arniho
symbolu f € Q a termt tq,...,t, patficich dle indukéniho predpokladu do
(P)je f(t1,...,tn) = fr)(ti,... tn) € (P) dle definice podalgebry.

Definice. Q-algebra F'(2) z predchozi definice se nazyva volna algebra
typu  generovang mnozinou {xy, z, ... }.

Definice. Necht () je typ, r nezaporné celé ¢islo. Oznac¢me F,.(§2) mnozinu
vSech r-arnich termi typu Q.

Priklad. Jestlize typ 2 neobsahuje zZadny nularni opera¢ni symbol, pak
plati Fo(82) = 0.

Priklad. Uvazme typ Q2 = {’}, kde ’ je unarni symbol. Pak Q-algebrami
jsou mnoziny A spolu se zobrazenim ' : A — A. Pak plati

Fi(Q) = {ay, 2, 2], 2], ... },

/ " " / " "
Fo(Q) = {ay, 2, 2], 2. xo, xh 2 xy oL}

Piiklad. Uvazme typ © = {’,1}, kde ' je unarni symbol a 1 nuldrni sym-
bol. Volna algebra typu 2 generovana prazdnou mnozinou je pak 2-algebra
Fo(Q) ={1,1,1”7,1”, ... }. To jsou vlastné pfirozena ¢isla. Pfi konstrukei pfi-
rozenych ¢isel nemizeme definovat prirozena ¢isla jako tuto volnou 2-algebru,
nebot jsme v tomto textu mnohokrat existenci prirozenych ¢isel vyuzili. Je ale
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mozné tuto strukturu popsat nasledujici vlastnosti: je to mnozina N spolu
se zobrazenim ': N — N, které je injektivni a neni surjektivni, a spliiuje
nasledujici podminku: neexistuje zadna vlastni podmnozina M C N, ktera
by pro kazdé m € M obsahovala téz m’ a ktera by také obsahovala né&jaky
prvek n, ktery nelze vyjadiit ve tvaru n = r’ pro zadné r € N. Mnozinu N
a zobrazeni ': N — N, které splnuji pravé popsanou podminku, Ize vzit v
axiomatické konstrukci prirozenych ¢isel za jejich definici.

Véta 7.2. Pro libovolné nezaporné celé ¢islo v je mnoZina F,.(Q) pod-
algebra Q-algebry F () generovand mnoZinou r proménnych {xy,...,z,}, tj.
F.(Q) = {x1,...,2,}).

Dukaz. Inkluzi F,.(Q2) C ({x1,...,2,}) dokdzeme stejné jako predchozi
vétu. Opacnd plyne z toho, ze F,.(£2) je podalgebra Q-algebry F'(€2) obsahujici
mnozinu proménnych {x1, ..., z,}: dosazenim r-arnich termt do libovolného
opera¢niho symbolu totiz zfejmé dostaneme opét r-arni term, a tedy F.(2)
je skute¢né podalgebra.

Definice. Q-algebra F,()) se nazyva volna algebra typu ) generovana
mnozinou {xy, ..., % }.

Poznamka. Nasledujici véta popisuje podminku, kterou Ize volné algebry
charakterizovat. At si v jakékoli Q2-algebfe zvolime jakkoli obraz pro kazdy
generator, vzdy je mozné doplnit toto prifazeni do homomorfismu, a to jedi-
nym zpusobem. (Avsak to, Ze tato podminka je skutecéné charakterizacni, tj.
urcuje volnou algebru jednoznac¢né az na izomorfismus, dokazeme az ve vété

8.5.)

Véta 7.3. Necht A je Q-algebra, ay,as,as, ... libovolnd pevné zvolend
posloupnost prvki z A. Pak existuje jeding homomorfismus 2-algeber o :
F(Q) — A spliujici podminku o(x,,) = a,, pro viechna prirozend ¢isla m.
Pritom pro tento homomorfismus plati: pro libovolny k-drni term t € F(Q)
je o(t) =talay,...,ax), kde ty je operace urcend termem t v Q-algebre A.

Dutikaz. Ukazme nejprve, Ze takto definované zobrazeni je homomorfis-
mus. Necht f €  je libovolny n-arni operacni symbol, t,...,t, € F(Q)
libovolné k-arni termy. Plati tedy

(fray(te .o tn) = o(ftr, o tn)) = (F(t oo tn))ala, s ag).

Dle definice operace urcené termem je

(Flt o b)) a(ans - ax) = Fal(t)alan s ar)s s () aar, - ag)) =
= fA(SD(tl)v SRR §0<tn))7

a tedy ¢ je homomorfismus. Ukazme indukci vzhledem k definici termu, ze
tento homomorfismus je jediny:
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o je-lit =z, pak p(zn) = am = (Tm)ala, ..., ax);

e je-li ¢ nularni opera¢ni symbol, pak z definice homomorfismu ¢(t) = t 4;

e necht tedy k-arni term ¢ = f(t1,...,t,) je sloZzen pomoci n-arniho
opera¢niho symbolu f, kde n > 1, z terma t¢y,...,t, € F(Q), pro
které plati indukéni pfedpoklad, tj. pro kazdé j = 1,...,n je ¢(t;) =
(tj)alas,...,ax). Pak z definice homomorfismu

p(t) = o(f(t - tn)) = P(froy(ts .- tn)) =
(

= falp(tr), ..., 0(tn) = fa((tr)alar, ..., ak), ..., (ty)alar, ... ax)) =
= (f(t1,...,tn))alas, ..., ax).

Véta je dokazana.
Véta 7.4. Necht Q je typ, r nezdporné celé ¢islo. Necht A je Q-algebra,

ai, ..., a, libovolné pevné zvolené prvky z A. Pak existuje jediny homomorfis-
mus Q-algeber ¢ : F.(Q) — A spliujici podminku p(z;,) = a,, pro vSechna
m = 1,...,r. Pritom pro tento homomorfismus plati: pro libovolny term

t € F.(Q) je o(t) =talar,...,a.), kde t4 je operace urcend termem t v §2-
algebre A.

Dukaz. Tuto vétu lze dokéazat stejné jako predchozi vétu 7.3.

Poznamka. Pfedchozi véta tedy pro r = 0 tvrdi, ze (2-algebra Fy(2) ma
nasledujici vlastnost: pro kazdou 2-algebru A existuje pravé jeden homomor-
fismus Q-algeber ¢ : Fy(2) — A.

Poznamka. Nasim dalsim cilem je nalézt volné Q-algebry v kazdé va-
rieté Q-algeber. Volné Q-algebry F'(§2) a F,.(Q2) totiz spliuji pouze trivialni
rovnosti, lezi proto jen ve varieté vsech (2-algeber. Budeme tedy pro danou
teorii T" typu 2 konstruovat (2-algebru, v niz plati vSechny rovnosti teorie T’
a vSechny dtsledky téchto rovnosti, ale zadné rovnost, ktera neni diisledkem
rovnosti teorie T', uz v konstruované algebte platit nebude. Otazka je, jak ta-
kové dusledky popsat. Asi prvni cesta, kterd ¢lovéka napadne, je pokusit se
popisovat néjaka odvozovaci pravidla, jak z rovnosti teorie T' odvodit dalsi
rovnosti. My ale pouzijeme jinou cestu: dlsledkem rovnosti teorie 7' jsou
pravé ty rovnosti, které plati v kazdé (-algebte z variety urcené teorii 7.

Definice. Necht' V' je varieta Q2-algeber. Na mnoziné F(2) vSech termu
typu Q) definujeme relaci ~y takto: pro libovolné termy ty,t, € F()) klademe
t| ~y ty pravé tehdy, kdyz libovolna Q-algebra z variety V spliiuje rovnost
tl == t2.

Poznamka. Necht ¢, ¢, jsou n-arni termy typu Q. Pak je tedy ¢, ~y o
praveé tehdy, kdyz na libovolné Q2-algebie A z variety V' oba termy ¢, ty urcuji
stejnou n-arni operaci, tj. pro libovolné as, . .. ,a, € Aplati (t1)a(as,...,a,) =
(t2)alay, ... an).
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Véta 7.5. Pro libovolnou varietu 2-algeber V' je relace ~y kongruenci
na Q-algebre F(Q).

Diikaz. Z predchozi poznamky se snadno vidi, ze ~y je ekvivalence na
mnoziné F'(§2). Dokazme, Ze jde o kongruenci. Za tim tc¢elem zvolme libovolné
n-arni operacni symbol f € Q a termy tq,...,t,,S1,...,5, € F(Q) takové, ze
t1~v S1, -+, by ~v S,. DokaZeme, ze potom také f(ty,...,t,) ~v f(S1,---, 8n)-
Zvolme libovolné Q-algebru A z variety V. Plati tedy (t1)a = (s1)a, -.-,
(tn)a = (sn)a. Necht pfirozené ¢islo k je takové, ze vSechny zde vystupujici
termy jsou k-arni. Pak pro libovolné aq, ..., ar € A plati

(f(t1, ... tn)alar,...,ax) = fa((t1)alar, ... ax), ..., (ta)alas, ..., ax)) =
= fa((s1)a(ar,...,ar),...,(sn)alay,...,ax)) =

= (f(s1,- - 8n))alar, - a),

coz se mélo dokézat.

Poznamka. Muzeme tedy hovofit o faktorové algebfe Q-algebry F(Q)
podle kongruence ~y. Tuto faktorovou {2-algebru budeme znacit F'(V) =
F(Q2)/~v.

Poznamka. Uvédomte si, ze nehrozi nebezpeci zamény F(Q2) a F(V) i
kdybychom oznacili typ jinym pismenem nez ) a varietu jinym pismenem
nez V. Libovolny typ je prece mnozina, kdezto libovolna varieta je vlastni
trida.

Véta 7.6. Pro libovolnou varietu Q-algeber V' je Q-algebra F(V') prvkem
variety V.

Dukaz. Necht T je teorie urcujici varietu V', necht ¢; = ¢, je libovolna
rovnost této teorie. Necht k je prirozené Cislo takové, Ze oba termy t; a ty
jsou k-arni. Je tedy tfeba ovéfit, ze pro libovolné vy, ..., vy € F(V) plati
(t)rey(v1, .- v6) = (t2)pevy (V1 - - ., vg). Oznaéme 7 @ F(Q2) — F(V) pro-
jekci na faktorovou algebru. Podle véty 4.3 je 7 surjektivni homomorfismus.
Pro kazdé i = 1,...,k zvolme term s; € F(Q) tak, Ze 7(s;) = v;. Podle véty
6.2 pro j = 1,2 plati

(t])F(V) (Ul, e ,Uk) = (tj)F(V)(ﬂ—(Sl)y .. ,7T(8k>> = F((tj)F(Q) (81, e ,Sk)).

Mame tedy dokazat, ze m((t1)r)(s1,---,5k)) = 7T((t2)r) (515 - -, 5k)), cOZ
je ekvivalentni s tvrzenim (t1) p()(s1, - - -, 8k) ~v (t2) r@) (51, - - -, Sk). To bude
dokazano, pokud libovolna 2-algebra A z variety V' spliiuje rovnost

(t)r) (515 - - -5 5%) = (t2) ) (51, - -, Sk).



Necht m je pfirozené ¢islo takové, Ze vSechny termy si, ..., s; jsou m-arni.
Mame tedy ukazat, Ze pro libovolnou 2-algebru A z variety V' a pro libovolné
jeji prvky aq,...,a,, € A plati

((tl)F(Q)(817 ey Sk>>A(a1, e ,am) = ((tQ)F(Q)(Sl, ey sk))A(al, e ,am).

Doplniime néjak aq, ..., a,, do nekonecné posloupnosti prvku z Q-algebry A,
napriklad takto: pro kazdé n > m klademe a,, = a;. Podle véty 7.3 existuje
homomorfismus Q-algeber ¢ : F(Q) — A takovy, Ze pro libovolny [-arni term
t € F(Q)je o(t) =talay,...,q;). Pro j = 1,2 tedy plati

((tj)F(Q)(Sh ceey Sk))A<CL1, Ce ,Cbm) = QD((tJ)F(Q)(Sl, ey Sk))
Ovsem podle véty 6.2 je

o((tj)p) (515 -5 886)) = (t5)ale(s1), ..., 0(s8)).

Mame tedy ukazat, ze

(t)alp(s1), -5 (k) = (t2)alp(s1), - -5 (sk),

to ale plyne z toho, ze t; = t5 je rovnost z teorie urcujici varietu V', do které
patii 2-algebra A.

Poznamka. Ukdzeme, ze faktorova algebra F(V) = F(Q)/~y z pred-
chozi véty spliiuje charakterizacni podminku volné algebry.

Véta 7.7. Necht V je libovolnd varieta Q-algeber, F(V) = F(Q)/~y
faktorova Q-algebra z véty 7.6, m : F(Q) — F(V) projekce na faktorovou
algebru. Necht A je libovolnd Q-algebra z variety V', ay,as,as, ... libovolnd
pevné zvolend posloupnost prvkiu z A. Pak existuje jeding homomorfismus
Q-algeber ip : F(V) — A spliujici podminku (m(x,,)) = am pro vSechna
prirozend cisla m. Pritom pro tento homomorfismus plati: pro libovolny k-
arnd term t € F(Q) je ¢(n(t)) = ta(as,...,ax), kde ta je operace uréend
termem t v Q-algebre A.

Dtikaz. Podle véty 7.3 existuje jediny homomorfismus -algeber ¢ :
F(Q2) — A spliujici podminku ¢(x,,) = a,, pro vSechna pfirozena ¢isla m.
Pfitom pro libovolny k-arni term ¢ € F/(2) je p(t) = ta(ay, ..., ax). Ozna¢me
~ jadro homomorfismu ¢. Uvazme libovolné n-arni termy tq, t, takové, ze
t1 ~y to. Podle definice kongruence ~y je rovnost t; = t5 splnéna v 2-algebre
A, a proto plati

p(t1) = (t1)ala, ..., a,) = (t2)alay, ..., an) = p(ta),

a tedy t; ~ to. Ukézali jsme, ze kongruence ~y je mensi nebo rovna kongru-
enci ~. Proto podle véty 4.5 existuje jediny homomorfismus ¢ : F(V) — A
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spliujici Yom = . Pro tento homomorfismus tedy pro vSechna pfirozena ¢isla
m plati a,, = o(x,,) = (Yor)(z,) = Y(7(z,)). Podobné pro libovolny k-arni
term t € F(Q) je ta(ay,...,a;) = @(t) = (Y om)(t) = (x(t)). Zbyvéa doké-
zat jednoznacnost homomorfismu ¢ spliiujictho podminku (7 (z,,)) = ap,.
Predpokladejme, Ze téz pro homomorfismus Q-algeber 7 : F(V) — A je
splnéna podminka 7(7(z,,)) = a,, pro vSechna pfirozend ¢isla m. Pak pro
homomorfismus 7o 7 : F(Q) — A plati (7 o 7)(z,) = am, a tedy podle véty
7.3 je Tom = ¢. Podle véty 4.5 odtud plyne 7 = .

Definice. Faktorova algebra F(V) = F(2)/~y z vét 7.6 a 7.7 se nazyva
volné algebra variety V' typu € generovana mnozinou {z1, x, . .. }.

Definice. Necht F'(V) = F(2)/~y je volna algebra variety V typu )
generovana mnozinou {x1,zs,...}, © : F(Q) — F(V) projekce na fakto-
rovou algebru. Pro libovolné nezdporné celé c¢islo r ozna¢me F,(V) obraz
podalgebry F,.(2) v homomorfismu 7, tj. F,.(V) = n(F,.(R?)). Tuto Q-algebru
F.(V) nazyvame volnou algebrou variety V' typu ) generovanou mnozinou
{z1,...,2,}.

Poznamka. Podle véty 2.3 je F,.(V') podalgebrou Q-algebry F'(V'), podle
vét 6.1 a 7.6 patii algebra F,.(V') do variety V. V nasledujici vété ukadzeme,
ze také spliiuje charakterizac¢ni podminku volné algebry (a tedy nazev, ktery
dostala v ptedchozi definici, je opravnény). Zuzenim projekce 7w : F(Q) —
F(V) dostavame dle definice F,.(V') surjektivni homomorfismus F,.(©2) —
F,.(V), ktery budeme pro jednoduchost oznacovat opét 7 a nazyvat projekei.

Véta 7.8. Necht' V je libovolnd varieta Q-algeber, r nezdporné celé ¢islo,
F.(V) wolnd algebra variety V' typu Q generovand mnozinou {xi,...,x,},
7w F.(Q) — F.(V) projekce. Necht A je libovolnd Q-algebra z variety V,
ai,...,a, € A libovolné pevné zvolené prvky. Pak existuje jediny homomor-
fismus Q-algeber ¢ = F.(V) — A spliugici podminku ¥ (m(x,,)) = an, pro
vSechna m = 1,... r. Pritom pro tento homomorfismus plati: pro libovolny
termt € F.(Q) je(n(t)) =ta(as,...,a,), kde t4 je operace urcend termem
t v Q-algebre A.

Dukaz. Tuto vétu lze dokazat stejné jako vétu 7.7 (jen misto kongruence
~y na F(Q) uzivame zuzeni kongruence ~y na podalgebru F,.(Q2), tj. prinik
relaci ~y a F.(Q) x F.(Q2), neboli jadro projekce 7 : F.(Q) — F.(V)).

Piiklad. Uvazme opét typ 2 = {'}, kde’ je unarni symbol. P¥ipomenme,

v

ze

Fo()
F1(Q)
Fy(92)

0,

/ " "
{zy, 2, 27,27, ...},
/ ! n / 1 n
{zq, 2y, 27,27, .. xe, w25, 25, ... }.
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Necht V' je varieta uréend teorii T = {z; = z7}. Pak plati
T ~v 13/1/ ~y $,1/// ~NY.
.I'll ~y fL’/lH ~y (L’llml ~NY e
Je tedy

F(V) = {{zy, 2], 27", ...}, {a}, 2], 27", .. }}.

V této (-algebie se pocita takto:

{xy, 2], 20", Y = {a, 2 2" ..},
(ol Y = {on ool
Podobné
= {{ay, 27, 2", ..}, {a, 2 2,
{zo, 2y, 28", ...}, {zh, a5 25", ... }}.

Uvazme nyni varietu W urcenou teorii {z} = z/'}. Plati

W) = {{x1}7 {zlaxlvxllﬂa ce }}7

pricemz v této (-algebie se pocita takto:
/ " / "
{Il} :{I17x17x17' } :{Il,xl,xl,...}.

rony 1 sami, ze pro varietu U urcenou teorii {z] = z7 i
Promyslete si sa e pro varietu U urcenou teo | 7'} plati

{{xl} {xl’ /// l/l// . } { //l/ }}7

a urcete, jak se v této -algebte pocita.

8. Volné algebry s libovolnou mnozinou generatoru

Poznamka. Jak uz napovida néazev, tato kapitola pojednavé o obecnéjsi
situaci nez kapitola predchozi. Je tedy otéazka, proc¢ jsem vlastné predchozi
kapitolu do textu zaradil. Mohl jsem ihned zacit s touto kapitolou a vysledky
predchozi kapitoly ziskat jako disledky vysledkt kapitoly této. Opravdu by
to tak bylo mozné udélat. Divodem pro tento postup byla vSak snaha o co
nejvétsi moznou srozumitelnost. Protoze budeme nyni pracovat s libovolnou
(tedy i nespocetnou) mnoZinou generatortt X, budeme potiebovat zobecnit
definici termu: budeme nyni definovat termy typu €2 nad mnozinou X, pfi-
¢emz pripustime, Ze termem je libovolny prvek mnoziny X.

Definice. Necht Q) je typ, X mnoZina. Termem typu €2 nad mnozinou X
nazveme pravé takovy vyraz, ktery lze zkonstruovat konecné mnoha aplika-
cemi nasledujicich pravidel:
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e Pro libovolny prvek x € X je x term typu €2 nad mnozinou X.

e Pro libovolny nularni operacni symbol f € () je f term typu {2 nad
mnozinou X.

e Pro libovolné prirozené cislo n, libovolny n-arni operacni symbol f €
Q a libovolné termy ty, ..., t, typu €2 nad mnozinou X je vyraz
f(t1,...,t,) term typu Q nad mnozinou X.

Mnozinu vSech termu typu 2 nad mnozinou X budeme znacit Fx(£2).

Poznamka. Termy typu €2, které jsme uzivali dosud, jsou tedy termy
typu © nad mnozinou {x1, zs, ... }.

Definice. Necht Q) je typ, X mnozina. Na mnoziné Fx () definujeme
volnou algebru typu §2 generovanou mnozinou X nasledujicim zpiisobem.
Pro libovolny n-arni operacni symbol f € Q) definujeme n-arni operaci fry ()
na Q-algebfe Fx () pfislusnou opera¢nimu symbolu f takto: pro libovolné
termy ty, ..., t, € Fx(Q) je fFX(Q)(tla R ,tn) = f(tl, R ,tn)

Poznamka. Opravnénost ndzvu Q-algebry Fx () prokéazi véty 8.1 a 8.2.

Piiklady. Q-algebru F'(Q2) z kapitoly 7 dostaneme v predchozi definici pro
mnozinu X = {1, xs, ...}, pro libovolné nezédporné celé ¢islo r dostaneme -
algebru F,.(Q) z kapitoly 7 v pfedchozi definici pro mnozinu X = {z1,...,z,}.

Véta 8.1. Necht Q je typ, X mnoZina. Uvazme podalgebru (X) genero-
vanou v algebre Fx (1) mnoZinou X. Pak plati (X) = Fx(Q).

Dutikaz. Tato véta se dokaze stejné jako véta 7.1.

Véta 8.2. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht A je Q-algebra, ¢ : X —
A libovolné zobrazeni. Pak existuje jediny homomorfismus -algeber ¢ :
Fx(Q) — A spliugici podminku p(x) = ¢(x) pro viechny prvky x € X.

Duikaz. Definujme zobrazeni ¢ : Fx(€2) — A indukeci vzhledem k definici
termu nad mnozinou X.

e Pro libovolny prvek x € X klademe ¢(z) = ¢(x).

e Aby zobrazeni ¢ : Fx(2) — A mohlo byt homomorfismus Q-algeber, je

tfeba pro libovolny nuldrni opera¢ni symbol f € Q polozit ¢(f) = fa.

e Pro libovolné ptirozené ¢islo n uvazme nyni term t = f(¢4,...,t,) typu

2 nad mnozinou X, ktery vznikl z n-arniho opera¢niho symbolu f €
Q a termt 1, ..., t, typu €2 nad mnozinou X. Aby zobrazeni ¢ :
Fx(Q) — A mohlo byt homomorfismus (2-algeber, je tieba, aby

o(t) = o(f(tr, .- 1) = o(fry@ (tr, - -, tn)) =
= falp(t1), ..., o(tn)).

Klademe proto ¢(t) = fa(@(t1), -, o(t)).
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Je zfejmé, ze pro pravé zkonstruované zobrazeni ¢ plati (x) = ¢(x) pro
vsechny prvky x € X, a Ze je to jediné zobrazeni s touto vlastnosti, které by
mohlo byt homomorfismus 2-algeber. Na druhou stranu lze snadno dokazat,
ze p skute¢né homomorfismem (2-algeber je. Uvédomte si, Ze to jsme zajistili
pravé definicemi ve druhém a tietim bodu indukce.

Poznamka. Protoze nasim cilem je dikaz Birkhoffovy véty, nebudeme
kongruenci ~y na (-algebie F'x(2) definovat pouze pro varietu V typu €,
ale zdanlivé obecnéji: pro libovolnou tzv. uzavienou t¥idu 2-algeber dle na-
sledujici definice. Slovo zdanlivé je v predchozi vété uvedeno proto, ze dle
Birkhoffovy véty stejné nic obecnéjsiho nakonec nedostaneme, ukaze se totiz,
ze kazda uzaviena trida (2-algeber je varietou (2-algeber.

Definice. Necht' V je trida Q2-algeber. O tiidé V Fekneme, Ze je uzaviena,
prave kdyz spliuje nasledujici tfi podminky z Birkhoffovy véty:

e U/ je uzaviena na podalgebry algeber;

e V je uzaviena na obrazy algeber v homomorfismech;

e V je uzaviena na libovolné souciny algeber.

Poznamka. Snadno je vidét, ze ze druhé podminky plyne, Ze uzaviena
ttida Q-algeber s kazdou (2-algebrou A obsahuje i vSechny (2-algebry izo-
morfni s A.

Definice. Necht Q je typ, X mnozina. Pro libovolnou uzavienou tiidu
Q-algeber V' definujeme relaci ~y na §2-algebie Fx(Q2) takto: pro libovolné
t1,ta € Fx(Q) klademe t; ~y ty pravé tehdy, kdyz pro kazdou kongruenci ~
na Q-algebie Fx () takovou, ze Fx(§2)/~ patii do tridy V', plati t; ~ ts.

Poznamka. Ekvivalentné lze ¥ici, Ze ~y je prinikem vSech kongruenci
~ na Q-algebie Fx () takovych, ze Fx(§2)/~ patii do t¥idy V. Uvédomte si,
ze skuteéné mizeme o tomto priniku mluvit: vSechny relace na dané mno-
ziné tvori mnoZinu (tedy ne vlastni tfidu), proto tvofi mnozinu i vSechny
kongruence na dané (2-algebfe. Ozna¢me K mnozinu vSech téch kongruenci
na Q-algebfe Fx(2), pro které faktoralgebra F'x(§2)/~ patii do tfidy V. Li-
bovolna uzaviena tiida (2-algeber musi obsahovat kartézsky soucin prazdné
mnoziny Q-algeber, coz je jednoprvkova algebra (viz poznamku za definici
soucinu libovolného poétu Q-algeber). Proto z uzavienosti na homomorfni
obrazy dostavame, ze libovolna uzaviena tiida (2-algeber obsahuje vsechny
jednoprvkové Q-algebry. Odtud plyne, Ze mnozina K je neprazdnd, nebot
obsahuje kongruenci Fix () x Fx(€2), v niz jsou libovolné dva prvky ekviva-
lentni, a tedy prislusna faktoralgebra je jednoprvkova.

Poznamka. Ukéazeme, Ze pravé provedena definice relace ~y je v pii-
padé X = {x1,z9,...} ekvivalentni (i kdyz to tak mozné na prvni pohled
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nevypadd) s definici kongruence ~y na (-algebfe F'(€2) uvedenou v kapi-
tole 7. Tam jsme kongruenci ~y definovali podminkou: pro libovolné termy
t1,ta € F(Q) je t; ~y ty pravé tehdy, kdyz libovolnad Q-algebra z t¥idy V
(v sedmé kapitole ji byla varieta V') spliiuje rovnost t; = t5. Tato pod-
minka dle definice znamena (jestlize termy ¢, to jsou k-arni), ze pro li-
bovolnou 2-algebru A z variety V' a libovolné prvky aq,...,a, € A plati
(t1)a(ay, ... ax) = (t2)alas,...,ar). Podle véty 7.3 je posledni podminka
ekvivalentni s néasledujici podminkou: pro libovolnou 2-algebru A z variety
V' a libovolny homomorfismus 2-algeber ¢ : F(2) — A plati ¢(t1) = ¢(t2).
Protoze pro kazdy homomorfismus Q-algeber ¢ je ¢(F(€2)) podalgebrou Q-
algebry A a protoze tfida V je uzaviend na podalgebry, stac¢i se v posledni
podmince omezit jen na surjektivni homomorfismy. Navic, oznac¢ime-li ~ ja-
dro homomorfismu ¢, plati p(t1) = ¢(ts) pravé tehdy, kdyz t; ~ ty. V pii-
padé, kdy je homomorfismus ¢ surjektivni, je podle disledku véty 4.5 €)-
algebra A izomorfni s faktoralgebrou F'(§2)/~, a z toho, ze A patii do tfidy
V', plyne, ze téz F(2)/~ patii do tfidy V. Dostali jsme tedy: pro libovolné
termy t1,ty € F(Q) je t1 ~y ta pravé tehdy, kdyz pro libovolnou kongruenci
~ na Q-algebfe F(Q) takovou, 7Ze faktoralgebra F(€2)/~ patii do tiidy V/,
plati t; ~ t5. To je ale pravé predchozi definice.

Véta 8.3. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida -
algeber. Pak plati:

e Relace ~y je kongruenci na Q-algebie Fx ().

e Fuaktorovd algebra Fx (V) = Fx(Q)/~y Q-algebry Fx () podle kongru-

ence ~y patri do tridy V.

Dutikaz. Vime, ze ~y je prunikem neprazdné mnoziny K vsech kongruenci
~ na (-algebie Fx(Q) takovych, ze Fx(€2)/~ patii do V. Prvni tvrzeni tedy
plyne z prvniho tvrzeni véty 4.4. Podle druhého tvrzeni véty 4.4 existuje
homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx(2) — []_cx Fx(2)/~, jehoz jadrem je
prunik vsech kongruenci ~ € K, tedy kongruence ~y . Podle disledku véty
4.5 je Fx(V) = Fx(Q)/~y izomorfni s podalgebrou p(Fx(2)) Q-algebry
[[.cx Fx(€2)/~. Tento soucin Q-algeber z uzaviené tiidy V patii do V a
opét z uzavienosti V' plyne, Ze také jeho podalgebra ¢(Fx(Q)) patii do V', a
tedy do V patiiis touto Q-algebrou izomorfni Q-algebra Fx(V'), coz se mélo
dokazat.

Definice. Necht Q) je typ, X mnozina, V je uzaviena trida Q-algeber.
Faktorova algebra Fx (V) = Fx(Q)/~y z véty 8.3 se nazyva volna algebra
tiidy V' generovana mnozinou X. Necht i : X — Fx (V') je zobrazeni urcené
podminkou p(x) = w(z) pro vSechny prvky © € X, kde 7 : Fx(Q) —
Fx (V) je projekce na faktorovou algebru. Pak zobrazeni u se nazyva vnoreni
generatord do volné algebry Fx (V).

39



Poznamka. Pokud t¥ida V' obsahuje néjakou 2-algebru, ktera neni jedno-
prvkova nebo prazdné, 1ze snadno odvodit z nasledujici véty 8.4, ze zobrazeni
1 je injektivni.

Poznamka. Nyni ukdzeme, ze Q-algebra Fx (V') z pfedchozi definice sku-
tecné splnuje charakterizacni podminku volné algebry.

Véta 8.4. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida -
algeber, Fx(V) = Fx(2)/~v wvolnd algebra tridy V generovand mnoZinou
X, p: X — Fx(V) vnoreni generdtori do volné algebry Fx (V). Necht
A je libovolnd Q-algebra z tridy V a ¢ : X — A libovolné zobrazeni. Pak
existuje jeding homomorfismus Q-algeber ) . Fx (V) — A spliugjici podminku
You=ao.

Dukaz. Dokazme nejprve existenci homomorfismu ¢). Necht 7 : Fx(Q) —
Fx (V) je projekce na faktorovou algebru. Podle véty 8.2 existuje jediny ho-
momorfismus 2-algeber ¢ : Fx(Q) — A spliiujici podminku ¢(z) = ¢(x) pro
vSechny prvky = € X. Protoze ¢(Fx(2)) je podalgebra 2-algebry A patiici
do V, z uzavienosti V' plyne, ze do V' patii p(Fx(€2)). Ozna¢me ~ jadro ho-
momorfismu ¢. Podle dusledku véty 4.5 je p(Fx(€2)) izomorfni s Fx(§2)/~.
Proto Fx(2)/~ patii do V, a tedy ~ je jedna z téch kongruenci, jejichz
prinikem je ~y. Je proto kongruence ~y mensi nebo rovna kongruenci ~.
Protoze ~ je jadro homomorfismu ¢ : Fx(2) — A, Fx(V) = Fx(Q)/~y a
7w Fx(Q) — Fx(V) je projekce na faktorovou algebru, podle véty 4.5 exis-
tuje jeding homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx (V) — A s vlastnosti gom = .
Protoze pak @¢(u(x)) = ¢(n(z)) = ¢(x) = ¢(z) pro véechny prvky = € X,
plati p o u = ¢, a tedy je ¥ = ¢ hledany homomorfismus. Dokazme nyni,
7e homomorfismus v je podminkou véty urcéen jednozna¢né. Necht tedy ho-
momorfismus Q-algeber ¢ : Fx (V) — A také spliiuje podminku ¢’ o 1 = ¢.
Pak ¢/(m(x)) = ¢(x) pro vSechny prvky = € X a ¢’ = 9’ o 7 spliiuje pod-
minku véty 8.2. Protoze homomorfismus spliujici tuto podminku je jediny,
dostavame ¢’ = ¢. Tedy ¢ o ™ = ¢ o, z jednoznacnosti z véty 4.5 plyne
' = @ =1). Véta je dokdzana.

Poznamka. V nésledujici vété ukazeme, ze podminka z predchozi véty
skutecné charakterizuje Q-algebru F'x (V'), urCuje ji totiz jednoznacéné aZ na
izomorfismus.

Véta 8.5. Necht Q je typ, X mnoZina. Necht V je uzaviend trida Q-
algeber, Fx(V) = Fx(Q)/~y wolnd algebra tiidy V generovand mnoZinou
X, n: X — Fx(V) vnoreni generdtori do volné algebry Fx (V). Necht
algebra U z tridy V' a zobrazeni v : X — U splnugi ndsledujici podminku:
pro libovolnou Q-algebru A z tridy V' a libovolné zobrazeni ¢ : X — A
existuje jediny homomorfismus Q-algeber v : U — A spliugici podminku
ov = ¢. Pak plati: existuje izomorfismus Q-algeber p : U — Fx (V) takovy,
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Zepov =p.

Dukaz. Protoze Q2-algebra U spliiuje podminku véty, pro Q-algebru Fx (V')
a zobrazeni p : X — Fx(V) existuje homomorfismus Q-algeber p : U —
Fx (V) spliiujici pov = p. Jen je tfeba ukazat, Ze p je izomorfismus. Naopak,
podle véty 8.4 pro Q-algebru U a zobrazeni v : X — U existuje homomorfis-
mus Q-algeber ¢ : Fx (V) — U spliujici podminku ¢ oy = v. Pak homomor-
fismus pot: Fx (V) — Fx(V) splituje potpopu = pov = u. Rovnéz identita
na Fx(V), tj. zobrazeni vp vy : Fx(V) — Fx (V) splijici tp, (vy(a) = a pro
kazdé a € Fx(V), je homomorfismem, pro ktery plati tp, (v) o = p. Protoze
dle véty 8.4 (pro Q-algebru Fx (V') a zobrazeni p: X — Fx(V)) je takovy
homomorfismus urcen jednoznacné, plati p o 1) = vp, (v). Zcela analogicky se
dokéaze, ze 1) o p je identita na U. To ale znamena, zZe ¢ je inverzni zobrazeni
k p, a tedy p je bijekce, coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka. Nyni jsme jiz schopni dokéazat Birkhoffovu vétu, kterou jsme
uvedli jiz jednou jako vétu 6.6, ale nedokoncili jsme ditkaz jedné implikace.

Véta 8.6. (Birkhoff) Necht Q je typ. Trida Q-algeber je varieta, prdvé
kdyz splnuje vsechny tri ndsledujici podminky:

e je uzavrend na podalgebry algeber;

e je uzavrend na obrazy algeber v homomorfismech;

e je uzavrend na libovolné souciny algeber.

Dukaz. Jedna implikace byla jiz dokdzana v kapitole 6. Necht V' je li-
bovolna uzaviena tiida ()-algeber. Ukézeme, ze V je varieta. Oznacme T
mnozinu vSech rovnosti typu 2, které plati ve vSech (-algebrach z t¥idy V.
Oznac¢me W varietu 2-algeber urcenou teorii 7. Je tfeba dokazat, ze V = W.
7Z definice T je jasné, ze plati inkluze V' C W. Ukazeme nyni, ze také W C V.
Zvolme libovolné Q-algebru A € W. Véta bude dokazana, ukazeme-li, ze
AeV.

Uvazme volnou algebru Fx (W) = Fx(Q)/~w t¥idy W generovanou mno-
zinou X, pricemz za X volime nosnou mnozinu {2-algebry A. Podle véty 8.4,
v niz za zobrazeni ¢ : X — A volime identitu, existuje homomorfismus ¢2-
algeber ¢ : Fx (W) — A spliiujici podminku ¢(z) = ¢(z) = x pro vSechny
prvky = € X. Protoze X = A, je zjevné ¢ surjektivni. Mame téz volnou
algebru Fx (V) = Fx(Q)/~y tiidy V generovanou stejnou mnozinou X.
Ozna¢me Ky (resp. Ky ) mnozinu vSech kongruenci ~ na Q-algebie Fx(£2)
takovych, ze Fx(§)/~ patii do t¥idy V (resp. W). Z inkluze V' C W plyne
inkluze Ky C Ky . Protoze ~y je prinikem vsech kongruenci z mnoziny
Ky a ~y je prinikem vSech kongruenci z mnoziny Ky, plyne odtud, ze
~pw C ~y. Budeme hotovi, ukazeme-li také opacnou inkluzi ~y C ~y,. Pak
totiz budou obé& kongruence ~yy a ~y stejné, a proto Fx (W) = Fx(Q)/~w =
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Fx(2)/~yv = Fx (V) bude patiit do tiidy V. Z uzavienosti t¥idy V' pak do
V' bude patfit i homomorfni obraz ¢(Fx(W)) = A, coz pravé potfebujeme
dokézat.

Zaméime se tedy na diukaz inkluze ~y C ~y. Necht t1,t5 € Fx(Q)
jsou libovolné termy takové, ze t; ~y ts. Pro projekci na faktoralgebru = :
Fx(Q) — Fx (V) tedy plati 7(t1) = 7m(t2). Podle definice termu nad mnoZinou
X je pii tvorbé kazdého termu pouzito jen konecné mnoho prvki mnoziny
X. Oznacme si x4, . .., x, ty prvky mnoziny X, které byly pouzity pfi tvorbé
termt t; a to; jsou tedy t; a ty pii tomto oznaceni n-arnimi termy typu €2, tj.
t1,to € Fn(Q)

Dokazme nejprve, ze rovnost t; = {5 patii do teorie 7', tj. ze plati ve vsech
Q-algebrach z tfidy V. Zvolme libovolné Q-algebru B z tiidy V' a jeji prvky
bi,...,b, € B a ukazme, ze (t1)g(b1,...,b,) = (t2)p(b1,...,b,). Uvazme
zobrazeni ¢ : X — B takové, Ze pro kazdé m = 1,...,n plati ¢(z,,) = b, a
pro vSechny ostatni prvky z € X rtzné od zy,...,z, dodefinujme ¢(x) = b;
(ve specidlnim pfipadé n = 0 v8echny prvky mnoziny X zobrazime na néjaky
libovolné zvoleny prvek z Q-algebry B). Ozna¢me p: X — Fx (V') vnofeni
generatori do volné algebry Fyx (V) tfidy V. Podle definice je tedy pu(z) =
m(x) pro vSechny prvky = € X. Podle véty 8.4 existuje homomorfismus -
algeber ¢ : Fx (V) — B spliiujici podminku ¢ o y = ¢. Ozna¢me ¢ = p o,
je tedy ¢ : Fx(f2) — B homomorfismus, pficemz pro vSechny prvky z €
X plati ¥(z) = o(n(z)) = p(u(x)) = ¢(z). Ovsem F,(§2) je podalgebra
Q-algebry Fx (), proto mizeme uvazit homomorfismus ¢’ : F,(Q) — B,
ktery je ziZenim homomorfismu . Pro kazdé m = 1,... n plati ¢'(z,,) =
V(zm) = ¢(xm) = by Z véty 7.4 plyne, ze homomorfizmus vychazejici z volné
algebry F,,(£2) je jednozna¢né urcen svymi obrazy na generatorech x1, ..., x,,
podle véty 7.4 tedy pro libovolny term t € F,,(Q) je ¥'(t) = tp(by,...,b,).
Ptipomenme, Ze 7(t;) = m(t2); celkem tedy plati

(t1)p(by, ... ba) = ¥'(t1) = ¥(t) = @(7(t1)) = p(n(tz)) =
= ¢(t2) = w/(tZ) = (tZ)B(bla S 7bn)7

a tedy rovnost t; = t, patii do teorie T'.

Necht v : Fx(Q) — Fx(W) je projekce na faktoralgebru a v/ : F,(Q) —
Fx (W) jeji ztizeni na podalgebru F,(£2). Podle véty 7.4 je homomorfismus v/
jednoznacéné urcen svymi obrazy na generatorech a pro kazdy term ¢t € F,,(Q2)
tedy plati v/(t) = tp,ow)(V'(21), ...,V (2)). Ovem Fx (W) je Q-algebra z
variety W urcené teorii T', rovnost t; = t5, o které jsme dokazali, Ze do teorie
T patii, tedy plati i v Fx (W), odkud plyne

v(t) = V'(t) = (L) re o) (V (1), - - -,V (20)
= (t2) o) (V/(21), - -,V (2)) = V' (t2) = v(ta).
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To znamené, Ze t; ~y ta, coz jsme praveé potiebovali dokazat.

Poznamka. V pribéhu dikazu véty 8.6 jsme odvodili dalsi vlastnost
volné algebry, ktera stoji za zminku. VSimnéte si, ze pro kazdou varietu V'
typu Q plati: libovolna rovnost typu 2 plati ve volné algebte F'(V') variety
V préave tehdy, kdyz tato rovnost plati v kazdé (2-algebre variety V.
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