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KAPITOLA 1

Teoretické zaklady nahodnych procesi

1. Uvod

V praktickém zivoté se setkdvame s velkym mnozstvim nahodnych jevi, které se uskutecnuji v case.
Matematickym modelem téchto jevii mohou byt ndhodné procesy.

OBRAZEK 1. Tlustrativni obrazek

Pojem ndhodného procesu je zobecnénim pojmu nahodné veli¢iny. Zatimco nahodna velic¢ina je
realné funkce jedné proménné — elementarniho jevu, je nahodny proces realnou funkci dvou proménnych
— elementarniho jevu a jedné realné proménné. Tou obvykle byva cas.

K nejstar$im zéznamtum ve tvaru ¢asovych rad patii astronomickd pozorovdni. Grafickd znézornéni
¢asovych fad v podobég, na kterou jsme zvykli ted, se zacala objevovat na pocatku 19. stoleti (napf.
zéznamy zemédélské produkce - zndmé Beveridgeova fada popisujici cenovy index pSenice v zapadni
Evropé v letech 1500-1869).

V praktickych situacich se setkavame s mnoha ndhodnymi procesy. Naptiklad

e ve fyzikdlnich a technickych véddch:
seismicky zaznam v geofyzice,
fada nejvyssich dennich teplot v meterologii,
prubéh vystupniho signalu urcitého elektrického pristroje,
tenzometrické métfeni povrchového napéti v provozu namahané strojni soucéstky;,
zmény v tloustce dratu v prubéhu jeho délky,
zmény v poc¢tu vyzev na urcité telefonni lince, atd.;
e v biologickijch véddch:
sledovani riznych parametri znecisténi ovzdusi,
EEG, EKG zéznamy v medicing,
procesy mnozeni (napf. bakterii), apod.
e ve spolecenskijch véddch:
zmény v poc¢tu obyvatelstva,
procesy mortality a invalidity obyvatelstva, aj.;
e vekonomice
zmény poptavky po urcitém vyrobku,
analyza vyvoje kursu akcii na burze,
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objem zemédélské produkee,
pocet ¢ekajicich v letecké dopravée, atd.

Tyto procesy, napohled rozmanité, 1ze jednotné popsat matematickym pojmem nadhodného (stochas-
tického) procesu. Ta ¢ast matematické statistiky, kterd se zminénymi procesy zabyva, se také nazyva
statistickou dynamikou.

Cilem analyzy nahodnych procesu je konstrukce odpovidajiciho modelu, coz umozni porozumét
mechanismu, na jehoz zakladé jsou generovany sledované tdaje. Znalost modelu dale umozinuje pred-
povidat budouci vyvoj a je-li mozné fidit a optimalizovat ¢innost ptislusného systému (vhodnou volbou
vstupnich parametri a po¢ate¢nich podminek).

2. Definice nahodného procesu

DEFINICE 2.1. Necht je dan pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P), indexova mnozina T ¢ R a realna
funkce X : Q2 x T — R definovana pro Vw e a VteT.

Jestlize pro Vt € T' je X(w,t) borelovsky méfitelna funkce vzhledem k A (tj. pro VB € B,Vt € T
plati X-1(B) ={w e Q: X(w,t) € B} € A, kde B je o-algebra borelovskych podmnozin), pak tuto funkci
nazyvame (n-rozmérnym) ndhodnym procesem.

Néhodny proces X (w,t) pii pevném w € ) se nazyva realizace (trajektorie) procesu. Pravdépo-
dobnostni miru Py(B) = P(X~'(B)) nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného procesu
X(w,t).

POZNAMKA 2.2. Obdobné jako u ndhodnych veli¢in, kdy misto X (w),w € {2 piSeme pouze X,
u ndhodnych procesii misto {X (w,t),w € Q,t € T} pisSeme {X;,t € T}.

DEFINICE 2.3. Pokud indexovd mnozina 7" = Z = {0,+1,+2,...} nebo T c Z, mluvime o procesu
s diskrétnim casem nebo o Casové radé ¢i ndhodné posloupnosti. Pokud indexovd mnozina
T = (ty1,1s), kde —oo <ty < ty < +00, Fikame, ze {X;,t € T} je ndhodny proces se spojitym céasem.
Dvojice (S,S), kde S je mnoZzina hodnot nahodnych veli¢in X; a S je o-algebra podmnozin S, se
nazyva stavovy prostor procesu {X;,t € T'}. Pokud nédhodné veli¢iny X; nabyvaji pouze diskrétnich
hodnot, fikame, Ze jde o proces s diskrétnimi stavy. Nabyva-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime
0 procesu se spojitymi stavy.

Rozdéleni pravdépodobnosti Px ndhodného procesu {X;,t € T'} jednozna¢né definuje rozdéleni kaz-
dého n-rozmérného nahodného vektoru X = (Xy,,..., Xy, ), kde tq, ..., t, jsou libovolné body z mnoziny
T.

DEFINICE 2.4. Necht T™ je mnozina vSech vektoru
T ={t=(t1,...,t,) ity <ta < <ty;t; €Tii=1,...,n}.
Pak (konefné dimenzionalni) distribuéni funkci ndhodného procesu rozumime funkci
Fo(x)=F, . (x1,...,2p) = P(Xy, <1,..., Xy, <)
= Px,((-o0, 21 >,..., (=00, 2, >)
pro Vt = (t1,...,t,) €eT? a Vx = (x1,...,2,) € R

Pro rizna n a pro rizné hodnoty t4,...,t, dostaviame cely systém distribuc¢nich funkci, ozna¢me
jej F, ktery nemize byt uplné libovolny, ale zfejmé musi spliiovat tzv. Kolmogorovy podminky
konzistence

(K1) Podminka symetrie: pro libovolnou permutaci i1, ..., 1, ¢isel 1,... n plati

Byt (Tigs oy ,) = By (21,000, T0).

(K2) Podminka konzistence:

Fotntn (X1, xp,00) = Fy oy (2,00, 20).



RNDr. Marie Forbelské, Ph.D. 3

Kazdému nahodnému procesu lze tedy prifadit konzistentni systém distribuc¢nich funkei. K danému
konzistentnimu systému distribu¢nich funkei existuje vzdy takovy nahodny proces, Ze jeho systém dis-
tribu¢nich funkci je totozny se zadanym systémem, coz rika nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu
(1ze najit v knize Neubrunn, Riec¢an, 1981, [41]).

VETA 2.5. Kolmogorova véta
K systému distribucnich funkci, které splnuji Kolmogorovy podminky konzistence, existuje pravdépodob-
nostni prostor (Q, A, P) a ndhodnyj proces {X;,t € T'} tak, Ze F je jeho systémem distribucénich funkci.

3. Stochastické procesy druhého radu
3.1. Striktni a slaba stacionarita.

DEFINICE 3.1. Rekneme, 7e nahodny proces {X},t € T} je striktné stacionarni, jestlize pro Vt =
(t1,...,tp) €T apro VT =(t1 +h,...,t, + h) € T" plati

Fo(x)=F, . (x1,...,¢n) = Fr o (x1,...,2,) = Fr(%).

Rovnost 1ze interpretovat tak, ze zakladni pravdépodobnostni charakteristiky procesu se neméni pri
posunuti v Case.

DEFINICE 3.2. Existuje-li pro Vt € T' stfedni hodnota F X, pak nazyvame funkci
we = EXy
stfedni hodnotu nahodného procesu.

DEFINICE 3.3. Nahodny proces {X;,t € T} nazyvame procesem druhého fadu, jestlize pro Vi € T

plati
EX? < oo

a Tikame, Ze ndhodny proces mé kone¢né druhé momenty.

POZNAMKA 3.4. Pokud EX? < oo, pak ze Schwarzovy nerovnosti plyne

BIX| < (B[P E|X,P)} = (BIX,?)} < oo,

tj. existuje stiedni hodnota EX; =y,
a rozptyl DX, =EX?-(EX;)? =02

DEFINICE 3.5. Uvazujme nahodny proces {X;,t € T'}, ktery ma kone¢né druhé momenty. Pak funkci

v(s,t) =C(X,, Xy) = BE(Xs - EX) (X, - EX))
nazveme autokovarian¢ni funkeci a funkci
p(s t) — C(X87Xt) _ 7(3725)
- VDX.DX: \A(s,s)(t1)

nazveme autokorelaéni funkci.

PozNAMKA 3.6. Tyto realné funkce dvou proménnych dévaji informaci o linearnim vztahu mezi
jakoukoliv dvojici ndhodnych veli¢in X, a X;. Autokavaria¢ni funkce nabyva hodnoty od minus do plus
nekonecna a jeji velikost zavisi na mérnych jednotkich ndhodnych veli¢in. Naproti tomu autokorelac¢ni
funkce je normovanou autokovarianci, nabyva hodnot od minus jedné do jedné a neni zavisla na mérnych
jednotkach.

DEFINICE 3.7. Nahodny proces {X;,t € T} nazyvame stacionarni ve stfedni hodnoté&, pokud
pro Vt € T je stfedni hodnota konstantni, tj. EX; = u. Pokud EX; = 0, ndhodny proces nazyvame
centrovanym.

Néahodny proces {X;,t € T'} se nazyva kovarian¢né stacionarni, pokud pro Vt,s € T plati

v(s,t) =v(0,|s = t]) coz budeme také psat ve formé v(s,t) =v(s-1),

tj. autokovarian¢ni funkce zavisi na svych argumentech pouze prostiednictvim jejich rozdila.
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Néhodny proces {X;,t € T} se nazyva (slabé) stacionarni, je-li stacionarni ve stfedni hodnoté
a kovarian¢né stacionarni.

POzNAMKA 3.8. Bez jmy na obecnosti mizeme pracovat s centrovanymi ndhodnymi procesy, nebot
pro libovolna redlna cisla a,b € R plati

C(Xs+a,X;+b)=FE[(Xs+a) - E(Xs+a)][(X;+b) - E(X;+D)]
= B(X, - EX,)(X; - EX;) = C(X,, Xy) =7(s,1)
POzZNAMKA 3.9. Protoze C(X,, X;) = C(X;, Xs), pak pro kovariancné stacionarni procesy plati
v(=t) = v(t) a vSechny ndhodné veli¢iny X; maji tentyz konecny rozptyl
DXy = C(Xy, X¢) =(t -t) =~(0).

Ze Schwarzovy nerovnosti dale plyne

()| = |C(Xo, Xi)|</ DXo DX, = 7(0).

PozNAMKA 3.10. Privlastek slabé se vétsinou vynechéva. Lze snadno ukazat, Ze je-li proces striktné
stacionarni, je také stacionarni. Opac¢na implikace vSak neplati.

POzZNAMKA 3.11. Necht nadhodny proces {X;,t € T} je stacionarni. Ozna¢me
7(0) = 0%,
pak autokorelac¢ni funkce staciondrniho nahodného procesu bude mit tvar
_2@) _ @)
o) = L2 =10,
a* (0
Definujme nyni ndhodné procesy, které budou hrat dulezitou roli v aplikacich.

DEFINICE 3.12. Rekneme, Ze nahodny proces {e;,¢ € T} je bilym Sumem ( White Noise), jestlize
g; jsou nekorelované nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou, t;j.

FEei =0, Degi=02% Ce,e5)=0 (s#t),
znacime
g ~ WN(O, 0'2).
Pokud jsou navic nejen nekolerované, ale i nezavislé, zna¢ime je symbolem IID (independent identical

defined), piSeme
e, ~ 11D(0,52).

VETA 3.13. Ndhodné procesy €, ~ WN(0,02) a g ~ I1D(0,02) jsou staciondrnimi ndhodnymi
procesy.

DUKAZ. Ziejmy. O

DEFINICE 3.14. Nahodny proces { X;,t € T'} se nazyva gaussovskym (normalnim), jestlize pro kazdé
prirozené n a libovolna éisla t; € T, j =1,...,n, je jeho n-rozmérna distribu¢ni funkce Fy, 4 (z1,...,2,)
distribu¢ni funkci n-rozmérného normalniho rozdéleni.

VETA 3.15. Gausstiv ndhodny proces { Xy, t € T} je staciondrni, prave kdyz je striktné staciondrnd.
DUKAZ. Je trividlni a plyne z vlastnosti normalniho rozdéleni. 0

DEFINICE 3.16. Rekneme, ze nahodny proces {X;,t € T} splije linearni regresni model, pokud
pro jeho stfedni hodnotu plati

VieT: EXy=p=>Y B;fi(t),
=0

kde fo,..., fm jsou znamé funkce definované na T, B = (fBo,...,5m)" je neznamy vektor regresnich
koeficient.
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4. Vlastnosti autokovaria¢ni funkce

Ttebaze v praktickych situacich mame co ¢init jen s realnymi nahodnymi veli¢inami, v teorii byva
vyhodné pracovat nékdy s komplexnimi ndhodnymi veli¢inami. Komplexni veli¢inou rozumime
veli¢inu

X=Y+iZ,
kde Y a Z jsou realné ndhodné veliciny. Komplexnim ndhodnym procesem nazveme systém kom-
plexnich nahodnych veli¢in

{X;,teT}.
Mnoho dalsich avah se bude tykat pravé komplexnich procesi. Slovo , komplexni“ se bude vynechavat,
kdyz bude zfejmé ze souvislosti.

Existuji-li stfedni hodnoty EY a EZ, definuje se stFfedni hodnota komplexni ndhodné veliiny
X=Y+iZ

EX =FEY +iFEZ.

Budeme se nyni zabyvat zakladnimi vlastnostmi autokovarian¢éni funkce
v(s,t) = C(X,, Xy) = BE(Xs - EX) (X, - EXy).
Pritom se samoziejmé predpoklada, ze jde o proces s kone¢nymi druhymi momenty.

Jelikoz autokovarian¢ni funkce procesu zustéava stejna pri zméné stiedni hodnoty, budeme také
pro jednoduchost predpoklddat, ze stfedni hodnota procesu je rovna nule, tj. Ze proces je centro-
van.

VETA 4.1. Necht {X;,t € T} je centrovany proces s autokovarianéni funkci ~(s,t). Pak plati:

(1) Autokovarianéni funkce v(s,t) je pozitivné semidefinitni funkce.
(2) Autokovariancni funkce v(s,t) je hermitovsky symetrickd, tj. pro s,t € T plati

’7(87 t) = 7(757 S)

(8) Je-li funkce y(s,t) pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetrickd, existuje takovy ndhodny proces
(dokonce normdlni), Ze v(s,t) je jeho autokovariancni funkct.

(4) Pro autokovariancéni funkci v(s,t) plati nerovnosti

Ws,5) 20 a (sl <VA(s V(L.

(5) Soucet dvou autokovariacnich funkci je opét autokovariancni funkci.

(6) Redlnd ¢ast autokovariancni funkce je téZ autokovariancni funkci. Imagindrni éist je autokovari-
ancni funkci jen tehdy, je-li rovna identicky nule.

DUKAZ. Postupné dokazujme jednotliva tvrzeni.

(1) Nejprve piipomeneme definici tzv. pozitivné semidefinitni funkce. Necht f(s,t) je funkce dvou
proménnych definovana na T x T'. Rikdme, Ze f je pozitivné semidefinitni, plati-li pro jakékoli

prirozené ¢islo n, pro libovolna komplexni ¢isla ¢4, ..., ¢, a libovolné body t,...,t, € T vztah
n n
>0 ftg,tr)eier 2 0, (1)
j=1 k=1
Funkce jedné proménné g(t), ¢t € T se nazyva pozitivné semidefinitni, plati-li pro kazdné pfirozené
n, libovolna komplexni ¢isla ¢y, ..., ¢, a libovolné body ¢,...,t, €T at;—t, €T pro j,k=1,...,n
vztah

>3 g(tj - tw)ejer > 0. (2)
o

Necht {X;,t €T} je centrovany proces s autokovariancni funkei v(s,t). Pak ziejmé plati

n 2 n n _ n o n B n o n
Z;Cth]. =F [Z; Cthj Z Ekth] = Z Z CjékE(thth) = Z Z Cjék’}/(tj,tk).
J= Jj= k=1 j=1k=1 j

7=1k=1

0<E
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(2) Plati v(s,t) = B(X,X;) = E(X,X,) = 7(t,s), takZe autokovarian¢ni funkce je hermitovsky symet-
ricka.
(3) Dikaz tietiho tvrzeni lze najit napiiklad v knize Doob (1953, [23]).

(4) Prvni nerovnost (s, s) > 0 plyne z definice autokovarian¢ni funkce a druha |y(s, )| < \/v(s, s)\/7(, t)
je dusledkem Schwarzovy nerovnosti.

(5) Abychom mohli dokézat paté tvrzeni, pripomenme si, ze souet dvou pozitivné semidefinitnich
hermitovsky symetrickych funkci je opét funkce pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetricka.

Necht fi(s,t) a fa(s,t) jsou pozitivné semidefinitni. Polozme

f(S,t) = fl(‘g?t) +f2(37t)'

Pro libovoln& komplexni ¢isla cq, ..., c, plati

n

iz Aékf(tj,tk)=zn:zn: Ckfl t],tk ii Ck'f?(tj7tk‘
j=1k=1 J=lk=1 j=1k=1

Kazdy z obou vyrazii na pravé strané je nezaporny. Musi byt tudiz nezdporny i vyraz vlevo, ¢imz
je zarucena pozitivni semidefinitnost funkce f. Odtud plyne péaté tvrzeni véty.
(6) Necht {Z,,t € T} je komplexni ndhodny proces s autokovaria¢ni funkei

v(s,t) =C(Zs, Zy) = E(Zs - EZ,)(Z, — EZy).
Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze nahodny proces mé nulovou stfedni hodnotu, t;j.
0=FEZ =E(X,+1iY,) = EX, +iEY,,
coz implikuje, Ze
EX, =LY, =0.
Pocitejme
Y2(5.1) = BZ,Z, = B(X, +Y,)(X, - iV;)
= EX. X, + EY,Y; +i(EY, X, - EX,Y;)
Realna cast yz(s,t) je rovna
Re(vz(s,t)) = EX Xy + EY,Y; = yx(s,t) + yv (s, 1).

Je tedy rovna sou¢tu autokovariacni funkce procesu {X;,t € T} a autokovaria¢ni funkce procesu
{Y,,t €T} a je podle patého tvrzeni autokovarian¢ni funkei.

Imaginarni ¢ast v;(s,t) je rovna
Im(vyz(s,t)) = EY, X, - EX,.Y,.
Piipomenme, Ze pro libovolnou autokovarianéni funkce (s, t) musi platit:

(i) v(s,5) >0 (i1) 0 < [y(s, )] < /A (s, s)VA(H, ).

V bodech s =t dostaneme

Im(vz(s,s)) = EY, X, - EX,Y, =0.

Druha nerovnost vsak je splnéna jen tehdy, je-li stale rovna nule. Na druhé strané funkce identicky
rovna nule je autokovaria¢ni funkei napt. procesu, ktery je stale roven nule.

O
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5. Spojitost a derivace ndhodného procesu

5.1. Spojitost ndhodného procesu. Pokud se zajimame o spojitost procesu {X;,t ¢ T}
v bodé t; € T', budeme studovat chovani ndhodnych veli¢in X; pii t — ;.
Jestlize X; konverguji v n¢jakém smyslu k X, je mozno mluvit o spojitosti procesu X; v bodé t.

v

tického stiedu.
DEFINICE 5.1. Rekneme, Ze nahodny proces {X;,t €T} je spojity podle stiedu v bodé ,
jestlize pii t — ty konverguji X; k Xy, podle kvadratického stiedu, tj. kdyz
E|Xt_Xto|2_>0 pro t—>t0

V tom piipadé piSeme
Xto = llm Xt

t—to
(zkratka z anglického "limit in the mean").
Je-li proces {X;,t € T'} spojity v kazdém bodé mnoZiny , fikdme strucéné, Ze je spojity.

POZNAMKA 5.2. Z teorie pravdépodobnosti je zndmo, Ze konvergence podle kvadratického stfedu
implikuje konvergenci podle pravdépodobnosti.

VETA 5.3 (kritérium spojitosti procesu). Proces {X;,t € T} je spojity prave tehdy, kdyZ je jeho
autokovariancéni funkce vy(s,t) spojitd v bodech (s,t), pro néz s =t.

DUKAZ. Bez tjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze proces je centrovany.
= Je-li proces {X;,t € T'} spojity, pak plati pro Vs,t,sg,tg €T
0 S|’7/(S7t) - ’7(807t0)| = |EXSXt - EXSoXt0|
= | E(XS - XSO)(Xt - Xto) + EXSO(Xt - Xto) + E(XS - XSO)Xto |
(1) () 3)

trojihel.ner. _ _ _
< |E(XS - XSO)(Xt - Xt0)|+|EXSO(Xt - Xt0)| + |E(XS - XSO)Xt0|

2 2 2
Schwarz.ner.

B\ XX, PEIX=X1,|* | +| B|1 X s PEI X=X |* | +]| BEIX X, 2B X, |?

:0 -0 -0

pro §—= 8o, t = 1o

(vyuzili jsme vlastnosti spojitosti skalarniho souc¢inu). Funkce (s, t,) je tudiz spojita vsude, a
tedy také na diagonéle s =t.
< Predpokladejme nyni, Ze y(s,t,) je spojitad na diagonale s = t. Mame

E|X - Xt|2 = B(X, - Xt)(Xs - Xt)
=EX,X,-EX,X,- EX, X, +EX, X,
=7(s,8) =(s,t) =7(t, ) + (L, 1)
P1i pevném t a pii s - t z naseho predpokladu vyplyva
V(s 8) = (tt), (s, t) >(tt), At s) > (t 1),
takze
E|X,-X/*>0 pro s-—t,
tj. konverguje podle kvadratického stfedu.
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5.2. Derivace ndhodného procesu. Derivaci ndhodného procesu budeme definovat obdobné,
jako se definuje derivace funkce.

DEFINICE 5.4. Rekneme, 7e nahodny proces {X;,t € T} ma v bodé derivaci | X/ |, jestlize
plati

Lim.
h—0 h
Mé-1i ndhodny proces {X;,t € T'} derivaci ve v8ech bodech t € T', fikdme stru¢né, ze ma derivaci.

= X{, pro to+hel.

Véty, které davaji nutnou a postacujici podminku pro existenci derivace ndhodného procesu, lze
najit v knize Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych rad. Praha. SNTL 1976

6. Spektralni rozklad autokovarianénich funkci stacionarnich procesi

6.1. Herglotzova a Bochnerova véta. V celém odstavci budeme predpokladat, ze ndhodny pro-
ces {X;,t € T} je stacionarni, centrovany a druhého fadu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti stacionarnich nahodnych procest je vlastnost, Ze jeho autokovaria¢ni funkci
lze vyjadrit jako (nespocetny) soucet harmonickych funkei s raznymi frekvencemi a amplitudami.

VETA 6.1 (Herglotzova véta). Je-li {Xy,t € Z} staciondrni posloupnost, pak se jeji autokovariancéni
funkce v(t) dd vyjddrit ve tvaru

(1) = [ ePar),
kde F(\) je neklesajici, zprava spojitd funkce tak_(;)a?, Ze
F(-m)=0 a F(m) =~(0).
Pritom F(\) je jedind.
DUKAZ. Lze najit napiiklad v Forbelska (2009). O

VETA 6.2 (Bochnerova véta). Je-li {X;,t € R} staciondrni proces spojityj podle stredu, pak se jeho
autokovarianéni funkce ~(t) dd vyjdadrit ve tvaru

(1) = [ ePar),
kde F(\) je takovd neklesajict, zprava spojitd funkce, Ze
F(-00)=0 a F(o0) =~(0).
Pritom F(\) je jedind.
DUKAZ. Lze najit napiiklad v Forbelska (2009). O

Vzorci _ _
’Y(t)=f e dF(\)  resp. ’y(t)zf e"dF(\)

se fikd spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkce F'()\) se nazyva spektralni distribuéni
funkce.

Je-li F'()\) absolutné spojita, pak existuje takova funkce f(\), Ze pro ndhodné stacionarni po-
sloupnosti, resp. pro stacionédrni ndhodné procesy plati

FOA) = /:f(a:)dx resp.  F()) = [: F(2)dx. (3)

Jelikoz F'(\) je neklesajici, je f(\) skoro vSude nezaporna. Je-li tfeba, pozménime ji na mnoziné miry
nula tak, aby byla vSude nezaporna. Tim se integral (3) nezméni. Funkce f(\) se nazyva spektralni
hustota. Existuje-li spektralni hustota, pak mizeme psét

() = [: e F(N)dN  resp. (1) = [: e F(N)dA. (4)
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Vsimnéme si jesté, zda a jak se da na zdkladé néjaké jednoduché vlastnosti kovarian¢éni funkce ~(t)
poznat, zda vibec spektralni hustota existuje.

VETA 6.3. K existenci spektrdlni hustoty staciondrni ndhodné posloupnosti staci, aby pro jeji kova-
riancni funkci platilo

> hl<os

K emistenci spektrdalni hustoty spojitého staciondrni nahodného procesu staci, aby pro jeji kovariancni
funkci platilo

[ : y(£)[dt < oo,

DUKAZ. Lze najit napiiklad v publikaci autori Gichman a Skorochod (1971, viz [27]). O

V nasledujicich dvou vétach je zodpovézena otézka, jak vypocitat spektralni hustotu z kovarianéni
funkce.

VETA 6.4. Existuje-li spektrdlni hustota f(\) staciondrni posloupnosti a md-li variaci konecnou
na (-m, ), pak plati

=52 3 () )

ve vSech bodech spojitosti funkce f(\), coZ je skoro vSude vzhledem k Lebesgueove mire.

DUKAZ. Ze vzorce (4) na strané 8 vidime, Ze az na normujici konstantu % jsou 7(t) Fourierovy
koeficienty funkce f(\) vzhledem k ortogonalnimu systému funkei {e=#*}. Zbytek tvrzeni plyne z faktu,

b
ze funkce s kone¢nou variaci ma nejvyse spocetné bodi nespojitosti (variace je difinovana takto \/(f) =
a

sup % |f(xx) = f(zg-1)|, kde D, ={a=x¢ <21 <<, =b} je déleni intervalu (a,b).) O
Dy k=1

VETA 6.5. Ezistuje-li spektrdlni hustota f(\) spojitého staciondrniho procesu a je-li autokovariancéni
funkce absolutné integrovatelnd, tj.

[ <o,

pak
FO =5 [T ey a (

DUKAZ. Ze vzorce (4) na strané 8 vidime, Ze az na normujic konstantu 5- je mezi v(t) a f())
stejny vztah jako mezi charakteristickou funkci a hustotou rozdéleni. Proto lze pifimo prevzit vzorec
pro vypocet hustoty z charakteristické funkce. 0

VETA 6.6. Spektrdalni hustota f(\) redlného spojitého staciondrniho procesu nebo redlné staciondrni
posloupnosti je sudd funkce v tom smyslu, Ze pro ni plati

FA) = F(=X) (7)
skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mife.

DUKAZ. Necht {X;,t € T'} je spojity stacionarni proces. Jelikoz je realny, plati pro kazdé t € T, ze
v(t) = vy(-t). Proto vzhledem k (4)
Y(t) = [T e F(N)AN = [ e A F(N)dN = y(-t).
Substituci se snadno zjisti, Ze pravé strana je rovna [ e f(-\)d\ takze

/: G F(N)dA = [Ooemf(—)\)d)\. (8)

Je-li f(A) =0 skoro vSude, je tvrzeni véty ziejmé. Pfedpokladejme tedy, ze
[5 f(N)dA=C > 0.
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Bez jmy na obecnosti muzeme polozit C' = 1 (jinak sta¢i misto f(\) uvazovat @) Pak vzo-
rec (8) ukazuje, ze charakteristické funkce piislusejici hustotam f(\) a f(=\) jsou totozné. Vzhledem
k vzajemné jednoznacnému vztahu mezi rozdélenim pravdépodobnosti a charakteristickou funkei odtud
vyplyva tvrzeni véty.

Pro stacionarni posloupnosti je dikaz obdobny. O

7. Odhady strednich hodnot a autokovarianci

Stochasticky proces je matematickym modelem realného déje nahodného charakteru, ktery probiha
nepretrzité v case. Mizeme jej vSak pozorovat jen v konec¢nych casovych intervalech a na zékladé téchto
pozorovani urcit odhady hodnot charakteristik tohoto procesu - stfedni hodnoty, rozptylu, autokovari-
anc¢ni funkce, atd.

Jestlize mame k dispozici dostateény pocet pozorovani realizaci ndhodného procesu, mizeme

(1) Priblizné uréit charakteristiky kazdé realizace ndhodného procesu.
(2) Piiblizné celkové charakteristiky lze ziskat zpramérovanim piedchozich.

Tato metoda zpracovani je vSak pomérné slozita a vznikd otézka, ¢i by nebylo mozné pro stacionarni
nahodny proces zaménit tento slozity pristup za mnohem jednodussi, ktery se zaklada na predpokladu,
ze stfedni hodnota nezavisi na ¢ase a korelacni funkce na zac¢atku vypoc¢tu. Kromé toho vznika otéazka,
zda pri zpracovani pozorovani stacionarniho ndhodného procesu je tieba disponovat nékolika jejich
realizacemi. Protoze ndhodny proces je stacionarni a homogenni v case, je prirozené predpokladat,
ze jedna jedina realizace s dostatecnou délkou je postacujicim materidlem na ziskani charakteristik
nadhodného procesu. Pii podrobnéjsim zkouméni této otazky se ukazalo, Ze existuje takovato moznost,
ale ne pro v8echny stacionarni ndhodné procesy.

Tedy jestlize jedina realizace nahodného procesu pozorovana v dostatecné dlouhém case miize
byt povazovana za urcitého reprezentanta vSech moznych realizaci, fikame, Ze takovéto stacionarni
stochastické procesy maji ergodickou vlastnost.

Jestlize urc¢ity ndhodny proces nemé tuto vlastnost ergodic¢nosti, i kdyz je stacionarni, potom jeho
ruzné realizace, které se vyskytuji s urcitymi pravdépodobnostmi, maji rtizny charakter pribéha. V
tomto duchu, jako by Slo o realizace riznych jednodussich stacionarnich procesii, které maji svoje
individualni charakteristiky.

V nékterych pripadech na neergodi¢nost stacionarniho procesu mize ptisobit uz jen vyskyt jediného
nahodného séitance (tj. ndhodné proménné nezavislé na case).

POzZNAMKA 7.1. Necht
{Y(t)=X(t)+Z,teR}
je ndhodny proces, kde { X (t),t € R} je ergodicky stacionarni proces definovany na pravdépodobnostnim

prostoru (€2, 4, P) a Z nahodn4 veli¢ina definované na témze pravdépodobnostnim prostoru se stiedni
hodnotou pz, rozptylem 0% a pro niz pro kazdé ¢t € R plati

C(X(t),Z)=0.
Potom

py (8) = px + piz
w(t)=C(Y(5),Y(s+1)=C(X(s)+Z,X(s+t)+Z) =
=C(X(5),X(s+t))+C(X(s+t),2)+C(Z,X(s+1t))+C(Z,Z)

x (8) -0 -0 o2

=yx(t) + 0%
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Tedy nahodny proces {Y(t),t € R} je stacionarni proces, ale nemuzeme ho povaZzovat za ergodicky, nebot
se da ocekavat, ze kazda jeho realizace se bude charakterem svého prubéhu lisit od jinych - v zavislosti
od toho jakou hodnotu pfi dané realizaci nabyla ndhodna veli¢ina Z.

Autokovarianéni funkce stacionarniho procesu Y (), t € R se od autokovarianéni funkce stacionarniho
ergodického procesu { X (t),¢ € R} 1isf o kladnou slozku 0%. TakZe pro t — oo se hodnoty 7y (t) nezmensuji
k nule, ale od uréitého ¢asu t,, zustavaji konstantni (= 0%).

Nyni budeme definovat ergodic¢nost stacionarnich procest presnéji matematicky v souvislosti s kon-
strukeif odhadi nékterych charakteristik stacionarnich procesu.

7.1. Odhady stiedni hodnoty. Necht {Y(t),t € R} je stochasticky proces 2. fadu, ktery pozo-
rujeme v Casovém intervalu (0, 7). Necht jeho konstantni stfedni hodnota i je neznama a je tieba ji
odhadnout.

DEFINICE 7.2. Odhad stiedni hodnoty /i stacionarniho nahodného procesu {Y'(¢),t € (0,7)} pomocf
metody nejmensich ¢tverca (MNC) je definovan vztahem:

T
f= argmin[ (Y (t) - p)* dt.
weR Jo

POzZNAMKA 7.3. Stale budeme predpokladat, Ze integraly vystupujici v jednotlivych vztazich existuji
a daji se v nich zaménit poradi integrovani a stfedni hodnoty.

Snadno 1ze odvodit, ze odhad stfedni hodnoty pomoci MNC je roven

- % JA Yyt (9)

nebot

d [T T g
0= [T (r(ey-2uy () ?) di=-2 [ v(t)dte2pu [ at
w Jo 0 0

=T

T
= 2Ty -2 f Y (t) dt.
0

VETA 7.4. Odhad stredni hodnoty pomoci metody nejmensich ctverci je nestranny a jeho stredni
kvadratickd chyba je rovna

MSE(ji) = % [OT(1 - %)W(u) du. (10)

DUKAZ. Nestrannost:

FE E1 TY d 1 TEY d 1 Td
n=E(= H)dt| == t) dt = p— t=p.
i (Tfo <>)Tf0 (1) di= s [ de=p

=p(stac.) T

Stredni kvadratickd chyba v piipadé nestranného odhadu je rozptylem tohoto odhadu

MSE(p) = E[(i-p)*] = E[(f - Ei)*] = D(p).
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Pocitejme

MSE(f) = E[(ji-p)?*] = E{[% fOTY(t) di - “]2}

_ E{[% fOT(Y(t) ) dtr}
- iE{ [ [ 0 -morty-p ds dt}

- [ [ B o) -] d

vy (t-s)(stac.)

1 T pT
zﬁfo /Ow(t—s)dsdt

u=t-s

Uvazujme transformaci

v=t

s Jakobianem |J| = 1. Protoze s,t € (0,T), pak plati

-T < < T

0 < wv=t < T
a tudiz

u<v=s+u<T+u,
tedy

max{0,u} <v <min{7,T + u}.

Tak dostaneme

1 T min{T,T+u}
MSE(,&):EIT [ vy (u) dv | du

max{0,u}

:%[[; (yy(u) ./oTde) du+AT (’Yy(U) LTdv)du]

| L@ dus [Tay@r-u)

1

-7 /. Tw<u><T—|u|>du=% f0T<T—u>W<U> du

=2 [ (1 #) vy du=D@ =[5 [Ty a]

Pro dalsi studium ergodickych procest je vhodné vyslovit néasledujici definici:

DEFINICE 7.5. Rekneme, Ze staciondrni proces {Y(t),t € R} je ergodicky ve stifedni hodnoté,
pokud plati

1 rT
tim D [ Ytdt]:o. 11
Jim [T . Y@ (11)
VETA 7.6. Necht pro staciondrni proces {Y (t),t € R} s autokovarianéni funkct vy (t) plati

tlgonon (1__)|7Y(U)|du 0.

Potom je nahodny proces {Y (t),t € R} ergodicky ve stiedni hodnoté.
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DUKAZ. Tvrzeni véty plyne ze vztaht (10), (11) a nerovnosti

OfT(1—%)W(u)du ngT(1—%)|W(u)|du.

DUSLEDEK 7.7. Necht 1tlim v (t) = 0. Pak staciondrni proces s autokovariancni funkci vy (t) je

O

ergodicky ve stiredni hodnote.
DUKAZ. Jestlize
thm ny(t) = 07
pak také
tllglo [y (£)] = 0.

Pak pro libovolné malé e > 0 existuji dostatecné velka T, Ty € R (Ty < T') takova, Ze pro kazdé t > Ty,
plati

Iy (8)] <e.
Pak
: 1 rT .2 T u
TIEEOD[T[) Y(t)dt]:Th_I)Eof ; (1—?)7y(u)du
u
< Jim o) (1—?)|W(U)|du
9 T
SThf{}of/; [y (u)] du

. 2 To T
- lim = f Iy ()] du+ f Iy ()] du
T—oo T 0 @~— T0 ~——

<y (0) <€
. Ty To\ 1.
< %1_{1302[?’}/)/(0) + (1 - T)ff] =0

ergodicita ve stfedni hodnoté.

Poznamenejme, Ze jestlize plati
thm r)/Y(t) = 07

pak také pro autokorela¢ni funkci plati

t
tlim py (1) = lim v () =0,

t=e0 3y (0)
coz znamend, ze sila linearnich vazeb mezi jednotlivymi nadhodnymi veli¢inami, které tvori dany
stacionarni proces {Y'(t),t € R}, jakmile se tyto od sebe neustéile vzdaluji, postupné slabne, tj. jejich
korela¢ni koeficient — 0.

7.1.1. DISKRETNI NAHODNE PROCESY. Pfi pozorovani stacionarnich procesii {Y (t),t € R} dru-
hého tadu se spojitym casem nejcastéji pozorujeme jen urcitou jejich konecnou diskrétni cast, tj.
pro n € N v diskrétnich ¢asovych okamzicich t,...,t, € R pozorujeme jen nahodny vektor

Y=Y, V) = (Vs V2,

ktery nazyvame diskrétnim pozorovanim niahodného procesu {Y(t),t € R} (anebo diskretizaci
ndhodného procesu {Y(t),t € R} se spojitym ¢asem), kde jsme polozili

tizi, izl,...,n.
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Pak lze snadno ukazat, ze obdobnym diskrétnim ekvivalentem odhadu stredni hodnoty je odhad

V=23 Y,-L =1%V, kde At=ZL
1=1 t=1

n
— —
L [titAt/2

“l-At)2 Y (t)dt

7.2. Odhady autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce. Odhad autokovarianéni funkce lze ana-
logicky jako v pripadé stfedni hodnoty nalézt ve tvaru

() = [ IO ) (Y () - )]

Podobné jak jsme vyse definovali ergodi¢nost ve stiedni hodnoté pro stacionarni proces {Y(t),t € R},
muzeme definovat i jeho ergodiénost v rozptylu, pokud plati

lim D [ ! [T (Y (t) )th] 0
im — - =
T-eo |'T" Jo a

a jeho ergodi¢nost v autokovarian¢ni funkci, jestlize plati

lim D [% /OT_T YV (r+8) =) (V) - 1) dt] -0,

T—o0

Snadno lze ukazat, ze obdobnymi diskrétnimi ekvivalenty jsou nésledujici odhady:

Odhad autokovarianéni funkce:
1 n—k B _
Ck = — Z(Yt Y)Y -Y)
n—-k A

pro k=0,1,...,n—1.
Odhad autokorelaé¢ni funkce ACF:

prok=0,1,...,n—1.
Aby tyto odhady mély prakticky vyznam, pozaduje se obvykle

n > 50
a
k<7,
nebot odhady
e ren {n)

nejsou linedrné nezavislé a s rostoucim k roste i jejich rozptyl.

8. Odhady spektralni hustoty

8.1. Uvod. Pojem spektra se vyskytuje nejen v teorii ndhodnych procest, ale také v matematice,
fyzice a technice. Jestlize né&jaky proces vinéni je souc¢tem harmonickych vinéni (tzv. harmonik), tak
spektrum procesu vlnéni se nazyva funkce, ktera popisuje rozdéleni amplitud podle jednotlivych frek-
venci. Spektrum ukazuje, kterda vinéni prevlddaji v daném procesu a jakd je jeho vnitini struktura.
Spektrum v piipadé staciondrniho ndhodného procesu déva rozdéleni rozptyli nahodnych amplitud
podle raznych frekvenci vinéni.

V  celém  tomto  odstavei  proto  budeme  predpoklddat, Ze  nahodny  proces
{Y;,t € T'} je stacionarni, centrovany a druhého fadu (tj. s kone¢nymi druhymi momenty).
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8.2. Periodogram. V dalsim budeme piedpokladat, ze {Y;,t € Z} je centrovana stacionarni
nihodna posloupnost.

DEFINICE 8.1. Necht Y7,...,Y,, jsou pozorovani ndhodné posloupnosti {Y;,t € Z}. Pak periodo-

gram definujeme vztahem
2

Z Ye—ztw

I(w) = 5 we (-m,m).

LEMMA 8.2. Polozme

2 & 2 &
Ap(w) = - > Y, costw Bp(w) = \/;ZYtsintw,
=1 t=1

pak plati
I(w) = _7r [A2 (w) + BQ(a})]

DUKAZ.

2 2

I(w) =

ZY;costw—zZY;smtw

—itw
Z Yie =5

(zn: ostw) (g;Ytsintw) ] = ﬁ [Ai(w) + Bi(w)] :

=1

27m

27m

PozNAMKA 8.3. Nékteri autori definuji periodogram ponékud jinak:

2

2 | & ,
[(w)==|> Ve ™| = [A,Ql(w) + Bz(w)] =47l (w).
t=1
LEMMA 8.4. Pokud oznacime pro k=0,1,...,n—-1
1 n—k
Ck = K&Y;Hk
n-k 4
1 n—k
Ci ==Y YV,
nia
pak plati
1 n—-1 1 n—1
Ih(w)=— [Co +2)° (1 - E)C’kcoskw] =— [C’g +23° C’,:coskzw].
2m k=1 " 27 k=1
DUKAZ.

Zthostw) +(2Ytsintw) ]
t=1
thostw) (ZYSCOS sw) + (Z}Qsintw) (ZYssinsw)]
s=1 t=1 s=1

Y, Y (costw cos sw + sin tw sin sw)

= iiiﬂfscosw(s—t)
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Zavedeme-li déle substituci k=s—-t,pak -n+1<k<n-1a

tyka se kladnych &

1 < t < n -
1 < s=t+k < n = max(1, 1-k) <t <min(n, n-k).
—
1-k < t < n-k tyka se zapornych k
a pak plati
1 n-1 min(n,n—k)
L(w)==— > coskw Y VY.
21N 1,5 t=max(1,1-k)

Nyni vezméme zvlast pfipady, kdy £ = 0 a ostatni, pficemz vyuzijme faktu, Ze funkce cos je sudou
funkci. Dostaneme proto

11 1 & n-Jk| 1 &
+

Li(w)==— =) Y?+— cos kw Y:Yiik
n t; toor k=-n+1 T n - k| t;k :
N —
CO CL]CZCJC
L Z o — anY
— cos w— =
2 & n—k tli+k =
Ck
1 ol k 1 ol k
= — Z (1—u)Ckcoskw=— Oo+22(1——)0kcosk;w
27 fe(n-1) n 2m = n
I,(w) 11§:Y2+1 i kliYY
n(w)=—— — cos kw — +
2m n A 2m S 21"k e
N— ——
ef Cffczi

1% 1% ol
+ — Zcosk:w— Z YYo= — (C’g +2 ZC’,:cosk:w).
nt 2 k=1

21 3

Gk

O

PozNAMKA 8.5. K numerickému vypoc¢tu hodnot periodogramu se ¢asto pouzivaji pravé pied-
chozi vzorce.

PozNAMKA 8.6. Pro teoretické ucely byva vyhodnéjsi tato varianta
I (W)__l "z‘:l (1—E)CkCOS/€W—i Z C cos kw.
n - n - k
2 k=—(n-1) 2m . “(n-1)

Pro ndhodnou posloupnost {Y;,t € 7' c Z} plati
1 [ee]
=— t tw.
w) 5 t;oo v(t) costw

Veli¢iny (1 - %) Ck, (resp. C}) muzeme povazovat za jakysi odhad v(k) a periodogram se tudiz da
povazovat za empiricky odhad spektralni hustoty.
Vlastnosti tohoto odhadu udéva nasledujici véta.

VETA 8.7. Jestlize {Y;,t € T €7} je staciondrni ndhodnd posloupnost s nulovou stiedni hodnotou a
se spojitou spektrdlni hustotou f(w), pak md periodogram I,,(w) ndsledujici vlastnosti:

lim El,(w) = f(w) we (-m,m).

fAlw) w#0,we(-m,m),

711—?20 Dhnw) = {2f2(w) w=0,=+m.
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DUKAZ. viz Forbelska(2009). O

7 predchozi véty vyplyva
(1) Periodogram I,(w) je asymptoticky nestrannym odhadem spektralni hustoty.

(2) Periodogram I,,(w) neni konzistentnim odhadem spektralni hustoty, nebot jeho rozptyl nekon-
verguje k nule, vzrista-li neomezené délka posloupnosti n.

8.3. Neparametrické odhady spektralni hustoty (Window Spectral Estimation). Nepa-
rametrické odhady spektralni hustoty centrované stacionarni nidhodné posloupnosti {Y;,t € Z}
jsou zalozeny na zlepSeni vlastnosti periodogramu.

Periodogram je empirickym odhadem spektralni hustoty, ktery je asymptoticky nestranny, avsak
nekonzistentni. Pfipomenime, Ze plati (viz lemma 8.4)

2 n—-1
[(w) = 5= Z Viewtw| = [Cg +2 ) Cicoskw|.
k=1
Vyuzijme dale vztaht
n-k
C;=C%, kde C;=2YYY., pro k=0,+1,+2,... +(n-1)
t=1

a
cos kw = 5 (e + e7hw)

Upravujme postupné

n-1 n-1
I,(w) = % [C’g + Z Cretkw + Z C*e‘ik“]

— % |:05 + Z C* etsw 4 Z C*e—zkw]
s=—(n-1)
= 5 Crremike,
k=-(n-1)
Periodogram (jakoZzto odhad spektralni hustoty) je zalozen na v8ech moZnych odhadech autokova-
ria¢ni funkce v bodech k=0,£1,£2,...,+(n-1), tj.
Cy = % (Y2 +-+Y2)

| ——
n ¢lend

Cy=Cr =t (MYo++Y, 1Y, +Y3Y,)

. n-1 ¢lent
Cr 3= C% = 5 MY + Yo, + V3Y,)
3 Cleny
Cry=C% gy =5 V1Y +Y2Y})
2 Cleny
C;—l = Oj(n_l) = %E}i
1 ¢len

a tedy je zaloZen i na velmi malo kvalitnich odhadech. K urc¢itému zlepSeni jisté dojde, pokud budeme
pouzivat jen m < n nejkvalitnéjsich odhadu Mluvime pak 0 prostem useknutém periodogramu

fa(w) = Z C; coskw = Z Crethw,
k:—m

coz lze také zapsat takto

R n n-1
faw)=5 ¥ wk)Cjcoskw=5 ¥ w(k)Cie
sz(nfl) sz(nfl)
kde
k| <m

1 <
“’("’):{ 0 [kl>m

Ozna¢me Fourierovu transformaci funkce w(k)
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W(w) = %ki w(k)e v = % § e thw

k=—m

fadu preindexujeme tak, aby indexy 8ly od 1 do 2m + 1, tj. polozme s=k+m+1, pak k=s-m -1

a
a
2m+1
(a) prow #2kmje W(w) =5 Y e ilsm-bew
s=1

L i(me1) 2m+1
— 1 itm+1)w —isw
=5-€ Y oe

s=1
1 ezmw 1*€_i(2m+1)w

-9 _e—tw
4 ) Tn,e+1 2m+1 2m+1 )
w =1 w

_ 1 sin(m+3 )w
27

= Dm(w)v

sin qw
kde D,,(w) je tzv. Dirichletovo jadro,
(b) pro w =2kmw je W(w) =2m+ 1.
Vzhledem k tomu, zZe lze psat
n-1 )
I(w) = % > Cretthe,
k=—(n-1)
vidime, Ze I,(w) je Fourierovou transformaci C}, takze naopak lze pomoci inverzni Fourierovy trans-
formace psat

Cr = [ 1,(8)e™d 6.

Pocitejme postupné

fo@) =L T w(k)Cre e

k=—(n-1
-3 ”(z W) [ In(@)ed e

s n—-1
=[1(0)5 ¥ w(k)e*-94d0
- k

=—(n-1)

W (w-0)
= [ L(O)W (w-0)do.

Jde o tzv. vyhlazeny periodogram (smoothed periodogram).
Funkce W (w) se nazyva spektralni okénko (spectral window). Tato funkce ma do jisté miry apro-
ximovat Diracovu 0 funkci a plati pro ni

fW(w)dw =1.

Takto pocitat odhad spektralni hustoty by_ v8ak bylo (vzhledem k malo hladkému pribéhu periodo-
gramu) nepohodlné, proto se obvykle odhad po¢ita podle vzorce

. L p
fow)=5 ¥ w(k)Cjeik,
k=—(n-1)
pricemz inverzni Fourierova transformace

w(k) = [ W(0)e*dp, k=0,+£1,£2,... £ (n-1)

se nazyva korelaéni okénko (covariance lag window, nebo time-domaing window).
Typickymi korela¢nimi okénky jsou tzv. useknuta okénka, pro ktera existuje takové prirozené ¢islo
m (bod useknuti, truncation point) tak, ze w(k)=0 pro |k|>m (m se obvykle voli v rozmezi od & do %).
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PRIKLADY KORELACNICH A SPEKTRALNICH OKENEK

Prosty useknuty odhad:

sin sw
Lag window w(k) Spectral window W(w)-Dirichlet kernel
17 1 17
0.8} ] 0.8l
0.6} } 061
0.4¢ 1 0.4¢
0.2 1 0.2t /\ /\ |
0 0 / Y47 | o 4n/7 xa
_0.2} | _o02} E-6n/7 : E_ZW : 7 : 6 ]
-2

0 2
OBRAZEK 2. Korelacni a spektralni okénko pro prosty useknuty odhad.

-6 -4 -2 0 2 4 6

Bartletovo okénko:

_ &
w(k) = (1 m) 0<l|kl<m
0 k| >m
sin2 m<
2

W(w) = 52

= RS
2mm gin? 3

= (W)

W(w) je v tomto piipadé Fejérovym jadrem.

Lag window w(k) Spectral window W(w)-Fejer kernel

0.8
n ]
/ 0.6}
0.8} 1
0.6+ 1 0.4+
0.4}
0.2}
0.2}
0 : : 0 , ,
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 3. Bartletovo korela¢ni a spektralni okénko.

19
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Parzenovo okénko:

1—6(ﬁ)2+6('—r’j)3 k| <

_ 3
w(k) = 2( —lﬁml) 2 lkl<m
0 |k| >m
1

. w
sinm=> .
W(w) =3 ?':713 " (1_§Sm2§)
& §Sin§

kde m je néjaké sudé cislo.

Lag window w(k) Spectral window W(w)

12

1f /\ 1 107

0.8¢ 1 8t

0.6¢ 1 6}

0.4¢ ] al

0.2 // | ol
0 o . = - 0 - :

-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 4. Parzenovo korelacni a spektralni okénko.

Obecné Tukeovo okénko:

1-2a+2acos™ |k|<m

wm):{o " ks m

W (w) = aD,, (w - %) +(1-2a)Dp(w) +aDy, (w + %)
kde a € (0, 7).

Pokud a = i, pak se nazyva Tukey-Hanningovo okénko.

Lag window w(k)

Spectral window W(w)
0.8 : .

| M ' 05|

08 / \
0.6} )} 04}
0.4+ 1
0.2t
0.2+ 1
0 . . 0 ~~ ="
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 5. Tukey-Hanningovo korela¢ni a spektralni okénko.
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Tukey-Hammingovo okénko:

w(k) = {

0.54 +0.46cos ™= |k| <m
0 k| >m

W(w) =0.23Dp, (w=Z) +0.54D,,(w) +0.23D,, (w + Z)

Lag window w(k) Spectral window W(w)

0.8

| N

08| / \ | ol
08f ’ 0.4}
0.4
0.2}
0.2f —
0 ; \T 0 ‘ ‘
-10 -5 0 5 10 —4 2 0 2 4

OBRAZEK 6. Tukey-Hammingovo korela¢ni a spektralni okénko.

Daniellovo okénko: Na zavér jesté uvedeme jedno neuseknuté korelacni okénko.
Mé&jme pro § € (0, 7) nasledujici spektralni okénko

1
W) - 55 |w|<d
0 |w|>0

které je vlastné hustotou nédhodné veli¢iny s rovnomérné spojitym rozdélenim na intervalu
(-0,9). Pro k=+1,+2,...+ (n—1) pocitejme nejprve odpovidajici korelacni okénko:

?

b ]
. 1 .
w(k):fW(w)e’k“dwzf%e’kwdw
—r =5

. §
1 | ethw 1 ; » sin ko
:2_§l ] :_l(ekzé_e k5) smhro

ik | 5 ko - ko
sin k&
Pro k =0 je zfejmeé rovno jedné, celkové tedy
1 k=0
= in ko _ .
W S k=a1,42,. .
Lag window w(k) Spectral window W(w)
\ \ 0.25 ‘ :
1t
0.2}
0.8}
06 L J 01 5 [
047 01}
0.2} 1
0 \vavnuﬂ\vm ﬂw/f\vﬂvp\v/ 0.05}
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

OBRAZEK 7. Daniellovo korela¢ni a spektralni okénko.






KAPITOLA 2

Predikce v ¢asovych radach

Budouci vyvoj sledované veli¢iny je mozné odhadovat rtiznymi predikénimi metodami. Vétsinou
vychazeji ze skute¢nosti, Ze pokud zname ¢asovy pribéh hodnot veli¢iny v minulosti (hodnotu v minulém
kroku, ale ¢asté&ji posloupnost historickych vzorki z fady minulych krokii), muzeme s vétsi ¢i mensi
presnosti predvidat jeji vyvoj v budoucnosti.

Abychom mohli matematicky predikci zavést, budeme potiebovat definovat Hilbertiiv prostor. Je to
uplny normovany linearni prostor, v némz je norma definovana pomoci tzv. skalarniho souc¢inu. Proto
v ném mizeme vyuzivat vSech poznatki z metrickych prostori nebo normovanych linearnich prostort.

Skalarni sou¢in umoznuje zavést v prostoru se skaldrnim sou¢inem navic kolmost (ortogonalitu)

prvki.

D. Hilbert (1862-1943) polozil zaklady studia této struktury. Vznik teorie abstraktniho Hilbertova
prostoru se v8ak klade az do roku 1927 a je spojen se jménem J. von Neumann (1903-1957). Latka
o Hilberové prostoru patii do tzv. funkciondlni analyzy.

1. Zakladni metrické a topologické pojmy

Pripomenme néasledujici pojmy a vlastnosti:

UNITARNI PROSTORY: Komplexni linearni prostor A se nazyva unitarni, jestlize pro kazdé
dva prvky x a y z H existuje komplexni ¢islo (z,y), nazyvané skalarni ¢i vnit¥ni souéin, tak
ze pro kazdé z,y,z € H a o € C plati

(a) (z,y) = (y,x);
(b) (z+y,2) = (z,2) +{y, 2);

(e) (zr,z)=0 < x=0.
NORMA: V unitarnim prostoru H definujeme normu vztahem
|z] = /().
CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST: v unitarnim prostoru plati:

(.l <ol [yl a Keg)l=le]lyl < @=E2y.

ORTOGONALITA: tekneme, Ze x a y z unitarniho prostoru ‘H jsou ortogonalni, pokud plati
(r,y) =0 aznaCime xly.

ORTOGONALNI A ORTONORMALNI MNOZINY: fekneme, Ze mnozina M < H je or-
togonalni, jestlize pro kazdé ruzné prvky z,y € M plati z1y. Jestlize navic pro Vo € M plati
|z = 1, pak mnoZina M se nazyva ortonormalni.

Poznédmka: Je-li M ortogonélni mnozina, pak mnozina {H%H x € /\/l} je ortonormaélni.

VLASTNOSTI NORMY: méme unitarni prostor H s normou definovanou vztahem |x| =
{x,z). Pak pro kazdé z,y € H a pro kazdé o € C plati

a) |z+yl?=|z|?+ ly|* + (z,y) + (y, z);

b) |z +y| < |z|+ |yl (tzv. trojuhelnikova nerovnost);

c) oz| =laf|z|;

d) Jz] = 0;

e

f

|z| =0 <z =0;

o~~~ o~ o~ o~

)
) |l +y|?+ |z -y|? =2|x||? + 2|y|? (tzv. rovnobéznikova rovnost);

23
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KONVERGENCE PODLE NORMY: fekneme Ze posloupnost prvki {z, } z unitarniho pro-
storu H konverguje podle normy k x € H, jestlize |z,-z| >0 pro n - oco.

SPOJITOST SKALARNIHO SOUCINU: jestlize {z,} a {y,} jsou prvky z unitarniho pro-
storu H takové, ze |z, —z| - 0 a |y, —y| = 0 pro n - oo, pak plati
(@) |zal =[]
(b) (@0, yn) = (z,y) pro n — oco.

CAUCHYOVSKA POSLOUPNOST: fekneme, Ze posloupnost prvki {z,} z unitarniho pro-
storu H je cauchyovska, pokud |z, -z, =0 pro n,m — oo.

HILBERTOVY PROSTORY: Hilbertiv prostor je tiplny unitarni prostor, tj. takovy,
ve kterém kazda cauchyovska posloupnost {z,} konverguje podle normy k né&jakému prvku
reH, tj. |xn— | 0 = dxeH: ||xn—x||w—oo>0

UZAVRENY PODPROSTOR: ickneme, ze linearni podprostor M Hilbertova prostoru H je
uzavienym podprostorem 7, jestlize M obsahuje vSechny limitni body, tj. jestlize plati, ze
|z, — 2| - 0, pak x € M.

ORTOGONALNI KOMPLEMENT: ortogonélni komplement mnoziny M je mnozina M-*
vSech prvku H, které jsou ortogonélni ke kazdému prvku z M. Tedy ortogonalni komplement
jetvaru Mt ={yeH:(x,y)=0, tj. z1y, v € M}.

PROJEKCNI VETA: jestlize M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru a x € H,
pak

(a) existuje jediny prvek & e M takovy, ze |z-zZ| = ylen/a |z -y

(b)y zeM a |zx-z|-= ir;&”x—y“@fce/\/la(:c—j:)e/\/ll.
ye

Prvek & se nazyva ortogonalni projekci prvku x z H do M a zna¢ime & = Py((x) a zobrazeni
Py H - M se nazyva projekci H do M.

VLASTNOSTI PROJEKCE: necht H je Hilberttuv prostor a Py je projekci H do M. Pak

pro kazdé x,y,x, € H a pro kazdé «, 3 € C plati
(a) Kazdy prvek z € H ma jedinou reprezentaci jako soucet prvku z M a prvku z M*, tj.
x=Pp(x)+ (I - Pp)(x), kde I znadi identické zobrazeni

(b) Pum(ax + By) = aPpm(x) + BLm(y)

(e) =) = [ Prm(@)|? + (1 = Pra)(@)]?

(d) Hxn_fH—’O = PM(SEn)n_)—OO’PM(x)

(e) xeMc»PM(x) x

(f) re Mt < Py(z)=0

(g) jestlize My a My jsou dva podprostory H takové, ze My € My, pak  Ppy, (Pum,(2)) =

. E/\/h (.T) -

UZAVER: necht M je podprostor Hilbertova prostoru H. Uzavérem M (také budeme znagcit
3p(M), anglicky ,,closed span®) mnoziny M nazveme nejmensi uzavienou mnozinu obsahujict
M.

Poznédmka: Plati M=3p(M)={zeH:|x,-z| — 0,z,eL(M)}, kde L(M) je mnozina vSech
linearnich kombinaci prvkt mnoziny M, tzv. linearni obal mnoziny M.

PROJEKCE NA KONECNE ORTONORMALNI MNOZINE: jestlize {e1,...,e,} je

ortonormalni podmnozina Hilbertova prostoru H a M =3sp{ey,...,e,}, pak pro kazdé z € H
plati

( ) PM(JT) Zz 1(1’ €z>ez

(b) HPM(fE)H2 =i (@, eq)]?

(c) ||z - 1 oz, 61)61\’2 <o =¥, aue? pro Yoy, ...,a, €C

(d) Hx Yilwee]? = lo - Xt auei|? = a;=(z,e) proi=1,...,n

(e) iy [, eq)? < ||z (tzv. Besselova nerovnost)

Poznamka: koeficienty «; = (x, e;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vzhledem k mnoziné

{e1,...,en}.
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SEPARABILITA: Hilbertuv prostor % nazveme separabilnim, pravé kdyz H =sp{e;,t € T},
kde T je spocetna indexova mnozina.

ORTONORMALNI REPREZENTACE V SEPARABILNIM: HILBERTOVE PROS
Necht H = 5p{es,es,...} je separabilni Hilbertav prostor, kde {e;}*; je ortonormalni mno-
zina. Pak pro kazdé x,y € H plati

(a) Mnozina vSech kone¢nych linedrnich kombinaci {eq,...,e,} je husta, tj. pro Vo € H a
Ve>03IneNa ay,...,a, €C takova, ze plati |z — ¥, e < e.

(b) x = Zf’l(w ei)e; proVeeH, tj. |z -Xr (z,e)e — 0

(c) |z|? =252 Kz, e:)|? (tzv. Parsevalova identita)

(d) (z,y) = Zm(%’ ei){ei, y)

(e) =0 < (x,6;)=0 i=1,2,...

2. Hilberttav prostor ndhodnych veli¢in druhého Ffadu

Zavedme nasledujici prostory nidhodnych veliéin:

o Oznacme L%(Q, A, P), resp. L2(2, A, P) mnozinu vSech realnych, resp. komplexnich nahodnych
veli¢in definovanych nad tymz pravdepodobnostnlm prostorem (€2, A, P), které maji kone¢né druhé
momenty, tj. plati £X? < oo, resp. E|X|? < oo.

Do tohoto prostoru zahrnujeme také vSechny konstanty z R, resp. z C, které povazujeme za na-
hodné veli¢iny s nulovym rozptylem.

V tomto prostoru vytvorime t¥idy ekvivalentnich nahodnych veli¢in takto: fekneme, ze dvé
nédhodné velic¢iny jsou ekvivalentni, pokud se liS{ jen na mnoziné miry nula. Ziejmé X a Y jsou
ekvivalentni pravé tehdy, plati-li

EIX-Y?=

V takto definovaném prostoru t¥id ekvivalentnich ndhodnych veli¢in definujeme pro kazdé X, Y €
L*(Q, A, P), resp. X,Y € L4(Q, A, P), skalarni souéin pfedpisem

(X,Y)=E(XY) resp. (X,Y)=FE(XY)
a odpovidajici normu

|X] =\/(X, X)=VEX2, tesp. | X=X, X)=\/E(XX)=\/E|XP.

Prechod ke tfidam je nutny proto, abychom zarudili platnost pozadavku

(r,z)=0 < x=0.
VETA 2.1. Prostory L*(Q,A,P) a LZ(Q,A,P) jsou Hilbertovy prostory.
DUKAZ. Lze najit napiiklad v publikaci autorti Brockwell a Davis, 1991, [15]. O

Jiz diive jsme definovali pojem spojitosti podle stifedu v bodé t; € T takto
E’Xt_Xt0|2_)0 pro t—>t0

coz jsme znacili

X =lim. X,

t—to
(zkratka z anglického limit in the mean) a je-li proces {X;,t € T'} spojity v kazdém bodé mnoziny
T, tikali jsme strucné, ze je spojity.
Tutéz spojitost muzeme definovat i pomoci vyse uvedené normy takto
“Xt_Xt0||2:E|Xt_Xto|2 -0 pPro t—>t0

a pro kazdy uzavieny podprostor M c L?C(Q A, P) diky projekéni vété muzeme definovat nejlepsi
stiedni kvadratickou predikei prvku Y e LZ(€2, A, P) pomoci M.
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DEFINICE 2.2. Jestlize M je uzavieny podprostor H, kde H = L2(Q2, A, P), resp. 1 = L4(Q2, A, P),
pak nejlepsi stiedni kvadraticka predikce Y € H v M je prvek Y € M takovy, Ze

_ ~ 2: . _ 2: . _ 2 . Y _
[V =Y["= inf [V =Z|"= inf EY =27 tj. ¥ =Pu(Y).

Nyni se vratime k teoretickych zakladim regresni analyzy. Hlavni ulohou regresni analyzy je
provést predikci néjaké zavisle proménné nahodné veli¢iny Y na zakladé informace, kterou poskytuji
méfeni néjakych jinych ndhodnych velic¢in, feknéme Xy, ..., X,,.

Predikce spo¢iva v nalezeni néjaké funkce g(X1,...,X,), kterd vhodné aproximuje (predikuje) na-
hodnou veli¢inu Y.

Kvalitu predikce posoudime pomoci st¥fedni kvadratické chyby predikce E[Y - g(X,..., X,,)]%
Za optimalni budeme povazovat takovou volbu predikéni funkce g, kterd uvedenou stredni kvadratickou
chybu minimalizuje.

Pripomenme nejprve tvrzeni:

VETA 2.3. Necht' Y, Xy,..., X, jsou ndhodné veliciny. Oznacme X = (X1,...,X,,)" a necht plati
EY? < oco0. Pak pro kaZdou méfitelnou funkci
g:RF SR
plati
E(Y - 9(X))*> E[Y - E(Y[X)]?
a rovnost v uvedené nerovnosti nastdvd prdave kdyz
P(g(X) = E(YX)) = 1.

DUKAZ. Musime uvazit dva pripady.
(a) Predpokladejme nejprve, ze E(g(X)) = oo. Pak totiz, pokud dokazeme ze E(Y —g(X))? = oo, potom
tvrzeni véty je ziejmé.

Potfebné tvrzeni dokdzeme sporem. Jestlize plati, ze E(Y —g(X))? < oo, pak vzhledem k pozadavku
EY? < 0o by musela byt stfedni hodnota kvadratu linearni kombinace [Y - ¢(X)]-Y = g(X) dvou
nédhodnych veli¢in Y - g(X) a Y (s koneénymi druhymi momenty) také konecné, coz je ve sporu
s predpokladem, F(g(X)) = oo (nebot jestlize F(g(X)) = oo, tim spise F(g(X))? = o).
(b) Nyni budeme piedpokladat, ze E(g(X)) < oo. Potom po jednoduchych tpravach dostaneme
E(Y-9(X))* = E{[Y-E(Y[X)] - [¢(X)-E(Y|X)]}*
= B[Y-E(Y|X)]* - 2E[Y-E(Y[X)][g(X)-E(YX)] + E[¢(X)-E(Y[X)]?

V dalsich vyuzijeme vlastnosti podminénych stfednich hodnot, a to

E[E(ZIX)]=EZ a  E[HX)G(X,Y)|X]=H(X)E(G(X,Y)|X)).

EY-EY[X)][g(X)-E(Y[X)] = E{E| (Y-E]X))(g(X)-E(Y]X))|X

=7 =Z

= B4 [g(X)-EV[X)] E[Y-E(Y[X)[X]

=H(X)

= EN[9(X)-EYX)][EY[X) - E(Y[X)] =0

=0

Protoze prostredni ¢len je nulovy a E[g(X)-E(Y|X)]? > 0, dikaz nerovnosti je jasny.

Rovnost ve zkoumané nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz
Elg(X)-E(YX)]* =0,
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coz je prave kdyz

P(g(X)-E(Y|X)=0)=1.

O
7 tvrzeni véty plyne, ze nejlepsi predikci nahodné veli¢iny Y pomoci nahodnych veli¢in X, ..., X,
ktera minimalizuje stfedni kvadratickou chybu E(Y - ¢(X))?, dostaneme, kdyZ polozime
9(X) = E(Y[X).

V této souvislosti potom nejlepsi prediktor ¢(X) = E(Y|X) nazyvame regresni funkci nadhodné
veli¢iny Y na nédhodnych veli¢indch Xi,..., X,,.

Z pfedchozich avah a z faktu, ze v Hilbertové prostoru # = L2(Q, A, P), resp. H = LZ(2, A, P) (tvo-
feném nahodnymi veli¢inami s kone¢nymi druhymi momenty) je kvadrat normy || X - Y||? = E|X - Y|?
strfedni kvadratickou chybou, vyplyva, Ze projekcemi jsou podminéné stiredni hodnoty. Proto
vyslovime nésledujici dvé definice.

DEFINICE 2.4. Jestlize M je uzavieny podprostor 7, kde H = L*(2, A, P), resp. H = L4(Q, A, P),
a X € H, pak definujme podminénou stfedni hodnotu pfi dané M predpisem

EuX =E(X]Y e M) = Py(X).
Dale definujme

DEFINICE 2.5. Necht X, Zy,...,Z, € {, kde H = L?(Q2, A, P), resp. H = LZ(Q, A, P). Pak podmi-
néna stfedni hodnota X pfi daném nadhodném vektoru Z = (Z1,...,7,)" je dana vztahem

E(X|Z) = EmzX = E(X]Y e M(Z)),

kde M(Z) je uzavieny podprostor vSech nahodnych veli¢in ¢(Z) z H, které jsou borelovskou funkei
nahodného vektoru Z, tj. ¢ : R* - C, resp. ¢ : C* - R.

Na zékladé predchozich vysledkt mizeme tedy Fici, Ze tloha predikce je teoreticky vyreSena tak, ze
za nejlepsi prediktor staci zvolit podminénou stiedni hodnotu F(X|Z).

Ovsem vypocet podminéné stiedni hodnoty E(X|Z) vyzaduje znalost sdruzeného rozdéleni
nahodného vektoru W = (X, Zy,...,7,)’, coz ¢ini hlavni potiz pii praktickém vyuziti predchozich
vysledkii.

V aplikacich nebyva sdruzené rozdéleni vektoru W = (X, Z;, ..., Z;)" znamé, proto se, pokud to
prakticka situace dovoli, uvazuji pouze linearni modely typu

9(Z) =ag+ a1 2y + -+ anZy,

tj. omezime se na podprostor

M=S_p{1,Zl7...,Zn}={1,Zl,...,Zn}.

Pripomenme nejprve dilezitou vlastnost predikce z € M prvku z € H. Plati toziz
t=Pyx)eM=>teM A (x-3)e M*
tj. pro kazdé y € M plati
(z-2,y) = (z,y) - (L,9) =0
a odtud dostaneme tzv. projekéni rovnice
(2,y) = (z,y).
Dale jiz uvazujme Hilbertiv prostor
H=L*(Q,AP)
a jeho podprostor

M:S_p{l,Zl,...,Zn}:{1,Z1,...,Zn},
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kde Z1,...,Z, € L?(£, A, P). Pak projekce je dana vztahem
= _ _ _ . _ 2 _ . _ 2
X =Pu(X)=EmX = arg)}ga |IX-Y| arg}}g&E(X Y)
a projekéni rovnice jsou tvaru
E(Y-EuX)=E(Y-X).
Pro kazdy prvek z M (tedy i pro 1, Z;,...,Z,) plati tyto rovnice, tj. pro Y = 1 mame
E(l1-EmX)=FE(1-X)
i=0

ZazEZz =FX
i=0
aproY =Z7;,7=1,...,n dostaneme

E(Z;j-EmX)=E(Z;-X)

Y E(Z:Z;) = E(Z;X)
i=0
Celkem dostavame systém n + 1 rovnic.

Definujme proto nyni nejlepsi linedrni predikci pomoci obecnéjsich systémii ndhodnych veli¢in dru-

hého tadu {Z;,t € T'}.

DEFINICE 2.6. Necht X € H a pro kazdé t € T také Z;, € H, kde T je indexova mnozina, H =
L%, A, P), resp. H=L4(Q, A, P).
Pak nejlepsi linearni predikci ndhodné veli¢iny X pomoci {Z;,t € T} rozumime

Ptz pery (X).
Uvédomime-li si, ze C(Z;, Z;) = E(Z;Z;) - EZ,EZ;, vidime, ze pii hledani nejlepsi linearni predikce

vystac¢ime se znalosti kovarian¢ni funkce a nenf tfeba znat ani momenty vyssich radu.

3. Predikce v pripadé normalné rozdélenych nidhodnych veli¢in.

Je-li sdruzené rozdéleni ndhodnych velicin X, Z4,. .., Z, normalni, t;j.
(X7 Zb SERE) Zn), ~ Nﬂ+1(/1’7 2)7

kde
Hx
Mz,
_ _(nx
12 :uZ2 (,UZ )
Kz,
a

2
Ox |0x2z, OX2Z, ** 0X2Z,

2

0X71| Oz, OZ1Zy " 0217, o2 SV

D= X2y | 02,2, 0%2 oz, | = X XZ |
. : : ‘. . EXZ EZZ

2
O-XZn cee PRy e O'ZTL
Pak rozdéleni nahodné veli¢iny X pii daném Z mé opét normalni rozdéleni

X|Z~N (MX|Za quz):
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kde
x|z = fix + Xz Y77(Z - pg)

quz = 0% + Xz Yzn Yz
Odtud vidime, Zze podminéna stfedni hodnota je linearni funkci ndhodného vektoru
Z=(Z,.... 7).

To znamena, ze v ptipadé vicerozmérného normalniho rozdéleni je nejlepsi linearni predikce
totoZzna s optimalni predikci (ve smyslu minimalni stfedni kvadratické chyby) zaloZené na podmi-
nénych stfednich hodnotéach.






KAPITOLA 3

Jednorozmeérné stacionarni procesy

1. Zakladni pojmy

\Y dalsim budeme uvazovat centrované stacionarni nahodné posloupnosti
{Y;,t € Z}, kde Y, € L?(Q2, A, P), coz je Hilbertuv prostor redlnych nahodnych veli¢in s konecnymi
druhymi momenty, ve kterém dvé ndhodné veliciny X a Y povazujeme za ekvivalentni, pokud

P(X=Y)=1.

1.1. Operator zpétného posunuti.

DEFINICE 1.1. Necht {Y},t € Z} je posloupnost ndhodnych veli¢in. Operator zpétného posunuti
je definovan pomoci vyrazu
BY; =Y,
pricemz jej lze aplikovat nékolikanésobné jako
BiY, =Y, ;.
1.2. Linearni proces. Nez zavedeme pojem linearntho procesu, vyslovme vétu, ktera zabezpecuje
jeho korektnost.

VETA 1.2. Necht {e;,t € Z} ~ WN(0,02) je bilym Sumem, ddle méjme posloupnost redlnijch cisel
{1j}520 takovou, Ze ¥ 47 < co. Pak Fada Y, vje; konverguje podle kvadratického stiedu, tj. existuje
j=0 Jj=0
ndhodnd velicina Y € L2(), A, P) a plati

N

DUKAZ. Vime, Ze bily Sum ¢ € L?(Q,A,P). Pro libovolnd pfirozend cisla
k, N € N plati
2

2 2

N+k N N+k N N+k
D= Y ed| = E| Y e =) el = E| Y e
4=0 t=0 =0 t=0 j=N+1
N+k N+k
j=N+1 h=N+1
N+k N+k ) N+k )
= > 2 UinEegen =0l ) Wi —0
j=N+1 h=N+1 ~— j=N+1

nekorel.

Posloupnost ¢astecnych souc¢tu je tedy cauchyovska, tj. existuje k ni limita

N
N—oo j=0

U
DEFINICE 1.3. Mé&jme {e,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost redlnych é&isel {¢;}%2, takovou, ze
3 @DJQ. < 0o, pak linearni proces je definovan vztahem
j=0

Y= g -
i=0

31
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Pocitejme postupné stfedni hodnotu, rozptyl a autokovarianéni funkci linedrniho procesu a presvéd-
¢eme se, ze linedrni proces je stacionarni.

EY, = E(Z %ftj) = ¥ Bery =0
j:O j=0 T
— korel. &

DY; =D (Z %’gtj) Y W Deyy =02y i = ot
7=0 7=0 N—— 7=0

g

Y(t) = C(Ys,Yert) = EY.Yoy = E (i %55—]’) (i ¢h58+t—h)
=0 h=0

o o s—j = s+t—h
= ViU E €5 jEsit-p = _ , ‘
JZ:(:”;) J o h = j+t
nekorel.
= 03 Z%’Zﬁm-
=0

Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme

(@] =1C(Ys, Yaur)| =

</ DY, DY4s = 7(0) = 02 ) % < oo

J=0

o0
2
O¢ Z wj ¢j+t
7=0

Podminka stacionarity je tedy podminka

ijz < oo,

50

Pokud zavedeme funkci
\I](Z) = ijzj )
§=0
pak podminka
Z 1/}? < 00
§=0

implikuje, ze funkce
U(z) je holomorfni uvniti kruznice |z| < 1.
Takze podminku stacionarity 1ze vyslovit i pomoci podminky

¥(2) je holomorfni pro |2| < 1, piicemz ¥, ¥ < co.
=0

Oba pozadavky budou splnény, pokud bude platit

U(z) je holomorfni uvnitf a na jednotkové kruznici.
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Linearni proces lze jesté zobecnit takto:

DEFINICE 1.4. Mé&me {e,t € Z} ~ WN(0,02) a posloupnost realnych &isel

oo
> 2 ST 2 . . 2
{1, 2o takovou, Ze 3. 4% < oo, pak zobecnény linearni proces je definovan vztahem
j:

— 00

Yi= ) Wiery .
j=—o0

Pro takto definovany zobecnény linearni proces dokdzeme obdobnym zptisobem jak pro obycejny
linearni proces spocitat

EY;=0,  DYi=o0Z ) ¥7 a  A(t)=0f ) v

j==oo je=eo

Na zavér tohoto odstavce pocitejme jesté spektralni hustotu zobecnéného linearniho procesu.
Nejprve odvodime spektralni hustotu bilého Sumu, a to pomoci jeho autokovarianéni funkce ~.(t)

d 1 & o we (-m,m)
. — gt — 1tw 2(5t — 27 ’ )
F@) =52 3 ) = o 3 e o) {0 -
kde
t=0,
o(t
(t) = {O Jinak.

Pak pomoci autokovarian¢éni funkce zobecnéného linearniho procesu pocitame spektralni hustotu
pro w € (-, )

friw) = o ,Z e y(t) = o ,Z e (‘73 _Z_: ¢j¢j+t)
= ;gr Z Z j+te_ltw fe(w) Z w eww Z w —z(j+t)w
_ 1= oo i
fE("J)

2

= fe(w)

2

= fe(w)

nebot |z|* =2 2

Z —ztw

Z itw

t=—o00

Pokud polozime ¥(z) = .Z 1,27, pak mizeme psat

j=—o00
(@) = L@ () = &
1.3. Linearni filtry.

Ve (-

w (e)f).

VETA 1.5. Necht{X;,t € Z} je (centrovand) staciondrni ndhodnd posloupnost a {1;}52 ., je absolutné

konvergentni posloupnost redlnych cisel (tj. Y. |;] < o0). Pak plati
j:—oo

Yi= ) iXe; € L*Q,AP)

j=—o0

tj. {Y,, t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost.

DUKAZ. Je zfejmé, Ze staci dokazat existenci nahodnych velic¢in
Y(l) Z ¢3Xt -J a Y(Q) Z%Xt =3

protoze pak bude platit Y; = Y;(l) + Y;(Q). Oznacme
Yx(h) = EXiEX a vx(0) = 0% > 0.
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Pak pro libovolna prirozena ¢isla k, N € N plati

2 2

N+k N N+k N
Z P X j— Z¢hXt—h =K Z (DO thXt—h
3=0 h=0 §=0 h=0
N+k 2 N+k N+k
=E Z VX :E( Z %’Xt—j)( Z ¢hXt—h)
j=N+1 j=N+1 h=N+1
N+k N+k
= > > Wi EXp X
j=N+1h=N+1 ~—
Iy(5-R)|<vx (0)=0%
2
) N+k N+k ) N+k
<0y Z Z [illvn] = o% Z |51 NT’O-
j=N+1h=N+1 ——| j=N+1 *
<o

-0
Posloupnost ¢asteénych souctt je tedy cauchyovska (podle kvadratického stiedu), tj. existuje k ni limita

N
1 . 1
Y;( - ll\lf—r>rc>lo ;¢th—j’ Y;( ) e L2(Q>~A7 P),

tj. Yt(l) mé nulovou stfedni hodnotu a koneény rozptyl a je tedy stacionérni. Podobné se dokaze i
existence stacionarni nahodné posloupnosti Yt(2). 0]

DEFINICE 1.6. Necht {X;,t € Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost a {¢;}52_, je absolutné kon-

vergentni posloupnost realnych éisel (tj. ¥ |1)y] < 00). Pak

j=—o00

Vi= > ;X

j==oo
nazveme linearnim filtrem procesu {X;,t € Z}.

VETA 1.7. Méjme centrovanou staciondrni ndhodnou posloupnost {X;,t € Z} se spektrdlni hustotou
fx(w). Necht {9y} . Jje absolutné  konvergentni  posloupnost  redlniych  cisel

(tj. Y |1, < 00). Pak ndhodnd posloupnost Y, = Y. ;X je staciondrni se spektrdlni hustotou
j=—oo :

j=—oo

—iw) |2 - j
F@) = @), ke ()= ¥ owe <
j=—00
se nazyvd generujici funkce filtru a
P(w) =W (e""") prenosovd funkce filtru.
DUKAZ. Stacionaritu jsme dokazali v predchozi vété. Nyni pocitejme autokovariancéni funkei.
Yy (t) = C(Ys, Yarr) =C( Z ¢sz—j7 Z %Xm-h)
= Z Z w]th(Xs gstth h)_ Z Z ijhfyX(t'F] h)

J_—ooh —00 ]_—oo
= X Z @/)ﬂ/)hfe’(t” e fx (w)dw
j=—oco h

[ee)

feitw( 2 ?/)je”“)( )} @/)he"'h‘”)fx(W)dw

j=—o0

™

— f eltw

=T

fx(w)dw = f eitw Fy(w)dw.

=T

[ee]
Z ’QD]GZJW

el .
Z ¢j 6—zhw
h=-o00
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Oznacéme

U(z)= > v;z7 pro  |z< 1

j=—oo

Pak, protoze plati
w(t)= [ fr (),

dostaneme

Fr (@) = Fx(@) ¥ ()" = fr(w) |2 ()]

1.4. Definice ARMA procesu.

DEFINICE 1.8. ARMA proces fadu p, q je definovan vztahem
Yi—-pYia——pYi =i+ 01600+ + 0,60, , kde e, ~ WN(0,02),
pricemz pomoci operatoru zpétného chodu lze psat
Y;ﬁ ~ ARMA(]?, q) : (I)(B)Y;‘/ :@(B)gta
kde
O(B)=1-p1B—-—¢,BP (po=1)

O(B)=1+6,B+--+0,B7 (6p=1).

35

Rekneme, 7e {V},t € Z} je ARM A(p, q) se stfedni hodnotou p, jestlize {Y;—u} je ARMA(p, q) proces.

Specialni piipady ARMA procesii nazyvame:

Autoregresni proces (AR proces):

Proces klouzavych sou¢tit (MA proces):

1.5. Kauzalita. Diive nez zavedeme pojem kauzality, v§imnéme si blize AR(1) procesu.

Y, =0.5Y, + ¢, g~ N(0,1)

4 T T T T T

4L ! ! ! ! !

0 50 100 150 200 250

Y =-0.5Y1 + &y, g~ N(0,1)

300

Yi ~ AR(p) ~ ARM A(p,0), tj. ¢=0
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)

o297

Y

-6

0 50 100 150 200 250 300
Y;:0.85Y;_1+5t, Et"‘N(O71)
T T T T T
| | | | |
0 50 100 150 200 250 300
}/;g = —0.25}/;_1 + &, Er ~ N(O, 1)
T T T T T
00 '. l
LY
| | | | |
0 50 100 150 200 250 300

OBRAZEK 1. Ukazky autoregresnich procesii 1. Fadu

Pro autoregresni proces prvniho fadu Y; — 1Y, 1 = &; postupné v k krocich upravujme

Yi=p1Yia+er =01 (901}/;,2 + 51‘,71) t&r = SO%Y;%Q + P1&-1 T &

_ 2 _ .3 2
=¥ (9013/273 + 5t72) +P1€¢-1 t &€ = 901th3 + QPi€t-2 + P1€¢-1 T &

k-1 . k .
_ Ak J _  Ak+1 J
=7 (e1Yiopo1+erk)+ X V1€ =1 Yik-1+ X P16
Jj=0 7=0

Uvazujme nejprve pripad, kdy |p| <1 a {Y},t € Z} je stacionarni, tj. Y; € L2(2, A, P) a EY}? < oo,

pak

k
J
Y~ Z¢15t—j
30

2

-0

2 2

|l k1 _ k+1 _ 2k+2 2

= H801 Yt—k—lH =F |901 Yt—k—l‘ =1 ElY | ——0
N N , k—oo

—g2
=0y, <0
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tj. > go{et_j konverguje podle kvadratického stfedu k Y; a mtizeme psat
=0

[ee)
_ j
Yi= Z P1Et-j-
7=0

Pak dokazeme spocitat

EY,=EY ¢le, ;=Y ¢lFe;=0
j=0 =0

> nekorel. X 2j 9 = 2 o?
DY,=D Y pierj = " Yy Dej=02 Y ¢y = 15
j=0 j=0 j=0 Y1

Y(t) = C(Ys, Youp) = E(Ys - Yo) = E ( %@{é‘s—j) (hZO (P}1L58+|t|—h)
j= =

® = s—j = s+|t|-h
J, ~h
=2 901801E55—j55+t—h = _ .
=0 h=0 _,L ho= j+lt
nekorel.
o R gt _ @ o
=0; %901901 = 1_%05.
J:

Autokorelacni funkce (ACF) je pak tvaru

(@)
p(t) = 50) " Py

ACF pro Y; =0.5Y, 1 + &

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

ACF pro Y; = —0.5}/;_1 + &

08

06

04

02

L L L L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

OBRAZEK 2. Ukazky autokorela¢nich funkci

37
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Pomoci generujici funkce filtru

N1
Y army(2) -;)9012] S 1o
pro |z|<1 a lp1] <1 dokadzeme snadno spoéitat i spektralni hustotu
2 N2 o2 1 2 1 2 1
Faray(w) = 52 [Warq) (™) = 52 1= ore]? = 5 e (e — o) = 5 e — o
faray(w) pro Yy = 0.5, + & faray(w) pro Yy = -0.5Y, 4 +¢

06[ 0.6[ |
057 0571
0.4r 0.4
0.3} 0.3}
0.2} o2l
0.1y . . ; . . . 0.1 . . ; . . .

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 3. Ukéazky spektralnich hustot

(2) Dale fesme piipad, kdy |p1| > 1. Pouzijeme-li vztah
_ 1 1
Yiq= EYt T ot
a postupné v k krocich budeme upravovat

-1 _1 -1 (1 _1 _1
Y, = <,01Y;/+1 ¢15t+1 o1 (vaHZ ¢15t+2) ¢15t+1

1 1 1 1
Yt+3—E€t+3) - w_§€t+2 - E€t+1

1y 1 1 _ 1 (
= 5Yuo—Sfur—€m=—2 >
w% tH2 80% t+2 o1 t+1 w% o1

_ 1 Y, 1 1 1
= =3 — 3&E3 — SEp2 — — &€
w? 3 90? t+3 w% tH2 o1 t+1
k
_ 1 1
= okl }/;H-k+l - Z T=; €t
®1 j=0 ¥1

stejné jako v predchozim pripadu - 372, %st_j konverguje podle kvadratického stfedu k Y;. Avsak
1

vidime, Ze Y; zde vyjadiujeme pomoci budoucich hodnot {e,,s > t}. Tim poruSujeme piirozenou
podminku, Ze Y; je na budoucnosti nezavisla a fikdme, Ze neni kauzalni.

(3) V pripadé, ze plati
o] =1,
pak AR(1) neni stacionarni, jde o tzv. nAhodnou prochazku.

Nyni jiz muzeme zavést pojem kauzality.

DEFINICE 1.9. ARMA proces Y; ~ ARMA(p,q) se nazyva kauzalni, jestlize existuje absolutné
konvergentn{ posloupnost realnych ¢isel W = {1;}22,, (tj. X729 [1)4] < 00) tak, ze

Y, = ijet_j, tj. zkracené Yi~ MA(00): Y, =V (B)e.
=0
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PozNAMKA 1.10. Protoze plati
2
Z ( Z |¢]|) 7
,7:

pak kauzalni proces Y; = Y 1;e;-; je linearnim procesem. Protoze linearni proces je stacionarnim
=0
procesem, je kauzdlni ARMA proces Y; ~ ARMA(p,q), kde ¥72,[¢;| < oo, také stacionarnim

procesem.

AUTOREGRESNI PROCES p —“TEHO RADU: AR(p): ®(B)Y; = ¢
Mé¢jme polynom

D(2) = Po P12 =~ pp2?

o(1L)=0.

po-prz=—gp =g [ (2- 1) = on(l Ajz),

a necht + JSOH jeho koteny, tj.

>4|,_.

Pak plati

v naSem piipadé
po=1 a ¢,#0.

Provedme tedy rozklad polynomu ®(z) na sou¢in kofenovych ¢initelt
O(z) = (1-Az)Pr . (1= Ng2)P*,

kde
1 1
200 = —, ..., 20k =
0= 5 0k = "
jsou rozdilné (realné ¢i komplexni) kofeny polynomu ®(z), p1,...,px je jejich nasobnost (pficem?

plati py + -+ pp = D).
Budeme hledat takovou absolutné konvergentni posloupnost ¢isel

U= {wj };io
tak, aby Y; = OZO: Vier-; = V(B)e, byl kauzalni proces. Takze postupné odvozujme
=0

(=0(B) Y, =0(B)U(B)e,
=‘I’?§)Et
tj.
1
O(z)
Z véty o rozkladu na ¢astecné zlomky dostavame (pokud pro néazornost predpokladame, Ze vsechny
koteny jsou jednoduché)

®(B)U(B)=1 mebo  ®(2)U(z)=1 &li U(z)=

1 1 c1 Cp
= = + e 4+
D(z) (1-Mz)...(1-Xp2) 1-X\z 1-\z
Pokud pro k=1,...,p plati |Axz| <1, muZeme psat

pro vhodna cy, ..., c,.

i )\kZ)j

7=0

1- /\kZ

a dokazali jsme najit konvergentni radu

U(z) = Z%Zﬂ chZ)\JZJ = Z(ClA{+"'+CpA;)Z]

k=1 7=0 7=0
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pricemz
wj = Cl>\{ + .-+ Cp>\g),

nebot W(z) = ﬁ je holomorfni pro |z| < 1 pouze kdyZ

Ml<Loayl<l e [ JEL
~—— ~——
|z01]>1 |zop|>1

tedy vSechny kofreny polynomu ®(z) musi lezet vné jednotkové kruZnice.

Tim jsme ukazali, Ze existuje TfeSeni

[ee]

Y= wjgt—j

§=0

tzv. stochastické diferencni rovnice
_ 2
}/75_(7013/25—1 T _QDPY;—I) =&t €t~ WN(O705 (12)

a timto TeSenim je kauzalni autoregresni posloupnost radu p. Protoze Y; je lineadrni proces, je toto
feSeni stacionarni.

Podminka tykajici se kofenti polynomu ®(z) je podstatna. Lze ukazat, ze v pripadé, kdy alespon
jeden koten polynomu ®(z) lezi uvnitf nebo na hranici jednotkové kruznice, neexistuje kauzalni po-
sloupnost {Y;,t € Z} spliwjici stochastickou diferen¢ni rovnici (12). Snadno se da ukazat, Ze toto FeSeni
je jediné.

STREDNI HODNOTA, ROZPTYL, AUTOKOVARIANCE A AUTOKORELACE AR(p)

Pro kauzalni AR(p) procesy pocitejme nejprve

EY,=FE Z?/)j&:—j = ijEst_j = 0.

j=0 =0
Abychom mohli spocitat rozptyl kauzalniho AR(p) procesu, nejprve rovnici
Yi=o1YVia++@pYp+ey
vynasobime vyrazem Y; a spoc¢itame stfedni hodnoty obou stran, tj.
EY? = EY; 1Y, + -+ @, EY; Y, + E&,Y,. (Ay)
Protoze FEY; =0, pak autokovarian¢ni funkce je rovna
1(j) = C(Yi,Yiy) = E(Y: - EY;)(Yiy - EY;;) = VY

a rozptyl
7(0) = EY? = DY,

Déle spoc¢téme
EY;‘/Et =F (Z wjgtj) Et = Z ijé‘t,jEt = ij()'gé(j) = O'g,
=0 j=0 J=0

. 1 7=0,
kde 9(j) :{0 jinak

Vratme se k rovnici (A;), pak po dosazeni EYe;, = 02 a 7(0) = EY;? dostaneme

Y(0) = 1y (1) + -+ @y(p) + 02 (Az)

Podélme obé strany rovnice (Ay) vyrazem v(0) > 0 a protoze pro autokorelaci plati p(k) = %, dosta-

neme
0.2
p(0) = p1p(1) + -+ pp(p) + 7555

—
=1
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a odtud jiz plyne, Ze

o?
DY, = ’Y(O) T T=p1ip(D)——ppp(p) *

P11 vypoctu autokovariance (nebo autokorelace ACF) budeme predpokladat, ze k > 0, nebot v(0) = DY;
jiz jsme spocitali. Rovnici
Vi=oYea++9pYip + e
vynasobime vyrazem Y;_; a spoc¢itame stfedni hodnoty obou stran, tj.
EYiYi k=1 EYi Y+ + 0pEY; )Y g+ EerYi . (Az)
Ptipomenme, ze s vyuzitim vztahu FEY; =0, je
(k) =C(Y1,Yip) = E(Y; - EY;)(Yir = EYi k) = EY; Y, 4.

Spoctéme

EY, ye,=FE ( > %ft—j—k) er= 2 VjEej ke =Y ;0204 =0.
4=0 =0 7=0 ~——

=0
Vratme se k rovnici (Aj), pak po dosazeni EY;e; =0 a (k) = EY;Y; ). dostaneme

v(k) = ory(k=1) +-+ gpy(k = p) (A4)
Podélme obé strany rovnice (A4) vyrazem ~(0) a protoze p(k) = %, dostaneme tzv. Yuleovy-

Walkerovy rovnice.
p(k) = o1p(k=1) +-+ppp(k-p) k21 (A5)

EXPLICITNI VYJADRENI AUTOKORELACNI FUNKCE PROCESU AR(p)

Pri explicitnim vyjadieni autokorela¢ni funkce procesu vyjdeme
z Yuleo-Walkerovych rovnic

p(k) = o1p(k=1) +-+ppp(k-p) k21
Oznacme
Bp(k)=p(k-1),  pricemz  p(0)=1 a p(=j)=p(j)
a hledejme teSeni tzv. homogenni diferen¢ni rovnice
p(k) = p1p(k=1) = =ppp(k-p)=0 k>1 tj. (B)p(k)=0.

POZNAMKA: RESENT HOMOGENNI DIFERENCNI ROVNICE

Méjme polynom @(z) = @9 - @12 — - — ppzP a necht % jsou jeho kofeny,

tj. ¢>(%j) = 0. Pak plati
co—pr1z == = [1 (2= £) = 0o [T(1 - N2),
J J

v naSem piipadé ¢o =1 a ¢, # 0.
(1) Necht % je kofen polynomu ®(2), pak A¥ je fesenim ®(B)p(k) = 0.
Dikaz:

Q(B)N = (1= 1B == 0, BP)AE = A — o A — e ALP
:Ag(l_gpl%_..._%%ﬁ) - (L)X =0

nebo ekvivalentné: jestlize uvazujeme faktorizaci ®(B) = ¢o [1;(1 - \;B), tak mezi faktory je i
¢len (1-X\;B) a plati

(L= A BN = M= L BOG) = XM =0y =0,
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(2) Necht /\il, e /\—lp jsou rizné jednoduché koreny, pak

A} + -+ A

jsou feSenfm homogenni diferen¢ni rovnice a ¢4, ..., ¢, jsou konstanty, které jsou urceny poca-
tec¢nimi podminkami.
(3) Je-li kofen 5 dvojnasobny kofen, pak
]

)\f a k:/\;‘?
jsou fesenimi ®(B)p(k) = 0.
Diikaz: Diky faktorizaci mizeme psat ®(B) = (1 - \;B)?[1.;(1 - \B). Pak
(1=XB)2Ay = (1=2X0;B+ X2B*)A\F = AF =20 M1+ X2AN2 = 0
(1= X;B)*kAS = (1-2X;B+ X2 B?) kX
= BN = 2X (k= DX+ X (k- 2) N5
= kY = 20\ + kXY + 20F -2\ = 0.
(4) Analogicky dostaneme: je-li koten /\_1J r-tého radu, pak
NSRRI
jsou fesenimi ®(B)p(k) = 0.
1

Shrneme-li tedy predchozi, za predpokladu, ze 5-,...
pricemz p = py + -+ + Py, pak FeSeni homogenni diferen¢ni rovnice ®(B)p(k) =0 je tvaru

m pj—l
=355 et
7=1\ s=0

kde ¢ jsou konstanty, které jsou uréeny pocateénimi podminkami. Dale polozme A; = ;¢ . Pak mame

, 5 jsou rizné kofeny s nasobnostmi py, ..., pm,

m

pj—1
p(k) =3 ( > cjsks) rfe“f"j ,
7=1 \ s=0

Vzhledem k tomu, Ze plati
Al =i <1,
dostavame odtud, ze p(k) klesa pro k — oo exponencialné k nule, tj.

p(k) — 0,

k—o0

coz je velmi dulezité identifika¢ni vlastnost autoregresnich AR(p) procest.
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1.6. Invertibilita. Vime, Ze kauzdlni autoregresni proces konecného radu p lze vyjadiit pomoci
MA procesu nekoneéného fadu, tj. AR(p) = M A(o0). Zajima nas, za jakych podminek miazeme MA pro-
ces kone¢ného fadu vyjadrit pomoci autoregresniho procesu nekonecného radu, tj. MA(q) = AR(o0).
Nejprve si vSimneme jednoduchého piipadu, a to M A(1) procesu.

Y; = ¢, +0.5¢_1, g ~N(0,1)
3 T T T T - T

250 300

-3+ ° ) —

. | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
Y; =&, +0.85¢;_1, e ~N(0,1)

3 T T T T T

o ° ° © & © © .' -

3 ! © © —

I I I I I
4
0 50 100 150 200 250 300

Y}=€t—0.256t_1, &t NN(O,l)

3 l | ) p° l ° l
0 50 100 150 200 250 300
OBRAZEK 4. Ukazky MA procesti prvniho fadu
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MA PROCES PRVNIHO RADU:

Y~ MA(1): Y=g, +016,1, & ~WN(0,02).

(a) Nejprve predpokladejme, Ze
01 "= J0] < 1.
Vyuzijeme-li vztahu
Yi=ci+0c1 = & =Y +0c,
muzZeme postupné upravovat
g1 =Y +0g =Y, +0 (Yt—l + 9€t—2)
=Y, +0Y, 1 + 92€t—2

k
j k+1
= Z Y, + 0" ek
7=0

2 2

=F

k
Et — Zgj}/t—j

J=0

k
Et — Zﬁj}/}_j

J=0

-F |0k+15t—k—1 ‘2

— 02(k+1)0_€2 — 0,

k—o0
tedy
er=>.07Y,;  pro |0 <1.

=0
(b) Za predpokladu, ze plati
01 °= 101 > 1

a s vyuzitim vztahu
_1 1
€t-1 = §Y;: — g€t

muzZeme opét postupné upravovat
_1 1
€t = gYr1t g€

1 1(1 1
=5Y1+3 (§Yt+2+§5t+2)

N
+

1

_ 1 1

= m}/;+j T gt Etrk+l-
1

<
Il

I kdyz posloupnost
&y
D 7 Vi
j=1

konverguje pro N — oo také k &;, tento rozvoj nema prakticky smysl, nebot ¢; je vyjadfena pomoci
budoucich hodnot {Y;,s > t}.
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(c¢) Nakonec si vSimnéme dalsiho dilezitého faktu, a to ze pokud plati
o> 1,
a uvazujeme-li dva procesy
(1) Vi =e+0g.1 e ~WN(0,02),
(2) Xi =m+gm m~ WN(O,0%02),
pak oba dva procesy maji stejné prvni a druhé momenty, nebot
EY,=E (e, +0e,1) = Ee; +0FEe; 4 =0,

EXy=FE (Ut + %nt—l) = En + %Em_l =0,

a také autokovarian¢ni funkce obou procestu se rovnaji

(k)= EYYik = E (60 +02-1) (Stek + Oct1k-1)

_ 2
= Feyepyp + OFeicpp1 + OBe, 1644 + 07 Eey 164151

pokud: t=t+k t=t+k-1 t-1=t+k t-1=t+k-1
pak: k=0 k=1 k=-1 k=0

02+0%02=0%2(1+6%) k=0
= 90’2 k::tl
0 jinak

Yx(k) = EX; Xy = E (77t + %nt—l) (77t+k + %771:+k—1)
= Engnar + %Entnﬁk—l + %Eﬁt—lmm + Q%Ent—lntﬂc—l

0%0% + 50%0% = 0%(1+60%) k=0
= %9202 = o2 k==x1

0 jinak.

I kdyz obé invertibilni i neinvertibilni MA reprezentace generuji procesy se stejnymi momenty prv-
niho a druhého 1radu, z praktickych davodi davame prednost procesu invertibilnimu, nebot nepo-
zorovatelné veli¢iny ; mizeme odhadnout pomoci pritomnych a minulych hodnot pozorovatelnych
veli¢in

{Xs,s < t},
kdezto u neinvertibilnich MA reprezentaci nepozorovatelné veli¢iny €; neodhadneme, nebot nemame
jesté k dispozici budouci hodnoty

{Y;, s> t}.

Nyni jiz muzeme podat definici invertibility.

DEFINICE 1.11. ARMA proces Y; ~ ARM A(p, q) se nazyva invertibilni, jestlize existuje absolutné
konvergentni posloupnost realnych ¢isel 7= {m;}%2, (tj. X720 [m;| < 00,) tak, ze

er =y mYs, tj. zkracené Y, ~ AR(o0) : g, = m(B)Y;.
=0

Dale vysetfeme, za jakych podminek je invertibilni MA proces fadu q.
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MA PROCES RADU g¢:
}/;NMA(Q) K:€t+918t—1+"'+9q€t—q EtNWN(O,O'g .

Naprosto analogickym postupem jako v piipadé kauzalniho AR(p) procesu, lze ukézat, Ze vSechny
kofeny ©O(z) musi lezet vné jednotkového kruhu. Provedme tedy nejprve rozklad polynomu ©(z) =
1+ 60,2+ -+ 0,27 na soucin kofenovych ¢initeld

O(z) = (T=A2)" .. (L= Xg2)™,

kde zg; = %1, e 20k = ,\_lk jsou rozdilné (reélné ¢i komplexni) kofeny polynomu ©(z), r1,...,7x je jejich
nasobnost (pfi¢emz plati r; + - + 7, = ¢). Nyni budeme hledat takova absolutné konvergentni 7 =
{mj}520(t)- X5Zo || < o0), aby

er= > ;Y
=0
byl invertibilni proces. Pokud pouzijeme operator zpétného chodu, mtizeme psat:
@(B)}/t = &¢,
pritom hleddame 7(B) takové, aby platilo

m(B)O(B) =1 nebo m(2)0(2) =1 ¢ili m(z) = @( )’

Z véty o rozkladu na ¢astecné zlomky dostavame (pokud pro nazornost predpokladame, Ze vSechny
kofeny jsou jednoduché)

L__ ! L L
O(2) (1-M2)...(1-22) 1-X\2 1-X2
pro vhodna ¢y, ..., ¢,. Pokud pro k =1,...,p plati |A\zz| <1, mizeme psat

i )\kZ)j

1- /\kZ 3=0
a dokazali jsme najit konvergentni fadu
m(2) = Z/]T]Zj Z Ck Z Aizj = Z (cl)\{ + et cp)\f,) 2!
k=1 j=0 =0

pricemz
S ¥ AT J
Tj=CiA] + -+ cp/\p,

nebot 7(2) = % je holomorfni pro |z| < 1 pravé kdyz

1 1
Ml<to <l e R R

N~—— —_——

lz01>1 |z0p|>1

tedy vSechny kofeny polynomu ©(z) musi lezet vné jednotkového kruhu.

Na zavér tohoto odstavce jesté spocitejme stfedni hodnotu, rozptyl, autokovarianéni funkci a také
spektralni hustotu M A(q) procesu. Protoze M A(q) proces je linearnim procesem, je vzdy slabé staci-
onarni, proto mizeme pocitat

EY, =E(et+ 01601+ +0464) =0
DY, = D(gy+ 61641+ +0g1-q) = 02(1+ 07 + -+ 62)

s+t—h 2266]+t

V(1) = O(Ys, Yout) = EYYour = Z Z 0;0sEes jesstn = v Jj+t

j=0h=0 h
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Protoze 6y=1 a 6;=0 pro J > q, dostavame
o2(1  + 67 4+ 02, o+ 62, + 62) pro t=0
020y + 610y  +-+ O,00,4 + 0,40,) t=
020y + 6105  +-+ 0,00,) t=2
() =1 :
020,01 + 610,) t=q-1
020, t=q
0 jinak

Autokorela¢ni funkce je pak rovna

1 t=0
p(t) = m Z?;é 9j9j+t 1<t< q, 00 =1
0 jinak

tedy, pro t > ¢ je autokorela¢ni funkce nulové, coz je velmi dilezita identifika¢ni vlastnost M A(q)

procesti.
Diky tomu, ze M A(q) proces je linearnim procesem, spektralni hustota je rovna

02 | (i |2
Fr(w) =510 (e[
Autokorelacni funkce p(t) Autokorelacni funkce p(t)
pro Y; =¢;-0.4e,_1 +0.26y_9 — 0.354_3 pro Y; =g, -0.2¢4_; +0.16,5 + 0.3¢4_3
1 T T T T 1.2

1 -

o5k 0.8 [
0.6

04}

02}

05 L L L L L L L L L 02 L L L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Spektralni hustota furaes)(w) Spektralni hustota fasa(s)(w)
proY; =g, —0.4e;_1 +0.26,_9 — 0.36_3 pro Y; =g, -0.2¢4_; +0.16,_5 + 0.3¢4_3
' ' | ' ' 7l 03F ' | r ' '
0.5t :
0.25¢
04}
0.2t
0.3f
0.15¢
0.2f
01t
0.1}
- - - ' - - J - o.05L : : : :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

OBRAZEK 5. Ukézky autokorelaénich funkci a spektralnich hustot pro M A(3) procesy.
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1.7. Vicenasobna reprezentace M A(q) procest. Méjme MA proces fadu g¢:
Yi~n MA(q): Yi=ei+ 0181+ +0,5, g, ~WN(0,0?).
Provedme tedy rozklad polynomu ©(z) =1+ 6,2 + -+ + 6,27 na soucin kofenovych ¢initela

(=) = TI(1-A2).

Pak (protoze M A(q) proces je linedrnim procesem) autokovarianéni generujici funkce je rovna
Gy(z) =0(2)0 (z7) 2.
Dale plati
(1=-X2)(A =Xz ") = 1= Xz =Xz + X = X (A=A 2= A2+ 1)

1 1
=22 1-—z||1-—27"!
]( Ajz)( Ajz)

Gy(2) = 0?0(2)0 (z‘l) =2 [J(1-X;2) H(l - Ajz7h)

J

Tudiz

1 1
=2 [N T] (1 - —z) I (1 - —21) =020,(2)0,(z ™)
i A ) Aj
S
o2 0.(2) 0.(z1)

Takze proces
* . _ % * ok * ok * 2
Y~ MA(q): Yi=¢f +0{e;  +-+07ef, ef ~WN(0,0%)
mé stejnou autokovarianéni generujici funkci

Gy(z) =070.(2)0.(z7)

a jsou proto z hlediska prvnich dvou momenti nerozlisitelné.
Obecné muzeme dostat 2¢ ruznych procesii s funkef

q
P.(2) = [J(1-A2) s=1,...,29
j=1

Mezi v8emi témito procesy pouze jediny je invertibilni, a to ten, pro kterého plati
\inwvert _ {AJ |)\j| < 17
/ )\]’.1 I\l > 1.
TakZe podminka invertibility zajistuje identifikovatelnost M A(q) procesu z hlediska prvnich dvou mo-
menti. Difve nez uvedeme nutnou a postacujici podminku pro kauzalitu a invertibilitu ARM A(p, q)
procest, vySetfeme problematiku spole¢nych kofent ®(z) a O(z).
1.8. Spole¢né koteny polynomui ®(z) a O(z). Mé&me
Yi~ ARMA(p.q): Yi— 1Y = —gpYip =&+ bhera + -+ + 0481,
kde e, ~ WN(0,02) a predpokladejme Zze ®(z) a O(z) maji spolecny kofen ;. Pak miizeme psat
O(2) = (L= A2)(1 =iz ==y 12P7) = (1= A2) @ (2)
O(z) =(1-A2)(1+ 07z +-+0; 297" = (1-X2)0*(2)
tj.
(1-AB)®*(B)Y; = (1-AB)O*(B)z;.
Pokud obé strany rovnice vydélime vyrazem (1 - AB), dostaneme
Yi~ARMA(p-1,q-1): ®*(B)Y, = ©*(B)z;.
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Takze podminka, Ze
®(z) a O(z) nemaji spoleéné kofeny
zajistuje, ze fady ARMA procesi nelze jiz snizovat.
1.9. Nutna a postacujici podminka kauzality a invertibility ARMA procesu. V pfedcho-
zich odstavcich jsme ukazali, Ze plati

Y; ~ AR(p) : ®(B)Y;=¢4, ®(2) #0 pro Vz e CA|z|< 1 < AR(p) je kauzalni
Y, ~ MA(q) : Yi=0O(B)ey, ©(2)#0 pro Vz e CAlz|< 1 < MA(q) je invertibilni.

Naprosto analogickym zpiisobem lze dokazat obecnéjsi tvrzeni:

VETA 1.12. Necht ®(B) a ©(B) nemaji spolecné koieny. Pak
(i) Yo~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; =0O(B)e; je kauzdlni < ®(z) #0 pro VzeC Alz| < 1.
(1)) Yy ~ ARMA(p,q) : ®(2)Y; =0O(B)e; je invertibilni < ©(z) #0 pro Yz e C Alz| < 1.

Znamen4 to tedy, ze Y; ~ ARMA(p,q) je kauzalnim a invertibilnim ARM A procesem, jestlize
vSechny kofeny polynomi ®(z) a O(z) lezi vné jednotkového kruhu a koeficienty 1; a m; jsou urceny
ze vztahi

U(z) = iwjzj = % pro |z| <1
m(z) = ;szj = 223 pro |z| < 1.

V dalsim budeme uvazovat pouze takové
Y, ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)s
procesy, které splhuji nasledujici podminky
(P1) ®(B) a ©(B) nemaji spole¢né koteny.
(P2) Y; ~ ARM A(p, q) je kauzalni.
(P3) Y; ~ ARM A(p,q) je invertibilni.

1.10. St¥edni hodnota, rozptyl, autokovarianéni a autokorela¢ni funkce procesa ARM A(p, q).
STREDNI HODNOTA
Vzhledem ke kauzalité ARM A(p,q) procesu miZzeme pocitat
EY,=EY e j=> ¥;Ee ;=0
=0

J=0

ROZPTYL
P1i odvozeni rozptylu nejprve rovnici

Y=Y+ + @Y p+e +0i60 + + 048
vynasobme vyrazem Y; a spoc¢téme stfedni hodnoty obou stran, tj.
EY? = p1EY, Y, + -+ 0, EY, Y, + E&,Y; + 0, Eg; 1Yy + -+ + 0,Fe;_ Y, (Ag)
Spoc¢téme proi=0,1,...,q

ESt_iY; = ESt_i (Z ’Q/in-ft_j) = Z¢jE5t—i5t—j = 1/%0’3 (pfléemé 7700 = 1)
j3=0 3=0

Po dosazeni do rovnice (Ag) dostaneme

Y(0) = p1y(1) =+ =0y (p) = 02 (1 + Or¢hr + ... + Ogtdy) (A7).
Podélme obé strany rovnice (A7) vyrazem y(0). Vzhledem k tomu, ze p(k) = %, dostaneme

o2(1+ 60101 + ... +0,0,)
7(0)

L=@1p(1) == ppp(p) =
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takze

2(1+61Y1+...+0
}/1::'7(0) _ Us( 1w1 qu)‘
L=1p(1) = = pp(p)
AUTOKOVARIANCNI A AUTOKORELACNI FUNKCE (ACF)

P1i vypoctu autokovariance rovnici

}/t - 901}/75—1 -t QOpY;f—p =&+ elgt—l +eeet qut—q
vynasobime vyrazem Y;_; a spocitame stfedni hodnoty obou stran, takze dostaneme

v(k)—o1y(k=1) ==, y(k—p) = EY; ket + O EY; kerg + -+ 0, EY; yery, (Ag).

Nejprve je tfeba si uvédomit, Zze pro s > 0 plati

EeY, s =FE (5t Z%’gt—s—j) = Z@/)jEftgt—s—j =0.

=0 =0
Spoc¢téme pro i =0,1,...,¢q
Eei Yy = Eeyy (Z 1/1j5t—j—k) =Y ¢jEey e
=0

3=0

t—i = t—j—k
o= ik
o2y k<i pricemz =1 = k<q

o k>t nebot  1;=0proj<0

Uvéazime-li, ze 1; = 0 pro j <0, potom pro 0 <k <max(p,q+1) plati

(k) = o1y(k = 1) = =y (k = p) = 02(Ok + Opsrthy + - + 00 1) (Ag)
a pro k>max(p,q+1) plati

(k) = pry(k=1) = —pyy(k-p)=0.

Podélme obé strany rovnice (Ag) vyrazem 7(0). Dostaneme
02(0) + Oprthn + -+ Oy
o) = o= 1) = — o p(h = p) = T2+ Oreathn =+ Oty 1)
7(0)

resp.

p(k) = 1p(k—=1) = = @pp(k-p) = 0.

Necht napf.
q+1>p.

Pak mame vice rovnic pro uréeni poc¢atecnich p podminek. V tomto pfipadé prvnich ¢ —p+1 autokova-
rian¢nich koeficientii jsou urceny z prvnich ¢ — p + 1 podminek.
Obecné feseni homogenni diferenéni rovnice

p(k) —p1p(k—1) = —gpp(k=p) =0 tj.  ®(B)p(k) =0
je tvaru
p(k) = Z ( Z Jsks)

kde

1 1

17 7)\m

jsou rizné kofeny s nasobnostmi

P13y Pm,
pricemz

P=pL+-+Dm

a cjs je pravé p konstant, které jsou urceny pocatecnimi podminkami.
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1.11. Spektralni hustota ARM A(p,q) procesi.

VETA 1.13 (Spektralni hustota ARM A(p,q) procesi). Necht ®(B)Y; = ©(B)e; je kauzdlni a in-
vertibilni ARM A(p,q) proces, pricemz ®(z) a O(z) nemaji spolecné koteny. Pak spektrdlni hustota
ARM A(p, q) procesu je rovna

02 [0 (e )[*

Mg ey

pro  we (-, 7).

DUKAZ. Kauzalita znadi, Ze existuje absolutné konvergentni posloupnost realnych ¢isel ¢ = {¢; 20
(tj. X520 1] < 00) takovd, Ze plati

Y, = ijet_j kde g, ~WN(0,02).
=0
Vime, ze spektralni hustota bilého Sumu je rovna

fe(w) = % kde  we(-m, 7).

Protoze Y; je linedrnim procesem, vime, Ze ma spektralni hustotu

fr(w) = ‘\If (e"‘“’)|2 fe(w) = “Il («e"'°")|2 % kde we (-m,m).

Takeé
© ( B)€t
jakozto linedrni proces mé spektralni hustotu tvaru
|@ (e’iw)|2 % pro we (-m,m).
Rovnéz
(B)Y

jakozto linearni filtr ma také spektralni hustotu, a ta je rovna

|<I> (e”"*’)|2 fr(w) pro we (-m,m).
Protoze plati
P(B)Y; = O(B)ey,
musi také platit

‘CD (e‘i“’)ffy(w) = ‘@ (e7) 2z pro  we (-7, 7).

27

Odtud jiz dostavame tvrzeni véty

0210 (™))

Mg ey

pro we(-m,m).

Na zéavér tohoto odstavce jsou vykresleny piiklady tif realizaci AR, MA a ARMA procesii spolu
s jejich teoretickymi spektralnimi hustotami.
AR(Q) : }/;; :0.5}/;5,1 +0.2Y;,2+€t, E¢ "’N(O,l)
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50 100 150 200 250
MA(Q) : Y;; :5t_0~55t—1 _0~2€t—17 Et NN(O,l)

300

50 100 150 200 250
ARMA(Q, 2) : Y; = 0.55/;,1 + 0.2}/;,2 +e;,—-0.4e, 1+ 0.3515,1, Er ~ N(O, 1)

300

50 100 150 200 250

OBRAZEK 6. Ukazky realizaci AR, MA a ARMA procesti

o2 2 . 2
far(w) = Eaitoy Frra(w) = 5210 ()]

1.6}
1.4}
1.2}

0.8
061
041
0.2f

300

a2 [e(e )P

Jarma(w) =

1.417

-3

27 |¢.(e—w)|2

2 4 o 1 2 3 s -2 -1 o 1 2 3
pro w € {—m, ).

OBRAZEK 7. Ukazky spektralnich hustot AR, MA a ARMA procesii.
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2. Nejlepsi linearni predikce ve stacionarnich ARM A procesech

Necht {Y;,t € Z} € L2(Q2, A, P) je stacionarni proces se stfedni hodnotou py a autokovarian¢ni funkei
vy (t). Pak nahodny proces {Y; — uy,t € Z} méa nulovou stfedni hodnotu (tj. je centrovan) a méa stejnou
autokovarian¢ni funkei vy (t).

Uvazujme nejlepsi linearni predikei Y; pomoci Y;_y, ..., Y, n, n > 1 (viz definice 2.6 v odstavci 2),
ktera je ortogonalni projekci

?t = P@{L%A,m,yt—n}(y;f)'
Lze snadno ukézat,ze plati
Y = Py vy (V) = iy + Py vy (Y0).

TakZze bez jmy na obecnosti mizeme dale uvaZovat pouze centrované stacionarni procesy {Y;,t € Z},
pro které plati

Y= Py vy (Y0) = Py vy (V).
Nejprve definujme jednokrokovou predikci.

DEFINICE 2.1. Necht {Y},t € Z} € L?(Q2, A, P) je centrovany stacionarni proces. Ozna¢me pro n > 1
M, =35p{Y1,.... Y, }.
Pak jednokrokova (linearni) predikce je definovana vztahem
? o _{0(=/‘LY) n:O,
n+l = In+ljn =
Poivi, vy (Yai1) = Pr, (Vo) n2 1
Protoze pro n>1 Y,.; € M,,, pak plati
?n+1 = ¢n,1Yn toee+ ¢n,n§/1
a @ni,-- -, Onpn minimalizuji
||Yn+1 - Yn+1 ||2 = E|Yn+1 - Yn+1|2-
Podle projekéni véty pro kazdé X € L2(), A, P) a pro kazdé Y € M,, plati
(X-XV)=(X,)V)-(X,Y)=0= (X,Y) = (X,Y) coz je EXY =EXY ,
takZe jestlize pro j =1,...,n polozime X =Y, a Y =Y,,;_;, pak musi platit
EYniYouoj = EYpaYoa,
’Y(j) =L (Yn+1j Z ¢n,¢Yn+1z’) = Z (bn,iEYnJrlfianLlfj
i=1

=1
= Guir(i— )
=1

coz lze maticové zapsat takto

(1) 7(0) (1) - y(n-1) bna

v(2) | (1) v(©0) e (n-2) Pn2

7 (n) Y(n-1) 4(n-2) - ~(0) bun
tj.

In = r, ¢n

Projeként véta zarucuje existenci pravée jednoho feseni Y,,,; € M,, pro néjaké ¢,, € R™ (kterych obecné
muze byt vice, jejich vysledkem je vSak pouze jediné 177”1). Jestlize I, je reguléarni, mame pravé jediné
¢,, € R" a plati

¢, =T, -
Nésledujici véta dava postacujici podminku k tomu, aby pro kazdé n € N byla I',, regularni matici.
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VETA 2.2. JesthZe plati
70)>0 a A(h) =0,

pak kovariancni matice
Ly = (v(1=7));jm
je requldrni pro kaZdé n € N.

DUKAZ. Tento diitkaz se provadi sporem, viz Brockwel, Davis (1987), str. 160-161. O

DUSLEDEK 2.3. Oznacme
Yn = (Yn7 s 7Y1),'

Jestlize plati v(0) >0 a y(h) — 0, pak nejlepsi linedrni predikce Y,.1 ndhodné veliciny Y,,1 je tvaru

?n+1:¢n,1Yn+"'+¢n,nY1 t] ?n+1:¢:1Yn pﬁ’cvemzv ¢n:]'-‘7_117n .
Stredni kvadratickd chyba je rovna
Un = MSE(Yyi1) = BE(Yor = Yai1)? =7(0) =710 e (13)

DUKAZ. Tvrzeni tykajici se tvaru nejlepsi linearni predikce a vektoru ¢, plynou z predchozich
poznédmek a pfedeslé véty. Zbyva vypocitat stfedni kvadratickou chybu.

E(Yps1 - Y1) = E(Ypir - ¢ Y )2 = Y2, - 2E (¢ Y, Y1) + E (LY.
Nejprve pocitejme
EY, Yo = (EY, Yo, EY, 1 Yain, o EY1Y0) = (9(1),7%(2), -7 (n)" = ¥,
Daéle si vSimnéme, Ze 1ze psat
(@1Y.) = 4, Y. Y8,

a pocitejme
EY? EY,Y, .- EY,Y}

Y,

v EY,.\Y, EY?, - EY,.Y;
EY, Y, =E|| "' | (Ya... . Y1) | = : D

}}1 EY1Y, EY1Y, |- EY?

7(0) (1) y(n-1)
@m0 =2

v(n=-1)v(n-2)-- ~(0)
Takze muzeme pokracovat ve vypoctu stfedni kvadratické chyby

E(Yn+1 - ?n-%-l)Q = EY2 - 2¢;LEYnYn+1 + ¢;EYnYé¢n

n+1

=7(0) - 2,7, + $, L,

!

=7(0) = 29, Ty, + oL Loy, = 7(0) = vy,

Nyni definujme h-krokovou (linearni) predikei.
DEFINICE 2.4. Necht {Y;,t € Z} € L?(Q2, A, P) je centrovany stacionarni proces. Ozna¢me pro n > 1
M, =35p{Y1,....Ya}.
Pak h-krokova predikce je definovana vztahem

\Va {O (: :uY) n7h:O7

Yn+h = Yn hln =
! P@{H Yn}(Yn+h) = PMn(Yn+h) n,h>1.

1111
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Obdobnym zptsobem jako u jednokrokové predikce muzeme odvodit, Ze jestlize plati
H0)>0 a A(h) — 0,

pak nejlepsi linedrni h-krokova predikce ?mh nédhodné veli¢iny Y, je tvaru
Voen =6V, 4+ 000yt Voun = (@)Y
n+th = ¥p1in n,nlt1 J- n+h — (¢n ) n
pricemz
¢ =Ty a2 (), (A1) (ke n- 1)
Stredni kvadraticka chyba je rovna
—~ - I
i) = MSE (V) = E(Vat = Voi1)? = 7(0) - (80 T, .

V nésledujicich odstavcich se predevsim zamérime na dveé rekurentni metody vypoctu nejlepsi line-
arni predikce.

2.1. Durbin-Levinsiv algoritmus.

VETA 2.5 (Durbin-Levinstv algoritmus). Necht {Y;,t € Z} € L*(Q2, A, P) je centrovany stacio-
ndrni proces s autokovariancni funkci y(h) takovou, Ze v(0) > 0 a ~y(h) — 0. Jestlize Y1 =
P@{yh__%}(le) = 1Yo+ +Pp Y1 je nejlepsi linedrni predikce, pak pro koeficienty ¢y, ; (7=1,...,n)
a stredni kvadratické chyby v, = £ (Yn+1 - ?ml)z plati nasledugici vztahy

P11 = % = P(l) Vo = ’Y(O) (14)

G = [7(0) = b1 Vo1 ] [0 (15)

O = 6,1 = Oun i on =t (1= 67) (16)
kde

D1 = (G115 s Proin-1)’ Dp 1= (Pn-in-1:-- s Ppo11)’

Dn = (P Pt Onn) ¢7(11) = (Pt Prm-1)

DUKAZ. Pro ziskani vySe popsaného rekurentniho vypocétu pro v8echny slozky predikce autor algo-
ritmu vySel z myslenky rozlozit projekci na soucet dvou ortogonalnich projekei

—

Yoir = Pra, (Yoi1) = P, (Yoi) + P (Yai1),
kde
M, =sp{Y1,..., Y}
M1 =5p{Ys,.... Y, }

My =5p{Y1 = P, (Y1)}
Vidime, ze M, je ortogonalni komplement M,,_; v M,,.
Podrobny dukaz lze najit naptiklad v publikaci Forbelska(2009). O
2.2. Disledek Durbin-Levinsonova algoritmu.

DUSLEDEK 2.6.
Necht {Yi,t € Z} € L*(Q, A, P) je centrovany staciondrni proces s autokovariancni funkci ~y(h), pro
kterou plati v(0) >0 a vy(h) — 0. Oznacme

M, =35p{Y1,....Y,,}
My = 5_17{1/27 s 7Yn}
a nejlepst linedrni predikci

=

Yn+1 = PMn(Yn-H) = ¢n,nY1 + ¢n,n—1}/2 +oe t qbn,lYn?
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pak plati

G = R (Vo1 = Prtyey (You1), Y1 = Pr, (Y1) (17)

DUKAZ. Podrobny dikaz lze najit v publikaci Forbelska(2009). O

2.3. Parcialni autokorelaéni funkce (PACF).

DEFINICE 2.7. Necht {Y;,t € Z} € L?(2, A, P) je stacionarni proces. Pak parcialni autokorela¢ni
funkce je definoviana vztahem

a(l) = R(Y;, Vi)
alk)=R(Y,-Y,, Y- Y1) pro |k|> 1

—

kde Y, resp. Y jsou  nejlepsi  linedrni  predikce Y,  (resp.  Y;x)  pomoci
Yicgets oo Y.

Nejlepsi linearni predikce Y, a Y., jsou projekce Y, = Pu, (Y1) a
Yiok = Pm,_, (Yir), kde My =5p{Ys g1, ..., Ys-1}. Pritom existuji takova

D1 = (¢k—1,1, ce ¢k—1,k—1)’;
ze plati
?t = Qp-11Yi1 o+ Ot o1 Yok
a také takova v, _; = (Yr-11, .., Yr-14-1)", ze plati
Yick = ro1.1Yiopor + - + Uhorh1 Y1,
ktera minimalizuji
E(Y,-Y)?  resp.  EYiq-Yia)?
pricemz (jak jiz vime z dikazu Durbin-Levinsonova algoritmu) plati
Pr-11 = Vk-1,15 -+ +» Ph-1 k-1 = YVh1 k-1 t]. D1 = Piy

Celkoveé tedy, oznac¢ime-li

Y= (Yiker, oo, i)

Yii= i, Yiga)
tak dostaneme

PMnfl(Y;t—k) = d);c—lYl);—l
P, (Ye) = @41 Y

Vime, Ze  pokud pro  autokovarianéni  funkeci  v(h)  plati  (0) > 0 a
~v(h) = 0, pak matice I'y_; je regularni a neznamé slozky vektoru ¢, _; jsou rovny

Py = Flil’)’k—l-

Aviak podle disledku 2.6 Durbin-Levinsonova algoritmu neni tieba po¢itat inverzni matici I';!;, odtud
@y_1, nasledné Yy y = Py, (Yiox) a Yy = Pa,_, (Y2) a nakonec korela¢ni koeficient al(k) = R(Y;—Y:, Yip—
Y; 1), nebot plati

a(k) = oek = R (Y = Pra (Vo) Yiok = Pra, (Yer)) -
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2.4. Inovacéni algoritmus. Zikladni myslenkou Durbin-Levinsonova algoritmu je rozdéleni
M, =35p{Ya,..., Y1}
na dva ortogonalni podprostory
My =5p{Yy,.... Yop  a M =5p{Y1 - Py, (Y1)}

Nasledujici rekurentni algoritmus spociva v dekompozici M,, na n ortogonalnich Hilbertovych podpro-
stortt pomoci Gram-Schmidtova algoritmu.

Rekurentni algoritmus lze aplikovat nejen na stacionarni procesy, ale obecné na procesy s konec-
nymi druhymi momenty. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze jsou centrované. Nejprve zavedme
nésledujici znaceni:

Stejné oznacme
M, =5p{Y,,.... Y1}

= 2
Up = HYn+1 - Yn+1H .

Pokud oznacime

n

o _[0Gm)  pon=1
Pm, ,(Y,) pron=23, ...

pak zfejmé
ans_p{yn_?nu"'uyi_}/;l} n>1.
Definujme tzv. inovaci vztahem

—

n
Uni1=Yni1 = Yo = Yo - Z (bn,anJrlfj-
J=1

Oznacéme
Un = (Ul,‘ . .,Un),
Y,=(Y,...,Y,)
?n = (}/}17 e 7?71),'

Pak lze psét

Un = AnYTw
kde matice A, je dolni trojihelnikovou matici
1 0 0
~11 1 0 0
A | e e 10 0
n - . . . . . .
_¢n—2,n—2 _¢n—2,n—3 _¢n—2,1 1 0
~Onim-1 ~Pn-1p2 ~Pp-11 1
Vsimnéme si, ze determinant matice je roven 1, takze existuje inverzni matice
C.=A"

ktera je také dolni trojihelnikovou matici. Upravujme postupné

Y.=Y,-U,=A;'U,-U,=(A;'-1,)U,=06,U,,
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kde
0 0 0
011 0 0 e 0
0,=Co-1,=| " B0 00
On-2n-2 On-ons - —bOpo1 0 0
en—l,n—l 9n—1,n—2 en—l,l 0
Protoze

Yn = enUn = On(Yn - ?n)
a protoze 0, je dolni trojuhelnikovou matici, mizeme psat
— 0 n=>0
Yn+1 = { n S
Zj=1 9n7j (Yn+l—j - Yn+l—j) n = 1, 2, e

VETA 2.8. Necht {Y;,t € Z} je centrovany ndhodny proces s koneénymi druhymi momenty, pricemz
kovariancni matice (EY;Y; )” | = ('y(i,j)):ij:1 je requldrni pro kazdé n € N. Pak pro jednokrokovou
predikci plati ndasledujict rekurentni vztahy

R () n=0

Yn+1 - Z 9 n,j ( n+l-j Yn+1—j) n= 1727 s (18)
U():’y(]-?l) (19)

k-1
en,n—k = Uﬁl ’}/(77/ + 17 k + 1) - Z ek,k—jen,n—jvj] ’ k= 07 y L= 1 (20)

=0
vp=y(n+1,n+1)- ZGML] (21)

7=0

DUKAZ. Podrobny dikaz lze najit naptriklad v publikaci Forbelska (2009). O

POZNAMKA 2.9. Zatimco Durbin-Levinstv algoritmus davé koeficienty ¢, ; v reprezentaci

n+1 - Z¢n,j n+l-j = Z¢nn -7 j+17

inovaéni algoritmus davé koeficienty 6, ; v ortogondlnim rozvoji

?n = Z n,j (Yn+1 -5 = n+1 ]) Z enn -j ( j+1 S;;'Jrl) .
J=
PozZNAMKA 2.10. Inovaéni algoritmus dava ,inovacni reprezentaci® samotnych Y,,.1, nebot plati
Y, =Y, -Y,+Y,=(Y.-Y,)+(C, -L)(Y,,-Y,) =C,.(Y. - Y,).

a polozime-li 0,, o = 1, mizeme psat

Z:: ( n+l-5 = n+1 ]) Zenn ]( Jj+1 = /\]‘Fl)

Tyto vztahy vyuzijeme pozdéji pii odvozovani maximalné vérohodnych odhadi neznamych parametri

O

)
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2.5. Jednokrokova nejlepsi linearni predikce v AR(p). Nejprve si vSimnéme, jaké vlastnosti
mé predikce v pripadé autoregresnich procesi fadu p.

VETA 2.11. Necht {Y;,t € Z} € L?>(Q, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p) proces
Y=Y+ +¢pYi, + & Pak pro nejlepsi linedrnid predikci plati
0 n=>0
?n+l = min(n,p)

Zl ijYn-%—l—j n= 1,2,...
]:

DUKAZ. Vzhledem k tomu, Ze autokovarianéni funkce v(h) exponencialné klesa k nule, staci pred-
pokladat, ze proces neni degenerovany, tj. rozptyl v(0) > 0. Nejlepsi linearni predikce podle definice je
rovna

Yo=Y 1 = 0 (= py) n=0,
n+l n+ln P@{Yl,...,Yn}(Yn*'l) = P/Vln(Yn+l) nx1l.

Predpokladejme tedy, ze n > p a postupné upravujme
Vo1 = Pavi, vy (Yai1) = Ppve vy (010 + o+ 0 Y1 + €041)

p
= Z SDjP?p{Y1,...,Yn}(Yn+1—j) + P@{Yl,“.,yn}(%n)-

j=1
Pripomenme, Ze pro projekci v p¥ipadé j =1,...,n plati

Pamvi,.viy(Y;) =Y, nebot Y esp{Yy,..., Y}
Déle pocitejme pro j =1,...,n skalarni soucin

kauzal. d s
(€n+1,Y‘> = <€n+17 Z 1/1j5j—kz> = Z @Dj E(5n+1€j—k) =0,
k=1 k=1 “—————
=0

tj. €ns1 L Y1, Y0, a P@{Yl,...,yn}(fml) =0, takze
?n+1 =1 Y+ oY, jestlize n>p,
¢imz dostavame tvrzeni véty. U

Tedy v pripadé AR(p) procesu
Yi=oVia++@pYp+ey

jsou koeficienty ¢, 1,. .., ¢n 1 nejlepsi linearni predikce pro n > p rovny
Pna = ¥1
bup = @
O pri = 0
b = 0

2.6. Vicekrokova nejlepsi linearni predikce v AR(p). Podle definice h-krokova predikce je
definovana vztahem

0 (: :U“Y) n, h = 07
P, vy (Yoen) = Pr,(Yaen) n,h> 1

—

Yoin = ?n+h\n = {
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Pocitejme postupné

Yoion = Py, vy (Yns2)

= P@{Yl,...,Yn}(SmYnH +ot SOpYn+2—p + 5n+2)

p
= Z SOjP@{Yl,...,Yn}(YmQ—j) + P@{Yl,...,yn}(%fmz)

J=1

=0(viz pfedchozi diukaz)

P
= <P1P@{Y1,...,Yn}(yn+1) + Z P P@{Yl,..,,Yn}(YnJrQ—j)
=2 .

=Yn+2-j

= <Pl?nﬂ\n + 902Yn +eet QOpYn+2—p

—

Yn+p\n = P@{Yl,...,Yn}(Yner)
= P@{Yl,...,Yn}(Solyn-f-p—l +oeeet @pYn + €n+p)
= (pl?n+p—1\n +teeet Qppfl?nﬁ—l\n + SOpYn

pro s>p

—

Yn+s\n = P@{Yl,...,Yn}(Ynhs)
= P@{Yl,...,Yn}(gplyn-ﬁ—s—l +oee+ SDpYn+s—p + 5n+s)
= 901?n+s—1|n +eet wp?n+s—p|n
2.7. PACF pro AR(p), MA(q) a ARMA(p,q).

VETA 2.12. Necht {Y;,t € Z} € L*(Q2, A, P) je centrovany nedegenerovany kauzdlni AR(p) proces
Yi=o1Yiq + -+ Yo, + €. Pak plati

(1) a(p) = ¢p
(2) a(k) =0 pro k> p.

DUKAZ. Jiz diive jsme ukazali, ze v piipadé AR(p) procesu

)/t = QOIY;—I +eet QDpY;f—p t+ &

jsou koeficienty ¢y, 1,. .., ¢n1 nejlepsi linedrni predikce pro n > p rovny

¢n,1 = 1

¢n,p = ¥p

¢n,p+1 = 0

¢n,n = 0
Tedy pokud ptimo n = p, tak podle diisledku Durbin-Lewinsonova algoritmu plati

Oz(p) = (bp,p = Pp-
Jestlize k > p, pak je parcialni autokorela¢ni funkce nulova a(k) = 0, coz je velmi dilezita identifika¢ni
vlastnost AR(p) procest. O
POzZNAMKA 2.13. Parcialni autokorelacni koeficienty (1), ..., a(p—1) lze uréit jako ¢11, ..., ¢p-1p-1

z Durbin—Levinsonova algoritmu.

DUSLEDEK 2.14. Necht {Y;,t € Z} € L?(L2, A, P) je centrovany nedegenerovany invertibilni M A(q)
(resp. ARM A(p,q)) proces. Pak neexistuje takové ky € N, Ze pro k > ko plati a(k) = 0.
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DUKAZ. VyuzZijeme toho, Ze proces MA(q) (resp. ARMA(p,q)) je invertibilni.
Pak existuje  absolutné  konvergentni  posloupnost realnych  ¢éisel = {m; };io
(tj. X520 |mj| < 00) takova, Ze

er =y 1Y, tj. zkracené Y, ~ AR(o0): g, =w(B)Y,,
=0
tj. p = o0, takze podle predchozi véty nenajdeme kg € N takové, ze pro k > kqy plati a(k) = 0. O
2.8. Jednokrokova nejlepsi linearni predikce v M A(q). Pro jednokrokovou predikei v piipadé

M A(q) procesi je velmi uZitecny inova¢ni algoritmus. Nejprve uvedeme podrobné rekurentni vzorce
pro stacionarni procesy, pro které plati

V(i 5) =@ - j)-
Predikci pomoci inovaci lze vypocitat pomoci néasledujiciho vzorce
? _ 0 n=0
T Oy (YVa=Yo) b (Yi-Y1) n=1,2,.000
pri¢emz pro
n=0 vo = 7(0),

déle
_ o)
Hn,n ~ o
_ (1) v
en,n— - o el,len,nﬁ
_ 1(n2) ) V1
Qn,n—Q T 9272971,715 - 02,10n,n—15
— 7(2) Vo Un-3
671,2 T Uno 9n—2,n—29n,n Uz 0n—2,19n,3 U:;z
(n=2) Elent
O =20 0y 1002 — Oy 0O 2 — e = Oy 10 22
nl = Y n-1,n-1Yn,ny n=1,n2Yn,n-1% 7 n-1,1Vn,23
(n-1) Clent
a nakonec
_ 2 2
v =7(0) =0}, 00 =+ = =0 V1.

Vzhledem k tomu, ze M A(q) proces mé autokovarianéni funkei v(k) = 0 pro k > g, pak v pfipadeé, ze

n > q jsou koeficienty 0,,,, =0,...,0, 4.1 =0 a teprve 0,,, #0,...,0, 1 # 0, takzZe nejlepsi linearni predikce
je tvaru
0 n=0
?n+1 - mln(nuq) —
‘21 gn,j (Yn+1—j - Yn+1—j) n=12...
j:

2.9. Nejlepsi linearni predikce v ARM A(p,q). Necht {Y;,t € Z} je kauzalni a invertibilni
ARM A proces

{Y,,teZ} ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y, = O(B)e; g, ~WN(0,0?).

Z kauzality vyplyva, Ze existuje posloupnost {¢;}%2, takovd, ze ¥.72, ;| < oo a plati

}Q:Z@Z)jgt—jv tJ }/;NMA(OOL
j=0
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takze pro |Z| < 1 dostavame
(I)(Z) ‘

Koeficienty {1;}%2, se ur¢i ze vztahu

(1=p12=pa2? == p2? ) (Yot P12 +1hg2? 4-) = (1401 24022+ +0,27)
porovnanim koeficientii u mocnin proménné z , tj.
200 hg=1

e - =06
o — P11 — g = 0y
231 b3 — 0ot — P11y — 3 = O3

Po=1

P =01+ ¢

Py = O + 1901 + @2

3 = 03 + pathy + 192 + 3

IR IR

Obecné, polozime-li 0;=0 pro J >4 a oznacime-li m = max(p,q), dostaneme
©; =0 J>p
Yo = 1
min(j,p) ‘
w] = 9] + g:l Sole—l pro 1 < ] <m

p
(A §¢i¢j—i pro J>m

a vidime, ze pro 7 > m se koeficienty 6, neprosadi. Pokud bychom pouzili predikci pomoci inovaci, bude
vzdy pro n >m platit

n
Yn+1 = Z en,j (Yn+17j - Yn+1fj)
j=1
takze pouzijeme vzdy n predchozich inovaci a ztracime tak vyhodu, ktera byla u M A procesu kone¢ného
radu.
Nechceme-li o tuto vyhodu pfijit, ukazalo se, ze diky jednoduché transformaci vyuzijeme jednak

moznosti pouzit maximalné ¢ predchozich inovaci a také toho, ze diky AR ¢asti je proces linearni
kombinaci predchozich p hodnot.

Polozme nejprve

a definujme

oY, 1<t<m
Wt=

o' ®(B)Y, =0t (Yi-p1Yii - —Yip) t>m

tedy pro 1 <t <m jde o ARM A(p,q) proces s jednotkovym rozptylem a pro ¢t > m jde o M A(q) proces
(opét s jednotkovym rozptylem).
Zkoumejme jednokrokovou predikei tohoto transformovaného procesu. Ziejmeé

M, =35p{Y1,.... Y, } =5p{Wh,... ., W,.},
takze polozime-li
Wi=0=py=pw pro n=1,
pak pro1<t<m
W, = Pgivi.viy (0'Y) = o 'Y,
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aprot>m

W; = Pgpn,.v, 1y (021 ®(B)Y;)
:O-é?IP@{Yl ~~~~~ Yio1} ()/1‘,_(,01Y;_1 _"'_Qop}/t—p)

=0 (Vi—p1Yi - —pYisp).
Z predchoziho také plyne, Ze
W, =W, =o' (Y- Y0).
Pouzijeme-li inova¢ni algoritmus na proces W;, dostaneme

Zl On.j (Wn+1—j _An+1—j) I<n<m-1,
j

—_—

Wi =1"¢ —
Zl en,j (”n+1—j - ”n+1—j) nzm.
7=

Koeficienty 6,, ; se ur¢i pomoci autokovarianéni funkce procesu W, (viz inova¢ni algoritmus). Zpétnou
transformaci k ptuvodnimu procesu bude nejlepsi linearni predikce o jeden krok dopredu rovna

0 n=1
Y, = ; On.j (Yn+1—j - ?n+1—j) 1<n<m-1,
5 q .
Zl ijYnJrlfj + 'Zl en,j (Yn+1—j - Yn+1—j) n>m.
j= j=

Pri odvozeni predikce o h > 1 kroku dopredu opét vyjdeme z transformovaného procesu W,

= Pom . Yn}(O-E_IYTL+h) n+h<m,
Wn+h|n =

2.10. Yuleovy-Walkerovy rovnice a odhad parametri v AR(p). Necht {Y;,t € Z} je centro-
vany kauzalni autoregresni proces

AR(p): ®(B)Y; =& g~ WN(0,0?).

Vratme se k Yuleovym-Walkerovym rovnicim

p(0) = pip(1) ++pp(p) + 5 = 0 =7(0)[1=p1p(1) =~ ppp(p)]

~—

=1
p(k) = 1p(k=1) + -+ @pp(k-p) k21
Oznac¢ime-li

R, = (P(i-7))i5a Py = (). 7(p))
¢p = ((pl:"'agop), ¢p = (@b"'?@ﬁ),

a v Yuleovych-Walkerovych rovnicich nahradime p(k) odpovidajicimi odhady p(k), pak (pokud 7(0) >
0) dostaneme tzv. Yuleovy-Walkerovy odhady:

a10 - ﬁ;yp\p
a2 = 30 (1-7R;'B,)

VETA  2.15. Necht {Y,,t € Z}  je centrovany  kauzdlni  autoregresni  proces
AR(p) : ®(B)Y; = &, kde g, ~ IID(0,02) a ap je Yuleoviv-Walkeriv odhad ¢, = (p1,---,0p), pak
plati

\/ﬁ(ap N ¢p) » Ny (O’ 0521_‘;1) )
kde Ty = (y(i—j))i =, Kromé toho plati
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DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [15], str. 255-257). O

7 predchozich tvrzeni plyne, ze odhady ziskané fesenim Yuleovych-Walkerovych rovnic jsou asympto-
ticky nestranné a lze pro né konstruovat asymptotické intervaly spolehlivosti.
V praktickych situacich vSak skuteény tad p autoregresniho procesu nezname. V tom piipadé se
vyuziji tvrzeni néasledujici véty.
VETA  2.16. Necht {Y;,t € Z} je centrovany  kauzdlni  autoregresni  proces
AR(p): ®(B)Y: =€, kde e, ~ I1D(0,02) a
— —~ —~ / =~ 1 __
¢m=(¢m,1a"‘a¢m,m) =R7_nlpm7 m>p,
pak plati
\/ﬁ(am - ¢m) é Nm (070-62:[17_711) >
kdeT',, = (v(i - j))szl, @, jsou koeficienty nejlepsi linedrni predikce ¢,,Y n, = Pspiyi,...vi} Yme1, PTicemz

Yo = Y. Y1), t &, = Ryp,, pricemi R, = (p(i-j))j,-
Specidlné pro m > p plati

VI G © N (0, 1).
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [15], str. 255-257). O

2.11. Predbézné odhady v AR(p) a Durbin-Levinsiiv algoritmus. Predpokladejme, Ze méame
k dispozici pozorovani

Yi,-- -y Yn
centrované stacionarni posloupnosti

{Yi,teZ} ~ AR(m): ®(B)Y; = & g~ WN(0,02).

Za predpokladu, ze 7(0) > 0, pak miZzeme odhadnout neznamé parametry autoregresniho modelu
fadu m < n pomoci Yuleovych-Walkerovych rovnic. Odhadnuty AR(m) proces je tvaru

- am,ly;f—l -t am,my;f—m =& E¢ ™~ WN(O,?)\m),
kde
am = (amla-- ¢mm) = mpm
=7(0) (1-7,,R,\ D) -

Jestlize 7(0) > 0, pak Ry, Ry, ... nejsou singularni a miazeme vyuzit Durbin-Levinstuv algoritmus pro po-
stupné odhady autoregresnich koeficienti ¢, ¢, a odhady variability bilého Sumu vy, s, .. ..

VETA 2.17 (Durbin-Levinsiuv algoritmus). Jestlize 7(0) > 0, pak parametry (Em,l, . ,amm a Uy,
autoregresniho modelu
- (Zm,ertfl - am,my;fm =& gt~ WN(Ouﬁm%
prom=1,...,n-1 lze ziskat rekurzivné ze vztahi
¢1 1= ( ) ’P\(l) = (0) (22)
G = [F(m) = B F it | B (23)
() 4~ o SRS
¢m = ¢m—1 - ¢m,m¢m—1 Um = Um-1 (1 - Eggn,m) (24)
kde
am—l = (am—l,b s aam—l,m—l), am 1= (am—l m—1y--- 7577’1—1,1),

—~ — —~ —~ (1) —~
m = (Qbm,l; ceey ¢m,m—1; ¢m,m), = (¢m 1y - 7¢m,m—1),
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2.12. Predbézné odhady v M A(q) a inovaéni algoritmus. JestliZe chceme na zakladé pozoro-

vani yy,...,y, centrované stacionarni posloupnosti provést odhad M A(m) (m=1,2,...,n—-1) ve tvaru
Y, =, + @\m,let,l ot gmmat,m ey ~ WN(0,7,,),

muzeme vyuzit inovacni algoritmus.

VETA 2.18. Jestlize 7(0) > 0, pak odhady parametri M A procesi lze provést pomoci nasledujicich
rekurentnich vztahi

% =7(0)
Qm,m—k = ﬁ];l ’y‘(m - ]{3) - Z em,k—jgm,m—j@ k = O, N 1 1

0)—29,”]

Oznacéme

—_

’gm = (Hmyl, e ,@\m’m)l .
Pak plati véta

VETA  2.19. Necht {Y;,t € 7} je kauzdlni a  invertibilni  ARMA  proces
O(B)Y; = O(B)ey, e ~ I1ID(0,02), Ecj < 00 a ¢(z) = X320 V;27 = 252;, |z| < 1. Pak pro libovolnou
posloupnost kladnych celych cisel {m(n)}e2, takovou, Ze m <n, m - oo a m = 0( ) kdyz n - oo,

pro kaZdé k plati \/ﬁ( m,1 — V1, m,2—¢2,---, m,k_wlw) NNk((LA),
kde A = (aij)i]’:l a

min(%,7)
Z ¢i—r¢j—r~
r=1
Kromé toho plati
—~ P 9
Uy — OZ.
DUKAZ. viz Brockwell, Davis (1991, [15], str. 239). O

I kdyz rekurentni odhady koeficientti M A procesu pomoci inova¢niho algoritmu jsou analogické jako
rekurentni odhady koeﬁcientu AR procesit_pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu, je mezi nimi prece
jen jisty rozdil. Pro odhady ¢, = ((bp,l, -+, ¢pp)" Pomoci Durbin-Levinsonova algoritmu plati

-~ P
b, = by,

avSak odhady §q = (’9\,]71, . ,am)’ nekonverguji podle pravdépodobnosti k 6,,. Ke konvergenci podle prav-
dépodobnosti je tieba odhad (Bp,.1, ... ,0m,)", kde posloupnost {m(n)}°2, spliuje podminky predchozi

n

véty. Vybér m (maximalné az do §) pro vybér pevné délky se voli tak, aby odhady (Qm,l, e qu)’ se
stabilizovaly.

2.13. Predbézné odhady v ARMA(p,q) procesu. Necht {Y; ¢t € Z} je kauzélni a invertibilni
ARM A proces

{Y,,teZ)} ~ARMA(p,q) : ®(B)Y; = O(B)e;, & ~WN(0,02

Z kauzality vyplyvé, Ze existuje posloupnost {1;}5, takova, ze .72 [¢);| < 0o a plati V; = X720 ¥e1, t].
pro |z| < 1 dostavame

U(z) =
Koeficienty {1;}52, se uréi ze vztahu

=  O(2)V(2) =0(2).
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(1-pr2—p122 = —p2P) (Yo + 1 2+1Pa 22+ ) = (14601 2+ 0222+ +0,29)
porovnanim koeficienti u mocnin proménné z , tj.

200 qhy=1 = =1
2 -1 =6 = P1=0;+¢
221 by — 0191 — g = 0y = Py =0y + P11 + o
250 g = athy — 1o — o3 =03 = 3 =03+ o)y + Q19 + 3
. .. . 0;=0 pro j>gq
Obecné, polozime-li : dostaneme
@; =0 J>p
o = 1
min(j,p) 7=1,2,...
v o= 0+ 2:1 Pitj—i
Za predbézné odhady U1, V2, Ypag pouzijeme inova¢ni odhady
Om1s -, O0mpiq, jejichz asymptotické vlastnosti ddva predchozi véta. TakZe dostavame
:2 =Um,
a
. min(j,p) .
Qm,j=9j+ Z gpzﬂm’j_i ] =172,...,p+q.
i=1
Nejprve uvazujeme rovnice pro j=q+1,...,p+q
gm,q+1 Agm,q é:nz,q—l . gm,q+l—p ©¥1
0m,q+2 9m,q+1 em,q em,q—l 6m,q+2—p P2
@:Tr\L,qupfl Em,q+p72 @\m,q+1 A@\m,q @\m’(ﬁl ¥p-1
9m,q+p 6m,q+p71 9m,q+1 em,q ©p
Resenim téchto rovnic dostaneme odhady @1, ...,%,. Nakonec ziskdme odhady o, ... ,ﬁq ze vztahu
P min(j,p) »
0]' =0m,j— Z @iﬁm,j,i J= 1,...7q.
i=1

POzZNAMKA 2.20. Pro M A(q) plati @; = @\mJ , nebot p = 0.

2.14. Maximalné vérohodné odhady. Predpokladejme, ze {Y;,t € Z} je Gaussovsky proces
s nulovou stfedni hodnotou a kovarian¢ni funkei

Ozna¢me
Yn: (Yia'--ayn), a Fn: (’7(27]))23:1
Vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru
n 1
L(T,) = (27) 2T, 2 exp{-3Y.T,'Y,}.

Dale oznadme

M, =5p{Yp, .., Vi)

Y, =

> _[0(=py) pron=1
Pum, (Y,) pron=23,...

pak zfejmé
ans_p{yn_?na'--a}/i_ﬁ} n>1.
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Pro nejlepsi linearni predikce pouzijme inovacni algoritmus, podle kterého

? _ 0 n=>0
e 22:1 en,j (Yn+1—j - Yn+1—j) n=12,...

pricemz stifedni kvadratickou chybu oznac¢me
= 2
Un = HYn+1 - Yo H .

Oznac¢ime-li

a
1 0 0
91’1 1 0 0
C,=| P2 P D0 0
0n—2,n—2 9n—2,n—3 _en—Q,l 1 0
en—l,n—l 9n—1,n—2 en—l,l 1

pak mizeme psat R R
Y,=(C,-L)(Y,-Y,).
Postupné upravujme
Y, =Y, -Y,+Y,=(Y,-Y,)+(C,-L)(Y.-Y,)=C.(Y,-Y,).
Tento vysledek pouzijme pri vyjadieni varian¢ni matice
T, =EY,Y,=E[C,(Y,.-Y.)(Y.-Y,)C,]

=C,.E[(Y,.-Y.)(Y.-Y.)]C,

Nyni pocitejme
E[(Y.-Y,)(Y,-Y.)]

E(Vi1)?  EYiY)(YeYs) E(YV-) (YY)
S 0__ 0
E(YyYo)(Yi-Y1)  E(YeYs)? E(YoY2)(Yo-Ys)
= =0 =v1 =0
E(Yn_?n)(yvl_i}l) E(Yn_?n)(yn—l_?n—l) E(Yn_?n)2
=0 =0 =Un—-1

= diag{vg,...,vp-1} = D,.
Takze
r,=cC,D,C .
Pocitejme dale
Y'T'Y, =(Y,-Y,)'C.[C.D,C.] " C.(Y.-Y,)
= (Y,-Y,)'C,(C,) "' D;'C,'C.(Y, - Y,)
= (Y. -Y,) D (Y, -Y,)

Déle ztejmé plati
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Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y, je tvaru
n Y Y 2
L(T,) =(2m)" 3 (vov1-Up1)” 2exp{—% u}
j= Uj-1
Necht {Y};,t € Z} je kauzélni a invertibilni ARM A proces
[Vt € Z) » ARMA(p,q) : ®(B)Y = O(B)ey = ~ N(0,02).

Ukazuje se (viz Brockwell, Davis, 1991, [15], str. 168-170), Ze k velkému zjednoduseni jednokrokové
predikce dojde, pokud inovac¢ni algoritmus aplikujeme ne na Y;, ale na nasledujici transformovany proces

W - oY, t=1,...,m; m=max(p,q)
"TleB)Y, t>m.

Poznamenejme nejprve, ze ziejmeé

sp{Y1,..., Yo} =sp{Wy,... ., W, } n>1.

Oznacme
= _ 0=V J =0,
o {Psp{Wl, wy(Wia) j21
Pak plati
T/Vt:{agl?t t=1,...,m; m=max(p,q),
o Y- Y- - oY, t>m,
takze

Y, -V = 0. (W, - W)

Pri aplikaci inova¢niho algoritmu na W, dostaneme 6, ; a stfedni kvadratické chyby, které oznac¢me r;.
Pak z predchozich vztahu vyplyva, ze plati

7 {Z?-l O i (Yia1-j — ?n+1—j) I<n<m,
n+l = P
(plYn +t SOpYn+1—p + Zgzl en,j(yrw—l—j - Yn+1—j) n2m.

Un :E(Yn+1 n+1) _UzE(WTHI n+1) = Uzrn .

Takze vérohodnostni funkce ndhodného vektoru Y,, je tvaru

L(¢,9,0€2)=(27m§)‘%(7«07~1...7~n_1)%exp{ i (Y; - y)2}

]71

Pokud polozime
Oln L

9oz

a budeme predpokladat, ze Y; a r; jsou nezavislé na o2, dostaneme

kde

adald jsou hodnoty, které minimalizuji tzv. redukovany logaritmus vérohodnostni funkce

1(4,0) = ln(%S(a,b\)) +1 Zn:lnrj_l :
j=1
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POZNAMKA 2.21. Alternativou k maximalizaci L(¢,0,02) je minimalizace vaZeného souétu

¢tverci .
n (Y.-Y. 2
5(9.0)- 3 L)
=1 Tj-1
pricemz
- 1 -
2= S(,0
p— (¢.0)
a plati o
S(o,0
(?2 )4\ (n-p-0)
o

(viz Brockwell, Davis, 1991, [15], §8.9).

Takto ziskané odhady se nazyvaji odhady metodou nejmensich ¢tverci. coz vede k systému

nelinearnich rovnic.

Pokud chceme zkoumat asymptotické vlastnosti maximalné vérohodnych odhadi, musime

zesilit predpoklady: necht {Y;,t € Z} je kauzélni a invertibilni ARM A proces
(Yot e€Z) ~ ARMA(p,q) : ®(B)Y; =O(B)e; & ~I1D(0,0?

a necht ®(z) a ©(z) nemaji spoletné koteny.
Pak, ozna¢ime-li maximalné vérohodny odhad neznamych parametria

B=(¢.0.02)

symbolem
IBMLE = (qb 70 70-62 ”
plati
\/ﬁ (ﬁMLE - 5) s Nn+p+1(07 V(B))7

kde .

EU, U, EU/VI\

vgy=c( o o

EV, U, EV,V,

pricemz

Ui =(Us....Usisy)
Vi=Vis. s Vierg)'
a{U,teZ}i{V,,teZ} jsou autoregresni procesy
O(B)U, = ¢
O(B)V; =&
(viz Brockwell, Davis, 1991, [15], §8.9).






KAPITOLA 4

Nestacionarni jednorozmérné nidhodné procesy

Az dosud jsme uvazovali pouze o procesech (slabé) staciondrnich. V reélnych situacich se vsak
se stacionarnimi procesy setkavame pouze ziidka.

Obecné rozlisujeme dva druhy nestacionarity « ve stfedni hodnoté,
o v rozptylu.

1. Procesy nestacionarni ve stiedni hodnoté

1.1. Uvod.

Nejprve je treba vysvétlit a odlisit pojmy, a to deterministicky a stochasticky trend.

Deterministicky trend:

pokud nestacionaritu ve stfedni hodnoté chapeme jako funkci ¢asu, pak k jeho mode-
lovani muzeme pouzit napriklad
polynomicky trend: f(t) = o + Sit + -+ + Syt?,

periodicky trend:  f(t) = p+ X¥_  (ajcos\jt + Bsin;t).
Stochasticky trend:

U ARM A procesu jsem pozadovali, aby vSechny kofeny polynomu
B(2) =1 prz = ppe?

lezely vné jednotkové kruznice, tj. aby proces byl kauzalni.

Pokud vsak néjaky koten lezi

¢ na jednotkové kruznici,

mluvime o procesu nestacionarnim se stochastickym trendem,
e uvnitt jednotkové kruznice,

mluvime o procesu nestacionarnim explozivniho typu.

1.2. Stacionarni procesy kolem deterministického trendu.

Jestlize pro nahodny proces plati vztah
Yy =f(t) +m, kde no~ARMA(p,q),
pak odec¢tenim deterministického trendu dostaneme stacionérni proces
Y- f(¢)=m. kde n.~ARMA(p,q).

Jako priklad miuzeme uvést tydenni ¢asovou fadu s pocty amrti na kardiovaskularni choroby s de-
terministickou funkei ve tvaru

f(t) = By + Bt + Bot? + Bst® + ay cos(27t/52) + vy sin(27t/52)

trend sezénnost

71
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OBRAZEK 1. Ukazka staciondrniho ndhodného procesu kolem deterministického trendu.

Této tiidé ndhodnych procest se také nékdy rikd integrované procesy radu nula, popf. se nazy-
vaji trendové stacionarni a pise se

Y, ~ 1(0).

Thned vidime, ze ARM A(p,q) procesy jsou integrovanymi procesy radu nula, nebot v tom piipadé

f() =0,

pro centrované stacionarni ndhodné procesy, popiipadé

f(t)=p<oo

pro necentrované stacionarni nahodné procesy.

K modelovani nestaconarity ve stfedni hodnoté chapané jako funkci ¢asu se vyuzivaji regresni
modely, které vychazeji z rozkladu (dekompozice) ¢asové fady na nékolik slozek.

Dekompozici Casové rady rozumime rozklad casové fady na deterministickou a ndhodnou
slozku, ktera mé v ptipadé

aditivniho modelu tvar Y, =Tr + Sz + ¢y,
multiplikativniho modelu Y, =Tr;- Sz - e.
Jednotlivé slozky

Try, Sz trend a sezénni slozka maji deterministicky charakter
£ nahodné fluktuace maji stochasticky charakter,

pricemz {g;,t € Z} je bily Sum s nulovou stfedni hodnotou Fe,; = 0, ktery je nekorelovany, tj.

s+,

) Znacime &~ L,(0,0°1,),
gr=0° s=1.

0

C(et,e5) = Beeg = {D

kde pron € N, t € Z je n-rozmérny vektor € tvaru €= (e, €441, - . ., Er4n-1)’, pricemz vzdy Fe=0=(0,...,0)’

a variancni matice De = (C(g;, q))?j:l = 021, kde I,, je jednotkova matice. Pokud navic budeme
predpokladat normalitu, budeme znaéit ¢, ~ N(0,0?), popt. € ~ N,(0,021,).
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1.2.1. Obecné linedrni regresni modely a metoda nejmensich ctverci. Méjme regresni model plné
hodnosti:

Y=XB+e A h(X)=h(X'X)=p+1l=k an>p+1 A e~L,(0,0%1,)

s vektorem zavisle proménnych Y = (Y3,...,Y,)’

matici planu X=(z5) i=1,...,n; j=0,...,p

vektorem chyb e=(e1,...,en) kde FEe=0; De=0%1,.

Tento model se také nazyva regresni model plné hodnosti s pevnym planem, nebot regresory
xy; (i=1,...,n, j=1,... k) jsou nendhodné, tj. pevné dané.

Podminka De = ¢2I,, znamena, ze ndhodné veli¢iny Y1, ..., Y, maji razné stfedni hodnoty (které

jsou znamou funkei regresorii) a stejné rozptyly - mluvime o homogenité rozptylu.
Odhad neznamych parametria 8 provedeny metodou nejmensich ¢tverci je feSenim normalnich
rovnic

X'XB=X'Y
a plati:
B=(X'X)"'X'Y.
Oznacme
2 Y=-X8=X(XX)"'X'Y=HY
———
H
S e=Y-Y=(I-H)Y=MY =MXB+¢))= MX3+Me=(I1-H)e
~— —
M =0
B 2= 88 L (YY) (Y-Y)=278'e= 25 Y (I-H)Y = . 25¢’(I-H)e

Pak plati (viz napt. Zvara, K.: Regresni analyza. Praha. Academia. 1989):

' EB =3,
i Fs2 = % =02, tj. s? je nestrannym odhadem rozptylu, D3 = 0?(X'X)1.

Plati-li navic

I e~ N,(0,0%1,) |,

pak

" Y N, (XB,0°1,)

"z~ N,(0,02(1-H))

I|||* B ~ Np+1(/670'2(X’X)_1)

' SS_2E ~ X2(n -p- 1)

3 a s2 jsou stochasticky nezéavislé

W Ty = D (- p = 1), kde (XX) 7 = (vg)igeo.

W P = L (B, B,) W (By - B) ~ Flan-p-1),
kde (x'X)—1=(¥ W ),ﬂ:(é’; ),B=(§; )ah(W>=q

T e v t(n-p-1) kde e = (a1, 6) 2 B(eB) = /3
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" Oznacme i-ty fadek matice planu X jako x! = (w4, . .., %), pak
Y, =xi3+¢; ~ N(x.3,0%),
Vi =xiB ~  NEiB, o x(X'X) )
Y;-Y, =x/(B-08) +¢ ~ N(0,02(1 +x/(X'X)'x;)).

V nasledujici tabulce uvddime horni a dolni meze pfislusnych intervali spolehlivosti:

I INTERVALY SPOLEHLIVOSTI |

pro parametry [3; dolni mez B — tl_%(n—p—l)& /Uj;
(7=0,...,p) horni mez B; + tl_%(n—p—l)s. arr

pro stfedni hodnotu predikce || dolni mez XiB - ti_g (n-p-1)sy/x}(X'X)Ix;
EY,=ExXB=x/8 (i=1,...,n) horni mez X8+ tl,%(nfpfl)s\/m
pro predikci dolni mez XiB - ti_g (n-p-1)sy/1+x}(X'X) x;
Yi=x!B (i=1,...,n) horni mez xiB + ti_g (n-p-1)sy/1+x[(X'X)1x;

kde t1-g (n-p-1) je 1-% kvantil Studentova rozdéleni o n—p—1 stupnich volnosti

A7z doposud jsme uvazovali linedrni regresni model plné hodnosti. V nékterych situacich je vsak
vhodné pouzit model s netiplnou hodnosti,

tj. (X)) =r<k<n.

V tom pripadé systém normélnich rovnic ma nekoneéné mnoho feSeni, takze zadny vektor stfednich
hodnot

EY =pu=Xg
neurcuje jednoznacné vektor (3.

Neni v8ak vylouceno, Ze existuji néjaké linearni kombinace vektoru 3, jejichz hodnoty jsou
vektorem st¥ednich hodnot p € M(X) ur¢eny jednozna¢né. Ukazuje se (viz Andél, 1978), Ze témito
hledanymi vektory jsou (nestranné linearné) odhadnutelné parametrické funkce 6 = ¢’3. Jejich
dulezitou vlastnosti je, Ze jsou to pravé linearni kombinace fadki matice X, tj. ¢ € M(X’). Pokud
méame vektor @ = (0,...,0,,)", m € N, jehoz slozky jsou odhadnutelné, jde o odhadnutelny vektor
parametri.

Dé se ukézat (viz Andél, 1978), Ze nejlepsim nestrannym linearnim odhadem odhadnutelné parame-
trické funkce 6 = ¢’3 je 6 = c¢’3, kde 3 je libovolné feseni normalnich rovnic. Odtud je ihned vidét, ze
vektor stfednich hodnot p = FY = X3 je vidy odhadnutelny a jeho nejlepsi nestranny linedrni odhad
je tvaru

fi=X(X'XyX'Y=HY.
Plati-li navic
1= |Y ~ N, (X3, 0%1,)|,
pak (viz Andél, 1978)
W Statistika S./0% = L(Y-XB)'(Y-XB) = LY'[L,-H]Y ~ x%(n-r).

g

- Statistika s? = 2= je nestrannym odhadem parametru o2.

m Vektor B = (X'XYX'Y a s jsou nezavislé.
b Statistika T = —<2=<B_ ~ t(n - 7).

s\/ c’(X’X)-c
Nékdy musime vzit soucasné se zakladnim lineArnim modelem v tvahu i nékolik specialnich pfipadua
tohoto modelu, kterym se ¥ikd podmodely nebo submodely.
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Mgjme nahodny vektor Y = (Y7,...,Y,)" a predpokladejme, Ze plati model M a jsou dany dalsi dva
submodely M; a M, pri¢emz pro n>k>r>ry>ry, mame
= Y ~ No(XB,0%1,), X jetypunxk, h(X)=r, B jetypuk x1
= Y ~ N, (UBy,0%L,), U je typunx ki, h(U)=r, B, je typu k x 1
= : Y ~ N, (TB,,0%L,), T jetypunxky, h(T)=ry, By je typu kg x1

Polozme @, =U(U'U)U'Y a p@,=T(T'T) T'Y, pak (viz Andél, 1978)

w plati-li model M| = F} = @A)V Em) 1 1 ~ F(r —ri,n-r),

r—r]

w plati-li model |My = Fy = ) (o) 1 1 ~ F(ry—ro,n-r).

r1-Tr2

KOEFICIENT DETERMINACE
Predpokladejme, Ze v regresnim modelu

M|: Y=XB+e kde € ~ N(0,0%0,
(0.0°1,)

matice planu X (typu n x (p + 1)) ma v prvnim sloupci vektor jedni¢ek. Pak velmi dilezitou roli v
regresni analyza hraje tzv. nulovy (minimalni) model, coZ je model ve tvaru

My|: Yi=PBo+ei=p+e, kde e~ iid N(0,02), tj. € ~ N(0,07L,).

Oznac¢ime-li matici planu nulového modelu symbolem X, = 1,,, kde 1,, je jednotkovy vektor, pak fesenim
normaélnich rovnic dostaneme

X! Xoby=XY = 1,1,6=1,Y = nfy=nY = PF=u=Y.

Byva zvykem v regresni analyze oznacovat

SSE=(Y—?)’(Y—?)= (Y-XB)(Y-X3)= i(YZ—ffl)Q SuM OF SQUARES, ERROR
i=1
SST=(Y—?0)’(Y—?O)=(Y—?1 )’(Y—?ln)= > (YZ—?)Q SUM OF SQUARES, TOTAL
i=1
SSR = (Y Y1 n) (Y Y1 n) = Z(Y Y)2 SuM OF SQUARES, REGRESSION

Pak nestrannymi odhady rozptylu 02 v mlmmalmm modelu My a 02 ve vychozim modelu M jsou v
tomto znaceni

82:SST a 6.\2: SSE.
€ n-1 n-p-1

Protoze minimalni model je podmodelem vychoziho modelu , tak lze dokazat, ze plati

SSR=SST-SSE = |SST=SSR+SSE]|.

Koeficient determinace R? je vlastné vybérovy korelacni koeficient mezi Y a Y a ukazuje, jak
velky dil vychozi variability hodnot zavisle proménné (charakterizované vyrazem SST) se podafilo
vysvétlit uvazovanou regresni zavislosti. Nevysvétlena variabilita je ddna rezidualnim souctem ¢tvercu

SSE.
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n n o __
S vyuzitim vztahu ) Y; = Y. Y, se da ukézat, Ze
i=1 i=1

[, (Y- V)T -]
S (Y=Y e (V-Y)?

RX(Y.Y)=

i [(Y-Y1,)(Y-7V1,)]
C(Y-YL)(Y-YL)(Y-Y1,)(Y-Y1,)

Y-+ (Y -YL)(Y-V1,)}?
(Y-Y1,)(Y-Y1,)(Y-Y1,)(Y-Y1,)

) (Y -Y1,)(Y-Y1,)]2
C(Y-YL,)(Y-Y1L)(Y-Y1,)(Y-Y1,)

(Y-Y1,)(Y-Y1,) SSR = SSE
(Y-Y1,)(Y-Y1,) SST SST

Oznac¢ime-li vychylené varianty odhadu prislusnych rozptyli symboly

RZ

5:2 _ SST a 5:2 _ SSE

€ n n

pak mizeme psét

2 _ SSE[n _ 72
R =1-330k=1-5.

Nahradime-li v tomto vzorci vychylené odhady rozptyli nevychylenymi, dostaneme tzv. upraveny
(adjustovany) koeficient determinace

R, =1-% =1--"L(1-R?).

adj — n—-p-1

S ohledem na rozklad celkové sumy S ST na soucet dvou slozek SSR a SSE byvéa zvykem jako vystup
regresni analyzy nabizet tzv. ANOVA tabulku ve formeé

Source df SS MS )a p-valule
Total n—-1 | SST
Regression D SSR| MSR = % MSE P (F > _]\A%g)
Residual |[n-p-1|SSE | MSE = 35E

n—-p—1

Statistika F' ma za platnosti nulové hypotézy (f5,...,05,)" = (0,...,0)" F— rozdéleni o p an—-p-1
stupnich volnosti.

Priklad 4.1.
REGRESNI PRIMKA V KLASICKEM LINEARNIM REGRESNIM MODELU
Klasickym specialnim ptipadem linearniho modelu je jednoducha linearni regrese, kdy predpo-
kladame, Ze nezavislé nahodné veliciny Y; (i = 1,...,n) maji normalni rozdéleni

Y ~ N(Mz’ = Bo +51$i702),

kde x; jsou dané konstanty, které nejsou vSechny stejné. Rozptyly Y; jsou stejné, kdezto stiedni hodnoty
lze vyjadrit jako linearni funkci znamych konstant z; pomoci neznamych parametra (5, 5.
V tomto piipadeé
Y, 1 = €1
Y=|:|, maticeplan: X=[: |, e=]|:|~N,0,0,).
Y, 1 z, €n
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OBRAZEK 2. Ukazka klasického regresniho modelu s homogennim rozptylem.

1.2.2. Rozsiteny linedrni regresni model a vaZend metoda nejmensich ctverci. Nasledujici véta uka-
zuje, jakym zpusobem lze linearni regresni model rozsitit i na pripad, kdy rozptyl neni homogenni.

VETA 1.1. Méjme regresni model, ve kterém Y = XB+¢€, € ~ L,(0,02V), V >0, a hodnost matice
h(X) =k (tj. V je pozitivné definitni), pak odhad pomoci metody nejmensich étverci je roven

B=(X'VIX)IX'VIY.
DUKAZ. JelikoZ jsme predpokladali, ze V > 0, tj. V je pozitivné definitni, takze existuje V’%, ktera
je symetricka a regularni. Proto
h(V2X)=h(X)=k=h(XV'X)=h(XV 2V :X)
takze X'V-1X je regularni. Polozme
Z=V:Y, F=V:iX, 7=V ie

Pak z
Y=X3+¢
plyne, ze
VY =V iX8+ Ve,
tj.
Z=F3+n.
Pak
En=EVie=V:1Ee=0
——
=0
a

Dn=D(Vie) =02V iVV 2 =02V iViViVi = g2,
a tento model jiz splhuje predpoklady klasického regresniho modelu, ve kterém odhad vektoru nezna-
mych parametri metodou nejmensich ¢tverct je roven

B=(FF)'FZ= (X'V VX)XV VY = (XV X)XV Y.

PozZNAMKA 1.2. Nejcastéji se matice V uvazuje ve tvaru
V =diag{vy,...,v,},
tj. jde o diagonalni matici. Polozime-li
W=V1!= diag{%, ey i} = diag{wy, ..., wy,},
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pricemz prvky wy, ..., w, se nazyvaji vdhami (tedy ¢im je rozptyl vétsi, tim je vaha pozorovani mensi).
Pak odhad neznamych parametri metodou nejmensich ¢tvercu:

B=(XWX)'X'WY
se nazyva VAZENA METODA NEJMENSICH CTVERCU.

POLYNOMICKY A TRIGONOMETRICKY TREND

7 velkého okruhu trendovych funkci, které vedou k linearnimu regresnimu modelu, se zaméfime
na

0 polynomicky trend: f(t) = Sy + it + - + [BptP
0 trigonometricky trend: f(t) = p+ X, (ajcosAjt + BsinA;t)

V pripadé polynomického trendu, matice planu je tvaru

1t 2 - &
X=1: ¢ i
1 t, 2 - 8
Kromé neznamych parametra 8 = (fo,...,[0,)" zbyva ur¢it vhodny stupeii polynomu p. Pro odhad

stupné polynomu se nabizi 2 intuitivni metody

Lyl

(1) ,,od nejnizsiho stupné k nejvyssimu
a testujeme hypotézu

“: zafneme se stupném p = 0, postupné stupen zvysujeme
Hy:B,=0 protialternativé H;: 3, #0
pomoci statistiky (viz Andél)
=P o), e (XX) = ()
S Upp
Jestlize Hy zamitneme = zvySujeme stupen polynomu.
(2) ,,od maximalniho stupné doli“: zvolme p = p,,q,. Testujeme opét
Hy:B,=0 protialternativé H;: 3, #0

pomoci T,,. Jestlize Hy nezamitneme = sniZujeme stupeii polynomu.

Obé metody nedavaji uspokojivé vysledky (viz Anderson(1971)).
Penaliza¢ni metoda odhadu poctu regresnich koeficientt
Predpokladejme, Ze kj je skutecny pocet regresnich parametri. Lze ukazat, ze plati

E(s?)>0% pro k<k

E(s3) =02 k> ko
Zistava problém, jak z grafu hodnot s? urit pravé tu hodnotu kg, od niz poc¢inaje jiz graf dostava
vodorovny charakter. Tento problém se fesi zavedenim tzv. penalizacni funkce a napt. Andél navrhuje
misto hodnot s7 pouzit jeji modifikaci

Ay = 52 (1 + kw,,).

Penalizaéni funkce w,,

> nesmi byt prili§ velkd - aby nezkreslila klesajici charakter s7 pro k < ko;
> nesmi byt prilis maléd - aby z hodnot s7 oscilujicich kolem o2 vytvorila pro k > 0 rostouci

posloupnost;
Za odhad k se bere hodnota k € {0,1,..., kmaz }, pro kterou A nabyva svého minima. Konstanta

k je maximalni pocet parametru, které jsme ochotni uvazovat a o némz jsme si jisti, Ze spliuje
maxr ) )
podminku kg < kpaz-
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Za dosti obecnych podminek tykajicich se rozumné volby hodnot t; lze ukazat (Geweke a Me-

ese(1981), Andél a kol.(1981)), ze

pokud w, >0 A w, — 0 A nw, — o0 = k- ko podle pravdépodobnosti.

n—oo n—>00

V praxi se osvédcilo volit

tj.

Dalsi kriteria pro urceni poctu regresnich koeficientt

Akaikeovo infor. kritérium (1972) AICj =Insi + % nadhodnocuje ko
Swarz (1978) a Rissanen (1978) SRy =Ins? + kl%
Hannan a Quinn (1979) HQp =Ins? + W ¢ > 1; obvykle ¢ = 2 nebo 3.

Piiklad 4.2. Pramérné roéni priatoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 az

1957 (prevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)
Na néasledujicim obrazku jsou znézornéna vstupni data, ktera vykazuji vyrazny trend.

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

80

70

60

50

40

I I I I I
1910 1920 1930 1940 1950

OBRAZEK 3. Vstupni data: Primérné rocni pritoky vody v vece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech

1907 aZ 1957. Data jsou uvedena v kubickych stopich za sekundu (krat 1073).

Casovou fadu budeme chtit modelovat pomoci polynomického trendu, proto nejprve pomoci riaznych

penaliza¢nich kritérii odhadneme vhodny stupen polynomu.
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OBRAZEK 4. Penaliza¢ni kritéria pro vybér vhodného stupné polynomu pro prumeérné
ro¢ni pritoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Optimalnim stupném se jevi polynom Sestého ¢i sedmého fadu.

Na dalsim obrézku vykresleme trendové funkce reprezentované riiznymi stupni polynomu.

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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OBRAZEK 5. Polynomické trendy rfadu jedna, tii, Sest a sedm pro priamérné ro¢ni priitoky
vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).

TRIGONOMETRICKY TREND
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Je-li  f(t) periodickd funkce s periodou T, pak frekvenci rozumime veli¢inu A= 2%
Uvazujme model:
Yi=f(t;) +¢&; Ee;=0; De; =0 C(eiej)=0;i#j454,5=1,...,n
kde (a) f(t:) = p+ X (ajcosjti + BisinAjt;) 5
nebo (b) flt)=p+ Z?zl yjcos(Ajt; +wj) Vi =y /a]z + ﬂz, wj = arctan —L.
Jde o nelinearni regresni model vzhledem k (3p + 1) neznamych parametrii:
(a) at, ..., 0 Bi,---,0Bp 7 Ay Ap
(b) M- Yp i Ay Ap Wiy Wp
Odhad vektoru nezndmych parametri pomoci metody nejmen§z’ch Ctvercid minimalizuje vyraz
(a) S(Mvala"'70417761’"'7/8}77)‘1)-" p) Z 1(Y f(tl))
(b) S(M771a'"77p7w17"'awp7)‘17"' p) Z 1(Y f(tl))
Numericky 1ze systém nelinedrnich rovnic ¥esit napf. pomoci Gauss-Newtonovy metody.
Linearni model pro znamé frekvence
Situace se zjednodusi, pokud frekvence Aq,..., A, jsou zndmé.
Pak model (a) je linearni a matice planu je tvaru:
1 _
X 1 C%I 8212 . CI:JI S{)l kd CjiZCOS)\jti r j:1,...,p
mpe S| ke B g P 1
1 cin S0 o Cpon  Spn
Pokud n = 2m+1 pocitejme postupné
t, = 1
Ajo= 2% pro nékterd j € {1,...,m}
(1) Pro k = £1,+2,... plati
n.oo n ik 1-— ikAjn
Ze’k)‘ft = > (coskjt +isink\;t) = ¢ (_ z‘:A- )
t=1 t=1 L —e™
.1.27]
et i2mkj
s
=1
Protoze tedy
n n
Z cos kAt +1 Z sinkA;t =0,
t=1 t=1
pak plati
n n ) n n )
> coskAjt =" cos kQ%t = > sink)jt = Zsink%t =0 (k=<+1,£2,...) (25)
t=1 t=1 t=1 t=1

(2) S vyuzitim vztahu sin o cos o = %sin 2a a (25) dostaneme

n n n

e, — i 41
chts]t = Zcos Ajtsin At = 3 ZstOz]t =
t=1 =1 t=1

2= 1(1+ cos2a), pak

Z it = Zcos Ajt = %
(4) Obdobné, protoze sin® o = %(1 - sin2ar), pak

n n
;ls?t = Zsin2 Ajt = %

t=1

(3) Protoze cos

M=

(1+cos2a) = n
h 2

1

M=

n
1-sin2a) = =
(1-sin2a) 5

~
Il
—_
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(5) Pouzijeme-li vztah %(cos 2a + cos23) = cos(a + B) cos(a — ), pak pro

i CjtCht = i cos ?t cos %t
t=1 t=1
nejprve vypocteme « a 8 ze vztaht
a+f= %t - 200 = Wt (se¢tenim rovnic)
a-pf= %t 28 = @t (ode¢tenim rovnic)
takze pro j # h plati

n n

) 1 27r(]+h) 27I'(j h)
Zcﬁcht—étz;cos t+22; cos ———=~t = 0.
= = t=

=0 =0
(6) Protoze %(cos 2a0— cos2f3) = sin(a + B) sin( — ), pak pro
n n .
> sjtspe = Y. sin 2%75 sin %t
t=1 t=1

nejprve vypocteme « a [ ze vztaht

a+f= %t - 208 = Mt (se¢tenim rovnic)
B-a= %t 200 = Mt (ode¢tenim rovnic)
takze pro j # h plati
n ) n .
3o = 35 cos 20 -4 $Scos 2020 o,
=1 t=1
=0 =0

(7) Analogicky, protoze %(sin 2a +sin23) = sin(a + B) cos(a — ), pak pro j # h plati

, n ,
Z SjtCht = % 27r(fl+h)t +% > sin —27T(f;h)t =0.

t=1

HM:

=0 =0
Nyni, jestlize vyuZzijeme predchozich vztahi, mizeme spocitat matici

n 0 0

/ 0 3 :
X X (2p+1)x(2p+1) = 0
0 0 n

a odtud velmi snadno z normalnich rovnic dostaneme odhady nezndmych parametri ve tvaru

" i
n
02]:% tcos \jt 7=1,...,p
t=1
N n
Bj =%Z G sin At
t=1

Neznamé parametry modelu (b) ziskdme ze vztahu
%=V &5+
) j=1,...,p.

a B
wj = arctan &

Pokud ¢asova fada vykazuje (po odeCteni napi. linearniho trendu) pfiblizné periodické chovani, je tieba
rozhodnout, které frekvence se na tvorbé periodického trendu vyrazné uplatiuji. Pro nalezeni vyznamnych
period je vyhodné uzit metod spektrdlni analyjzy casovijch Fad.
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Priklad 4.3. Primérné roc¢ni pritoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 az
1957 (pfevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)
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OBRAZEK 6. Vstupni data spolu s lineArnim a trigonomickym trendem (s periodou délky 25.5 roki).
Data jsou uvedena v kubickych stopach za sekundu (krdt 1073).

Pro znamou frekvenci (ziskanou pomoci metody skrytych period, viz skripta Forbelsk4, 2009)

2
A=— =——=0.2464
T 255

budeme uvazovat regresni model tvaru
Yi =a+ bt + acos(At) + Bsin(\t) + &y, g ~ N(0,0?)
nebo ekvivalentni model
Yi =a+ bt +7ycos(M +w) + ey, et~ N(0,0?)

s matici planu

1 t1 cos(Aty) sin(Aty)
X=1: : : : a vektorem neznamych parametra 3 =

1 t‘n cos(‘)\tn) sin(')\tn)

@™ L o2

Pomoci metody nejmensich ¢tvercii obdrzime odhady

a=54.2645 @ =9.0107 7 =2.4084

—_

D =0.2101 B=-81678 w=-1.277"

pritom prvni pozorovani konané v roce 1907 odpovida ¢ = 1.
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1.3. Diferenéné stacionarni ndhodné procesy.

Nestacionarni proces obsahujici stochasticky trend lze prevést na stacionarni diferencovanim.
Zavedme proto tzv. diferenéni operator:

AY; =Y, -Y;q = (1-B)Y,

A%Y; = A(AY;) = A(Y; - Vi)
=(Yi - Y1) - (Yie1 - Yi2)
=Y; - 2Y;-1 + Y12 = (1- B)*Y,

A%, = (1- B)%,.
Nestacionarni proces se stochastickym trendem nazyvame integrovanym smiSenym modelem a znac¢ime
ARIMA(p,d,q) .

Formélné jej zapiSeme pomoci operatoru zpétného chodu takto:
ARIMA(p,d,q) : ®(B)(1- B)%; = 0(B)e;
a polozime-li
Wi=(1-B)"Y,,
pak W, je stacionarni ARM A(p,q).

Zvlastni piipady ARIM A(p,d,q)

pldlq Zkratka | Nazev
0 IMA(d,q) | Integrovany proces klouzavych souctu
00 MA(q) | Proces klouzavych soucti
0 || ARI(p,d) | Integrovany autoregresni proces
00 AR(p) Autoregresni proces
0 0 I(d) Integrovany proces
0(1]0 I(1) Néhodna prochéazka (random walk)

1.3.1. Integrované procesy iddu jedna.
Nejprve popisme riizné varianty ndhodné prochazky.

. Cistd* ndhodnd prochdzka (pure random walk, random walk without drift):

Y;=Yi1+e kde g ~VW(0,02 (26)

Jestlize pouzijeme rekurentni vzorec (26) opakované, dostaneme

Y=Y ers (27)
s=1

Proces ,,¢isté* ndhodné prochézky je limitnim piipadem procesu AR(1), kde =1, takze
(a) hodnoty ACF =p(k)  budou klesat velmi pomalu (linearné),
(b) hodnoty PACF =a(k) jsou logicky velmi podobné procesu AR(1).

ProtoZe jeden kofen polynomu leZi na jednotkové kruznici, tak se také diferenéné staciondrnim procestim
tika procesy s jednotkovym kovenem.
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OBRAZEK 7. Cistd nahodna prochazka Y; = Y;_; + &, kde ¢, ~ N(0,1).

Nyni pfedpokladejme, Ze proces ma pocéatek v case t = 0 a Yy = yg je po¢atecni deterministickd podminka. Pak

t-1
Y; =Y+ 2 Et-s (28)
s=0
(a) EY: =yo
=1 =1 nekorel. 21 2 . .
(b) DY;=D|yo+ X er-s | =D | ¥ et = Y Dey_g=to; tj. rozptyl je funkei casu.
s=0 s=0 s=0

Ndhodnd prochdzka s deterministickym trendem, (také se Tika s posunutim, vychylend) (Random Walk with
Drift):

V praxi se pouzivi nasledujici modifikace:

}/15:,6+Yt_1+8t, 5€R

Potom, pokud budeme postupné upravovat, dostaneme

t—1
Vi=B+Yia+e=Yi0+2B+ei+e1==  20+0-t + Y s
deterministicky v

linearni trend stochasticky trend

Takto vytvoreny ndhodny proces obsahuje jak deterministicky, tak stochasticky trend.
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OBRAZEK 8. Vychylena ndhodné prochazka Y; = 5+ Y, 1 + &, kde e, ~ N(0,1), 3=0.3

Cist4 nahodna prochazka a vychylena nahodné prochézka se od sebe vyrazné lisi. Cist4 nahodna prochazka
miva cyklicky prabéh, kdezto v ndhodné prochézce s posunutim prevlada deterministicky trend nad stochastic-
kym trendem a neni jiz pritomen specificky cyklicky pribéh.

40

71— 10
— 1@
— det. trend

20
1

10

T T T T T

0 50 100 150 200
OBRAZEK 9. Srovnani stochastického procesu kolem deterministického trendu (tj. proces
I(0)) s procesem se stochastickym trendem (tj. proces I1(1)). Deterministicky trend: y; =
a+ 0t (=5, =01), I(0) : Y; =y +n, kde n, = o1 + 4 ~ AR(1) (¢ = 0.3),
I(1)): Y=y +&, kde & =& 1+, a e, ~ N(0,1).
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1.3.2. Integrované procesy 7ddu d.

Operéator
v(B) = ®(B)(1 - B)?

se nékdy nazyva zobecnény autoregresni operator.
Pokud v(B) chapeme jako polynom v proménné B, pak vzhledem ke kauzalité modelu
(1 - B)%W; = ©(B)e; ma v(B) pravé p koteni lezicich vné jednotkového kruhu a d kofent rovnych 1.
V praxi se nejprve diferencovanim ¢asové fady ziska stacionarni fada W; a pro ni se vybuduje proces
ARM A(p, q). Pokud jsme ptavodné méli Y7,...,Y,,, po diferencovani ztistanou Wy,1,..., Wi,.

POzNAMKA 1.3. Tvary ACF = p(k) a PACF = a(k) procesi ARIM A(p,d,q) a nahodné prochazky I(1)
jsou prakticky totozné. Pritomnost jednotkovych kofent zptsobuje ,zakryti“ témér vSech identifika¢nich
detailt téchto funkef.

POzZNAMKA 1.4. ARIM A(p,d,q) nema smysl centrovat, nebot plati:
AYY, -Y) = Ay,

PozZNAMKA 1.5. Kromé trendt vyzadujicich stochastické modelovani mohou ARIMA modely zachytit i ¢isté
deterministické trendy, pokud provedeme takovéto zobecnéni ARIM A(p,d,q) modeli:

ARIMA(p,d,q): ®(B)(1-B)%; =8+0(B)e; BeR;,
Pak této definici vyhovuji procesy tvaru:
Bo+Bit+-+ Bt?  + Vi

polynomicky trend fadu d

s vyuzitim poznatki o diferencovani polynomu lze totiZ psat:
O(B)(1-B)(Bo + it + -+ Bat* + V7) =
(BB + B(B)(1-B)Y, =B+ 0(B)e.

| —
B=(1-p1—~pp)d!Bq

1.4. Modelovani sezonnosti.

Sezénnost je v Box-Jenkinsonové metodologii stejné jako trend modelovana stochasticky.
Nejprve zavedme sezénni diferenéni operator o délce L > 0:

ALY =Y;-Y,p=(1-B"Y,

ALY, = AL(ALY:) = AL(Y-Yer)
= (Yi=Yer) - (Yer—Yior)
=Y;-2Y;p+Yeor = (1-B*)*Y;

APY, = (1- BH)PY,

P1i konstrukei se uvazuje zpusobem, ktery budeme demonstrovat pomoci nasledujiciho prikladu:
Necht ¢asova fada {Y:} vykazuje sezénnost o délce L = 12.

(1) Zkonstruujeme nejprve ARIM A(Py, D1, Q1) model pro fadu lednovych mé&¥ent, tj. pro {S} = B12Y;}
m(B)ALY, =0, (B ~ ARIMA(Py, Dy, Q1)

kde ¢asovy index t odpovida lednovym obdobim a o 7; se budeme zajimat pozdéji.

Pritom
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12 12 12-P,
7T1(B ):1—7T171B —"'—7'['17plB 1
je tzv. sezénni autoregresni operator SAR(P;)
Uy (B'2) =1+ 911 B2 + - + ¢y g, B2
je tzv. sezénni operator klouzavych soucta SMA(Q1)
Agl =(1-BE)P1  je tzv. sezénni diferenéni operator SI(Dy)

(2) Podobné modely zkonstruujeme pro ostatni mésice:

m(B2)ARY, = Us(B2)n? ~ ARIMA(Py, D, Qo)

m2(B2)AD2Y, = 01y (B2)n{"® ~ ARIM A(Pig, D1, Q12)
(3) Predpokladejme pfitom, Ze tyto modely jsou pro jednotlivé mésice pfiblizné stejné, tj.
Py wenPyn P
1~ rQu2~qQ
Dy~--xDjon D
71 (B12) w o~ mya(B12) » 1(B12)
U (B2) » - v Wia( B'2) » U(B'2)

4) Nahodné veli¢iny () j=1,...,12) by v8ak v téchto modelech mély byt pro rizné mésice mezi
Tt
sebou korelované, nebot by mél existovat napi. vztah mezi lednovymi a inorovymi hodnotami. Pied-
pokladejme proto, Ze také fada n; je popsana modelem ARIM A(p,d,q) tvaru

(I)(B)Adﬁt = @(B)Et ~ ARIMA(p7 d7 Q)
kde g; ~ WN(0,0?%) je bily sum.
(5) Spojme predchozi dva modely do jediného tzv. multiplikativniho sezénniho modelu #adu(p, d, ¢) x
(P7 Da Q)L
®(B)m(BY)AYAPY, = 0(B)Y(BL)e, ~ SARIM A(p,d,q) x (P,D,Q)r, L=12.
Piiklad 4.4. Model SARIMA(0,1,1) x (0,1,1)12 ma tvar:
AAY; = (1-B)(1-B2)Y, = (1+6,B)(1 + ¢ B?)e,

nebo ekvivalentné
Y=Y 1 =Yoo+ Y13 = + 016421 + Y164-12 + O10164-13.

PozNAMKA 1.6. Existuji také aditivni sezénni modely, které se vsak pouzivaji jen ziidka. Jako piiklad
lze uvést model
Yi =€t + 01611 + 0128012 + b1364-13.

1.4.1. Vystavba sezénnich modeli. Oznatme ad bézného diferencovani na odstranéni trendu jako d a D
jako Tad diferencovani na odstranéni sezénnosti. V praktickych situacich vétginou d = 0,1,2 a D = 0,1. Déle
necht L je délka sezony.

Vystavba sezoénnich modelt probihé ve t¥ech stejnych fazich jako pro modely ARIM A. Viimnéme si pouze
FAZE IDENTIFIKACE MODELU, nebot ostatni dvé faze jsou totozné.

(1) Odhad parametrd d, D :
(a) Provede se studium odhadnuté autokorelaéni funkce ACF = 4(k), nebot identifikuje pFitom-
nost trendu. Doporuc¢uje se prozkoumat 4L hodnot (k).
®» Urceni D : Ma-li funkce p(k) v bodech L,2L,3L... lokdlni maxima, pak (bez ohledu
na jeji pribéh mezi témito ¢asovymi body) je nutné polozit D = 1.

To plyne z toho, Ze hodnoty p(L),p(2L), p(3L), ... piedstavuji odhadnuté hodnoty auto-
korela¢ni funkce pro fady {S = BLY;}, j=1,..., L modelu
m(B")ALY; = W(B")n ~ ARIMA(P,D,Q),

pricemz nestacionarité tohoto ARIMA modelu odpovida pomaly pokles autokore-
la¢ni funkce p(L),p(2L),p(3L),..., tj. tuto Ffadu je nutno diferencovat (s krokem L) a
poklddame D = 1.
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®» Urceni d: Jestlize funkce ry, klesd mezi body jL a (j+1)L pouze pfibliZné& linearng,
3 je tfeba provést také bézné diferencovani.
(b) Cisla d, D se také nékdy urcuji tak, ze se hleda nejmensi ¢islo mezi odhadnutymi hodnotami
A2 A9 N ~
UY’O-AY'NUALY'HUA%Y%" ..

rozptyli dané fady a jejich diferenci.
(2) Odhad parametri p, P,q,Q :
Po urceni fadu d a D zkonstruujeme fadu W, = AdAEYt,

pro kterou je nutné identifikovat model tvaru
®(B)n(BMYW, = 0(B)¥(BY)e; ~ SARIMA(p,0,q) x (P,0,Q)L.

Pro tento ucel se pouzije odhadnuta ACF = p(k) a PACF = a(k) fady W;.
(a) MA-HOMOGENNI MODELY
- Jestlize AC'F funkce p(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,...,q
L-q,...,L+q
2L —-q,...,2L +q

QL-q,...,QL+q
pri¢emz mezi témito body se neodlisuji vyznamné od nuly

m g funkce & (k) v jednotlivych tusecich mezi body jL a (j+ 1)L vidy v absolutni hod-
noté klesa (geometricky nebo po sinusoidé s geometricky klesajici amplitudou) a zaroven
klesa, kdyz ji sledujeme v bodech L,2L,3L,...,

pak polozime
p=0aP=0,
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako
W, = ©(B)¥(BL)e, ~ SARIMA(0,0,q) x (0,0,Q) 1
a tedy model pro fadu Y; jako
AAPY, =0(B)W(BY)e; ~ SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)r.

(b) AR-HOMOGENNI MODELY
- Jestlize naopak funkce p(k) klesa v absolutni hodnoté (geometricky nebo po sinusoidé s ge-
ometricky klesajici amplitudou) v tsecich mezi body jL a (j + 1)L a zaroven klesa,
kdyz ji sledujeme v bodech L,2L,3L,...

w g funkce &(k) je zhruba vyznamné nenulova v bodech

1,...,p
L,....L+p
2L,...,2L+p
PL,....PL+p

pri¢emz mezi témito body se neodlisuji vyznamné od nuly,

pak poloZzime

q=0a@ =0,
tj. budeme identifikovat odpovidajici model pro fadu W; jako

®(B)n(BYW; =¢; ~ SARIM A(p,0,0) x (P,0,0) 1,
a tedy model pro fadu Y; jako
d(B)r(BHYAYAPY, = ¢, ~ SARIMA(p,d,0) x (P,D,0).
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(¢) NEHOMOGENNI MODELY typu
SARIM A(p,d,0) x (0,D,Q), nebo SARIMA(0,d,q) x (P,D,0),

se v&tsinou nepouzivaji, nebot obvykle vedou pii srovnéani s pfedchozimi tzv. homogenni mo-

dely
SARIMA(0,d,q) x (0,D,Q)r nebo SARIM A(p,d,0) x (P,D,0)[,

k odhadu netnosné velkého poc¢tu parametra.

(d) Identifikace obecnych modelua
SARIMA(p, da Q) x (P’ D7 Q)Lv

v nichz ¢isla p,q, P a Q mohou byt vesmés nenulova, je jiz dosti komplikovanou zalezZitosti a
obvykle zde hodné zélezi na zkuSenostech statistika, ktery analyzu provadi.

1.5. Exponenciilni vyrovnavani.

Exponencialni vyrovnavani, které zavedl Brown, vychazi z polynomialni lokalni vaZené metody nejmensich
¢tvercii. Hlavni myslenka lokalni (vazené) metody nejmensich étverci spociva v tom, Ze provedeme odhad
trendu T'ry polynomem na lokalnim intervalu

(t—s,t+s)

na rozdil od klasické (vazené) metody nejmensich ¢tvercti, kdy trend odhadujeme polynomem na celém intervalu
moznych hodnot parametru ¢, ktery oznacime (7'1,7'2).

Y oy

Parametr s > 0 se nazyva $ifka vyhlazovaciho okénka, interval (t — s,t + s) vyhlazovaci okénko.

I kdyz vyhlazovaci funkce, se kterou pracujeme, neni polynomicka funkce, mize byt za predpokladu, ze
je lokalné hladka (tj. existuji jeji spojité derivace az do né&jakého vhodné zvoleného Fadu), lokalné rozvedena
do Taylorovy Ffady kolem bodu t. Proto muze byt dobfe aproximovana lokdlnim polynomem, coz lze provést
metodou nejmensich ¢tvercti, pfipadné vazenou metodou nejmensich ¢tverci.

Popsana lokalni (vaZena) metoda nejmensich ¢tverct se nékdy téz nazyva klouzava polynomicka metoda,
protoZe kolem bodu ¢, v némz ma byt trend odhadnut, je umisténo vyhlazovaci okénko (¢t - s,t + s) a odhad
trendu 7T'ry se ,,pohybuje® spolu s t.

Zvolme tento pifstup: uvnitf vyhlazovaciho okénka (t - s,t + s) aproximujme neznamy trend polynomem
stupné m

p(@) = 3 B(1) (a1
§=0

Koeficienty 3;(t) (j =0,1,...,m) uvadime jakozto funkci bodu ¢, (ktery je stfedem okénka (t—s,t+s)), abychom
zduaraznili, Ze tyto koeficienty budou pro kazdé ¢ jiné.

Neznameé koeficienty 3;(t) polynomu p(z) odhadneme (vaZenou) metodou nejmensich étverci, kde
matice planu X je tvorena prvky
zij = (ti —t)’,
pricemz j =0,1,...,m a index ¢ nabyva pouze téch hodnot, pro které plati
’ti - t‘ <s.
Je zfejmé, ze plati

A(t) = Bo(h).

Volba sifky vyhlazovaciho okénka
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S rostoucim s pracujeme s vét$im poctem pozorovani ve vyhlazovacim okénku (¢ — s,t + s), proto bude klesat
rozptyl odhadu trendu, coz v8ak bude mit za nasledek nartst jeho vychyleni od skute¢né hodnoty. Vychyleni
odhadu zélezi na derivaci trendové funkce a projevuje se tak, ze odhad Tr; mé tendenci podhodnocovat velikost
lokalnich extrému trendové funkce, mluvime o prehlazeni. Pokud naopak budeme pouzivat tzké vyhlazovaci
okénko, odhad trendu bude méné vychylen, ale na tkor velké variability odhadu. V tomto piipadé mluvime
o podhlazeni trendové funkce.

V dalsim budeme predpokléddat, ze posloupnost ¢asovych okamzikii ¢y, to, ..., t, je ekvidistantni, tj. polozime-

liproi=1,...,n-1

A=t -1,
pak

ti:t1+(i—1)A
ti—t
= +1
A

a polozime-li proi=1,...,n

* t; -t

t’L’ = zA + ].7

miuZeme bez jmy na obecnosti uvazovat pouze o ¢asovych radéach, pro néz plati

ti=1 1=1,...,n.

V praxi se pouzivaji nejen symetrickd vyhlazovaci okénka typu (¢t —s,t + s), kde odhad v bodé ¢ je proveden
na zakladé s minulych a s budoucich pozorovani (kde jednotlivd pozorovani maji ¢i nemaji stejnou vahu), ale
také asymetricka okénka, kterd berou pozorovani pouze z minulosti.

Exponencialni vyrovnavani, které zavedl Brown, vychazi z polynomialni lokilni vaZené metody nejmensich
¢tverct, kde vahy jednotlivych ¢tverci uvniti asymetrického okénka (tj. vyfezu ¢asové fady) se smérem do

minulosti exponencialné snizuji — odtud nazev metody.

Nejprve zavedme substituci

T=x-1t.
Potom
m 3 Py
p(x)=p(t+71) = Z Bi(-7) T e(—o0,t) = p(t) = Po.
§=0
Méame tedy pro kazdé t,7 =0,1,... regresni model tvaru
m .
Y = Z(_T)]Bj(t)+5t—77
§=0
kde

Eey =0, C(eq,65)=Feqes=0prog#+s a Deyr=a”"0? pro a € (0,1),

tj. matice vah je rovna

W = diag{wy,...,wy,...} = diag{a®,at,...,a”..}.
Odhad parametri 8 metodou nejmensich vaZzenych &tverci (nebot rozptyly nejsou konstantni) je dan
vzorcem:

B=XWX)X'WY

kde
§ o’ §(_7_)1a7 §(_T)ma7' - aTY}_T
c)()7'=0 TD:OO 07;=0 007—:0
-7 1047 —r ZOZT —r m+1a7' —r 1047'}/77_
xwx=| 2 ‘) P2 ‘) P2 ) . X'WY-= P2 )' |

§ (—T)mOéT § (—T)m+1OéT § (_T)Zma‘r § (—T)mOéTY;f_T
=0 7=0 7=0 =0
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ZNACENTI:

Pro dobrou srozumitelnost zavedeme néasledujici znaceni. Necht {Y;, ¢ € Z} je nahodné posloupnost, jeji realizace

v Casovych okamzicich #1,12,...,t, ozna¢me y1,Y2, ..., yn. Symbolem | gy, | oznatme odhad hodnoty Y; v case ¢
na zakladé hodnot do ¢asového okamziku k vCetné.

S Jestlize k<t, pak gy, nazyvame predikci,

(=X k=t, gt\t filtraci

= k=n>t, Ytjn vyrovnanim (smoothing).

Jednoduché exponencialni vyrovnavani

Exponencialni vyrovnavani pro m = 0 se nazyva jednoduché exponencialni vyrovnavani. Pouzijeme-li ozna-
A~ [e o]
¢eni Po(t) = bp(t) a uvazime-li, ze pro a € (0,1) je ¥ o = ﬁ, dostaneme
7=0

b(t) Yo =Y aYir = b(t)=Y,=(1-a) Y oY,
=0 =0 7=0

Abychom ziskali rekurentni vztah, upravujme

O o0 o0 b t
Vi = (1-0)Z20aYir=(1-a)Yi+(1-a) X2, a7V, = ] Pt !
(1-a)Yi+(1-a) Tk 1Yy

(1-a)Yi+a(l-a) X2,V x=(1-a)Y;i+a¥i

Protoze predikce o 7 (7 > 0) kroku dopfedu p?éljednoduché exponencidlni vyrovnavani je rovna
Viurip = Yy = bo (1),
muzeme predchozi rekurentni vztah prepsat pro realizace a déle upravovat
Ytr1pt = (1-a)ye + aYyje-1
=(1-a)y: + AYtje-1 + Utfe-1 ~ Yge-1

= U1 + (1-a) (y:- f&t\t—l)
| —
chyba predikce é;;_;
a o rekurentnim vzorci s chybou predikce £,;_; se ika, Ze je ve formeé korekce chyby predpovédi (error correction
form).

Ad hoc pristupy Holta a Winterse

Pokud chceme na zakladé pozorovani yi,...,y; sestrojit predpovéd budouci hodnoty w41 v Case ¢ + 1,
oznacme ji Ji,1}¢, pak nejjednodussim odhadem mize byt obycejmy primér. Tato pfedpovéd je vhodna, pokud
hodnoty casové fady nahodné kolisaji kolem stfedn{ hodnoty, ktera se v ¢ase neméni. Jako rozuméjsi se v8ak
jevi pouzit pro predikci budouci hodnoty ve vétsi mife pozorovani, ktera jsou Casové nejblize. Pak se nabizeji
vazené prameéry

t-1
@}+1|t = Z Wy tYt—j» (29)
§=0

. : T —— 3
kde soucet vah je roven jedné, tj. Y ow;¢ = 1.
Exponencialni vyrovnavani je zaloZeno na mySlence pouziti vah, které do minulosti klesaji exponencialné.

S vyuzitim vztahu

-1 ¢
P l-a
Yol =—— proac(0,1), (30)
120 1-«
chceme-li, aby soucet vah, které exponencialné klesaji, byl roven jedné, polozime
l-a
A R |
w],t - 1 _ ata : (31)
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ProtoZe pro t — oo konverguji vahy w;; - w; = (1 - a)a’, miZeme uvazovat jednokrokovou piedpovéd ze viech
minulych pozorovani ve tvaru
Z7t+1|t =(1-a) Z a]yt—ju pro a € (0,1) . (32)
§=0
Analogicky jako u Brownova pristupu odvodime rekurentni vztahy

o0

Toap=1-a)y+(1-a) Y oy
j=1
=(l-a)y +a(l-a) Z akyt—l—k
k=0

=(1- )yt + Ay

Obdobné ziskame i tvar vyuzivajici korekci chyby predpovédi
Trare = (1= )yt + Q-1 + Teje—1 — Jrje—1

=Ty + (L =) (yt = Type-1)

=Uye-1 + (1- O‘)gﬂt—l
Na tomto ad-hoc pristupu se nam podafilo ukazat, Zze se v podstaté jedna o jednoduché exponencialni
vyrovnavani, které prepoklada model

Y = Bo(t) + et

s lokalni hladinou Sy(t).

Pouzijeme-li znaceni obvykla pro tento pfistup, kdy vahy maji tvar

wj = B(1-BY, (33)

tj. « =1 -3, misto BBT?S), piseme L; (level). Odvozené vztahy v novém znaceni:
Tre1e = Byt + (1- 5)@2#—1 = Ugje—1 + BE¢—1 (34)
Lty = Lt + BE (35)

Holtovo exponencialni vyrovnavani

Oproti jednoduchému exponencidlnimu vyrovnavani Holtova metoda piedpoklada lokalné linearni trend,
jehoz koeficienty Bo(t) i B1(t) se v ¢ase méni. Hodnota ¢asové fady v okamziku ¢ je urcena jednak jeji tirovni
Bo(t), jednak smérnici 51(t). V Holtové metodé se troven v Case t zna¢i symbolem L, (zkratka pro level) a
smérnice jako T} (zkratka pro trend).

Uroven L; je zaroven vyrovnanou hodnotou realizace y; v okamziku t. Smérnice lokalné linearniho trendu
T; (nékdy se mluvime kratce o trendu) vyjadiuje ofekavanou zménu trovné ¢asové fady pii jednotkové casové
zméné. Pokud chceme pomoci Holtovy metody prepovidat hodnotu ¢asové fady o h > 0 jednotek dopfedu,
polozime

gt+h\t =Ly +Tih . (36)
TakZe, je-li h = 1, dostaneme jednokrokovou predpoved jako
Goaje = Le + Ty (37)

Protoze by priblizné mélo platit, Ze realizace 3441 » Liy1, pak se jevi vhodné ziskat L;.1, jako konvexni linearni
kombinaci hodnot (L;+T}) a yi+1. V Holtové metodologii byva zvykem misto « € (0, 1) pouzivat 8 = 1-a, takze
konvexni linedrni kombinace bude mit tvar

Liv1=(1-B8)(Le +Ty) + Byer - (38)
Hodnota [ se nazyva vyrovnavaci konstanta pro tiroven rady.
Analogickou uvahu pouZzijeme i pro smérnici trendu 7;. Z prepokladu, Ze Ffada ma lokalné linearni trend

vyplyvé, ze by pfiblizné mélo platit
T~ Ti,
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ale zaroven ma také smysl ocekévat, Ze smérnice trendu je piiblizné rozdilem sousednich trovni, tj.

Ty~ Ly — Ly .
Novou hodnotu smérnice 713,17 budeme uvazovat jako konvexni linedrni kombinaci
Tt+1 2(1—’)/)Tt+"}/(Lt+1—Lt), kdeye((),l)

7 je tzv. vyrovnavaci konstanta pro linearni riist (pro smérnici).

Na zavér odstavce jesté ukazeme piepsani predchozich rekurentnich vztahii do chybového tvaru.

Liv1 = (1= B)(Le + Tt) + Byte1 = (1= B) (Lt + Tt) + BYt+1 + BUrerye — BUrepe

=B (Yt+1 = Jrarje) +(1 = B)(Le + Ti) + B Toyape

—_— ——
Eerlfe L+Ty

= P&+ Le + Tt

Tiv1=Q-y)Ti+y(Lgs1 — Le) =Ty =Ty +~y L1 —yLt
—_——
Li+Ti+ B8 q)e

=Tp =Ty +y(Le + Ty + BEray) — vLe
=T + 76g\t+1|t .

Holtovo-Wintersovo exponencialni vyrovnavani

V pripadé, kdy casové fada méa sezonni charakter, nevysta¢ime se zadnou z pfedchozich metod. Rozsifeni
Holtovy metody na sezénni ¢asové fady je zndmo jako Holtova—Wintersova metoda. Autorem je Holtuv

student Peter R. Winters.

Holtova-Wintersova metoda je zalozena na tfech vyrovnévacich konstantach. Jedna je pro hladinu, druhé

pro trend a treti pro sezénnost. Dle charakteru dat vyuziva aditivni nebo multiplikativni notaci.

Uvazujme ¢asovou fadu s lokdlné linearnim trendem a sezonnosti s periodou p > 2. Stejné jako u Holtovy
metody ozna¢me symbolem L; aroven v Case t, symbolem T; smérnici lokalné linedrniho trendu a symbolem Sy
sezonni vykyv Case t. Soucet trovné L; s hodnotou sezénniho vykyvu Sy predstavuje v okamziku ¢ vyrovnanou
hodnotu realizace y;. Pfedpovéd hodnoty casové Fady o h > 0 jednotek dopiedu je pak dana vztahem

@\t+h|t =L+ St—p+h +Tih,
takze v pripadé jednokrokové predikce plati
Uperje = Lt + Ste1-p + T

Protoze by mélo priblizné platit
Ye+1 ~ Lys1 + Sty1p

Ly~ Ly + T3,
mé  smysl ziskat Groven Ly jako  konvexni  linedrni  kombinaci = hodnot
a (yt+1 - St+1—p)u tj.
Lis1 = (1= B)(Lt + Tt) + B(yt+1 = Str1-p)-
Protoze fada mé lokdlné linearni trend, mélo by piiblizné platit
Tyi1 ~ Ty,
ale zéroven lze smérnici lokalné linedrniho trendu vyjadiit pomoci rozdilu sousednich hladin

Tiv1 ™~ Lyy1 — Ly.

(40)

(41)

(Lt + St)

(42)

Oba predchozi vztahy vyuZzijeme pifi konstrukci smérnice lokalné lindrniho trendu diky konvexni linarni

kombinaci
Tiv1 = (1 =)Ti + (Lt — Ly),
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kde «y € (0,1) se nazyva vyrovndvaci konstanta pro smérnici trendu. Pro sezénni vykyvy musi platit vztah
S = St+1fp )
a také

Ste1 ® Ype1 — L1

Tedy oznacime-li symbolem 0 € (0,1) vyrovnavaci konstantu pro sezénni vykyvy, pak
St = (1 - 5)St+1—p + 5(yt+1 - Lt+1)
Na zavér odstavce odvodime rekuretni vztahy v chybové formé. Tedy upravujme

Liy1 = (1= B)(L¢ + T3) B(yes1 — Ste1-p)
= (1= B8)(Le + Ty) + B(Yes1 = Stx1-p) + BUrare = BUrarpe
= B(Yt+1 = Grerpe) + Lo + Ty = BLy + =BTy = BSts1-p+ B Tt

——
L¢ +St+1_p+Tt

=L+ Ty + BE

Tii=1-Ti+v(Legs1 — L) =Te =T +y Ly —Ly
——
Li+Ti+BE 1)t

=Ty =T +y(Ly + Ty + By — v L)
=T} + V01t

St+1 = (1-6)Ser1-p + 6(yes1 — Lis1)
= St+1-p = 0(Sta1-p = Yt41) = 6 (Lt + Ty + BEq)t)
= Spe1-p + 0yrs1 — 6 (Lt + Ty + Sta1-p) — 688111
= St+1—p + 5(1 - /8)?15+1|t-

Priklad 4.5. Pro demonstraci exponencidlniho vyrovnavani zvolime mésiéni ¢asovou fadu s poCty nezamést-
nanych mladych Zen ve v€ku od 16 do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002.

400 500 600 700 800 900
| | | | | |

300
|

T T T T I
1960 1970 1980 1990 2000

OBRAZEK 10. Vstupni data pro ¢asovou fadu: Pocet nezaméstnanijch mladych Zen ve véku
od 16 do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002
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Na nactené data vyzkousime Holttiv—Wintersentiv model se vSemi komponentami, ve kterém odhady para-

metra maji hodnoty
8 =

Hodnoty sezénnich slozek vykreslime do grafu.

0.3568 7

0.0206
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8

T
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0.2020

OBRAZEK 11. Hodnoty sezénnich slozek

Vysledné exponencialni vyrovnénini je znédzornéno na nasledujicim grafu.

Holt-Winters filtering
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OBRAZEK 12. Holtovo-Wintersonovo exponencidlni vyrovnavani pro ¢asovou fadu: Pocet
nezaméstnanijch mladyjch Zen ve véku od 16 do 19 let v USA od ledna 1961 do srpna 2002

2. PROCESY NESTACIONARNI V ROZPTYLU

Neni-li splnéna podminka neménnosti rozptylu v case, je proces nestacionarni v rozptylu. Takovyto
proces je ovSem tieba nejprve vhodné transformovat. Vysvétleme si struéné pojem transformace stabilizujici

rozptyl.

Situace nestabilnfho rozptylu nastéava predev§im v pripadé, kdy ndhodna veli¢ina Y; mé rozdéleni, které
zévisi na jediném parametru 19, ktery obecné nemusi mit pro vSechna t stejnou hodnotu. Predpokladejme, Ze

tento parametr je zvolen tak, aby platilo

EHth = Ht-
Ve vétginé piipadiu (ne v8ak u normalniho rozdéleni) na p; zéavisi i rozptyl veli¢iny Yy, takZze miZeme psét

Dllt}/t = Uz(lut)'
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Pritom o(u;) byva obvykle hladka funkce proménné .
Protoze p; mize souviset s ¢asem ¢, nenf splnéna podminka neménnosti rozptylu v ¢ase. Vznika tedy otazka,
zda 1ze najit netrivialni funkci g tak, aby ndhodnéa veli¢ina

Zy = g9(Yt)

méla rozptyl nezavisejici na p;. (Pozadavkem netriviality se vylucuji konstantni funkce g, které by vedly k veli-
¢indm s nulovym rozptylem).

Uvedena tloha v obecném pripadé nemé feSeni. Pouziva se vSak urcitych aproximaci, které se ukazaly velmi
uzite¢né.

Pokud se zabyvame jen dostateéné hladkymi funkcemi g, z Taylorova rozvoje dostaneme aproximaci

9(Yy) ~ g(pe) + 9" (e ) (Ve = pur).

Potom stfedni hodnotu Ize aproximovat takto

Eg(Ye) ~ E[g(pe) + 9 () (Ve = )] = 9 ()
a rozptyl

2 2
Dy [9(Y)] = [¢'(YD)]" Dy Ye = [g' (1e)]” 0 (hae).-
Chceme, aby po transformaci byl rozptyl konstantni a nezavisel na stfedni hodnoté, t;j.

2 c
=Dy [g(Y)] = [¢' ()] o () = ¢'(m) = ——,
o ()
kde ¢ je néjaka konstanta. Odtud snadno dostaneme tvar transformace stabilizujici rozptyl

g(ue) = c[ U(Lt)d,u,t + K.

Konstanty ¢ a K se voli tak, aby funkce g vypo¢tena podle pfedchoziho vzorce méla vyhodny tvar.

Ukézalo se, ze funkce g vypoctena podle predchoziho vzorce nejen vyrazné stabilizuje rozptyl, takze rozptyl
D,,,g(Y;) zévisi na 1y jen velmi malo, ale zarovei také rozdéleni nahodné veli¢iny Z; = g(Y;) byva jiz velmi blizké
norméalnimu,

i kdyz tfeba samotné rozdéleni veli¢iny Y; je vyrazné nenormalni.

2.0.1. Mocninné transformace. Pro prehlednost vynechejme index ¢ a uvazujme kladnou ndhodnou veli¢inu

X 7z rozdéleni, které zavisi na parametru p se stfedni hodnotou

E,X=p

(pokud tomu tak neni, provede se vhodné reparametrizace) a rozptylem
D, X =0*(u) = (op¥)?, 0,9 eR,
tj.
X ~ L, 0 1?).

Podle obecného vzorce se transformace stabilizujici rozptyl vypocita takto:

{§1n|,u|+K 9=1,

- [ gt [

o(p) oJ u 1%/;1’”9+K VS

9
Polozme v dalsim
A=1-9
a tento parametr nazvéme transformacénim parametrem pro mocninnou transformaci.
Riiznou volbou ¢ a K dostaneme néasledujici ¢asto uzivané transformace

» Box-Coxova mocninna transformace pro kladné ndhodné veli¢iny pii volbé

0 A=0=9=1,
c=0c a K= 1 1
3= 10 )\¢02>19¢].,

a odtud

g(X):X()‘): hl;)( )\:0(19:1),
XL X20(0#1).
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» Box-Coxova mocninna transformace s posunutim se pouzije v pfipadé, ze hodnoty nadhodné
veli¢iny nejsou kladné. Nalezneme proto takové realné ¢islo a tak, aby pro vSechny realizace platilo
x +a >0 a transformace bude mit tvar:

In(X +a) A=0(d=1)
X+a)=(X+a)M = "
g(X+a)=(X+a) {% N2 0(0%1).

» Mocninna transformace se znaménkem lze opét pouzit v pripadé, Ze ndhodné veli¢iny nejsou
kladné:
. A sign(X)In|X| A=0(d=1),
g9(X) = sign(X)[X|N =~ X1
sign(X)=— Az0(¥=#1).
2.0.2. Odhad transformacniho parametru mocninné transformace.

» Parametricky pristup pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Méjme nezévislé realizace nahodné veli¢iny

X~ L(px, Jg{#%?
Predpokladejme, Ze existuje takové A =1 —19, Ze transformovany nahodny vektor
Y = (Y1 =g(X1),..., Yo = 9(Xp))

je vybér z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou x a rozptylem o2. Ozna¢me y = (y1,...,%n)’
realizaci ndhodného vybéru. Hledejme maximum vérohodnostni funkce pro 8 = (u,0?)’, tj. pro

funkeci
- 1 1 (yi—p\?
L(p,0%) = ——exp{—( )}:|
)= 11|z o {5 (22

= (27ra2)_% exp {—% Zﬁ; (?)2} ,

coZ je stejna tdloha jako hledat maximum logaritmu vérohodnostni funkce

120 ; — 2
l(u,a2):lnL(u,JQ):—gln(Qﬂ)—gln(JQ)—i;(y 0_") .

Maxima nalezneme, polozime- li 2 5, =0az5=0.

al
0= = —— (g -
o 202;(9 1)

ol n 1 & 9
0 == - 4+ — R
do? 202 20t ;(yl 2

a odtud pak dostaneme

¢ 2 2
> (yi-5) =5
Upravme nyni logaritmus vérohodnostni funkce takto:

1(1,0) = 5 n(2m) - S n(o?) - o2 i(zh D+ -

:—gln(Qﬁ)—gln(U —% é )?+ (g - M)}

= —g In(27) - gln(UQ) - ﬁ [n32 +n(y - ,u)Q]
Nyni dokazme, Ze funkce I(u,0?) nabyva v bodé (fi,62%) = (7, s%) svého maxima. Plati
(7.6) = -5 In(2m) - S In(s”) - 2,
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Ovéfme, zda plati nerovnost

?
(p,0%) < U(7,s%)
2 =2 ?
~31n(2m) - §In(0?) - M5 < -5 In(2m) - §In(s?) -
1 2 71)2 ? 1
—3In(0%) - 55 - (y%lé) < -Fn(s?) -3
2 m 2
0 < |(5-d)-g |+
N ——
1. clen 20
Protoze pro vSechna kladna z = 2 > 0 plati Inz < % 2_1, je prvni i druhy ¢len nezdporny a nerovnost

plati.
Celkové jsme tedy dostali, Ze

max (1 0%) = 1(7,5°) = =5 n(2m) - 5 (%) - 5

V|3

_n
2

mag(L(,u,aQ) = L(7,5) = (27152)7 €
o

Nyni toto maximum vyjadfeme v pivodnich proménnych x;, kdy

Inx; A=0,
Yi=9(wi) =1 o2
S— A#0.
Nejprve vypoctéme jakobian této transformace:
n dyz n )\x}\—l n 1
1= TT || - [T 25 - [T
i1 ldzgl oy A i1
Pak
mach(p,a{A) = (27['52(>\))_% e 2|J)|
o
_n n
= (27r52()\)) e 2 Hﬁ“l
i=1
_n n
= (2#52()\)) 2e 2 He(’\_l)lnx"

S
Il
=

magcl(u,ag,)\) = —gln(27r) - gln(SQ(A)) - g +(A-1)> Inz;.
i=1

oo

Nyni hledejme maximum funkce I(j1,62,\) = I(7, 5%, \) pro parametr \. ProtoZe maximum vzhledem
k A nezéavisi na konstantach, budeme maximalizovat funkci

I*(\) = -gm(s?(A)) +(A-1) ﬁ;lnxi.

Teoretickym odvozenim maximéalné vérohodného odhadu parametru A se zde jiz dale nebudeme
zabyvat, ale ukdZeme si jednodu$8i pristup, ktery pro ekvidistantni hodnoty A1 < Ao < === < Appy
(pro dostatecné velké m) ze vhodné zvoleného intervalu (Af,\3), (kde AJ, A5 € R, A\] < A3) vypocita
hodnoty [*(\) a hleda argument A maxima téchto hodnot.

Ve své praci Box a Cox (1964) odvodili asymptotické rozdéleni statistiky

K =-2[I"(\) - I"()] % x*(1),
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takZe muzeme zkonstruovat jednostranny asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr A

l—a=P(K<x3o(1)=P(=2[1*(\) - 1" ()] < x3-a(D))

-P|r() -S|,

=D,
tj. vSechna A spliujici nerovnost
I*(A\) 2 D,
lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy pfijatelna.

Testovani hypotéz typu Hy: A = \g proti alternativé Hj : \ > A\g:
(1) Budeme testovat hypotézu

HY:a=1.
Pokud hypotézu nezamitneme, tj. [*(1) > D,, nemusime data transformovat.
(2) Pokud predchozi hypotézu zamitneme, muzeme testovat dalsi
hypotézu
HZ:A=0.

Pokud HZ nezamitneme, tj. [*(0) > D, Al*(1) < D,, transformace bude tvaru
y; = Inx;.

Pokud v8ak se [*(0) < Dy Al*(1) < Dy, provedeme transformaci

» Jednoduchy algoritmus v praktickych tlohach

(1) Algoritmus nejprve zkontroluje vstupni data tak, aby byla nezaporna, tj. pfipadné pfi¢te kladnou
konstantu.
(2) Upraveny vektor dat rozdéli na kratké useky o délce 4 az 12 udaji.
(3) V kazdém tuseku dat se provede pokud moZno robustni odhad stfedni hodnoty fi; (pramér, median)
a robustni odhad variability 67 (nap¥. max-min, interkvartilové rozpéti).
(4) Protoze predpokladame, ze plati
¢
o(p) =op
pak logaritmovananim dostaneme vztah

(o (1)) = g +01n(p),

a

takZze neznamé ¥ muzeme odhadnout pomoci metody nejmensich ¢tverci diky hodnotam
zi=In(7;) a w;=Ing,
v regresnim modelu
zi = a+u; +¢€; EZ‘NWN(O,O'EQ.

(5) Pro odhad U =1- X pomoci t-statistiky zkonstruujeme interval spolehlivosti I (9).
— Pokud tento interval bude obsahovat nulu, tj. 0 € I(+}) data se nebudou transformovat.
— Pokud 0 ¢ I(9) A1 e I(¥F), voli se logaritmicka transformace
y; = Inx;.
— Jinak se voli mocninné transformace
) -1

)

A

Yi =
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Priklad 4.6.
V Nové Anglii probihalo na bfezich a na dnech jezer (zhruba pied 12 600 roky po dobu asi 6000 let) béhem
jarniho tani ledovci ukladéani vrstev pisku a bahna do vrstvicek zvanych varvy. Pomoci tloustky roc¢nich sedi-

mentt se napiiklad odhaduje teplota. Na obrazku jsou znézornény tloustky ro¢nich sedimentt v Massachusetts
za 634 roku (pfed 11.834 roky).

Paleoclimatic Glacial Varves

o
m -
—
o
o —
) —
S
a W
>
o _J
o
O —]
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600
Time

OBRAZEK 13. Casova fada ro¢nich sedimenttt v Massachusetts za 634 rokt

Vidime, Ze rozdily v tloustkach se zvySuji v zavislosti na jejich velikosti, takze vstupni data bude nutné
transformovat.

Pomoci metody maximalni vérohodnosti provedeme odhad parametru .

log-Likelihood
—4000 —-3800

-4200

-4400
L

OBRAZEK 14. Maximélné vérohodny odhad parametru /):M e = —0.1103, interval spoleh-
livosti (-0.2132,-0.0074) neobsahuje nulu.

Na dalsfm grafu jsou znazornéna jiz transformovana data pomoci parametru Az = —0.1103.



102 M5201 Stochastické modely ¢asovych fad

4.0

35

transformed varve
25
|

2.0

15

I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600

Time

OBRAZEK 15. Boxova—Coxova transformace dat pro XMLE =-0.1103.

Odhad neznamého parametru A provedeme jesté pomoci jednoduchého algoritmu, ktery byl zminén na konci
odstavce.

LINEAR GROWTH OF VARIANCE (logarithmic transform): transx = log(x)

4.0

seglen = 8, location = median, variability = jqr

35

25

logVariability

2.0

15

1.0

b= 1.076(0356, lambda = —0.076656, Cl = (-0.281182, 0.127869)
I T T I

25 3.0 35 4.0

logLocation

OBRAZEK 16. Graf znazornujici odhad parametru A pomoci jednoduchého regresniho modelu.

Vidime, Ze vysledek jednoduchého algoritmu navrhuje logaritmickou transformaci dat. Z interpretac¢niho
hlediska je tato transformace vhodnéjsi nez transformace pomoci Ay;pp = —0.1103.

Proto se podivejme, jak se data logaritmickou transformaci zmeénila.
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OBRAZEK 17. Boxova—Coxova transformace dat pro A = 0.






KAPITOLA 5

Stacionarni a nestacionarni vicerozmérné ndhodné procesy

Analyza jedné Casové fady vytrzené ze souvislosti s ostatnimi ¢asovymi fadami neni postacujici. Sledujeme-li
napiiklad vydaje domacnosti, tak jisté zavisi nejen na vydajich za minuly mésic, ale i na pfijmu domécnosti,
investicich, urokové mite, atd.

Proto je velmi dulezita analyza vicerozmérnych ¢asovych rad.

Rozsifen{ jednorozmérnych nadhodnych procesti na vicerozmérné neni nijak obtiZzné, pouze jednorozmérné
nahodné veli¢iny Y; nahradime vicerozmérnymi ndhodnymi vektory Y; = (Yi¢,...,Ym )"

Stfedni hodnotou nahodného procesu {Yy,t € T} budeme rozumét vektor
I‘l’t = (,ul,ta QR a,u'm,t), = EYt = (Eyi,ta ce aEYm,t)la
varian¢ni matice bude definovana vztahem
D, =DY,=E(Y,-EY,) (Y- EY}),
autokovarianéni matice bude matice
T =C(Ys,Y)=E(Ys-EY,) (Y- EYy)".
Pokud proces bude slabé stacionarni, pak pro Vi, s € T musi platit
EYt = My a F37t = FO,\s—t\'
Obdobné jako v jednorozmeérném piipadé budeme psat
]_—‘sﬂg = Fs—t a Dt = DYt = Fo.
Pro vicerozmérny bily Sum
{€t7t € T} ~ WN(07 EE)
musi platit
EEt =0
De;y = FEee; =3,
C(es,et) = Eese; =0

1. Vicerozmeérné Box—Jenkinsonovy modely

Forma, kterou popisujeme mnohorozmérné (vektorové) nahodné procesy, je analogickd jednorozmérnému
pripadu.

Nejobecnéjsim modelem je vektorovy sezénni smiSeny model - VSARIM A(p,d,q, P, D, Q), ktery je
tvaru

®(B)n(BY)(1-1B)Y(1-1BY)PY, = @(B)¥(BY)e; ~ VSARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)y

kde IBY, =Y., a ®(B)=1-®,B- B2~ ,B?
IBYY, =Y. ©(B)=1+6:B+6,B?+-+6,B1
(I-1IB)Y; =Y, -Y,; w(B) =1-mB* - myB* —... - rpBFL
(I-1BY)Y;=Y:-Y, | U(B)=1+9BL +Uy,B% + ... + U, BYL

Tak napriiklad rekurentni vztahy
Yig =onYii-1+¢12Yo 1 +e1y
Yoir =¢o1Y11+¢22Yoy 1 +e2y

Yig \_[ o1 o12 Y11 L e
Yo $21 P22 Y21 €2t

Yt = (I>1Yt,1 +&r ~ VAR(l)
105

lze vyjadtrit maticoveé

tj.
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Podminky kauzality a invertibility u VARM A procesi lze vyslovit néasledujicim zpisobem:

Kritérium kauzality det ®(z) #0 pro vSechna z € C tak, 7Ze |z| <1
Kritérium invertibility det®(z) #0 pro vSechna z € C tak, Ze 2| <1

PozNAMKA 1.1. Podminku kauzality lze formulovat ekvivalentné také tak, Zze vSechna vlastni ¢isla matice

& By - Dy D,
I, 0 - 0 O
A-l 0 I, - 0 0O
0 0 - L, O

mpxmp

jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

Priklad 5.1. Uvazujme dvourozmérny nahodny proces typu VAR(2)
Yi=®1Y g +P2Y 0+ ey,
kde
0.5 0.2 -0.3 -0.7
1= ( -0.2 -0.5 ) a 2= ( 0.1 0.3 )

Pro ilustraci zndzornime simulované data, ktera se fidi timto modelem

b
Al

I I I
50 100 150 200

OBRAZEK 1. Simulovana data VAR(2) modelu.

Y[1]
0
|

-1

-2

-3

Y[2]

—— =

-1

-2

-3

o
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Simulovana data naznacuji, Ze jde o stacionérni proces, coz lze ovérit tak, ze vypocitdme absolutni hodnoty
vlastnich ¢isel matice modelu

0.5 0.2 [-03 -0.7
A_( d; Py )_ -0.2 -0.5|-0.1 0.3
L 0 1 0[]0 0

0 1] 0 0

Ziskané hodnoty
|A1] = 0.818 |Ao| = 0.597 |Ag| = 0.572 |A4] =0.572

zajistuji, Ze jde o stacionarni proces.

2. Modelovani vicerozmérnych ¢asovych fad pomoci kointegrace

Pti modelovani vicerozmérnych ¢asovych fad je ti¢elné rozliSovat mezi

» kratkodobymi vztahy mezi ¢asovymi fadami, které ¢asem mizi, a
» dlouhodobymi vztahy, které maji dlouhodobé trvani.

Pripomenme dva typické pfiklady ndhodnych procesti nejprve s kratkou a pak s dlouhou paméti.

Kauzalni AR(1) proces:
(1-¢B)Y; =¢y, kde || < 1.

Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme kauzalni proces, musi existovat takova posloupnost reilnych cisel

() AR(I){ j}] "

Yo=Y ey ~ MA(w),
=0

ve které se vahy

bilého sumu exponencialné snizuji. Bily Sum se interpretuje jako posloupnost nekorelovanych (popf.
nezéavislych) ,Soki* a v tomto pripadé vidime, Ze vliv ,Soku“, které se udaly v minulosti, velmi rychle
slabne, takze jde o proces s kratkou paméti.

Poznamenejme, Ze tuto vlastnost kratké paméti maji vSechny kauzalni AR(p), invertibilni M A(q) a
kauzalni a invertibilni ARM A(p,q) procesy. Skutecnost, Ze jde o stacionarni posloupnost, budeme

zkracené znacit symbolem | I(0) | a fekneme, Ze jde o integrované procesy fadu nula.

Nahodna prochazka I(1):
(1 - B)Y} =&t
je limitnim pfipadem AR(1) procesu, kdy ¢ =1, tj.
Vi=Yiq+er=) ey,
=0

takze vSechny ,Soky* maji stejnou vahu

¥j=1

a vliv minulych ,,8okid“ nemizi — maji dlouhou pamét. TotéZz plati pro vSechny integrované procesy,
tj. pro takové procesy, které po diferencovini se stanou staciondrnimi, coz symbolicky oznac¢ime jako

1(d).
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Vsimnéme si dale vztahi, které se tykaji linearnich kombinaci I(d) procesti.
Plati (zfejmeé)
(1) {X¢} ~1(0) = {a+bXi} ~ 1(0)

(2) {Xi}

X,
(3) th {

S

2

1) =  {a+bXy) ~ I(1)

2

2

%83} = {aX,+bY;) ~ I(0)

2

(1)
1(0)

2

} = {aX;+bY;} ~ I(1)

(5) ?Yiﬁ y %3} PEE raX, +bY) ~ I(1)

Posledni vlastnost v8ak pro néktera {X;} a {Y;} nemusi platit. MizZe totiz existovat jejich linearni kombinace,
ktera je jiz stacionarni, tj. {aX; +bY;} ~ I(0). Proto Engle a Granger (1987) zavedli pojen kointegrace, ktera
se tyka dvou (¢i vice) integrovanych procestu.

Problematika dlouhodobych vztahti souvisi s pojmem rovnovazny stav (ekvilibrium), ktery chapeme
jako stav, ke kterému je systém neustale pritahovan.

P1i konstrukci modelti ¢asovych fad je logické vychézet z predpokladu, Ze vyvoj jednotlivych fad spjatych
teoreticky zdivodnénym vztahem se v dlouhodobém ¢asovém horizontu nerozchazi. Pokud odklon smért vyvoje
¢asovych fad je pouze kratkodoby, casem se vytraci a existuje mez, za kterou nemiize jit, potom fikame, Ze Casové
fady jsou v rovnovazném stavu (ekvilibriu).

Prikladem muze byt cena podobnych potravin v rtznych zemich, poptavka po penézich a hodnota penéz,
kratkodobé a dlouhodobé trokové miry apod.

Obecné hleddme-li rovnovazny stav mezi proménnymi, které jsou slozky m-rozmérného vektoru
Y= (Yi4,...,Yme) , chceme najit vektor 3 takovy, aby platilo
B'Y;=0 v kazdém ¢ase t.
V praxi tolerujeme kratkodobé odchylky od rovnovazného stavu, které znac¢ime v Case t jako
Z; =Y.

Hledame tedy vektor B takovy, Ze odchylky od rovnovéhy {Z;,t € Z} tvoii stacionarni proces s nulovou
stfedni hodnotou a koneénym rozptylem.

Ukazuje se, ze tohoto dlouhodobé rovnovazného stavu lze dosahnout i v pripadé, Ze jednotlivé veli¢iny jsou
integrované. Kointegrace je vhodnym nastrojem k analyze téchto vztah.

Timto tématem se intenzivné zabyval nositel Nobelovy ceny z ekonomii Clive Granger. Zakladni myslenky
jsou shrnuty v ¢lanku Granger & Engle (1987), kde je i néasledujici obecna definice pojmu kointegrace.

DEFINICE 2.1. Necht b,d € N a d > b. Rekneme, Ze slozky m-rozmérného nahodného procesu {Y,,teZ}
jsou kointegrované tadu d, b, jestlize
(i) v8echny slozky Y; jsou I(d) a
(ii) existuje nenulovy vektor B = (B1,...,8m)’ takovy, Ze slozky linearni kombinace Z; = 8"Y; jsou I(d - b).
Vektor 3 se nazyva kointegraéni vektor. Kointegraci budeme znagcit
Y, ~ CI(d,b).

Je zfejmé, Ze kointegraéni vektor neni jednoznacny. Staci jej vynasobit nenulovou konstantou a opét dosté-
vame kointegrac¢ni vektor. Pro dimenze m > 2 muZe obecné existovat vice nezavislych kointegra¢nich vektora.
Existuje-li 7 (r <m —1) takovych nezavislych vektortu, pak se [r]se nazyva Fad kointegrace.

V dalsim se sezndmime s raznymi modely kointegrovanych ¢asovych fad, z nichz nékteré umoznuji modelovat
pouze jeden kointegracni vektor (tzv. jednorovnicové modely).
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Priklad 5.2. Uvazujme dvourozmérny nahodny proces {Y; = (Y14,Y2,)",t € Z}, ktery je (pro A # 0) definovany

vztahy
Yipg = aoYoi+ery . Yii—aYe; = e
Yor = Yo 1+eoy Yor—Yoi 1 = €9y

coz lze vyjadrit maticové takto

1 -« Yig ) (0 0 Yieer )\ [ et
0 1 Yo, 0 1 Yoio1 )\ e2r )’

Vsimnéme si, Ze tento proces neni v obvyklé (tzv. redukované) formé, kde ®g = I,,,, ale v tzv. strukturdlni VAR

formé (SVAR model),tj.
(I)()Yt - (I)IYt—l =&~ SVAR(I)

Podivame-li se na jednorozmérny proces {Ya,t € Z}, vidime, Ze jde o ndhodnou prochazku, tj Y2, ~ I(1).
Také je zfejmé (viz prvni rovnice), ze i Y1+ ~ I(1). Hned z prvni rovnice vidime, jak bude vypadat kointegra¢ni

vektor, nebot
Yl,t - aYQ,t =&t~ WN(070€12) ~ I(O)v

takze vektor Yy = (Y14, Y2:+) je kointegrovany fadu CI(1,1) s kointegraénim vektorem
/3 = (17 —O[),.
Pro nézornost vykreslime simulovana data, ktera se #idi timto modelem, a to pro dvé rizné hodnoty para-

metru .

15
|

10
|

I I I I I I
0 20 40 60 80 100

OBRAZEK 2. Simulovana data C'I(1,1) procesu pro dvé hodnoty a € {0.5,0.85}. Tlustéa
¢ara se tyka procesu {Ya,,t € Z}, proces {Y,,t € Z} reprezentuji dvé fady, ¢arkovana ¢ara
se tyka hodnoty a = 0.85 a tenké ¢ara hodnoty a = 0.5.
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2.1. Jednorovnicové modely.

2.1.1. Staticky regresni model kointegrovangch velic¢in. Uvazujme nejprve obecné (m+1)-rozmérny nahodny
proces {Z; = (Y}, X})',t € Z}. Jednim z moZnych pfistupi, jak modelovat vzajemny vztah mezi Y; a Xy, je pouziti
tzv. statického regresniho modelu

YVi=c+BXi+e g ~WN(0,02).

Tyto jednoduché modely jsou velmi oblibené. Jejich konstrukci je vSak tfeba provadét obezfetné, nebot
jejich pouziti mé smysl jediné v piipadé kointegrovanych procesit CI(1,1). Pfi pouZiti nekointegrovanych
nestacionarnich ¢asovych fad miZe vzniknout situace, které se nazyva zdanliva, resp. nesmyslna regrese
(anglicky spurious regression).

Uvazujme pro jednoduchost piipad, kdy m = 2. MuZe se totiz stat, Ze i kdyZz {X;} i {Y;} vécné& nesouvisi,
presto v regresnim modelu, kde jedna fada vystupuje v pozici nezavisle proménné, druhd v pozici zavisle
proménné, je index determinace R? velmi vysoky, také F-test i viechny t-testy ukazuji na vhodnost regresniho
modelu.

Typicky pripad zdanlivé regrese budeme demonstrovat na nasledujicim piikladu.

Priklad 5.3. Uvazujme dvourozmérny nadhodny proces {Y; = (Y14, Ya:)',t € Z}, ktery je definovany vztahy

Yipg = oq1+Yi1+ery

Yor = ao+Yoy1+egy
takze jde o dvé ndhodné prochazky s posunutim, které spolu nijak nesouvisi. Pro nazornost vykresleme simulo-
vané data.

150
1

100
Il

50
Il

T T T T T
0 50 100 150 200

OBRAZEK 3. Ukazka dvou nesouvisejicich vychylenych nahodnych prochézek Y, = o; +
Yji-1+€e, kdegj, ~ N(0,1) (j=1,2), a; = 0.8 (Cerna cara), ag = 0.6 (Sed4 cara)

Pro simulovana data uvazujme statickou regresi tvaru
Yl,t = ﬂo + ﬁ1Y27t + &, kde Et ~ WN(O, 0'62)

V nésledujicich dvou tabulkiach uvadime vysledky statické regrese z hlediska odhadu parametrt a p¥islusnych
statistik.

Tabulka t—statistik pro koeficienty (g, 51 Tabulka s vysledky F—testu
Estimate Std. Error t value Pr(>[t]) Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
(Intercept) 7.7569 0.5280  14.69 0.0000  y2 1 359465.55 359465.55 25973.43  0.0000
y2 1.0765 0.0067 161.16 0.0000  Residuals 198 2740.27 13.84

R?=0.992, R, = 0.992
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Vidime, Ze koeficienty By, 81 se vyznamné lisi od nuly a také model se jevi jako velmi vhodny, nebot podle
koeficientu determinace R? ¢asova fada {Ya;} vysvétluje 99% variability casové fady {Y7 .}, prestoze ob& dvé

¢asové fady spolu nesouvisi.

Vysledky regrese potvrzuje i grafickd interpretace statické regrese.

150
1

100
1

Y1

50
1

T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140

Y
OBRAZEK 4. Staticky regresni model Y;; = By + 1Y2, + €, pro simulovana data dvou ne-

souvisejicich vychylenych ndhodnych prochazek. Jednotlivymi body je prolozena regresni
primka.

Protoze pro tyto dva nahodné procesy neexistuje kointegracni vektor, rezidualni slozka nebude bilym Sumem.
Pro testovani autokorelace rezidui prvnfho fadu je pouzividn Durbintiv—Watsoniiv test.

DURBINUV-WATSONUV TEST AUTOKORELACE REZIDUI 1. RADU

Durbinova-Watsonova statistika je definovina vztahem

i(rt - Tt—1)2
pw=2=2__

Ms

2
T

t=1

Protoze plati (a - b)? < 2a? + 2b2, dostavame

n n
2y rtz +2y rtz_l
DW < _t=2 t=2

<4 = 0<DW <4

n
X
t=1

Vzhledem k tomu, ze Er =0, bude pro vétsi hodnoty n platit

n 9 n 9 n—-1 9
DTEEDTEE ) T
t=2 t=1 t:l
Ozna¢me vybérovy autokorelacni koeficient:
n—1
E(rire) tZl Tee1Tt
N + = . R
p(1) = - = DW ~2(1-p1) nebo p(1)w~1-20.

\ _D\TtD\T't+1 n-1 2 n-l 2
2T X T
t=1 t=1
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Pokud budou rezidua malo korelovana, hodnota D se bude pohybovat kolem 2.
Kladna korelace zpiisobi, ze DW € (0,2) a zaporna korelace zpiisobi, ze DW € (2,4).

Piesné rozdéleni statistiky DW zavisi na tvaru matice planu X, proto jsou tabelovany intervaly dj a
dy, ve kterych se nachazi kritické hodnoty (pro rizna n, k a «).

Dolni a horni hranice Durbinova-Watsonova testu na 5% hladiné vyznamnosti

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5+
n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU
50 | 1.50 | 1.59 | 1.46 | 1.63 | 1.42 | 1.67 | 1.38 | 1.72 | 1.34 | 1.77
60 | 1.55|1.62 | 1.51|1.65|1.48 |1.69| 144 |1.73|1.41 | 1.77
70 | 1.58 | 1.64 | 1.55 | 1.67 | 1.52 | 1.70 | 1.49 | 1.74 | 1.46 | 1.77
80 |1.61|1.66|1.59|1.69|1.56|1.72|1.53|1.74|1.51|1.77
90 | 1.63 | 1.68 | 1.61 | 1.70 | 1.59 | 1.73 | 1.57 | 1.75 | 1.54 | 1.78
100+ | 1.65 | 1.69 | 1.63 | 1.72 | 1.61 | 1.74 | 1.59 | 1.76 | 1.57 | 1.78

kde k je pocet nezavisle proménnych v regresni rovnici.

Pro rychlé posouzeni autokorelace prvniho fadu vystac¢ime s nasledujici tabulkou:

Pokud hodnota Durbinovy-Watsonovy statistiky DW bude v mezich
0 az dL dL az dU dU az (4—dU) (4—dU) az (4—dL) (4—dL) az 4
Zamitame Ani Nezamitame Ani Zamitame
Hy nezamitame nezamitame Hy
KLADNA ani nulovou ani NEGATIVNI
autoko- | nepfijimame hypotézu nepfijimame auto-
relace H, Hy H, korelace

Pro rezidua naSeho statického regresniho modelu vykreleme bodovy graf mezi r;_1 a r; a vypocitejme
hodnotu Durbinovy—Watsonovy statistiky.
DW =0.17

rhol=0.91 p-value=0

o
—

It

10

1=}
OBRAZEK 5. Bodovy graf mezi ;-1 a r; pro staticky regresni model Yy, = By + 51Y2, + &4

pro simulovana data dvou nesouvisejicich vychylenych ndhodnych prochazek. Jednotli-
vymi body je prolozena regresni pfimka.

Vidime, Ze rezidua vykazuji vyznamnou pozitivni autokorelaci. Navic jsme provadéli regresi pro dvé ¢asové
fady, které spolu viibec nesouvisi.
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V literatufe (viz Arlt, 1997) je uveden empiricky poznatek o souvislosti mezi vysokymi hodnotami F—statistik
modelt, jako i t—statistik regresnich koeficientt a nizkymi hodnotami Durbinovy-Watsonovy (DW) statistiky
rezidui u zdanlivé regrese. Je to natolik charakteristicka vlastnost zdanlivé regrese, ze Granger a Newbold (1974)
navrhli, aby splnéni nerovnosti:

R?>>DW

tj. kdyZz koeficient determinace je vétsi nez DW statistika, bylo ur¢itym indikdtorem nebezpeci existence zdanlivé
regrese.

Piiklad 5.4. Vratime se k piikladu, kde vystupuje dvourozmérny kointegrovany néhodny proces {Y; =
(Y14, Y2,)  teZ} ~CI(1,1), ktery je (pro A # 0) definovany vztahy

Yl,t = 04Y2,t tEe1
You Yo 1+eo,

Pro simulovana data uvazujme statickou regresi tvaru
Yl,t = 60 + ,@1Y2,t + &t kde et ~ WN(O, 0’52)

V nésledujicich tabulkidch uvadime vysledky statické regrese z hlediska odhadu parametri a pfislusnych
statistik, a to pro dvé rizné hodnoty parametru « € {0.85,0.5}.

Tabulka t—statistik pro koeficienty 5o, 81 pro a = 0.85 Tabulka s vysledky F—testu pro a=0.85
Estimate Std. Error t value Pr(>t|) Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
(Intercept) 0.0570 0.1819 0.31  0.7547 y2 1 4688.54  4688.54 3800.08 0.0000
y2 0.8684 0.0141 61.64  0.0000 Residuals 98  120.91 1.23
R? =0.975, Ridj =0.975
Tabulka t—statistik pro koeficienty Bg, 51 pro = 0.5 Tabulka s vysledky F—testu pro a=0.5
Estimate Std. Error t value Pr(>t|) Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
(Intercept) 0.0570 0.1819 0.31  0.7547 y2 1 1670.84 1670.84 1354.23 0.0000
y2 0.5184 0.0141 36.80  0.0000 Residuals 98  120.91 1.23
R*=0.933, R, =0.932

Vidime, Ze koeficienty £ se vyznamné lis{ od nuly a také oba modely se jevi jako velmi vhodné, nebot podle
koeficientu determinace R? asova fada {Ya,;} vysvétluje 97.5% (pro A = 0.85) a 93.2% (pro A = 0.5) variability
casové fady {Y1.}. Dale si v8imnéme, jak byl pomoci statické regrese pomérné dobfe odhadnut parametr o
pomoci parametru [.

Na néasledujicim obrazku jsou vykresleny pro dvé rtizné hodnoty parametru « € {0.85,0.5} vysledky statické
regrese.
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OBRAZEK 6. Staticky regresni model pro simulovana data C'I(1,1) procesu pro dvé hod-
noty a € {0.5,0.85}. Cerna koletka reprezentuji dvojice {Yay, Y1319 pro hodnotu para-
metru a = 0.85 a Seda kolecka pro hodnotu parametru « = 0.5. Jednotlivymi body je
proloZena regresni primka. Pro prvni model byl odhad parametr 8; roven hodnoté 0.868,
v druhém pfipadé hodnoté 0.518.

Pro rezidua obou statickych regresnich modeli vykreleme bodové grafy mezi r;_1 a 14 a vypocitejme hodnoty
Durbinovy—Watsonovy statistiky.

DW =2.05 rhol=-0.02 p-value =0.89824 DW =2.05 rhol=-0.02 p-value =0.89824
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OBRAZEK 7. Bodové grafy mezi r,_; a r; pro oba staticky regresni modely. Jednotlivymi
body je prolozZena regresni primka.

Vidime, Ze zamitdme hypotézu o autokorelaci prvniho fadu, nebot hodnota DW statistiky je velmi blizka
ke dvojce. Vysledek testu odpovida faktu, Ze jsme model navrhli tak, ze plati

Yie = aYoi+er, g1t~ WN(0,0%).

Kromé toho plati
R% < DW,

coZ nesignalizuje vznik zdanlivé regrese. Tento regresni model je spravny, statisticky korektni a existujici.
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Pfipomenme, ze zdanliva regrese nemuze nastat v piipadé, kdy oba dva procesy jsou stacionarni (tj. jde
o procesy I(0)), nabizi se myslenka nestacionarni procesy I(d) s d > 1 nejprve diferencovat a pak je pouzit
ve statické regresi. Jenze touto cestou nelze postupovat, protoze se tim ztraci dtlezité informace o dlouhodobém
vztahu {X;} a {Y;}.

Je vidét, ze praveé snaha konstruovat regresni model tak, aby

» respektoval jak kratkodobé, tak dlouhodobé vztahy
® a piitom se vyvarovat zdanlivé, nesmyslné (angl. spurious) regrese

vedla k zavedeni pojmu kointegrace a k zavéru, Zze v regresi je tfeba pouzivat nediferencované casové rady,
které vSak musi splnit ur¢itou podminku, a to aby byly kointegrované.

Zavér. Uvedme tii divody, pro¢ lze povazovat princip kointegrace za tstfedni myslenku modelovani integrova-
nych casovych fad.

(1) Stacionarni linearni kombinaci integrovanych (tj. nestacionarnich) procesi (jde o jakysi slozeny
proces) lze chapat jako odhad ekvilibria, které spojuje uvazované procesy. Ekvilibrium je v tomto
pripadé stfedni hodnota této linearni kombinace obou procesii.

(2) Regrese obsahujici integrované (tj. nestacionarni) procesy mé smysl pouze tehdy, pokud jsou procesy
kointegrované (tj. jsou spjaté spole¢nym stochastickym trendem, jinak ma kazda ¢asova rada jiny
smér vyvoje). Test kointegrace dvou nédhodnych procesi je zarovenni metoda odliSeni mezi pravou
regresi a zdanlivou regresi.

(3) Skupinu kointegrovanych procesi lze popsat (kromé jinych modeli) také pomoci tzv. ERROR-
CORRECTION modelu. Tento model obsahuje parametry, které charakterizuji miru vychyleni systému
od dlouhodobé se prosazujiciho ekvilibria.

2.2. Dynamicka regresse. Uvazujme nejprve, ze

{Xe}, {Ve} ~ 1(0).
Jejich vztah mtze byt modelovan pomoci regresniho modelu

Y =c+ BX; + uy,

pii¢emz mohou nastat dva piipady (a) us ~ WN(0,02) - jde o korektni regresni model
(b) ug ~ AR(D), tj. ut = @rug—1 + -+ Qpus_p + &1, €t ~ WN(0,02).

Ad (b): pokud pro odhad parametri ¢ a 8 pouZijeme klasickou metodu nejmensich ¢tverct, tj. Cors a BoLs,
pak odhady sice budou nestranné, ale nebudou vydatné (nebudou mit nejmensi rozpyl).

Pokud napft.
ug ~ AR(1) tj. up = ui—1 +&;, kde |pl<1l a ¢>0,
pak nekorektni OLS nabizi smérodatné odchylky odhadi, které jsou mensi nez ve skutecnosti, coz v tomto
pripadé miize vést k zamitnut{ nulové hypotézy, i kdyz tomu tak byt nemaA.

Problém autokorelovanych rezidui lze Fesit pomoci tzv. dynamické regrese. Vratme se k jednoduchému
prikladu
Yi=c+ 08Xt +us, kde  wup=puiq+ey, 5t~WN(O,02).
- ———
(*1) (%2)
Budeme se snazit dostat regresni rovnici, ve které bude misto chybového AR(1) procesu bily Sum. Proto
postupné upravujme

z rovnice (*2) € = U — PU1 (*20)
z rovnice (*1) Uy Yi—c-BXy (*1d)

Dosadime-li vztah (*1b) do vztahu (#2b), dostaneme
er=Yi—c-BXy—o(Yii1 —c-BXi1)

a odtud pak
Yi=c(l-¢)+ Y1+ BXs —pBXi 1 +ey, er ~WN(0,02).



116 M5201 Stochastické modely ¢asovych fad
Tento model se nazyva AUTOREGRESSIVE DISTRIBUTED LAG MODEL (nékdy se zna¢i ADL, ¢astéji ARDL) a
piSeme
Y; ~ ARDL(p,q) = ARDL(p,q;k) s p=1,gq=1 a k=1 (pocet vysvétlujicich proménnych)
Porad zustava otézka, jak parametricky popsat dlouhodobé rovnovazny stav (tj. ekvilibrium) mezi endo-
genni (tj. zavislou) a exogenni (tj. nezéavislou, vysvétlujici) proménnou.
Vratme se k prikladu
Y;g =Cc+ /BXt + Ut
kde
(a) ug ~ WN(0,02) s Euy =0, Duy = 02. Pak
EY, =c+ pEXq,
takze dlouhodobé se prosazujici vztah je dan parametrem , ktery se pak nazyvid dlouhodoby mul-
tiplikator (long-run multiplier).

(b) v pfipadé dynamické regrese, kdy napf.

Up = QU1 + E¢ s e ~WN(0, 03

i = c(1-9)+¢Yi1+BXi—oBXi1+e
prepisme piedchozi vztah pomoci operatoru zpétného chodu
(1-9B)Y; =c(1-¢)+B(1-¢B)X; +e&.

Protoze predpokldadame, ze
EYi =LY, a EXi=EX;y,

dostaneme
(1-p)EY;=c(1-9)+B(1-p)EXy,
takze (1 ) a )
- - P
FY;,=c +p EX;=c+BEX
- T '

a parametrem je opét dlouhodoby multiplikator (long-run multiplier).

Prepisme nyni model
YVi=c(l-9)+ Y+ X, —pBXi1 +e

trochu jinak. Proto upravujme

Yi-Yir = c(l-¢)+(p-1)Yi1 +B(Xe = Xi1) = B - 1) Xpo1 + &1
error correction
—_——

AY, = c(1-¢)+PBAX, + (p=1)(Yie1 - BX1) +et

modeluje kratkodoby vztah modeluje dlouhodoby vztah
Vztah na poslednim fadku se nazyvd modelem korekce chyby (anglicky ERROR CORRECTION MODEL,
EC-model ¢i ECM).

Dlouhodoby vztah mezi ¢asovymi fadami je vyjadien regresorem (Y;_1 —5X;_1), ktery obsahuje dlouhodoby
multiplikator . Zbytek modelu popisuje kratkodoby vztah mezi ¢asovymi fadami.

Parametr vyjadiuje miru odlisnosti kratkodobého vztahu od vztahu prosazujiciho se dlouhodobé.
Lze ho interpretovat jako rychlost, s jakou se kratkodobé vychyleni od rovnovazného stavu ztrati, nebo jakou
silou se prosazuje rovnovazny vztah mezi ¢asovymi fadami.

Nyni uvazujme obecny ARDL(p, q; k) model s k vysvétlujicimi proménnymi ve tvaru:

k
ap(B)Y;=c+ Z;,Bz‘q(B)Xi,t +ug,
1=
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kde

oy(B)

l-a1B----a,B?
1+ Bi1B+ -+ 3 ¢BY pro i=1,...,k.

Tento model lze ve stfednich hodnotéach vyjadfit nasledujicim zptsobem:

k
a,(1) EY; =c+ Zl Big(1) Xy
i

BY,-c'+ ¥ B EXyy  kd oo 1o g = Bul)
= AT EX kde et = gy A= G
Budeme se nyni snazit i tento model vyjadrit v ECM formé. Vsimnéme si, ze lze pro ¢ = 1,...,k psat

(za predpokladu, Ze polozime ;o = 1)

q .
Bif(B)Xit =) BijB Xiy = BioXe+Bin Xy +BinXs +-+Big2Xs  +Big1 X  +Big Xy
3=0 —BinXe —BioXy ——Big2Xs  —Big1Xe  —Lig Xy

+Pi1 X1+ Bio X1+ +Bi g2 X1 +Big-1 X1 +BigXi-1
—BioXi—1—+Big-2Xi-1 —Big-1Xi-1 —BigXi-1

+Bi,g-2Xi-g+2+Bi,g-1Xt—qe2+Bi ¢ Xi—g+2
_Bi,q—lXt—q-f-Q _ﬁi,th—q-f-Q

+8i,q-1Xt-qe1+ 85, Xi—q+1

_/Bi,th—q-H
+Bi,qXt-q
Tedy mizeme psat
q , q
Big(B)Xit = Y BijB’ Xis = BioXe + ). Bl AX,
§=0 3=0
kde
q
Bio = Bij=Bi(1)
§=0
aproh=1,...,q
l h - Z BZJ
Zcela analogicky provedeme
ap(B)Y:=(1- Z O‘JB])Yt =Y - Z a]BJYt
J= J=1
P P
=Y - ZO‘JYtJFZO‘JYt ZaJYt 1+ZO‘JYt 1= Yo+ Y Yo+
j=1 j=2 7=2 7=3
(1_Z§'):1 o;)Y: AYi: Z 1% AYt-l’zg)zz Qj

- Z OéjY%—p+1 + OCpY;S—p+1 - Oépy;f—p
Jj=p-1

apA}/t—p+l

p
= (1 - OéS)Y;J + Z a;AYHl,j
j=1
kde

p p
(1—@6):1—Zaj=ap(1), a ah*:Zaj (h=1,...,p).
=1 j=h
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Na zékladé predchozich vztaht a po dalsich upravach muzeme ARDL(p,q;k) proces vyjadiit v ECM formé
takto

k q-1 k q-1
AYy=c+) Y Biy(DAXi i+ Bi;(1) D) AXiyj
i=1 Jj=0

i=1 =0

p-1 q-1 k
- Z aj(l)A}/t—j - ap(l) Z A}/t—j + 7(}/15—3 - Zﬁ:Xi7t—s) + Vg,
j=0 j=p i=1

kde
v =a(l), s = max(p,q).

3. Kointegracéni analyza

Koncept kointegrace by nebyl prakticky aplikovatelny bez statistické teorie testovani kointegrace a odhadu
parametri kointegrovanych linearnich systémt. Tuto problematiku jako prvni zpracovali Granger a Engle (1987).

Prigli s jednoduchym testem kointegrace zaloZenym na testu stacionarity rezidui statické regrese pomoci
testl jednotkovych kofenii a zdtivodnili metodou dvoustupiniového odhadu parametrii modelu EC, ktery spociva
v tom, Ze se nejprve odhadnou parametry kointegrac¢nich vektorii a potom ve druhém kroku se na jejich zéakladé
odhadnou ostatni parametry. Uvedeny test kointegrace a metoda odhadu parametri modelu korekce chyby byly
zékladnim krokem k rozsiteni praktickych aplikaci kointegra¢ni analyzy zejména ekonomickych ¢asovych rad.

Obecné lze Tici, ze kointegracni analyza muZe byt uskuteénéna vice zptusoby — bud korektné pomoci nume-
rickych testi a kointegracni regresni rovnice anebo pfiblizné, ale zato nazorné, pomoci grafického znazornéni.

V dal§im textu bude ukizan pouze zékladni zpiisob pomoci numerické kointegrac¢ni analyzy, kde jeji postup
pozustava ze dvou nésledujicich kroki:

(1) Testovani integrovanosti veli¢in test I(1) = test tzv. jednotkovych kofeni.

(2) Testovani vyskytu kointegrace dvou veli¢in test CI(1,1). Prakticky to znamené, Ze kointegraci dvou
(obecné m) veli¢in ma vyznam testovat jen tehdy, pokud jsou obé veli¢iny nestacionarni a tzv. inte-
grované alespon fadu 1. Tuto skutecnost lze zjistit pravé pomoci testi jednotkovych kofent.

3.1. Testovani jednotkovych kotrenti a kointegrace. Testovani jednotkovych kofeni slouzi ke stanoveni
typu nédhodné veli¢iny, tj. zda veli¢ina je nestacionarnim procesem typu I(1), tzn. integrovanym procesem 1.
radu. Casova fada je typu I(1), kdyz jeho diference je obecné stacionarni ¢asova fada typu I(0) = ARM A(p, q),
ve specialnim a nejjednodussim piipadé je to tzv. bily sum WN = ARM A(0,0) = AR(0) = M A(0).

Pokud uvazujeme jednoduchy stacionarni AR(1) proces typu I(0):
O(B)Y;=g tji. Yi=Yi-pYii+er a e ~WN(0,02),

pak se tento proces stane nestacionarnim typu (1), kdyZz polynom ®(z) ma jednotkovy koifen, coz u AR(1)
znamend, ze @1 = 1. V tom pripadé jde o ndhodnou prochdzku, ktera obsahuje tzv. stochasticky (nedeterminis-
ticky) trend a proces je nestacionarni v rozptylu, pfi¢em? rozptyl roste pfimo amérné s ¢asem (délkou) ¢asové
rady, tj.
DY, = to?2.
Na testovani (nulové) hypotézy
Hy:p1 =1 proti alternative Hy :|p1] <1 (stacionarita)

existuje nékolik parametrickych a neparametrickych testu:

® mezi parametrickeé testy patii zakladni Dickey-Fullertv (DF) test a rozsifeny Dickey-Fulleriv (ADF)
test;

» mezi testy neparametrické lze zaradit test Phillipsiv, testy Phillips-Perronovy, Newey-Westovy, Bie-
rensovy, Bierens-Guovy a alternativni KPSS (Kwiatkowski Phillips Shmidt Shin)
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Pro testovani kointegrace existuje vicero testi: CRDW Durbiniv—Watsontiv, CRDF Dickeytav—Fullertv
(se dvéma variantami), CRADF Augmented DF, Phillipsiv, Johansentv, Engle-Grangertav a Bierensuv.

Uvedené testy jsou podrobné popsany v literature Hamilton (1994), Arlt (1999), Arlt & Arltova (2003),

Neubauer (2005).

Priiklad 5.5. UvaZzujme dvourozmérny kointegrovany nahodny proces, ktery je definovan nasledujicim zpiiso-

bem

YVLt =0.5 Yé,t + U kde

Yoir=Yi1+eay

10

10 15

0.5

-15 -1.0 -05 0.0

Ut = O.6ut_1 - 0.2ut_2 + 0.1ut_3 te14 a €1 ™ N(O, 052)

2.4 ~ N(0,0.5%)
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OBRAZEK 8. Simulovana data dvourozmérného kointegrovaného nahodného procesu jsou
vykreslena v prvnim panelu. Cerna ¢ara znaci proces Y5, a Seda Y7 ;. Ve druhém panelu

je znazornén AR(3) proces u;.

Kointegracni vektor je tvaru

B=(1,8)"=(1,-05)"

Pii odhadovani neznamych parametri vyuzijeme dvoukrokovy algoritmus navrzeny Grangerem a Englem.

V prvnim kroku ziskdme rezidua ze statického regresniho modelu, ktery popisuje dlouhodoby vztah mezi
dvéma casovymi Ffadami.

Yig =060+ 1Yo+ e

Odhadem 3 obdrzime odhad dlouhodobého multiplikatoru, ktery popisuje dlouhodoby vztah mezi Yo, a Y.
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€
Yii=PB0+pb1Yo +e ¢
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OBRAZEK 9. Regrese OBRAZEK 10. Odhady reziduf

Vysledky regrese jsou déany v nasledujicich dvou tabulkéch.

Tabulka s vysledky F—testu

Tabulka t—statistik pro koeficienty By, 51 Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Estimate Std. Error t value Pr(> |t])

2 1 . 95 263817 0.
(Intercept)  0.1914 0.0528  3.63  0.0003 . . 9715.95  975.95 263817 0.0000
5 0.4822 0.0094 51.36 0.0000 Residuals 248 91.74 0.37
Y ' ' ' ' R*=0.9141, R?,; = 0.9137

Na zakladé vysledkd vidime, Ze odhad dlouhodobého multiplikatoru se blizi hodnoté 0.5.

Rezidua, ktera jsme ziskali v prvnim kroku, pouzijeme do dalsiho regresniho modelu
AYl,t = b() + bla + bgAYQVt_l + bgAYLt_l + €

Vysledky regrese v druhém kroku jsou dany v nasledujicich dvou tabulkéch.

Tabulka s vysledky F—testu
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Tabulka t—statistik pro koeficienty By, 51
Estimate Std. Error t value Pr(> |t])

ect 1T 1402 1402 40.12  0.0000

(Interceptz 8.2; 8.83 g.ég 8.33 Deltay2l 1 oot e 012 0.0000

Deltay2 1 0,32 000 348 ooy DeltaYLl 1 1260 12.69  36.32  0.0000
' ' ' ' 00" Residuals 244 85.25 35

DeltaY1.1 -0.42 007  -6.03 0.00 —BICHan 0

R?=0.2403, R, = 0.231
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4. Modelovani heteroskedasticity

Ve vsech predchozich modelech chybové slozky mély vzdy konstantni, tj. homoskedasticky rozptyl. V real-
nych situacich je vSak ¢asto tato podminka nesplnitelné. Pak je mozné

» bud provést transformaci stabilizujici rozptyl,
» nebo pouzit modely, které s heteroskedasticitou pocitaji.

vz

Nejznaméjsi jsou modely navrzené Robertem Englem (nositelem Nobelovy ceny za ekonomii v r. 2003).
V ekonometrii se pojmu variabilita fika volatilita (pfelétavost) a mluvi se o volatilité ménici se v ¢ase.

4.1. Autoregresivni podminéna heteroskedasticita. Autoregresni modely s podminénou heteroske-
dasticitou (ARCH; AutoRe-gressive Conditional Heteroskedasticity) predstavuji pomérné rozséhlou tiidu mo-
delu, vyuzivanych zejména pii analyze finan¢nich ¢asovych fad. Pravé finan¢ni ¢asové fady (napiiklad vyvoj cen
akcif, derivatt, dluhopist, turokovych mér nebo sménnych kurzii) se vyznacuji v ¢ase proménlivym rozptylem,
a tuto vlastnost je mozné zachytit pomoci podminéné heteroskedasticity.

Daily Closing Prices of the France Stock Index CAC
from 22 August, 1991 until 8 June, 1998
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I I I I I I I
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1500
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OBRAZEK 11. Ukazka ¢asovych fad s proménlivych rozptylem: vyvoj dennich zaviracich
kurzu akcif a prislusné logaritmické vynosy.
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Méjme realizace casové fady x¢, které vykazuji pomérné malé, ale stalé procentni zmény py, tj.
xp=1+p)xisr = logay =log(l+p)+logziy = Alogay =logx, —logxy—1 =log(1l+py).
Déle si pfipomenme, Ze pro dostate¢né mala p; (v absolutni hodnoté - cca do 15%) plati

Ipel #0 = log(l+p)~pr = Alogzy»py.

Vétsina analyz Casovych fad pracuje ne pfimo s ptuvodni ¢asovou fadou, ale néjakou jeji transformaci.
V piipadé finan¢nich ¢asovych fad jde tfeba o vynosy - relativni prirtstky cen.

Mé&jme napiiklad ceny akeii X;, pak jednoduché (aritmetické) vynosy oznac¢me

_ X - X
X1

A praveé pro Casové fady vynosi je charakteristickd promeénlivost v rozptylu.

Y; Xi=(1+Y)X;1 = AlogX;w~Y;.

4.2. ARCH(1) modely. Nejjednodussimi modely, které pocitaji s variabilitou, ktera se v ¢ase méni, jsou
ARCH (1) modely.

Tyto modely vychéazeji z predstavy, Ze napf. stacionarni model AR(1)

Yi=¢Yiq+e, (Jol<1)
je vhodné z divodu proménlivého rozptylu (proménlivé volatility) modifikovat tak, ze je tzv. podminéné
heteroskedasticky proces s konstantni podminénou stfedni hodnotou
E(e|Q-1) =0
a s podminénym v ¢ase se ménicim rozptylem
D(et|Q-1) = E(¢719%-1) = 07,

kde €;_1 je relevantni minulé informace az do ¢asu t — 1.

Konkrétni modely proménlivého rozptylu (tj. promeénlivé volatility) jsou potom dény specifickou formou
podminéného rozptylu o?.

Engle navrhl modely podminéného rozptylu tiidy ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).
Nejjednodussim z nich je model ARCH (1), ktery méa podminény rozptyl ve tvaru

ARCH(1): o2=ag+aie? ),
model ARCH (p) lze vyjadrit jako
ARCH(p): o7 =ag+aerj+-+ ozpaf,p.

Engle vyvinul teorii odhadu modeli A RCH, stanovil podminky konzistence a asymptotické normality maximélné
vérohodnych odhadi jejich parametri a predstavil test hypotézy o nepfitomnosti ARCH efektu ve slozce &;.

Definice modelu ARCH se stala zakladem pro mnoho dalsich typi line4drnich a nelinearnich modeld podminé-
ného rozptylu 2. Tyto modely vychazeji pfedevdim z empiricky pozorovanych vlastnosti konkrétnich finanénich
a ekonomickych ¢asovych fad.

Bylo napftiklad zjisténo, ze kvadraty logaritmu vynosu ¢asovych fad s vysokou frekvenci pozorovani (denni
nebo tydenni) jsou charakteristické relativné pomalu klesajici autokorelacni funkei, coz by vyzadovalo mnoho
zpozdéni v modelu ARCH, tj. vysokou hodnotu p. Engleho doktorsky student Tim Bollerslev proto ptisel
s myslenkou rozitit model ARCH o zpozdény podminény rozptyl o2. Timto zptisobem upraveny model ARCH
1ze zobecnit na tzv. GARCH (angl. Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) model, ktery ma
tvar

GARCH(p,q): 07 =ap+aier |+ + apetz_p FYOE fyqaf_q.
Model GARCH(1,1) se posléze stal nejpopularnéjsim modelem volatility v empirické praxi.

Poznamenejme jesté, Ze aby predchozi vztahy mély smysl, musi platit

a; >0, ’7j>0
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a aby proces byl slabé stacionarni, musi byt

Pokud plati

model se nazyva IGARCH.

Engle svou myslenkou modelu ARCH a dal$imi ideami inspiroval statistiky, ekonometry, finan¢ni teoretiky
a analytiky a prakticky i teoreticky orientované ekonomy po celém svété k publikovani stovek teoretickych a
praktickych praci zabyvajicich se danou problematikou. Modely ARCH a GARCH se staly jednim ze zéklada
nové védni discipliny, ktera se oznacuje jako finanéni ekonometrie.






KAPITOLA 6

State—space modely

Misto jednorozmérné ndhodné posloupnosti {Y;,t € Z} uvazujme posloupnost w-rozmérnych nahodnych
vektoria {Y,t € Z}, Y, € RY, které spliuji tzv. DATOVE A STAVOVE ROVNICE

DATOVA ROVNICE:
YtZGtXt-i-Wt t=1,2,3,...
STAVOVA ROVNICE:

Xt+1=FtXt+Vt t:1,2,3,...

pricemz
X; ... je tzv. stavovy v-rozmérny nadhodny vektor
W, ...]Jje sum mérent
V, ...]je Sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w x v
(popisuji vztah pozorovani ke stavu)
F; ... je posloupnost matic typu v x v

(modeluji dynamiku - tzv. matice piechodu)
Dale plati

EV:=0

EW;=0
W R; S
t £t EW,V| =S8,

C(Xy, (W, V})') =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.

) EW,W; =R,
t)

Piiklad 6.1. NAHODNA PROCHAZKA S DETERMINISTICKYM TRENDEM (Random walk with drift)

Méjme BeR,

gum procesu V; ~ WN(0,02),

nédhodné veli¢iny T'ry, pricemz Trg = pg = 0.
Déle necht pro t =1,2,... plati

C(Try,V;) =0 tj. Ty a V4 jsou nekorelované, coz znacime Try 1 V4.
Definujme
Trig=Tre+B+V;
a postupné upravujme
Trivy=Tri+B+Vi=Tria+B8+Via+ 8+ V;
= TTt_l +2B+V2 + ‘/t—l = ..

t

po t krocich = Trg +8t+ > V;
—— j=1
=po=0

() ve () e )

125

Polozme
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T 1 1\ (T |7
Xt+1:( %Jrl):(o 1)(gt)+(0t)=FtXt+Vt t=1,2,....

Ozna¢me $um méfeni Wy ~ WN(0,02) a polozme

Pak

Y =(1 0)(T”)+Wt:Gtxt+Wt t=1,2,....

.\ 8
=Gy
Jestlize X = Tgl , Vi, Wy, Vo, Wa, ... jsou nekorelované, dostavime stavové-prostorovou reprezentaci ndahodné
~—— Y—
prochdzky, pro kterou plati
, a2 0
EV:=0 DV,=FEV,;V, = 0” 0 =Q:=Q
EW,=EW,=0 DW,=EWW|=EW?=02=R;=R

EV,W/ = (8) =S, =8.

Priklad 6.2. SEzZONNI RADA SE SUMEM

Uvazujme sezonu délky

a sezénni komponenty | sy, ..., Sq
pricemz plati
Steq=St a S1+--+54=0.

Vzhledem k tomu, Ze plati

St+1 = St+1-d
St41 + 8¢+ 81+ + Spp1-de1 = 0,

tak odtud ziskdme deterministickou rovnici
St+1 = =S8t = St-1 =" — St4+2-d-

Pridejme Sum procesu V; ~ WN (O,ag a dostaneme po preznaceni stochastickou rovnici

Yiii=-Yi-Yi1—- Yo g+t Vi
PoloZzme

Yin -1 -1 - -1 -1 Y Vi

Y; 1 0 - 0 O Y 0

Xipi=| Y1 =10 o2 Yo |+]0

: oo w00 : :

Y;E+3—d 0 0 1 0 Yt+2—d 0
:Ft :Xt :Vt

tj. stavové-prostorovy model sezénni fady se Sumem je roven
X1 =FX; +Vy
Yt=(1 0 - O)Xt

—_—
=G¢
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1. Stacionarni stavové-prostorové (stace—space) modely

Pripomenme definici stace—space modeli:

DATOVA ROVNICE:
Yt:GXt+Wt t:1,2,3,...
STAVOVA ROVNICE:

Xt+1:FXt+Vt t:1,2,3,...
piicemz
Xy .. je tzv. stavovy v-rozmérny ndhodny vektor
W, ... je Sum mérent
V: ... je Sum procesu
G .. je matice typu w x v (popisuji vztah pozorovani ke stavu)
F .. je matice typu v x v tzv. matice prechodu

Dale plati

EV =0
EWt = 0
EW,;W; =R,
W, (R S : L
D( Vt ) = ( Sg Qt ) tJ. EVtVt = Qt

EW,V! =8,
C(X, (W, V}) =0, tj. jsou nekorelované

Vsechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.

Stavova rovnice se nazyva stabilni (také kauzdlni), pravé kdyZz vSechna vlastni ¢isla matice F lezi uvnitf
jednotkové kruznice, tj.

det(I-Fz)+0 pro V|z[<1.

Pokud je systém stabilni (kauzdln?), pak

X1 = . IV,
j=0

Y =W +G > F'V,
4=0
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Priiklad 6.3. AUTOREGRESNI PROCES RADU p

AR(p): Yi=¢1Yir+¢pYip+er, kde e ~WN(0,02),

Y1 ©1 P2t Pp1 Pp Y; €41
Y: 1 0 - 0 0 Yiq 0
Yia |=|0 -~ : Yio |+] O
: oo 000 s :
Yivop o - 0 1 0/ \Yir1p 0
——— —————— N —
=X¢+1 =F =Xt =V
Vi=(1 0 -+ 0)X,
—_—
-G

Priiklad 6.4. MA PROCES RADU ¢

MA(q): Yi=er+01e4-1+-+04c4—q, kde £t~WN(O,03),

Et 0 O 0 0 Et-1 Et
€t-1 1 0 0 0]]et-2 0
Et-2 =10 : ct-3 |+ 0

: : .o 00 : :
Et+l—q 0O - 0 1 0 Et—q 0
N— — —_—— ——

=Xt+1 =F =X =V,

Priklad 6.5. ARMA PROCES RADU p, g

ARMA(p,q): Yi=o1Yi1++@pYipter+0iei1++0,64, kdee~WN(0,02),

Y, Y 0
L B A RO | DY I I
}/%_2 0 . . }/t—3 0
: =1 : w1 : nEw
Yie1p : - 0 - : Yiop ’
o . : 1 . Et Et+1
€t . . - €t-1 0
: 0 - e P || 1 0
Et+l—q Ft-q 0
-F —— Y
=X¢+1 =X -V
}/;t = (QOI gpp 1 01 eq)Xt
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2. Nejlepsi linearni predikce pomoci projekce ndhodnych vektord druhého Ffadu
Mg&jme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P). Pro pevné zvolené v € N oznacme
V= {X=(X1,...,X,) : X1 e L*(Q,A,P),...,X, e L*(Q, A, P)}
a oznacme

Ly = LS.

v=1

Pak 1ze nad timto prostorem definovat skaldrni soucin pro X e L§ a'Y € LY (v, w € N) pfedpisem

(X,Y)= EXY’

za predpokladu, Ze existuje sdruZené rozdéleni nadhodného vektoru Z = (5) aZel§™.
Ozna¢me pro Yy,..., Y, € LY
M =35p{Yo,..., Y}
uzavieny podprostor generovany vSemi moznymi linedrnimi kombinacemi typu

COYQ + e+ Cth,

kde Cy,...,C; jsou realné matice.
Pak uvazujme nad L5° projekci X € L§ do M;

PMt(X) = (P/Vlt(Xl)v s 7PMt(XU)),7
kterou budeme znacit riznymi zpisoby, a to
Py, (X) =X = P(X) = P(X|Yo,...,Y).

Pripomenme vlastnosti predikce, které v nasledujicich diukazech vyuzijeme

(a) vzdy existuje jediny vektor P;(X) takovy, ze pro VY € M; =35p{Yy,..., Y} plati
(X-X,Y)=0e (X,Y)=(X,Y) = EXY' = EXY'.

Protoze X € M, pak
EXX' = EXX'.
(b) Jestlize X,Y7q,...,Y; maji sdruZené norméalni rozdéleni, pak (pokud Yo =1=(1,...,1)") plati

X=P(X)=EX|Y1,....,Y:) t>1.

(c) Predikce X = Pi(X) je linearni v tom smyslu, Ze pro libovolnou matici A € R*V a X, Z ¢ L5 plati:

F(AX) = AP(X)
Pt(X + Z) = Pt(X) + Pt(Z)
(d) Pokud X € LY aY € LY pak
Pt(X|Y) = MY7
kde M € R""™, pro niz plati
M=EXY'[EYY']”
a A~ znadi pseudoinverzni matict k matici A, coz je takovi matice, pro niz
AT=AAA
Kazda matice méa alespon jednu pseudoinverzni matici. Pokud matice A je regularni, pak

A=Al

129
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Pripomenme opét definici stavového modelu
DATOVA ROVNICE:
Y;: =G Xt + W t=1,2,3,...
STAVOVA ROVNICE:

Xt+1:FtXt+Vt t=1,2,3,...

pficemz
X; ... je tzv. stavovy v-rozmérny nahodny vektor
W, ... je Sum mérent
Vi ... je Sum procesu
G; ... je posloupnost matic typu w x v
F; ... je posloupnost matic typu v x v

Dale plati
EV,=0
EW,=0

W\ (Wi wor oy (EWW, EW,V)\ (R, S
D(Vt)_E(Vt)(Wt Vi) = EV,W, EV, V.| s q

C(X, (W, V}) =0, tj. jsou nekorelované, coz zna¢ime X; L (W}, V).
Navic predpokladame, Ze vSechny ndhodné vektory maji koneéné druhé momenty.
Za predpokladu, ze mame k dispozici ndhodné procesy v case 0 < t < n, budeme v dal$im textu pouzivat
nasledujici znaceni
Xk = Ppiyo,... v} (Xe) = P(Xy[Yo,...,Y})
Qt|k = E(Xt - Xﬂk)(xt - Xt|k),

Pokud k=t-1...jde o tzv. problém (jednokrokové) predikce
k=t ... jde o tzv. problém filtrace
k=n>t...jde o tzv. problém wvyhlazeni

Pridejme predpoklady pro V ¢

W: 1 {Yo,...,Y¢1}, tj. jsou nekorelované
Vt 1 {Y07 v 7Yt—1}
S¢ =0 (tj. Sumy procesu V; a méfeni W, jsou nekorelované)

Za téchto predpokladi plati nasledujici véta, ktera se tyka predikce v ramci state space modeli.
VETA 2.1. JEDNOKROKOVA KALMANOVA PREDIKCE
Xi =Xyt = Po1(Xe) = P(Xe[ Yo, ..., Y1) = Py, v, 13 (Xe)
a CHYBOVA PREDIKCNI KOVARIANCNI MATICE
Qt|t—1 = E(Xt - Xt)(Xt - Xt), = E(Xt - Xt\t—l)(Xt - Xt|t—1),
jsou jednoznacné urceny
(1) pocdtecnimi podminkams:
X =Xy = P(X1[Y0) = Py (X1)

Ql|0 = = 2X1X1 - EXIXI

kde
Yx,x, = EX X

X%, = EX X]
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(2) a plati pro né ndsledugici rekurentni vztahy:
X1 = X1 = FeXypor + K (Y = GeXypp1),
kde K1) je tzv. PREDIKCNI KALMANUV ZISK, pro néjZ plati:

Kt+1\t = 2Xt+11t21t1t

pricemz
!
3Yx, a1 = Fiy 1 Gy
!
ZItIt = Gtﬂt|t—1Gt + Rt
a
Qt+1\t =YX, X — 2)’2”15{“1
pricemz

/
2Xz+1xt+1 = FtEXtXt F;+ Qt

EXprlXprl = thﬁtﬁt Fl,f + Kt+1|t21t1t K1,f+1‘t
a kde I; jsou INOVACE pro Y, 1.
L=Y-Y =Y~ Pyry, v, 1 (Y0)

DUKAZ. Nejprve definujme inovaci pro Y,

o= Yo
L=Y,-Y;
=Y~ Pypivo,.. v (Ye)
=Y~ P1(Yy)

=Y - P (G Xy + Wy)
=Y - GiP1(Xy) - Po1(Wy)
Diky nezavislosti nahodnych vektori
W 1{Yo,..., Y1}
plati
Pr1(Wi) = Py, vy (W) =0,

takZe dostaneme

It = Yt - Gtit = GtXt + Wt - Gtit = Gt (Xt - Xt) + Wt.

Je tieba si uvédomit, Ze inovace jsou ortogonalni (tj. nekorelované)
Ip LI LI 1... LI,

takze pro libovolné X plati
P(X)=P(X|[Yo,---,Yy)
= P(X|Ip,..., L)
= P(X|Iyp,...,L;1) + P(X|I;) = P-1(X) + P(X|I})
= P 1(X) + M1,
kde
M = EXIL;[ELI;]".
Takze
X1 = Xt+1|t = Py(X411)
= P (Xi41) + P(Xp1|Ly)
=P 1 (F X+ V) + EXi 1 L[ELL] L

131
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a oznacime-li
/4
Yxiar = EXeal
!
11, = ELL,

pak
X1 =F; Py (X4)+Po1(Vy) +Ex,,, 1,255, (Y — Gtxt)
NN
Ry =0
Vyjadfeme nyni
Exa1 = EXpnly

= B(FX; + Vi) [Gi(X; - Xp) + W]’

= E[Fi(X;-X,) +F, X+ V] [Go(X, - X))+ W, ]|

=F,E(X,-X)(X;-X,) G} +F, E(X;-X, ) W}+F, EX; (X, - X;)’

=1 =0(nekorel.) =0(nekorel.)
+F; EX\W| +EV(X;-X;) G|+ EV,W,
—_——— | S — (S —
=0(nekorel.) =0(nekorel.) =S:=0
=Fi Q1 G,

Dale pocitejme
Sr1, = ELI = E[Gy(X, - X)) + W] [Go(X; - Xi) + W]
= G E(X: - X)) (X - X4)' Gy
+ G E(X -X,)W|+EW,(X,-X,) G, + EW,W]
=0(nekorel.) =0(nekorel.)
= GtQt|t—1G{‘ +Ry

Tedy celkové méame
X1 = X = FiXypo + Bx,01, 251, (Y- GiXy)
| —
=1,
Kt-%—l‘t = 2Xt+11t21_t1t
je tzv. KALMANUV PREDIKCNI ZISK a muZeme tedy psat
X1 = Fe Xy + Ky (Yo - G Xypp1)
Zbyva najit rekurentni vztah pro € ;. Pritom vyuzijeme dilezity vztah, ktery vychazi z vlastnosti ortogonalni
projekce, tj. ze pro VY € Pgry, vy, ;) plati
(X;-X;,Y)=0
(Xth} = (XDY>
EX,Y = EX;Y

a protoze X; € Py, v, ), dostaneme
EX;X, = EX;X,.
Proto pocitejme
Qo= Q1 = B(X; - X1) (X1 - Xy)
= EX X} - EX| X} - EX; X, +EX X]

—_—

=EXIX’1 =FEX; Xll

= EX1X,1 - Exlill = 2X1X1 - 22121
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Uplnou matematickou indukei obdobné dokazeme, ze pokud budeme predpokladat, ze plati
Qt\t—l = Extxt - zfitfit?
pak
Qi1 = BE(Xpr — K1) (X — Xig1)’
= EXt+1XII«/.+1 - Eit+1X£+l - EXt+1X£+1 +EXt+1X;+1

=EXi1X,,, =EXiaX!

t+1

’ g !
= EXp1Xp - EXn X = X0 X — 2Xt+1f(t+1

Ex X = EXp1 Xy = E(FiXy) + W) (FiXy) + W)
= Ft EXtXt F; + Ft Ethg + EWtXQ F; + EVtV,i

— ~— ~—
=2x,X; =0(nekorel.) =0(nekorel.)

= FtEXtXtFylf + Q¢

_ o\ !
ziﬂliml - EXt+1Xt+1

= = = = l4
= E[FiX; + Ky (Y - G X)) | [Fi Xy + Kypqjp (Yo - GiXy) |

=I;
—_—
=F EX X{F + F EXy (Yi - G Xo) Ky,
—_———
Extit =0(nekorel.)

+ K1 B(Ye-Gi X)X, F)

=0(nekorel.)
+ Ky E(Yy ~G X)) (Yi-GiXy)' K?,f+1\t

=21,

A 4
=Fi3x,x, F + Ky 2,1, K

VETA 2.2. Pro KALMANOVU FILTRACI

Xt|t = P(Xt|Y07 s 7Yt)

a FILTROVACI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI
Q= B(Xq = Xy ) (X - Xt\t),
pro Yt > 1 plati ndsledujici rekurentni vztahy
Xy = Xyj-1 + Ky (Y = G X)),
kde Ky, je tzv. FILTRACNI KALMANUV ZISK, pro néjZ plati
Kt|t = Extlt 2:[,51757

pricemz

Xx.1, = Qt|t—1G£

EItIt = Gtﬂt|t—1 Gg + Rt

Qe = T- Ky Ge) Q1

kde I je jednotkovd matice Tddu v x v.
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DUKAZ. Vyuzijme opét inovaci

I = Yo

L=Y:.-Y,
=Y~ Pyrv,. v (Ye)
=Y - P1(Yy)

=Y; - P1(GX; + Wy)

=Y, - G P (Xy) - Pt (W,
=Y, - G,/X;

= Gy(Xy - Xy) + W,

které jsou navzajem kolmé (tj. nekolerované).

Pocitejme
X = P(Xe|Yo,..., Yy)
= P(X|Io,...,I})
= P(Xy|Iy, ..., I1) + P(X|L})
=X, + MI,
=X+ EXJI [EXI) L
=X+ 2x,1. 251, (Y - GiXy)
pricemz

Sx,1, = EX. I
= EXt [Gt(Xt - Xt) + Wt],
=F [(Xt — Xt) + Xt] [Gt(Xt - Xt) + Wt],

= E(Xt — Xt)(Xt - Xt),Gt + E(Xt — Xt)Wg

—_—

=0(nekorel.)
+ EXy(X-X,)' Gj+ EX\W,; =Q,,G|
N e’ N~—
=0(nekorel.) =0(nekorel.)
TakZe celkové dostaneme
Xt|t = Xt + EXtItzftIt (Yt - G’tX.t)7

ozn. Ky, =I;
odtud
X - X = Ky L.
Zbyvé dopocitat 2.

Vime, ze

Q1 = B(Xy - X)) (X - Xy)

=B (Xt~ jit\zt) + (Xﬂt - Xt\t—l) (Xt - Xt|t) + (Xﬂt - Xﬂt—l)
| S — | S ———
=Kyl =Kyl

= B(X; - tht)(Xt - tht)/ +B(X¢ - Xﬂt)lg 1/f|t

Q¢ =0(nekorel.)
+ Kt|t ET(X; - Xt\t), +Kt|t EItI; K7,t|t = Qt\t + Kt|t21tIth{,|t
| S ——

=0(nekorel.)
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Protoze
— I ——
Kt\t = EXtItEItIt = Qt|t—1 GtZItIt

dostavame

- - /

Qt‘t—l = Qt‘t + 2)(tIt EItItEItItEItIt EXtIt
— / I~ —
= Qt\t +Xx,0, 2,1, 2,1, = Qt\t + Qt|t—1Gt2LIt Gtﬂt\t—l
———
:Kt|t

Odtud

Qt\t = Qt|t—1 - Kt|thQt|t—1 = (I - Kt|th)Qt|t—1-

3. Kalmanuv iterac¢ni proces
Shriime piedchozi vysledky Kalmanovy predikce a filtrace takto:
1) Protoze

—_ ! -
Kt+1|t = 2Xt+1ItEItIt = Ftﬂt\t—thzltIt
_ - _ Iy—
Kt|t = ZXtItEItIt = Qt|t—1GtEItIt

} = K = FiKy.
2) Déle plati
F Xy = FiXy + FiKy (Y - G Xy)
= Ftiﬂt—l + K1 (Y - G X,)
= Xt+l|t-
3) Budeme se snaZit nové vyjadrit €, 1) - Protoze
Xp1 - Xpprp = Fi Xy + V- F Xy,
=Fi (Xt - Kﬂt) + Vi

a vzhledem k tomu, ze Vy 1 (X; - Xt‘t), dostavame

Qt+1|t = E(Xt+1 - Xﬁl\t)(xtﬂ - Xt+1|t),
— = !
= E[Fe(Xe - Xypp) + Vi [Fo(Xe - Xypp) + Ve
=F.B(X¢ - X)) (X¢ - X)) 'Fl + EV, V]

= Ftﬂt|tF1,€ + Q.

135

Vs&echny predchozi mezivysledky pouZijeme pro odvozeni velmi jednoduchého Kalmanova itera¢niho procesu,

ktery je spojenim filtrace a predikce.
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KALMANUV ITERACNI PROCES

(I) POCATECNI PODMINKY

Xip=X1=EX; pii Yo=1
Q0 = E(X, - EX,)(X, - EX,)' = DX,
(II) DATOVY (FILTRACNI) KROK KALMANOVA FILTRU
Nejprve se spocita tzv. KALMANUV ZISK (nebo téz Kalmanovo zesilen)
Ky = Q-1G1(Gi2y,1GL + Ry) ™,

pak
X = Xyje-1 + Kt|t(Yt - GtXt\t—l)
a FILTRACNI CHYBOVOU KOVARIANCNI MATICI
Qt|t = (I - Kt|th)Qt|t—1-

(I1T) CASOVY (PREDIKCNI) KROK KALMANOVA FILTRU

Xt+1|t = Ftiﬂt
Qe = FeQyF + Q.

1)

2)

5)

ZAVERECNE POZNAMKY

Kalmaniv filtr je rekurentni algoritmus, ktery postupné upravuje odhad neméritelné stavové veli¢iny v
zévislosti na novych pozorovanich souvisejici méritelné velic¢iny.

Pti znalosti poc¢atec¢nich hodnot je princip Kalmanova filtru zalozen na dvou zakladnich fazich, a to na pre-
dikci a filtraci:

» na zakladé znamych pocatec¢nich hodnot je budouci stav nejprve odhadnut a po ziskdni novych a aktuél-
nich informaci jsou tyto predikce upraveny (filtrovany) tak, aby odhad budouciho stavu byl co nejpies-
né&jsi;

 po ziskani dalsich dat jsou opét upraveny dosavadni predikce a cyklus se tak neustale opakuje.

Vyhodou Kalmanova filtru je, Ze neni nutné si pamatovat vSechny pfedchozi dosazené hodnoty.

P1i odvozovani Kalmanova itera¢niho procesu jsme predpokladali, Ze variancéni matice Sumu méreni Wy i
Sumu procesu V; jsou znamé, coz vSak v praktickych situacich je nerealné. Proto je tfeba nejprve provést
odhad pfislusnych varian¢nich matic. Nejcastéji se pouzivaji maximalné vérohodné odhady, které samoziejmé
predpokladaji znalost rozdéleni obou chybovych slozek. V tomto pripadé, kdy hledani maxima logaritmu
vérohodnostni funkce provadime pomoci algoritmi numerické optimalizace, je Kalmantv filtr znatné citlivy
na pocatecni odhady.

Vyznamnou vyhodou Kalmanova filtru je moZnost jej vyuzit pro odhad parametri proménnych v case.
Parametry se pak chapou jako nepozorovatelné stavy, jejichz vyvoj je uréen stavovou rovnici.

Tato technika predikce byla vyvinuta v 60. letech dvacatého stoleti R. E. Kalmanem (Kalman 1960, viz

[32]) a ptvodné se prevazné vyuzivala k filtraci Sumu v elektrickych signalech. Pozdé&ji ale nasla uplatnéni
v mnoha dalsich oborech, pfedevsim pii feSeni tiloh z oblasti navigace a zpracovani signélu, ve velké mite také
v ekonometrickych tlohach.
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