14. Poissoniiv proces

14.1. Definice: Definice Poissonova procesu
Necht’ 3&;'[ ~ Je homogenni markovsky fetézec se spojitym Casem, ktery ma mnozinu stavii J = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, ...) a matici intenzit pfechodu

( — 7\1 O 0. \} Ptechodovy diagram:
0 |

O o o o . 4 r . .
7L , kde 4 je konstanta, nazyva se intenzita.

Tento HMR se nazyva Poissontilv proces (s parametrem \).

Lo

(Vidime, Ze v Poissonové procesu je mozné jen setrvani v dosavadnim stavu nebo prechod do nejblizs§iho vyssiho stavu.)
Vysvétleni: Poissontiv proces popisuje napt. nahodné a navzajem nezavislé udalosti. Nahodna velic¢ina )i ~ e ..udava
pocet udalosti, které nastanou v intervalu }lt> Ptitom stfedni hodnota poctu udalosti, které nastanou za ¢asovou jednotku,

je konstanta 4 . Pravd&podobnost py(t) = e™ vyjadiuje, Ze v intervalu p,t> nenastala Zddnd udélost. Oznacime-li S dobu

ekani na zménu mezi stavy (tj. dobu &ekani na piichod udalosti resp. dobu setrvani ve stavu), pak P(S > t) = ¢™, tedy
1 et (
P§<t _ QT d =", To znamena, ze je-li rozloZeni poctu udalosti, které nastaly v intervalu BD Poissonovo, je
<

rozloZeni doby ¢ekani na zménu resp. doby setrvani ve stavu exponencialni.



Ptriklady uvaZovanych udalosti:

- dopady ¢astic kosmického zareni zaznamendvané CitaCem Castic
- rozpady radioaktivniho prvku

- vyzvy ptichazejici do telefonni usttedny

- dopravni nehody registrované na néjakém silni¢nim useku

- poruchy automatického stroje

- ptichody zékazniki do néjakého systému obsluhy apod.

Upozornéni: U téchto praktickych ptikladl neni splnén piedpoklad, Ze intenzita vyskytu udalosti A je nezavisla na Case.
Provoz v telefonni usttedné je jisté Zivejsi dopoledne nez vecer; silni¢ni provoz zalezi jak na denni dobé tak na dnu v tydnu;
mnozstvi radioaktivni latky asem ubyva a tedy ubyva 1 intenzita rozpadu jejich atomil; poruchovost stroje se miize zvySovat
s jeho opotiebenim apod. Casto se ale sleduje vyskyt téchto udalosti jen po néjakou omezenou dobu, béhem niZ lze

predpokladat neménnost intenzity A.



14.2. Véta: V¢éta o pravdépodobnostnim rozlozeni sloZek Poissonova procesu

Necht’ :?S.,t ~ Je Poissontiv proces s parametrem A. Pak plati: \/ / i } {‘_ ) .
=

Vysvétleni: Nahodna veli¢ina X, ktera udava napft. pocet zakazniki, ktefi ptijdou do fronty v intervalu <Qt‘, se fidi
rozlozenim Po(At). Cislo po(t) = ¢™ udava pravdépodobnost, Ze v intervalu }rl} nenastane zadnd zmeéna.
Diikaz: Sestavime systém evolucnich diferencidlnich rovnic p > Eﬁ s pocatecni podminkou p(0) = (1, 0, ...).

(o i SRS B
CERERE IR [0. °. K .%.:::,”P'f? (- t

Obecné: H } — ? . F\, — .,. . s poc¢atecni podminkou py(0) = 1, pj(0) = 0,j=1, 2, ...
Pti feSeni téchto rovnic pouzijeme LT.

Obraz 1. rovnice: ZEF_ 9’:‘ _ B F’:; | _ }_— 5 ‘:' ( }_—\ ]
Obraz 2. rovnice: ZI?T_ H:A: B ﬁ: 1—| B Z:>“ = . = :T ( Z—?L \’ ]
A

P -+ | \ o+ _ F— 1
Obraz 3. ice: Z _A 7 J\U N o '.7\# , [ - ] L
raz 3. rovnice Ee_ ﬂ_ = F.L - /:) = = =L \, : 0\,/

Obecné: H{_ > —jJ LQ,



14.3. Priklad: Majitel obchodu s potravinami zjistil, Ze v ranni Spicce pfichazi do obchodu primérné 20 zdkazniki za 5
minut. Majitelova manzelka se domniva, ze v pribéhu 10 minut miize o¢ekéavat v priméru 30 zakazniki, zatimco
optimistictéj$i majitel v prabéhu 10 minut o¢ekava 40 zdkaznikli. Ktery odhad je pravdépodobné;si?

Reseni:

Ptichody zakaznikt do obchodu 1ze modelovat Poissonovym procesem 3@,’[ ~ »kde X=}j, kdyz za ¢asovy interval ﬁt>
ptijde do obchodu pravé j zdkaznikt, j=0, 1, 2, ...

0 ., ..

Parametr procesu (intenzita procesu): N ~(: zakazmamint
4

Podle piedpokladu: X, ~ Po(4t), tedy P?(Z _ At-'— €

— mje‘

V MATLABu: poisspdf(30,40)
. A ~
Odhad manzela: Pei(): G_ g € ¢ 0& G: )62

V MATLABu: poisspdf(40,40)

Odhad manzelky: P%O:A B A ol 0& G:A )18

Optimisticky odhad majitele je pravdépodobnéjsi nez opatrny odhad jeho manzelky.



14.4. Véta: V¢ta o pravdépodobnostech prechodu v Poissonové procesu

Necht’ gg_’t ~ Je Poissoniv proces s parametrem L. Pak plati: \% T },J __J B {\ 6p1]e prg)>1
= : rg_i

Diikaz: Z matice intenzit piechodu plyne, Ze jediny pfechod s nenulovou pravdépodobnosti je prechod do stavu o 1 vyssiho.

(AtH
e pro-.1
Pfitom pocatecni stav je nulovy, tedy pj(t) = poi(t). V disledku homogenity: pJ {\:p)ﬁ {\_ 61\; 1' p g)>
rg_1

-

14.5. Véta: Véta o sttedni hodnoté a rozptylu Poissonova procesu

Necht’ :?S.,t ~ Je Poissontiv proces s parametrem A. Pak E(X,) = At, D(X,) = At.

Diikaz: Plyne z vlastnosti Poissonova rozlozeni, protoze X, ~ Po(At).

14.6. Véta: V<éta o rozloZzeni doby setrvani fetézce v daném stavu
Necht’ gg;t ~ Je Poissoniv proces s parametrem L. Ozname S; dobu, kterou fetézec setrva ve stavu j-1, j=1, 2, ... Pak
S; ~ Ex()) a stfedni hodnota doby setrvani fetézce ve stavu j-1 je —.

Diikaz: Plyne z véty 12.8.

14.7. Véta: Vcta o nezavislosti dob setrvani fetézce v danych stavech
Nahodné veliCiny S;, j =1, 2, ... jsou stochasticky nezavisle.

Dikaz: Nebudeme provadeét.



linek tvoti udalosti Poissonovych procest s parametry A;, A,, pfi¢emz tyto procesy probihaji nezavisle na sobé. Vypoctéte
pravdépodobnost, ze za ¢asovy interval délky t ptijede na zastavku prave k autobusti.
Reseni:

-

Oznagme X, poéty prijezdi linky &. 1 v intervalu ((J£, X, ~ Po(uit), P2{_° L € Li=0,1,2,...
== 3

Ozna¢me Y, pocty piijezdi linky €. 2 v intervalu <Qt\, Y.~ Po(A,t), P(¥ _ ) . € ,]=0,1,2, ...
Dale oznaéme Z, pocty piijezdi autobusii obou linek v intervalu <Qt\, Z.=X;+ Y. Mame pocitat P(Z,=k), k=0, 1, 2, ...

Podle véty o rozlozeni souctu dvou stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in dostavame:

) 5 - L : i e tv s . e ‘__
-y -y SRRy a ok

Znamena to, ze Z, ~ Po((A; + 1) t).



14.9. Véta: Véta o bodovém a intervalovém odhadu parametru A Poissonova procesu

Necht v intervalu <Ql> byl sledovan Poissonilv proces s nezndmym parametrem A a bylo pozorovano n udalosti.

N

a) Bodovy odhad parametru A je dan vzorcem: 7L , pficemz E‘/) . q je nestranny odhad) a D{?L

| I _y | _y
b) 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro A ma meze: d: [,Xa 1 @1 4+ h: [,X _ @'] 4

14.10. Priklad: Na ur¢itém zafizeni byly po dobu 580 h sledovany poruchy. Za tuto dobu jich nastalo 22. Za ptedpokladu,
ze poruchy tvoii udalosti Poissonova procesu s parametrem A, odhadnéte tento parametr a najdéte pro n¢j 95% empiricky

interval spolehlivosti.

ReSeni:

T =580, n =22, tedy}L 82803'
1 ~ "¢
[XO‘ ‘?n_|_ ‘ —SX 25h6_ 1—6%@: )2

| 1 -
b = 5gy w6 1 05

0,0252 <A <0,0574 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



14.11. Poznamka: Poissontv proces Ize v MATLABu simulovat pomoci funkce Poisson.m:
function [v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]=Poisson(CPS,lambda,t)
%vstupni parametry

%CPS ... celkovy pocet simulovanych prichodu zakazniku

%Ilambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku

%t ... casovy krok

%vystupni parametry

%V ... vektor variant poctu zakazniku

%abscet ... abs. cetnosti jednotlivych variant

%relcet ... relativni cetnosti jednotlivych variant

%p ... pravdepodobnosti jednotlivych variant

%tabulkal ... empiricke a teoreticke charakteristiky simulovaneho poctu
%zakazniku

%tabulka?2 ... empiricke a teoreticke charakteristiky doby simulace

Tuto funkci pouzijeme pii feSeni nasledujiciho ptikladu.



14.12. Priklad: V sobotu v dobé od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici ve vilové étvrti mésta. V tomto obdobi
exponencidlnim rozloZzenim. Pomoci MATLABu simulujte vjezd 20 aut do této ulice.

ReSeni: V tomto piipadé€ jsou vstupni parametry tyto: CPS = 20, lambda = 1/8, Casovy krok zvolime napf. t = 8.
Teoretické celkova doba simulace by méla byt 20.8 = 160 min, primér = 8 min, smérodatna odchylka = 8 min.)

[v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]=Poisson(CPS,lambda,t)

Pocet aut, kterd vjizd¢ji vzdy béhem 8 minut | Abs. Cetnost | Rel. Cetnost | pravdépodobnost
0 15 0,5357 0,3679
1 6 0,2143 0,3679
2 6 0,2143 0,1839
4 1 0,0357 0,0153
Primérny pocet aut za Casovy krok: 0,7857 Realizace Poissonova procesu:

Stredni hodnota poctu aut za ¢asovy krok: 1

Pozorovana smér. odch. poctu aut za ¢asovy krok: 1,0313
Smérodatna odchylka poctu aut za ¢asovy krok: 1
Celkova doba simulace: 214,7869

Teoreticka celkova doba simulace: 20*8 = 160

Priimérna doba mezi vjezdy aut: 10,7393

Sttedni hodnota doby mezi vjezdy aut: 8

Pozorovand smér. odch. doby mezi vjezdy aut: 14,8255
Smérodatna odchylka doby mezi vjezdy aut: 8

250



15. Proces vzniku a zaniku

15.1. Motivace: Budeme se zabyvat popisem kolisani rozsahu souboru objekti v ¢ase za predpokladu, ze

a) v nahodnych okamzicich vstupuji do tohoto souboru nové objekty, pticemz pravdépodobnost, Ze v intervalu I,t i

vstoupi do souboru rozsahu j novy objekt, je Y Fl‘, kde A; > 0 je intenzita vstupu do stavu j;

b) v ndhodnych okamzZicich vystupuji z tohoto souboru jiné objekty, pticemz pravdépodobnost, Ze v intervalu I,t i

vystoupi ze souboru rozsahu j jeden objekt, je L Fl‘, kde p; > 0 je intenzita vystupu ze stavu j;

L1
¢) vstupy a vystupy objektl jsou stochasticky nezavislé jevy;
d) béhem kratkého ¢asového intervalu zlistava rozsah souboru tyZ nebo se jednicku zvétsi ¢i zmensi.

Bude nas piedevs§im zajimat, jak se chova rozsah tohoto souboru po dostatecné dlouhé dobé, tj. po odeznéni vlivu

pocatecnich podminek.



15.2. Definice: Definice procesu vzniku a zadniku
Necht gg,t ~ Je homogenni markovsky fetézec se spojitym Casem, ktery ma mnozinu stava J = {0, 1, 2, ...}, vektor

pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = (1, 0, ...) a matici intenzit pfechodu

(—o 0 U 8 \W
Q: !(5 _i@'l/_ g\}_z 2 :::i,kde)L )= ,1,.221[1 )= 2, jsou konstanty.

Tento fetézec se nazyva proces vzniku a zaniku (resp. mnozZeni a imrti).

Ptechodovy diagram:

&

Upozornéni: Je ziejmé, Ze Poissoniv proces je specidlnim piipadem procesu vzniku a zadniku, v némz

w=0,j=1,2,...ah=1j=0,1,2, ...



15.3. Véta: Stacionarni rozloZeni procesu vzniku a zaniku

Necht’ gg,t ~ Je proces vzniku a zaniku s intenzitami vzniku Y ]: ,l,.z a intenzitami zaniku - ]: .Z,
. . N |
Pak stacionarni rozlozeni tohoto procesu je dano vzorcem: \v4 L _ — \- Y, kde & _ —7\/ - za
— SR _1 01-;:\3;1
+.

a2 -0

predpokladu, Ze fada \7\9 P22yl absolutng konverguje. Jinak stacionarni rozlozeni neexistuje.

Fab 2 -2

Diikaz: Hledame feseni systému rovnic aQ =0, a,+a; + ... =1, ;.
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fada \}\9 P22 0T absolutng konverguje.
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15.4. Priklad: Necht gg,t ~ Jeproces vzniku a zaniku s mnoZinou stavii j = {0,1}, intenzitou vzniku X a intenzitou
zéaniku p. Najdéte:

a) vektor absolutnich pravdépodobnosti p(t)

b) matici pravdépodobnosti piechodu P(t)

c) stacionarni rozloZeni a.

/
ReSeni: Matice intenzit prechodu: Q_ - 7&

I — ,
Ad a) Sestavime systém evoluc¢nich diferencidlnich rovnic p }\ E{{ s poc¢atecni podminkou p(0) = (1,0).

QP = “pf(‘ ' ’)Hf :f:-f‘

d

p)}— b — T Y )
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—H
Laplacetv obraz: ZEF’_Q 9’:1 - ?) F,:Z :B) Z’:Z_Z\,L :;?) Z’:: z Z>\‘
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Celkem: p{\: | ' ”7L -



Ad b) Pravdépodobnosti piechodu ur¢ime napi. ze systému Kolmogorovovych retrospektivnich diferencialnich rovnic

| of }\ U;\ s poc¢atecni podminkou P(0) = I.

0 5> p)l'l }\d Dod> Pud /1
(p)} P }\ > Pog> pl}\

transformaci a ziskame Vysledek:

P{\ I_/I[ S A e_‘/t\.
= e_’It

pro feSeni tohoto systému opét vyuzijeme Laplaceovu

rd ,\ . I

Ad c) Stacionarni rozloZeni miizeme urcit nékolika zptisoby. Podle véty 15.3. mame:

a_ 1 poalal u A
1_|_ v - .

Celkem: A__ l— .



