8. Rozlozitelné a nerozlozitelné homogenni markovek-etézce

8.1. Definice:Definice dosazitelnych a souslednych étav
Necht {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtzec s mnozinou staw.
a) Rekneme, Ze stav j gosazitelnyze stavu i, kdyz existuje>nl tak, Zze p(n) > 0.
Pokud p(n) = 0 pro vSechnan 1, pakiekneme, ze stavieni dosaZitelnge stavu i.
b) Rekneme, Ze stav j uslednyse stavem i, jestlize j je dosazitelny z i ad@sazitelny z j.

(Symbolicky se dosazitelnost stavu j ze stavu edaje takto: i—) a souslednost stav, j se oznauje takto: i« j.)



8.2. Rriklad: Je dan homogenni markovsigkzec{x ,;nON,} s mnoZinou stav

1/2 1/2 0 0 O
1 0 0 o0 ©O
J={1, 2, ..., 5} a maticijechoduP=| 0 1/2 0 1/4 1/4|.
O O 3/4 0 1/4
O 0 0 o0 1

Nakreslete fechodovy diagram a sestavte tabulku dosazitelnigski a tabulku souslednych stav

Reseni:

Prechodovy diagram Tabulka dosazitelnych stav Tabulka souslednych stav

12 172 stav|dosaZitelny stav stav|sousledny stav

P . Y 1]2]3]4]5 1]2[3]4]5

\_ﬁ,ﬂ\ £) 1 |+ [+[-1-71- 1 |+ [+]-1-1-

1 2 + |+ |- |- |- 2 + |+ |- |- |-

4 _ () 14 3 + [+ |+ |+ ]|+ 3 - -+ +] -

r 4 |+ |+ [+[+]+ 4 |- |- 1+]+]-

/{ ) 4 5 - - - - |+ 5 - - - -+




8.3. Definice Definice fidy trvalych stau a tidy prechodnych stav
Neprazdna mnozina sta\C [1 J se nazyvérida trvalych stal, jestlize zadny stav W neni dosazitelny ze zadného stavu

uvnitt C. Mnozina stafy, ktera neniffdou trvalych sta, se nazyvérida gechodnych stav

8.4. Hiklad: Pro homogenni markovskgtizec z pikladu 8.2. najéte tidy trvalych a pechodnych stal
Reseni:
Nejprve uvedeme maticipchodu. Nakreslime pechodovy diagram.

12 1/2 0 0 0 12 12
1 0 0 0 O o B
P={ 0 12 0 14 14
0O 0 3/4 0 1/4
O 0 0 0 1

Z diagramu je tejme, ze kdyZetézec vstoupi doridy stavi {1, 2} nebo {5}, neni odtud dosazitelny zadny staw tridy
{1, 2} resp. {5}, tedy J. ={12} O{5}. KdyzZ tetézec vstoupi doitdy stavi {3, 4}, je odtud dosaZitelny stav 5, tedy

J, ={34}.



8.5. Poznamka Poznamka o pddizci homogenniho markovskébeigzce

Jestlize v matici fechoduP vynechame tyadky a sloupce, které odpovidaji stawvnepaiticim do tidy trvalych stau C,

dostaneme ajp stochastickou matici. Lze ji povazovat za matieichodu homogenniho markovskéetézce s mnozinou

stavi C. Nazyva se pddtzec mivodnihoretzce. Nap. pro homogenni markovskgtezec z pikladu 8.2. , ktery ma

1/2 1/2 O 0O O
1 O 0 0O O

matici plechoduP =| 0 1/2 0 1/4 1/4|, dostaneme pddizec s matici fechodup,

O O 3/4 0 1/4
0O O 0 0O 1

8.6. Disledek: Dusledek proifidu trvalych stawr a pro fidu prechodnych stay
a) Retszec nikdy neopusttitu trvalych stag, jakmile do ni jednou vstoupi.
b) Retézec se nikdy nevréti deéidy piechodnych staly, jakmile ji jednou opusti.

8.7. \Weta: Kritérium pro stanoventidy trvalych stau
Mnozina stau C [J J je tida trvalych staf, praw kdyz g = 0 proi OC, jOC.
Dikaz: Nebudeme provatl

1/2 1/2 0
=1 0 O0].
0O 0 1



8.8. Definice Definice rozlozitelného a nerozlozitelného homaghn markovskeheetzce
Homogenni markovskiettzec se nazyvaerozlozitelny jestlize vSechny jeho stavy jsou sousledné. \Lio@a Fipads
fikame, zeretézec jerozlozitelny.

Ekvivalentni definice: HN& se nazyvé nerozlozitelny, jestlize mneexistuje jinéitda trvalych stafr nez J.
8.9. Wéta: Retézec s kon&nd mnoha stavy je rozlozitelny prévehdy, ma-li maticeigchodu (po fipadném petislovani

P, O : , :
stawvi) tvar P = (Af B], kdeP;, B jsouctvercove matice.

Dukaz: viz Praskova, str. 37.

8.10. Fiklad: UvaZzme nahodnou prochazku s pohlcujiciimami, tj. homogenni markovskgtszec{X ,;n0ON,}

s mnozinou stavJ = {0,1, ..., N-1, N} a fechodovym diagramem

p p p p
2 D)
oz089 cEC O
1 1-p 1-p 1-p 1-p 1

Zjistéte, zda tentdetzec je rozlozitelny. Pokud ano, n&e tidy trvalych a pechodnych stau
Reseni:z prechodového diagramu okan&ityplyva, Zze stavy 0 a N jsou sousledné jenom ssargebou.
Ostatni stavy 1, 2, ..., N-1 jsou souslede&zec je tedy rozlozitelny 4, ={0} O0{N},J, ={12,...,N-1}.



8.11. Definice: Definice stav stejneho typu

Rekneme, Ze staviyj[1J homogenniho markovskébkietzce jsoustejného typyjestlize jsou oba
a) p‘echodné

b) trvalé nenulové

c) trvalé nulové

d) neperiodické

e) periodické s touz periodou.

8.12. \Kta: Véta o solidari
Jsou-li stavy i a j sousledné, pak jsou stejnépa.ty

Diikaz: Nebudeme provaitl

8.13. Disledek: Dusledek pro nerozlozitelny homogenni markovsiigzec

V nerozlozitelném homogennim markovsk&tézci jsou vSechny stavy stejného typu. Ma-li nerdizédny homogenni

markovskyiretzec konénou mnozinu stay, pak jsou vSechny stavy trvalé nenulove.



8.14. \kta: Véta o stacionarnim rozloZeni nerozlozitelného M
Nech’ {X,;n0ON,} je homogenni markovskgtszec . Pak plati:
1. Jsou-li vSechny jeho stavygehodné nebo vSechny trvalé nulové, pak staciomdziozeni neexistuje.

2. Jsou-li vSechny jeho stavy trvalé nenulové, siakionarni rozloZeni existuje a je jediné.

2a) Jsou-li viechny stavy neperiodické, Bak Im p; (n)>0,i,j0J ataked, = lim p; (n)>0,j0J

1S .. 1S :
2b) Jsou-li vSechny stavy periodické, pak— L'm —Z P; (k)>0,i,j0J, takéd; =1im —Z P; (k)>0,jOJ

-~ N3 n-«niy3

8.15. Disledek:V nerozlozitelném homogennim markovskéazci s konéné mnoha stavy stacionarni

rozlozeni existuje.



8.16. Véta: Véta o mnozig stavi dosazitelnych z trvalého stavu.

Neclt siav i je dosazitelny z&@akého trvalého stavu j. Pak plati:

a) stav i je trvaly stav stejného typu jako stav j

b) i a j jsou sousledné stavy

c) fj = f; = 1 (tj. pravédpodobnost, Zéetzec vychazejici ze stavu j respiibec rekdy vstoupi do stavu i resp. j, je rovna 1).
(Znamena to, Ze mnozina stadosaZzitelnych z&akeho trvalého stavu j je mnozina trvalych stavvdi nerozlozitelny

podettzec mivodnihoretzce.)



8.17. Poznamka:

Nejprve pro jednoduchostgrpokladejme, Ze rozlozitelnémietézci existuji jen d¥ tiidy stawi. Znamena to, ze

sowasnym pecislovanim stair v matici gechodu Ize vytviot nulové submatice.

Dostavame pak kiimatici typu

P:(Fg F(’)j kde P1, P, jsou ¢tvercové matice obsahujici prayebdobnosti pechodu mezitfdami staw, piicemz ok
2

tridy jsou tidy trvalych staw,

nebo typu
P
P:(Rl Q]’ kde P1, Q jsou &tvercové matice, ifiemz P; obsahuje pravghodobnosti pechodu mezirvalymi stavy

maticeQ obsahuje pravgbodobnosti pechodu mezi fechodnymi stavy a matide je tvaena pravédpodobnostmi fechodi
z prechodnych do trvalych stav

Je-li maticeP rozlozitelna na tvar

P
P:(P 01) kde O jsou nulovéctvercové matice, bude systém oscilovat mezingv ¥idami gechodnychstavi &
2

prislusna matic® bude popisovat periodicktézec.



8.1¢& Poznamka poznamka o rozkladu ko&regé mnoziny stavJ a o kanonickém tvaru maticgephodu
Predpokladejme nyni, Ze rozlozitelny H\Me tvaren jak trvalymi, tak fechodnymi stavy, ijixemz ma ritid trvalych sta.

Véta 8.16. umozni rozlozit mnozinu stay takto:

Al

el

dosazitelnych zjatd.

Lze tedy psat=J, 0J,0...0J 0OJ,, kde 4, J, ..., Jjsou nesldgitelné mnoziny trvalych stdva } je mnozina stav

prechodnych. Je-li J kotied mnozina, pak maticiechoduP Ize psat v tzv. kanonickém tvaru (po eventualnfediplovani
staw).

Kanonicky tvar matic® Py, ..., P, jsou matice obsahujici praygbdobnosti pechodu meziifdami trvalych stai
; N 1 Ji, ..., J. MaticeRy, ...,R, obsahuji prav&pbodobnosti fechodu meziftdami grechodnych a
|l b|...]F trvalych stavw. MaticeQ obsahuje pravpodobnosti pechodu mezifg@chodnymi stavy.

h|P.|9D|...| 0|9
L|D|(Py|...| O|D




8.19. Hiklad: Je dan homogenni markovsigigzec{X :n0ON,} s mnoZinou stav J = {0,1, ..., 5} a maticiiechodu

1 0 0 0O O 0
1/4 1/2 1/4 0 O 0
0 1/5 2/5 1/5 0 1/5 : L :
P= . Najckte kanonicky tvar matick.
0 0 0O 1/6 1/3 1/2
0 0 0O 1/2 0 1/2

0O O O 1/4 0 3/4

Reseni:
Prechodovy diagram Kanonicky tvar maticeigchodu: Vidime tedy, Ze
P, =(1)

1 0 0 O 0 0 1/6 1/3 1/2

0O 1/6 1/3 1/2 O 0 P,={1/2 0 1/2
b= 0O 12 0 12 O 0 1/4 0 3/4

0O 1/4 0 3/4 O 0

/4 0 O 0 1/2 1/4 Rl:(lgj

0O 15 0 1/5 1/5 2/5

0 0 0
R, =
(1/5 0 1/5]

J={0},J.={3,4,5}, k=11, 2}. 12 1/4
o=y 21s)

1/5 2/5



8.2C. Definice: Definice fundamentalni matice nerozlozitelného bgeanniho markovskéhezce

Neclt {X,;n0ON,} je nerozlozitelny homogenni markovsigizec s matici fechoduP. Limitni matici p'echodu ozn&me

A. Fundamentélni mati@ tohotoretszce definujeme vztahenZ =(1 - (P -A))™.

8.21. \ta: Véta o vypda@tu stednich hodnot dob prvnich vstup
Ozna&me m sttedni hodnotu doby 1. vstupetézce do stavu j zarpdpokladu, Ze vychazi ze stavu i. Sestavime matici

M =(m,) .PakM =(I -z +EZ)M, kdeE je matice ze samych jedek, maticeZ obsahuje jen diagonalni prvky matice
7i,j0d

Z a maticeM obsahuje jen diagonalni prvky matide



8.22. Riklad: Pri dlouhodobém sledovani velkého souborudiot casovym krokem 1 gsic byly zkoumany volebni
preference. RozliSujeme strany A, B, C a Ostatatedeme homogenni markovsiegzec{X ,;nON,} s mnozinou stavJ
={1, 2, 3, 4}, kde X = 1, kdyz nahodhivybrany volt preferuje v n-tém gsici stranu A, X = 2 pro stranu B, X= 3 pro
stranu C a X= 4 pro ostatni strany. Prajgbdobnosti pechodu sympatii vaiii jsou uvedeny v maticiipchodu:

07 005 011 014

001 082 005 012 : o . . ) ]
P= . . . Najckte limitni matici Fechodu a vypééte matici stednich hodnot dob prvnichtgzhoa.
005 005 08 01

005 0 003 092
Re3eni:Limitni matici prechodu ziskame sloZentityt stacionarnich vektér Stacionarni vektor existuje, nebjiz matice

P> mé vSechny prvky kladné.

. 4
ReSenim systéma = aP s podminkou a, =1 ziskame stacionarni vektoa = (0,1328; 0,0881; 0,1843; 0,5949).
j=1

Znamena to, Zedhem dlouhé doby fize strana A &ekavat 13,3% vatii, strana B 8,8%, strana C 18,4% a ostatni strany
dohromady 59,5%.
Limitni matice grechodu Interpretace lfadku maticeA: Pokud volé v jednom nisici preferoval stranu A, pak

01328 0,0881 01843 05949\ Vv nasledujicim rgsici ji bude s prawpodbnosti 13,3% preferovat&pKe strag B se

A= LTS QU (IR Bekas piikloni s prav@podobnosti 8,8%, ke straC s pravédpodobnosti 18,4% a
01328 0,0881 01843 0,5949

01328 00881 01843 05949 S prav@podobnosti 59,5% zvoliekterou z ostatnich stran.



K vypocétu matice siednich hodnot dob prvnickgrhodi pottebujeme fundamentalni matici

25863 02999 02549 -21411
-0,7741 4,7037 -0531 -23986
-02863 04354 36153 -27644|
-01508 -0,7502 -0,7885 2,6895

z=0-(P-A)"=

01;28 0 0 0
25863 O 0 0 ’ 1
0 0
.z 0 47037 O 0 N
Matice Z = , maticeM = 0,0881
0 36153 O 1
0 0 P 0
0 0 0 2,6895 01843

0 0 =
0,5949

75306 50 182353 81207
253061 113538 225 85535
216327 484615 54265 91686/
206122 619231 238971 16811

Matice M = (| -z +EZM =

Interpretace Ifadku maticeM: Voli¢, ktery na zé&atku sledovani preferoval stranu A, vipgru za 7,5 misice da poprvé
znovu hlas této stranV praméru za 50 misiail bude poprvé preferovat stranu B a urpéru za 18,2 résice bude poprvé

preferovat stranu C. V pméru za 8,1 misice se poprvérkloni k nékteré z ostatnich stran.



